Egzamin sprawdzajacy na studia doktoranckie z matematyki na UJ
19 wrzes$nia 2011
Czas trwania: 180 minut
Rozwigzac nalezy pie¢ dowolnie wybranych zadan.
Wszystkie zadania sq jednakowo punktowane.

1. (teoria mnogosci) Wykazaé, ze istnieje nieprzeliczalna rodzina zbioréw
nieprzeliczalnych (X;);er, taka ze dla dowolnych t1,t5 € T, t1 # to zbiér
X, N Xy, jest jednoelementowy, ale dla dowolnych trzech parami réznych
t1,ta,t3 € T zachodzi X3, N Xy, N Xy, = 0.

2. (matematyka dyskretna) Zbadaé, jakie warto$ci moze przyjmowaé wy-
znacznik macierzy kwadratowej stopnia 3 o wszystkich wyrazach réwnych
—1 lub 1.

3. (algebra) Zmalezé wszystkie podgrupy abelowe grupy permutacji zbioru
4-elementowego 4.

4. (algebra liniowa) Niech n > 2. Znalez¢ rzad macierzy
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5. (analiza) Znalezé wszystkie o € R, dla ktérych zbiér
{(z,y) € R? : sin(x + y) = ay}
jest wykresem pewnej funkcji rézniczkowalnej g : R — R.

6. (analiza) Dane niech beda funkcje f, g : R — R takie, ze f jest funkcja ma-
lejaca oraz lim, .o f(x) = 0, za§ g jest ciagla funkcja okresowa
o okresie T' > 0 spelniajaca warunek fOT g(x)dx = 0. Wykazaé zbieznosé
calki niewladciwej [~ f(z)g(z)dx.
7. (analiza) Niech o > 0. Wykazaé, ze funkcja f : R? — R dana wzorem
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’ : 2 + y2

dla (x,y) € R?%\ {(0,0)} i spelniajaca warunek f(0,0) := 0 jest
rézniczkowalna w (0, 0) wtedy i tylko wtedy, gdy « > 3/2.

8. (analiza zespolona) Niech D bedzie obszarem w C, za$ zg € D. Znalezé
wszystkie pary funkcji holomorficznych f,g : D — C, takie ze f(z9) =
g(z0) = 0 oraz |g(2)| = |f(2)|V2 dla kazdego z € D.
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(analiza/uktady dynamiczne) Niech f : R — R bedzie funkcja klasy C?,
taka ze f(0) = 0 oraz |f’ (0)] < 1. Pokazaé, ze istnieje U, otwarte otoczenie
0, o tej wlasnosci, ze f™ (x) — 0 dla kazdego x € U, gdzie f* := fo...o f.

—

n-razy

(analiza/uklady dynamiczne) Niech f,g: R?— R? beda dyfeomorfizmami
klasy C'*°, takimi ze

f(ovo) = 9(0’0) = (0, 0)

f’(0,0)=((1) _01)79’@70):((2) _01>-

Udowodnié, ze nie istnieje dyfeomorfizm h : R2— R? klasy C'°, taki ze
h(0,0) = (0,0) oraz

oraz

dla kazdego x € R2.

(réwnania rézniczkowe) Niech a,b : R — R beda funkcjami ciaglymi.
Pokazaé, ze problem

ma dokladnie jedno rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy fol a(s)ds # 0.

(geometria rézniczkowa) Opisaé krzywe geodezyjne na elipsoidzie w R3
danej réwnaniem x? + y2 + 22/4 = 1.

(rachunek prawdopodobieristwa) Niech (X,), oy bedzie ciggiem zmiennych
losowych zbieznych stochastycznie do zmiennej losowej X, zas A, ciagiem
liczb rzeczywistych zbieznych do 1. Pokazaé, ze ciag zmiennych losowych
(AnXn),en zmierza réwniez stochastycznie do X.

(procesy stochastyczne/matematyka finansowa) Rozwiazaé stochastyczne
réwnanie rézniczkowe

dXt = aXt dt + bXt th

z warunkiem poczatkowym Xy = 1, gdzie a,b € R, zas (Wt)t>0 jest stan-
dardowym procesem Wienera.



