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Czas trwania: 180 minut
Rozwigzac nalezy pie¢ dowolnie wybranych zadan.
Wszystkie zadania sq jednakowo punktowane.

1. (teoria liczb) Niech ciag liczb catkowitych (an,)
warunki:

nen Spbelnia nastepujace

e jest m-okresowy (m € N, m > 1), czyli a, = apym dla kazdego
neN;

o dla kazdej liczby pierwszej p zachodzi a, = a; (mod p).
Pokazaé, ze dla kazdego r € N, jezeli r i m sa wzglednie pierwsze, to

A, = Qaj.

2. (algebra, geometria) Pokazaé, ze grupa obrotéw szedcianu jest izomorficzna
7 grupg, permutacji Sy.

3. (algebra, algebra liniowa) Ustalié, ile jest odwracalnych macierzy wymiaru
3 x 3 z wyrazami z ciatla dwuelementowego.

4. (teoria miary) Znalezé wszystkie zbiory A C [0, 1] majace doktadnie sze$é
elementéw i bedace zbiorami wartosci pewnej miary probabilistycznej.

5. (analiza) Niech f : [0,4+00) — R bedzie funkcja ciagla oraz nieograniczona
zaréwno z dotu, jak i z géry. Wykazaé, ze f przyjmuje kazda wartosé
rzeczywista nieskonczenie wiele razy.

6. (analiza) Niech a € R™, ||a|| < 1. Znalezé¢ kres gérny funkcji

|z — alf?
(1 —{a,z))?

gdzie (-,-) oznacza standardowy (euklidesowy) iloczyn skalarny w R™, za$
| - || generowana przez niego norme.

{zeR":||z|| <1} >z~

7. (geometria, analiza zespolona) Niech n € N, n > 3. Wykazaé, ze suma
kwadratéw diugosci wszystkich odcinkéw, ktorych koncami sa wierzchot-

ki n-kata wpisanego w kolo jednostkowe jest mniejsza lub réwna niz n2.

Podaé przyklad n-kata, dla ktérego ta suma jest réwna n?.

8. (analiza funkcjonalna) Niech C* ([0, 1]) oznacza przestrzefi Banacha funk-
cji rzeczywistych klasy C! na [0,1] z norma dana wzorem

£l = sup [f(t)] + sup |f'(2)|

tel0,1] te[0,1]

dla f € C*([0,1]). Pokazaé, ze odwzorowanie liniowe C1([0,1]) 3 f
f(3) = f'(3) €R jest ciagle i obliczy¢ jego norme.



9.

10.

11.

12.

(topologia, uklady dynamiczne) Niech f : R™ — R" bedzie ciagta. Pokazad,

ze zbidér
{eer": To f@), @), T =R"} ,

gdzie f¥:= fo---o f, ma puste wnetrze.
—_—

k-krotnie

(réwnania rézniczkowe) Uzasadnié, ze uklad réwnan na plaszczyZnie

{ ¥ =z +sin(z? +z+1),

y = —y+cosy/y2+1

ma rozwiazanie stacjonarne i nie ma niestacjonarnych rozwiazan okreso-
wych.

(rachunek prawdopodobieristwa) Niech (Xy), oy bedzie ciagiem niezalez-
nych zmiennych losowych o rozkltadzie absolutnie ciagglym na przestrzeni
probabilistycznej (€2, X, P), oraz niech A,, (n € N) bedzie zdarzeniem po-
legajacym na wystapieniu w chwili n rekordowej wartosci ciagu (X,,)
czyli

neN’
Ap ={we: X, (w) > X (w) dlakeN kE<n}

dla n € N. Pokazaé, ze ciag (A,),cy jest ciagiem zdarzeh parami nieza-
leznych i obliczy¢ prawdopodobienstwo kazdego z nich.

(procesy stochastyczne) Niech (Wi), gy bedzie procesem Wienera, za$
a > 0. Pokaza¢, ze proces Ornsteina-Uhlenbecka (Y;),cp+ zdefiniowany
réwnoscia

Y; = e W20 |
dla t € RT, jest procesem stacjonarnym w szerszym sensie, czyli jego war-
tos¢ oczekiwana jest stala, a funkcja kowariancji zalezy tylko od modutu
réznicy czasow.



