Lista zagadnien do egzaminu magisterskiego na kierunku matematyka w roku 2023/24

- do wyboru zgodnie z punktem 4 Uchwaly z 27 czerwca 2019 Rady Wydziatu Matematyki
1 Informatyki UJ ,Zasady przeprowadzania egzaminu dyplomowego na studiach
stacjonarnych II stopnia na kierunku matematyka obowiazujace od rekrutacji 2019/2020”

Zglaszajac dany temat, nalezy:

(a) zna¢ wypowiedzi podstawowych definicji i twierdzen, ktore go dotycza,

(b) zna¢ przyktady ilustrujace wystepujace pojecia (pozytywne i negatywne),

(c) zna¢ logiczne powiazania pomi¢dzy odpowiednimi pojgciami i1 twierdzeniami,
(d) zna¢ ewentualne zastosowania omawianego zagadnienia w innych dziedzinach
matematyki lub w innych dziedzinach wiedzy.

1. Przestrzenie topologiczne, metody wprowadzania topologii. Bazy i bazy otoczen. Topologia
indukowana, topologia produktowa, topologia ilorazowa. Topologie na przestrzeniach funkcyjnych.

2. Ciaglo$¢, homeomorfizmy, niezmienniki homeomorfizméw. Zwarto$¢ i ciagowa zwartoS¢.
Spojnos¢, tukowa spdjnos¢, sktadowe spojne. Warunki réwnowazne spojnosci. Sumy i przecigeia
zbioréw zwartych i zbiorow spojnych.

3. Aksjomaty oddzielania. Przestrzenie Hausdorffa, przestrzenie regularne, przestrzenie normalne.
Przestrzenie T; 1. Lemat Urysona. Twierdzenie Tietzego.

4. Przyklady przestrzeni metrycznych zupetych, z uwzglednieniem przestrzeni Banacha i Hilberta.
Twierdzenie Cantora o zstgpujacym ciagu zbioré6w w przestrzeni zupelnej, Twierdzenie Banacha
o punkcie stalym. Twierdzenie Brouwera o punkcie stalym. Retrakt i retrakcja.

5. Przestrzenie metryczne i metryzowalne. Twierdzenia o metryzowalnosci. Odlegto$¢ od zbioru.
Zbiory geste, przestrzenie osrodkowe.

6. Grupa podstawowa. Homotopie odwzorowan, typ homotopii odwzorowan. Twierdzenie Jordana
o rozcinaniu dla ptaszczyzny i dla przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej. Grupy homologii.

7. Ciaglos¢ odwzorowan liniowych; warunki rownowazne na ciaglo$¢ operatora, warunki rownowazne
na ciagto$¢ funkcjonatow. Twierdzenie Riesza o postaci funkcjonatu liniowego.

8. Przestrzenie Hilberta i nier6wnos¢ Cauchy'ego-Schwarza. Nierownos$¢ Bessela. Charakteryzacje
bazy ortonormalnej, szeregi Fouriera. Tozsamos¢ Parsevala.

9. Twierdzenie Hahna-Banacha (wersja rzeczywista 1 ogolna); wnioski z twierdzenia Hahna-Banacha,
twierdzenie o oddzielaniu zbioréw wypuktych (wersja rzeczywista i zespolona).

10. Przestrzenie Banacha. Twierdzenie Banacha-Alaoglu. Twierdzenie Banacha-Steinhausa.
Twierdzenia Banacha o odwzorowaniu otwartym, odwzorowaniu odwrotnym i o wykresie
domknigtym.

11. Sigma algebry: przyklady, iloczyny kartezjanskie, funkcje mierzalne, zbiory borelowskie. Miara:
miara liczaca, miara probabilistyczna, dystrybuanta. Twierdzenie Carath€odory’ego. Przeniesienie
miary przez odwzorowanie. Iloczyn kartezjanski miar.

12. Miara Lebesgue’a: zarys konstrukcji, zbiory miary zero, zbiory niemierzalne i rozktady
paradoksalne.

13. Catka; przyklady calek wzglgdem: miary liczacej, miary Lebesgue’a, miary zadanej przez

dystrybuante, catka wzglgdem transportu miary. Twierdzenie Fubiniego, Zasada Cavaleriego. Zamiana
zmiennych w caltce. Poro6wnanie catek Riemanna i Lebesgue’a.
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14. Miara absolutnie ciagla, ggsto$¢. Twierdzenie Radona-Nikodyma. Twierdzenie o zmianie miary
w calce.

15. Twierdzenia o przechodzeniu do granicy pod znakiem catki, lemat Fatou, twierdzenie Lebesgue’a
o0 zbieznosci zmajoryzowanej, twierdzenie Lebesgue’a o zbiezno$ci monotoniczne;.

16. Zmienne losowe i ich rozktady. Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej. Niezaleznos$¢
zmiennych losowych.

17. Prawa wielkich liczb. Centralne twierdzenia graniczne.
18. Warunki réwnowazne na holomorficzno$¢ funkcji. (Réwnania Cauchy’ego-Riemanna, twierdzenie
o niezaleznosci catki krzywoliniowej od drogi catkowania, twierdzenie catkowe Cauchy’ego,

twierdzenie o holomorficznosci funkcji okreslonej catka krzywoliniowa).

19. Zasada identyczno$ci dla szeregow i funkcji holomorficznych. Zasada maksimum i zasada
minimum.

20. Punkty osobliwe - charakteryzacja. Twierdzenie o residuach i jego zastosowania do wyznaczania
catek.

21. Odwzorowania konforemne, twierdzenie Riemanna.

22. Definicja dyfeomorfizmu, twierdzenie o funkcji uwiklanej, twierdzenie o lokalnym
dyfeomorfizmie.

23. Rozne wersje twierdzenia o przyrostach. Wersje wzoru Taylora z reszta Lagrange’a, z reszta
Peano. Rozwijanie funkcji w szereg.

24. Podrozmaitosci przestrzeni euklidesowych. Miara i calka Lebesgue'a na podrozmaitosciach.

25. Ekstrema lokalne funkcji rzeczywistych - warunki istnienia; formy kwadratowe i ich okreslonos¢.
Podrozmaitosci przestrzeni euklidesowych i ekstrema warunkowe.

26. Formy rozniczkowe wilasnosci, rézniczkowanie, catkowanie. Lemat Poincarego. Twierdzenie
Stokesa, twierdzenie Greena w R%, twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego w R®.

27. Réwnania rozniczkowe zwyczajne — istnienie, jednoznacznos$¢ rozwigzan problemu Cauchy’ego,
ciagla zaleznosé¢ rozwiazan od warunkow poczatkowych.

28. Rownania rozniczkowe liniowe i ich dynamika. Zwiazki z algebra liniowa — wartosci i wektory
wlasne, twierdzenie Jordana.

29. Uktady dynamiczne generowane przez rownania rozniczkowe. Punkty stacjonarne i ich stabilnosc.
Funkcje Lapunowa i linearyzacja. Kryteria niestabilno$ci punktow stacjonarnych.

30. Roéwnania rozniczkowe czastkowe — klasyczne rownania fizyki (rownanie Laplace’a, rownanie
ciepta, rbwnanie falowe), wybrane metody rozwiazywania zagadnien poczatkowych i brzegowych.

31. Grupy i ich homomorfizmy, podgrupy normalne, grupy ilorazowe. Twierdzenie Lagrange’a. Grupy
przeksztatcen, grupy permutacji.
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32. Ciala utamkow. Rozszerzenia cial. Ciato rozktadu wielomianu. Ciala algebraicznie domknigte.

33. Teoria Galois skoficzonych rozszerzen ciat — grupa Galois rozszerzenia cial, gtowne twierdzenie
teorii Galois, grupa Galois wielomianu. Rozwiazalno$¢ roéwnan algebraicznych (twierdzenie Abela-
Ruffiniego, réwnania stopnia dwa, trzy i cztery).

34. Rozmaito$ci Riemanna, koneksje liniowe, tensor torsji i krzywizny, krzywizna sekcyjna.

35. Warunkowa warto$¢ oczekiwana, procesy stochastyczne, filtracja, proces Wienera, momenty
stopu.

36. Martyngaly (podmartyngaty, nadmartyngaty), twierdzenie Dooba o stopowaniu, twierdzenie
Dooba o opcji wyboru, nierownosci maksymalne dla podmartyngatow, twierdzenie o zbieznosci
nadmartyngalow.

37. Metody numeryczne rozwiazywania ukladéw rownan liniowych: rozktad LU, QR, metody
iteracyjne: Jacobiego, Gaussa-Seidel'a. Uwarunkowanie macierzy i jego zwiazek z rozwiazywaniem
numerycznym uktadoéw rownan.

38. Interpolacja (wzor Lagrange'a, wzor Newtona). Metody aproksymacji: konstrukcja wielomianow
ortogonalnych, wielomianéw Legendre'a, Czebyszewa, Hermite'a i ich zwiazek z aproksymacja.
Catkowanie numeryczne (kwadratury Newtona-Cotes'a, Gaussa).

39. Programowanie liniowe, metoda sympleks w programowaniu liniowym i twierdzenie o dualnosci,
metoda Kuhna-Tuckera w programowaniu nieliniowym.

40. Statystyka opisowa, estymacja punktowa/metoda najwigkszej wiarygodnosci, przedziaty ufnosci,
testowanie hipotez, wnioskowanie bayesowskie, metody regresji.

41. Narodziny metody dedukcyjnej w Grecji. Szkota pitagorejska i jej osiagnigcia. Matematyka okresu
hellenistycznego. ,,Elementy” Euklidesa i dzieto Apolloniusza. Fenomen Archimedesa. Odkrywanie
spuscizny greckiej w Europie lacinskiej poprzez ttumaczenia z greki i jezyka arabskiego. Rozwoj
uniwersytetow w Europie.

42. Nowozytna matematyka w Europie. Rozw6j matematyki w XVII i XVIII wieku w Europie. Prace
Kartezjusza, Fermata, Pascala, Newtona, Leibniza, Eulera oraz rodziny Bernoullich. Nowe dziedziny
matematyki: rachunek rdézniczkowy i1 calkowy, rownania rozniczkowe, geometria analityczna,
rachunek prawdopodobienstwa.

43. Matematyka w Polsce, poczatki na Akademii Krakowskiej (XV-XVI w.). Rozwo6j matematyki

polskiej w XX w, jej przedstawiciele i najwigksze osiagnigcia: szkota lwowska, szkota warszawska i
szkota krakowska.
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