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Przedmowa

Ksiazka ta jest w pewnym sensie uzupelnieniem mojego Wstepu do matematyki
z 2006 roku. Jest jednak od tej ostatniej pozycji catkowicie niezalezna. Ma na celu do-
starczenie wszystkim zainteresowanym matematyks jako caloscia, przede wszystkim
nauczycielom i studentom matematyki, zbioru zadan uzupeliajacych i rozszerzaja-
cych material czesci I i IT wspomnianej ksiazki (zbiory i relacje, liczby porzadkowe
i kardynalne, kategorie, podstawowe struktury matematyczne).

Czes¢ zadan ma charakter techniczny, ale staralem sie unika¢ zadan banalnych;
w zamierzeniu zadania powinny by¢ raczej trudne, ciekawe i inspirujace — maja pro-
pagowaé metody, ,chwyty”, a takze nowe pojecia i ich wlasnosci. Zadania trudniejsze
sa oznaczone gwiazdka.

Wszystkie zadania zaopatrzono w mniej lub bardziej rozbudowane odpowiedzi
i niekiedy komentarze. Zaleca sie odczytywaé¢ odpowiedzi, szczegdlnie do zadan trud-
niejszych i bardziej rozbudowanych, partiami, stopniowo — starajac sie szukaé roz-
wigzan samodzielnie. Zadania sa w duzej cze$ci standardowe i w zwiazku z tym nie
podaje ich pochodzenia (podreczniki, monografie, zbiory zadan).

Prezentowany zbioér zawiera dziewie¢ rozdzialow, z ktorych kazdy sktada sie z trzech
czesci:

1. Wstep — podstawowe definicje, oznaczenia i twierdzenia

2. Tematy zadan

3. Odpowiedzi.

Staratem sie zachowaé¢ w miare moznosci terminologie i oznaczenia ze wspomnia-
nego Wstepu do matematyki z 2006 roku. Wprowadzitem jednak niewielkie modyfika-
cje, dazac do zachowania ztotego srodka miedzy racjonalnoscig a tradycja.

W poszczegdlnych rozdziatach zdarzaja sie powtérzenia, zwykle ze wzgledu na
rozszerzenie znaczenia danego terminu lub oznaczenia — ewentualne watpliwosci roz-
strzyga kontekst.

Odestania do literatury maja postaé: [Mostowski 48] w przypadku jednego au-
tora, [Graham... 02|, gdy autoréw jest wiecej.
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1

Jezyk teorii mnogosci, elementy logiki, dedukcja
naturalna

1.1. Wstep

Alfabet jezyka elementarnego (pierwszego rzedu) Lgey teorii mnogosci sklada sie
z nastepujacych symboli:

e = -, V, A, =, <<=, 3,V () 0O 0 0,

Sa to: przynaleznosé (dokladniej — symbol przynaleznosci), réwno$é, negacja, alter-
natywa, koniunkcja, implikacja, réwnowaznosé, kwantyfikator istnienia (maty, egzy-
stencjalny), kwantyfikator ogdlnosci (duzy, uniwersalny), nawiasy — lewy i prawy,
oraz zmienne, ktorych jest nieskoniczenie wiele (potencjalnie) i sa one ustawione —
jak mowimy — w porzadku naturalnym (leksykograficznym).

Symbole przynaleznosci i rownosci to predykaty — lub inaczej: symbole rela-
cyjne (dwuargumentowe). Pozostate symbole alfabetu jezyka Lget to symbole logiczne;
w szczegoblnosci pie¢ symboli — od negacji do réwnowaznosci — to spdjniki (funktory)
zdaniowe.

Symbol réwnosci (identycznosdci) tez jest zaliczany do symboli logicznych, gdyz
wystepuje on we wszystkich rozwazanych w praktyce matematycznej jezykach ele-
mentarnych, chociaz samo pojecie identycznosci nie jest jednoznaczne i oczywiste
(identyczno$é czastek elementarnych, sprzezenie kwantowe). Najblizsza intuicji jest
definicja Leibniza moéwiaca o identycznosci nieodréznialnych (identitas indiscernibi-
lium). Jedynym symbolem pozalogicznym (matematycznym) jezyka Lget jest wiec
symbol przynaleznosci.

Stowem nazywamy dowolny skoriczony ciag symboli naszego alfabetu. Katenacjg
(ztozeniem) stow A, B nazywamy stowo AB.

Formutq atomiczng lub formutq klasy 0 nazywamy kazde stowo postaci x € y
(czytamy: = nalezy do y, y obejmuge ) lub & =y, gdzie x i y sa zmiennymi.

W powyzszym sformulowaniu uzycie liter A, B, z, y jest — jak mowimy — meta-
jezykowe. Formuly atomiczne mozemy ustawi¢ w ciag w porzadku leksykograficznym:

OcO, O=0, Oer, O=0, Uen, =0
Oel, O=0, Oed”, O=0" 0OclO,...
Zaktadamy, ze w metajezyku, ktorym jest dla nas odpowiednio rozbudowany
i uscislony jezyk polski, dysponujemy matematykq naturalng, inaczej finitystyczng.

17
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Zawiera ona arytmetyke liczb naturalnych 0,1, 2, ... tacznie z zasadq indukcji i twier-
dzeniem o defintowaniu indukcyjnym. W matematyce naturalnej dopuszczamy tylko
nieskonczonosé potencjalng: n— n+ 1, dlan € N=1{0,1,2,...}. Nie przyjmujemy
nieskoriczonosci aktualnej: PN = {X : X C N} = ? (zob. [Mostowski 48, s. 172,
220, 266]).

W metajezyku dlugosé stowa A oznaczaé¢ bedziemy przez |A|, np. |0 € | = 3.
Doktadniej, stowo A jest funkcja (ciagiem) A : I, —— Alfabet, gdzie dla n € N,
I, ={1,....,n} = {k € N]1 < k < n}, iwowczas |A| = n, zas§ dla k € I,,, A(k) jest
k-tym znakiem (wyrazem) slowa A.

Oczywiscie dla dwoch stow A i B, |[AB| = |A| + | B].

W powyzszych zapisach symbole € i = oznaczaja przynalezno$é i réwnosé w me-
tajezyku — w zasadzie nalezatoby uzywaé jakich$ innych oznaczen, na przyktad sto-
sowaé pogrubienie: €, = itp. W praktyce uzywa sie tych samych symboli, odwolujac
sie do kontekstu.

Stowo A nazywamy formutq klasy n + 1, gdzie n € N, gdy jest ono formuta klasy
n lub ma jedna z postaci: =B, (BV C), (B A C), (B = (), (B < (), 3z B,
Vx B, gdzie B i C sg formutami klasy n, za$ = jest zmienna. Stowo A nazywamy
formutg, gdy dla pewnego naturalnego n jest formula klasy n; najmniejsze takie n
nazywamy stopniem ztozZenia lub ztozZonos$cig formuty A.

Dla zmiennej x i formuty A okreslamy indukcja na ztozono$é A zbiér liczb natu-
ralnych Bd(z, A) C N zwany zakresem zwigzania zmiennej x w formule A:

1° Jezeli A jest zmienng atomiczna, to Bd(x, A) = @ = zbidr pusty.

2° Dla formul B, C i dwu r6znych zmiennych x iy (z # y):

jesli A =-B, to Bd(z,A) =1+ Bd(z, 4) := {1 + k|k € Bd(z, 4)}

— jesli A = (BV (), to Bd(z,A) = (1 + Bd(z,B)) U (2 + |B| + Bd(z, C))
i analogicznie dla spojnikéw A, — | <=

— jesli A=3x Blub A=Vz B, to Bd(z,4) = {1,2,...,2+|B|}

jesli A=3y Blub A=Vy B, to Bd(z, A) =2+ Bd(z, B)}.

Liczbe k nazywamy wystgpieniem zmiennej x w formule A, gdy k € {1,2,...,|A|}
i A(k) = z; wystapienie takie nazywamy zwigzanym, gdy k € Bd(z, A), w przeciwnym
wypadku méwimy, ze wystapienie jest wolne. Ogot wystapien wolnych zmiennej x
w formule A oznaczamy Fr(z, A); tak wiec:

Fr(z, A) = {k € I|4)|A(k) =2 N k ¢ Bd(z,A)}.

Mowimy, ze zmienna x jest wolna w formule A, gdy Fr(z, A) # @; ogodt takich
zmiennych oznaczamy Fr(A). Formule A nazywamy zdaniem, gdy Fr(A) = @.

Dla dowolnej formuly A oznaczamy przez V ... A jej domkniecie uniwersalne, to
jest zdanie Vi ...Vx,A, gdzie x1,...,x, sa wszystkimi w kolejnosci alfabetycznej
zmiennymi wolnymi formuty A. W dalszym ciaggu, moéwiac o jakiej$ formule jako
o zdaniu, bedziemy mieli na mysli domkniecie uniwersalne tej formuty.

Dla dwu zmiennych z, y i formuly A oznaczamy przez [A, z — y| formule otrzy-
mana przez podstawienie zmiennej y w miejsce kazdego wolnego wystapienia zmiennej
x w formule A (dokladna definicja — indukcja na zlozonosé¢ A); podstawienie takie
nazywamy poprawnym (lub akceptowalnym), gdy Fr(z, A) NBd(y, A) = @.
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Jako aksjomatyke teorii mnogosci przyjmujemy zbiér zdan oznaczony jako ZFC
i opisany w rozdziale 3 wraz z ponizszymi czterema zdaniami zwanymi aksjomatamsi
réwnosci, gdzie x,y, z,t to kolejne zmienne 0,7, .. .:

1. z =z (2wrotnosé)

2. x=y = y =2z (symetria)

3. (x=y N y=z2) = x =z (przechodniosc)

4. (z=y N z=1t) = (x € z < y € t) (podstawianie réwnych za réwne).

Zdanie A nazywamy twierdzeniem lub zdaniem prawdziwym, gdy mozna je udo-
wodni¢, wychodzac z aksjomatow za pomoca dedukcji logicznej (naturalnej). Scista
definicja jest indukcyjna:

1. Aksjomaty sa twierdzeniami klasy 0.

2. Dla ustalonego n = 0,1,2... zdanie A jest twierdzeniem klasy n + 1 wtt
(= wtedy i tylko wtedy), gdy istnieje ciag formut —A = Fy, F,..., F,, (dowdd nie
wprost zdania A), taki, ze:

1° w ciagu Fy, F1,..., F,, wystapila sprzecznosé, tzn. F; = —F; dla pewnych
1,7 €40,1,...,m}

2° dla kazdego k € {1,...,m} formula F}, jest twierdzeniem klasy n lub mozna ja
otrzymac z formut Fy, Fy, ..., Fi_1, stosujac jedng z ponizszych szesnastu pierwotnych
regut wnioskowania:

R1 Istnieja i,5 € {0,1,...,k—1} oraz takie formuly BiC, ze F; = (B = (),
F; = B, Fj, = C. Mowimy, ze jest to requta odrywania implikacji (modus ponens);
notujemy ja krotko: (B = C), Bt C. Znak | jest metajezykowym symbolem deduk-
cji. Podobnie w krotki juz sposoéb podamy pozostale reguly (B, C' — formuly, z, y
— zmienne):

R2 ——-B+B

R3 (B = C)F (B A =C)
R4 (BVC),-BFC

R5 (BVC),~C+ B

R6 ~(BVC)F (=B A =C)
R7 (B A C)FB

R8 (B A C)FC

R9 ~(B A C)F (=B V-C)
R10 (B < C)F (B = ()
R1l (B < C)F (C = B)
R12 -(B < C)F ((B A =C)V (C N —B))

R13 3z B F [B,x — y), jesli podstawienie = +— y jest poprawne w B oraz
zmienna y nie wystepuje wolno w zadnej z formut Fy, Fy, ..., F;_1 poprzedzajacych
formute Fy, = [B,z — ]

R14 Va BF [B,z — y), jesli podstawienie x — y jest poprawne w formule B



20 1. JEZYK TEORII MNOGOSCI, ELEMENTY LOGIKI, DEDUKCJA NATURALNA

R15 -3z BFVx2 B

R16 —-Vz B+ 3z -B.
3° Zdanie A jest twierdzeniem, jezeli dla pewnego n jest twierdzeniem klasy n.

Latwo wida¢, ze twierdzenie klasy n jest twierdzeniem klasy n+1  (Dowdd nie
wprost zdania A: —A, A) oraz ze kazde twierdzenie jest twierdzeniem klasy 2, a wiec
istnieja tylko trzy klasy twierdzen: O-a, 1-a i 2-a. Jest to tzw. (meta)twierdzenie o re-
dundancji (o zbytecznosci)  (Stosujac indukcje na n, stwierdzamy, ze wystarczy udo-
wodnié, iz twierdzenia A klasy 3 jest twierdzeniem klasy 2. Niech —A = Fy, Fy, ..., Fp,
bedzie dowodem nie wprost zdania A jako twierdzenia klasy 3. Zastosujemy indukcje
na liczbe twierdzeni doktadnie klasy 2 wystepujacych w ciagu Fi,..., F,,. Jezeli F},
jest pierwszym takim twierdzeniem, to bierzemy jego dowdd nie wprost jako twierdze-
nia klasy 2: —=F, = Go,G1,...,Gp. Oznaczmy przez Ci, ..., C, wszystkie twierdze-
nia klasy 1 wystepujace w ciggu G1,...,G,. Woéwczas, jak tatwo sprawdzié, zdanie
D=(C, = (C; = ...C, = Fy)...) jest twierdzeniem klasy 1. Jezeli teraz
w ciagu F1, ..., F,, w miejsce Fj, wpiszemy zdanie D, a nastepnie zdanie C1,...,C,,
to stosujac r razy regule modus ponens, dojdziemy do zdania Fj; zmniejszamy w ten
sposob o 1 liczbe twierdzen klasy 2 w naszym dowodzie zdania A).

Samo pojecie klasy twierdzenia ma w naszym systemie charakter techniczny —
wprowadza si¢ je w celu Scistego sformulowania definicji prawdziwosci (formalnej)
zdania — wystarczy, zeby w dowodzie nie wprost zdania A, -A = Fy, Fy,..., Fp,
w ciagu F1i,..., F,, wystepowaly jedynie twierdzenia juz poprzednio udowodnione.

Zauwazmy jeszcze, ze w przedstawionym powyzej systemie dedukcji naturalnej
dowdd wprost zdania A moze by¢ traktowany jako szczegdlny przypadek dowodu nie
wprost =A = Fy, Fy,..., F,,, w ktorym nie wykorzystuje sie poczatkowego zaltozenia
Fy = —A, zwanego hipotezq dowodu nie wprost.

Definicje — traktowane jako metajezykowe skroty — beda notowane w postaci
A= Blub A :<= B, gdzie zapis A jest skrotem dla formuly B (w zasadzie
nalezaloby pisa¢ A := B).

Naprgyklad e € y: <= -~z €yluba Cy <= Vz(z€ax = z€y). W tej
ostatniej definicji inkluzji litera z oznacza pierwsza leksykograficznie zmienna r6zng od
zmiennych x, y. Jest to ogoélna zasada wprowadzona dla zapewnienia jednoznacznosci
odczytu skrotu definicyjnego — w dalszym ciggu jej stosowanie bedzie domyslne.

Oprocz tych definicji Scistych bedziemy stosowaé rozne ogolnie przyjete skroty
umowne.

W szczegolnosci:

1° Opuszczanie zewnetrznych nawiaséw (np. AV B oznaczaé bedzie (A V B)).

2° Domyslne taczenie nawiaséw od strony prawej w wielocztonowych alternaty-
wach i koniunkcjach (np. AV BV C oznaczaé¢ bedzie AV (B V C)).

3° Przyjecie zasady, ze spojniki V i A wiaza silniej niz =— i <= (up.
AV B = (C oznacza¢ bedzie (-AV B) = ().

4° Przyjecie zasady blokowania symboli jednomiennych; Vz y A oznaczaVa Vy A,
T,y € zoznacza T € z Ay € z itp.
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5° Uzycie kwantyfikatorow z ograniczonym zakresem; Elg B <= dx (AAB),
Vza;‘ B < Vz (A = B) i dalsze tego rodzaju skroty, np. Vo € z A <=
Ve (r ez = A).

W przeksztalceniach logicznych kwantyfikatory z ograniczonym zakresem zacho-
wuja sie tak jak zwykle kwantyfikatory, np. -Vo € z A <= dz € z -A.

Twierdzenie, w ktérego dowodzie nie korzysta sie z zadnych aksjomatéow, nazy-
wamy tautologiq czystq; takimi sa np. zdania (A — B) — (-B = -4),
JxVy A = Vy3dz A, gdzie A i B sg dowolnymi formutami.

Dopuszczajac aksjomaty réwnosci, bedziemy moéwili o tautologiach.

Kazde twierdzenie postaci 4y =— (A2 = ...(A, == B)...) prowadzi
do regulty wtornej Ai,..., A, F B. Ogdlnie regutq wtdérng nazywamy kazdy skrot
dowodowy pozwalajacy opuszczaé bloki (ciagi formul) w dowodach formalnych. Tak
na przyklad tautologia (A = B) = (-B = —A) prowadzi do reguly wtornej
A = B,—-BF —A zwanej modus tollens.

Ponizsze dwie reguly wtérne sa szczegélnie wazne:

— Reguta dotgczenia dodatkowego zatozenia (reguta rozpatrywania przypadkow).

Jezeli, budujac dowdd formalny Fy, Fi, . .., F,, dotaczymy do niego formute -G
i rozwijajac ciag Fo, F1,..., Fm, 7G przez stosowanie regut i dopisywanie twierdzen
dojdziemy do sprzecznosci, to do ciagu wyjsciowego mozna poprawnie dopisaé¢ for-
mule G, zwana w tej sytuacji dodatkowym zatozeniem (formuly -G i G to przypadki;

oczywiscie praypadkow moze byé wiecej — indukcja), tzn. ciag formut Fy, Fi, ..., Fp,
mozna przedtuzyé, stosujac reguly i dopisujac twierdzenia, az uzyskamy G.
Dzieje sie tak, gdyz — jak tatwo sprawdzi¢ — zdanie Fy —= (F; = ... =

(Fry, = @G)...) jest wowczas twierdzeniem.
— Reguta podstawiania réwnych za rowne.
Jezeli podstawienia x — y i x — 2z w formule F' sg poprawne, to zdanie:

y=2z = ([F,e—y] < [F,x— z])

jest tautologia.

Mozna to tatwo wykaza¢ indukcja na zlozonosé formuty F.

Na zakonczenie zauwazmy, ze wspotczesne kryterium Scistosci to mozliwosé petnej
formalizacji — dowody powinny by¢ tak zredagowane, zeby czytelnik orientujacy sie
w przedmiocie byt przekonany o mozliwosci pelnej ich formalizacji.

W dalszym ciagu skrot HP: (od HIPOTEZA) oznaczaé¢ bedzie poczatek dowodu
nie wprost, a znak 4 (,zaiskrzylo”) jego zakoriczenie, tj. stwierdzenie pojawienia sie
sprzecznosci. Zapis Jx)F lub J)z ... F w przypadku uzycia kwantyfikatora z ograni-
czonym zakresem sygnalizowa¢ bedzie uzycie reguty oderwania matego kwantyfikatora
(R13) z podstawieniem tozsamosciowym x — x (czytamy: istnieje z (...) takie, ze
F'; ustalmy takie x7).

Dowody zapisywaé bedziemy w nawiasach: (). Ze wzgledu na regute dotacza-
nia dodatkowego zalozenia mozliwe sa ,spietrzenia” (... (...)...), ale w przy-
padku bardziej zlozonych dowodow lepiej jest formulowaé¢ pomocnicze twierdzenia,
tak zwane lematy.
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1.2. Tematy

1% Okreslimy system formalny:
— alfabet: X = {a,b},a#b
— stowa (zamiast aa piszemy a? itp.); zbior wszystkich stow to W = {2, a, b, a?, ab,
ba,b?, a®,a®b,aba, ...}
— dla T' C W definiujemy zbior C(T') konsekwencji T (twierdzen teorii T) jako
najmniejszy zbior slow zawierajacy T i zamkniety ze wzgledu na ponizsze reguly
pierwotne, gdzie A, B oznaczaja dowolne stowa (4, B € W):

R1. Aa+— Aab

R2. A A% = AA

R3. Aa®>B — AbB

R4. AV’B +— AB.

1) Powyzej wypisano dziesie¢ kolejnych stow @, a, . .., aba w porzqdku leksykogra-
ficznym: a — 1, b — 2. Wypisa¢ w tym porzadku nastepne dziesieé¢ stow.

2) Podac¢ $cista definicje indukcyjna liczby |A| = diugosé stowa A.
3) Dla danej liczby naturalnej n wyznaczy¢, ile jest stow dlugosci n.

4) Dla T = {a} podaé wszystkie stowa o dlugosci < 2 bedace twierdzeniami
teorii T
Czy teoria ta jest rozstrzygalna, tzn. czy istnieje algorytm (= mechaniczna procedura)
pozwalajacy dla danego stowa A wyjasni¢, czy A € C(a), czy tez nie (piszemy C(a)
zamiast C({a}) itp.)? Czy b € C(a)?

5) Wyjasni¢, dlaczego klasyczny rachunek logiczny, przez ktory rozumiemy tutaj
nasz system dedukcji naturalnej z wylaczeniem jakichkolwiek aksjomatow (rowniez
aksjomatow identycznosci), jest nierozstrzygalny, tzn. nie istnieje algorytm ustalajacy,
czy dane zdanie jest tautologia, czy tez nie. (wynik A. Churcha z 1936 roku, zob. np.
[Grell 06, s. 346]).

2. Zdanie jezyka teorii mnogosci
A=Vz(Fyyer = JylycaxAIz(zcy = —-z€1)))
wyraza jeden z aksjomatow ZFC (aksjomat AS8; rozdzial 3).
1) Opisaé stownie jego sens, méwiac o zmiennych jako o zbiorach.

2) Dla dowolnej formuly F okresli¢ indukcyjnie liczbe deg F' := stopieni zlozenia
formuly F' oraz zbior Sub F' podformut formuly F. Wyznaczy¢ deg A, |A| oraz liczbe
elementow (inaczej: moc) zbioru Sub A.

3) Poda¢ zbiory Z(z, A), Z(y, A), Z(z, A).
3. Dla formuly F'izmiennych x, y podaé Scista definicje indukcyjna formuly [F, z — y].

4. Zbudowa¢ zdanie wyrazajace aksjomat wyboru (A7, Aziom of Choice, AC) w ory-
ginalnej postaci, czyli zdanie méwiace, ze zbiér o elementach niepustych i parami
roztacznych dopuszcza tzw. selekcje, to jest zbidr, ktoéry z kazdym elementem danego
zbioru ma doktadnie jeden element wspdlny.
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5. Niech A i B beda dwiema réznymi formutami atomicznymi. Wypisaé¢ wszystkie
formuty o zlozonosci 1, ktére mozna utworzy¢ z formut A i B, uzywajac tylko spoj-
nikow zdaniowych — i V. Ile jest takich formutl o ztozonosci 2, 3 i ogdlnie o ztozonosci

n dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n? Oznaczajac te ostatnia liczbe przez au,,

wykazaé, ze a, > 22",

6. Dane sa zmienne z, y oraz formula A. Poda¢ wkw (= warunek konieczny i wy-
starczajacy) rownowaznosci formut [[A, z — y],y — x] 1 A.

7. Udowodnié¢, ze aksjomatyka identycznosci ((1)—(4)) ze wstepu jest rownowazna
aksjomatyce (1), (4), (x), gdzie (x) jest zdaniem:

r=yANz=t = (x=2 < y=1).

8. Dane sa zdania A, B, C. Udowodnié, ze ponizsze zdania sg tautologiami zda-
niowymi, to jest tautologiami czystymi, w ktorych dowodach formalnych (pelnych)
wykorzystuje sie jedynie reguty zdaniowe R1-R12 (ogoélniej, A, B, C' mogtyby by¢
dowolnymi formutami i wtedy zdania (1)—(15) bylyby postaci V ... F, gdzie F jest
formula bezkwantyfikatorowa zbudowana z formut A, B i C).

(1) (A = B) = [(B = (C) = (A = )] (sylogizm hipotetyczny)
(2) (A = B) < (-B = —A) (prawo transpozycji)
3) (A = A) = A (prawo Claviusa)
(4) A = (A = B) (prawo Dunsa Scotusa)
(5) (A = B) = A] = A (prawo Pierce’a)
(6) AV A (prawo wytgczonego Srodka)
(7) =(a A=A (prawo sprzecznosci)
(8) -—A < A (prawo podwdjnej negacji)
(9) AN(BVC) < (AAB)V (ANC) (rozdzielnosé koniunkcji wzgledem alter-

natywy)

(10) AV (BAC) < (AV B)A(AVC) (rozdzielnosé alternatywy wzgledem
koniunkcji)

(11) (AvVB = (C) = (A = CO)v (B = ())

(12) (A <= B) = [(ANC) = (BACQ)]

(13) (A = B) = [(B = A) = (A < DB)]

(14) (A = BV(C) < B = (AVC)

(15) (A = BV-C) < (AANC = B).

9. Dane sa formuty A, B, C' i dwie zmienne x, y takie, ze podstawienie x — y w for-
mule A jest poprawne oraz zmienna x nie wystepuje wolno w formule C'. Udowodni¢,
ze ponizsze zdania sg tautologiami czystymi i naszkicowaé¢ ich dowody formalne.

(1) 32A = B) = Vz (A = B)
(2) 3zA = () = Vz (A = (O)
3B) (VA = () < Fz (A = ()
(4) (C = Fz A) <= Jz (C = A)
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) (C = Vz A) < Vz (C = A)
) dz (B = A) = (VB = 3Jz A)
) 3z (AA(~AV B)) < 3z (AAB)
) 3z Avixz B < FJz (AV B)
9) Ve ANVax B < Vz (AN B)
) 3z (AANB) = Jx ANz B
)z (ANC) <= Fz ANC
) Ve AvVa B = VYa (AV B)
) Ve AVC <= Vz (AVCO)

10. Dla formut A i B méwimy, ze sa réwnowazne, gdy zdanie A <= B (tj. zdanie
V...(A < B)) jest tautologig czysta; notujemy: A = B.

(a) Wykazac, ze relacja = jest zwrotna, przechodnia i symetryczna (méwimy w tej
sytuacji, ze jest rownowaznoscia) w zbiorze Form wszystkich formul; to znaczy, ze
A=A A=B — B=AiA=BANB=C = A= C dla dowolnych formul A,
BiC.
(b) Wykaza¢, ze dla formul A, B i zmiennej x:
(1) ANB= ﬁ(ﬁA\/ﬁB),A\/B = ﬁ(ﬁA/\ﬁB)
(2) A= B=-AVvB=-(AA-B)
(3) A/\BE—\(A - —‘B)7AVBE—\A — B=-B — A
(4) Ve A=-3z-A,Jz A=—-Vz A
(c) Dla formuty A okreslamy zbior I'(A) C Form réwnowaznikéw formulty A indukcja
na ztozonosé A:
(1) dla formuly atomicznej A: I'(A) = {A}
(2) I'CA) ={-B|BeTl'(A)}, T(AvB)={CVvD|CeTI(A),D e I'B)}
i analogicznie dla pozostatych spojnikow zdaniowych
(3) I'Gz A) = {3y [B,x — y] | B e I'(A),y € {z} U (Var\ Fr B), podstawienie
x + y jest poprawne w B} i analogicznie dla duzego kwantyfikatora.
Tak wiec przejscie od danej formulty do jej réwnowaznika polega na poprawnej
wymianie zmiennych zwiazanych w tej formule (pozornosé¢ zmiennej zwiazanej!).
Wykazac, ze Be I'(A) = A=BAFrA=FrB.

(d) Wykazaé, ze dla formuly A i zmiennych z, y istnieje rownowaznik B formuty A
taki, ze podstawienie x — y jest poprawne w B.

11. O formule moéwimy, ze jest bezkwantyfikatorowa, jezeli utworzono ja z formul
atomicznych jedynie przez stosowanie spéjnikéw zdaniowych. Indukcyjnie okreslimy
pojecie formuty normalne;:

1° formuta bezkwantyfikatorowa jest normalna

2° jezeli formula A jest normalna oraz zmienna z jest w niej wolna, to formuly
Jz A, Vz A sa normalne
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3° zadnych innych formul normalnych nie ma.

Tak wiec formuty normalne sg postaci Q'z; ... Q"z, A, gdzie Q',. .., Q" sa kwan-
tyfikatorami 3 lub V, zmienne 1, ..., z, sa parami rézne, formuta A jest bezkwan-
tyfikatorowa oraz Fr A = {1, ..., 2, }; liczbe naturalna n nazywamy stopniem naszej
formutly normalnej.

Udowodni¢, ze dla kazdej formuly A istnieje formula normalna B taka, ze A = B
i Fr A = Fr B; kazda taka formule nazywamy postacig normalng formuty A.

12. Dana jest formuta bezkwantyfikatorowa A i wystepujace w niej wolno dwie zmien-
ne x, y. Sprowadzi¢ do postaci normalnej formuty

(1) JaVy A = Vy3dz A
(2) Vydz A = JzVy A
(3) Jx Iy A = Ty [4,z— ]
(4) VeVy A = Vyl4,z—y].
Przy dodatkowym zalozeniu Fr A = {x,y} wskaza¢, ktore ze zdaii (1)—(4) sa tautolo-
giami.
13* Rachunek zdan.
Okreslimy system formalny zwany rachunkiem zdari:
— Alfabet L = {—,V,\, =, < ,(,),A,A’,...}; oprocz spéjnikow zdaniowych
mamy w nim nieskoriczony ciag tzw. zmiennych zdaniowych (mozemy je interpretowaé
jako zdania lub formuly ustalonego jezyka elementarnego, np. jezyka teorii mnogosci).
— W zbiorze W wszystkich stow nad alfabetem L (por. zadanie 1) okreslamy podzbior
F, ktorego elementy nazywaé¢ bedziemy formutami: F = Fo U F1 U ..., gdzie
Fo={A,4A",...} = ogot zmiennych zdaniowych (formuty atomiczne),
For1 =FnU{-A,(AVB),(ANB),(A = B),(A < B)| A,Be F,}.

Dla A € F najmniejsze n takie, ze A € F,,, nazywamy stopniem ztozZenia lub ztozo-
nos$cig formuty A.

— W zbiorze F wyr6zniamy podzbior tautologii (tautologie dedukcyjne) T: T =
ToUTiU...,gdzie To = &, Tpy1 ={A € F|ImeN, F:{0,1,....m} — F
[Fo =-AATi,5€{0,...,m} (F; =-F;)AVk € {1,...,m} (Fy € Ty, lub F}, powstaje
z jednej albo z dwu formul Fy, ..., Fi_1 przez zastosowanie jednej z requf zdaniowych
R1-R12 opisanych we wstepie do tego rozdziatu) |}.

Analogicznie jak we wstepie dowodzimy, ze 7o C 71 C T2 = T3 = ... Regula
wtorna dolaczenia dodatkowego zalozenia tez pozostaje w mocy. Przyjmujemy tez
skroty umowne ze wstepu. Litery p,q, 7, s,p/, ... oznacza¢ beda dowolne parami rézne
zmienne zdaniowe.

1) Dla formuly A= (pVq = r) = (p = r) wykazaé, ze A€ T2\ T1.

2) Funkcje ¢ : Fo —— {0,1} zwana wartosciowaniem zmiennych zdaniowych
rozszerzamy do funkcji ¢ C @ : F —— {0,1} indukeyjnie: © = oo U 1 U.. ., gdzie
©o = @, 1 jezell mamy juz ¢, : F, — {0,1}, to okreSlamy ¢, C @ni1 : Fnp1 —
{0,1}, ktadac dla A, B € F,:

Prt1(0A) =1 —pn(4),
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(pn-‘rl(A \ B) = max{@n(A)a Wn(B)} = Qpn(A) + Qpn(B) - @n(A) ’ (pn(B)7
Pn+1(A A B) = min{pn(A), pn(B)} = ¢n(A) - on(B),
Pnt1(A = B) =pni1(mAV B),
on1(A = B) = pu11(A = B) pp1(B = A).

W dalszym ciagu dla A € F piszemy p(A) zamiast $(A).
Wykazaé, ze T C T :={A € F|Vp: Fo — {0,1} p(A4) =1} (T to tautologie
zerojedynkowe).

3) Dla formuly B = (pAgq) = r)ApAq) = -r) = —(pVqVr)
wykazac, ze B &€ T.

4) Dla p € Fy oznaczmy p° = p, py = p_ := —p. Przez Ny oznaczmy ogo6t formut
postaci pi* V...V p%n (alternatywy elementarne. Formuta normalna (koniunkcyjno—
alternatywna) to formula postaci A1 A ... A A, gdzie m € N* = {1,2,3,...},
A; € Np; ogot takich formutl oznaczamy przez N. Dla A, B € F notujemy A = B,
gdy (A < B) € T. Latwo wida¢, ze relacja = jest réownowaznoscia w zbiorze F
wszystkich formul. Relacja ta jest zgodna ze wszystkimi spojnikami zdaniowymi, to
znaczy, jezeli A= BiC =D, to-A=-B, AVC = BV D itd. Zbiory T i T s3
zamkniete ze wzgledu na relacje =, to znaczy T 2 A= B = B € T i analogicznie
dla 7°'. Wykazaé, ze VA € F AP € N : A = P; kazda taka formule P nazywamy
postacig normalng formuty A.

5) Wykazaé, ze TO' NN C T.

6) Wykaza¢, ze T C TOL.

Rownosé ta oznacza, ze rachunek zdan jest rozstrzygalny; dla A € F, ¢ : Fy —
{0,1} wartos¢ ¢(A) zalezy tylko od wartosci p(p1),...,o(pn), gdzie p1,...,pn sa
wszystkimi zmiennymi zdaniowymi wystepujacymi w formule A. Dla sprawdzenia,
czy A € T, wystarczy wiec sprawdzi¢, czy ¢(A) = 1 dla 2™ wartosciowan wyzna-
czonych przez wszystkie zerojedynkowe ciagi dtugosci n, co jest procedura mecha-
niczna. Mozna udowodni¢ ([Church 96]), ze pelny rachunek logiczny — ze zmiennymi
i kwantyfikatorami — nie jest juz rozstrzygalny (przyczyna tego tkwi w mozliwosci
dopisywania tautologii).

14*. Rachunek zdan c.d.

Zachowujemy oznaczenia z 13*.

Dla n = 1,2,3..., p € Fy i ciagu zerojedynkowego « : I, — {0,1}, a =
aj . ..ay, okreslamy formule p, € F indukcja na n:

I dlan=1:p°=p, pl =p (piszemy p~ zamiast —p)
IT jezeli a: I, 11 — {0,1}, to p® = p®!In = pn+1; tak np.
P =(p" = p) = p) = 0p
Wyznaczy¢ zbior wszystkich ciagow « : I, — {0,1}, n € N*, dla ktorych p* jest
tautologia (p* € T).
Ile jest takich ciaggow o dhugosci 87
Wypisaé wszystkie takie ciagi o dlugosci 4.
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15. Sa dwie bramki — jedna dobra, druga zta. Przed kazda z bramek stoi straznik —
jeden prawdomowca (zawsze mowi prawde), a drugi ktamca (zawsze klamie). Bramki
sa nieodrdznialne, straznicy tez. Ponadto nie wiadomo, czy prawdomoéwny stoi przy
bramce dobrej, czy przy zlej.

Wolno podejs$é do jednej z bramek i zadaé¢ stojacemu przy niej straznikowi tylko
jedno pytanie, na ktére moze on odpowiedzie¢ jedynie TAK lub NIE.

Jakie pytanie nalezy zadaé, aby po uzyskaniu odpowiedzi bezbtednie wskazaé
bramke dobra?

1.3. Odpowiedzi

1%

1) ab?,ba?, bab, b*a, b, a*, a®b, a’ba, a®b?, aba?, . ..

2) || =0, |Aa| = |Ab|] = |A| + 1.

3) 2™ (Dowdd indukcja na n).

4) a,a?,ab,ba.

Teoria T{a} jest rozstrzygalna. Rozpisujac drzewo generowania stéw tej teorii,
zauwazamy, ze C(a) = {A € W | 31 a(A)}, gdzie a(A) = liczba wystapien a w A,
to jest « : W —— N, a(@) = 0, a(4a) = a(A) + 1, a(Ab) = a(A); zapis 3 1 a(A)
oznacza, ze 3 nie jest dzielnikiem liczby a(A). Tak wiec b & C(a), b* € C(a).

( Oznaczmy S ={A e W |3{a(A)}. C(a) C S, gdyz a € S i wszystkie cztery reguly
pierwotne nie wyprowadzaja z S.
Dla dowodu inkluzji S C C(a) wystarczy wykazaé, ze:

(%) VneN:3tn = a" €C(a)

{ dla stowa A € S, zastepujac w A kazde wystapienie b przez a®, otrzymamy stowo po-
staci a”, gdzie 3 1 n. Wedlug (x): @™ € C(a). Teraz, stosujac do stowa a™ odpowiednia
ilos¢ razy regute R4, dojdziemy do stowa A, czyli A € C(a) ).

Dowod lematu (x):

Wedlug R2: Vk € N : a2 € C(a) (Indukcja na k), a wiec — wedlug R1 réwniez
a'becC (a). Uwzgledniajac R3 i R4 widzimy, ze wystarczy udowodnié nastepujacy
lemat teorioliczbowy:

() V%$N3k7l€N:n:2k—3l

(2F =n+3I; a? b e C(a), a wiec a™a?, a"a®b € C(a). Stosujac I razy regule R3,
otrzymujemy a™b!, a"b!*t! € C(a). Jedna z liczb I, [ + 1 jest rowna 2m; m € N. Mamy
wiec a"b*™ € C(a), i stosujac m razy regute R4, otrzymujemy a” € C(a) ).

Dowdd lematu (xx) — indukcja na n:

(I.n=0,1,22.1=2°-3.0,2=2'-3.0.
II. Jesli n > 3,3t nidlan’ < n teza zachodzi, to n — 3 = 2% — 3[. Jesli [ > 0, to
n=2F—-3(—1)jedlizas | =0,ton=2F+3=22_3(2F-1))).



28 1. JEZYK TEORII MNOGOSCI, ELEMENTY LOGIKI, DEDUKCJA NATURALNA

5) Nierozstrzygalno$¢ wynika z mozliwosci dotaczania do dowodu jakich§ po-
przednio udowodnionych tautologii (czystych) — nalezy rozstrzygnaé jakich. ..

Teoretycznie mozliwa jest maszyna (maszyna Turinga), ktora po wpisaniu do niej
zdania A bedzie produkowaé¢ w ustalonej kolejnosci coraz dtuzsze ,ciagi dedukcyjne”
zaczynajace sie od —A (w sensie punktu 2. ze wstepu), szukajac sprzecznosci. Je-
zeli zdanie A jest tautologia czysta, to w skonczonym czasie otrzymamy jego dowod
formalny — w przeciwnym wypadku maszyna nie zatrzyma sie, i nie istnieje algo-
rytm (maszyna) ustalajacy, ktory z tych przypadkéw ma miejsce (nierozstrzygalnosé
problemu STOP maszyny Turinga).

2.

1) W kazdym zbiorze niepustym istnieje element minimalny ze wzgledu na przy-
naleznosc.

2) Dla formuly atomicznej F' : deg F' = 0, Sub F' = {F}; deg(—F) = 1+ deg F,
Sub(—=F) = {-F} USubF, deg(F V G) = 1+ max(deg F,deg G), Sub(F' V G) =
{FV G}USub FUSubG i analogicznie dla spojnikow zdaniowych A, = 1 <= ;
deg(Vax F) = 1+ degF, Sub(32 F) = {3z F} USubF (i analogicznie dla V).
deg A =17, |A| = 30, |Sub 4| = 12.

3) Z(x,A) = {1,2,...,30}, Z(y, A) = {4,5,...,8} U{10,11,...,29}, Z(z, A) =
{17,18,...,28}.

3. Najpierw dla dowolnej zmiennej z okreslamy

d =
oz y = ¥ B 2=2
z, gdy z # .

Teraz okreslamy formute [F,xz — y| indukcja na zlozonos¢ F (G, H — formuly;
x,y, z,t — zmienne);

1) Dla formul atomicznych: [z € t,x — y] = [z, 2 — y] € [t,z — y] i analogicznie
dla formuly z = t.

2) [2Gx = y] =[G x>y
(GVH),x—vy] =[G,z y|V[H,z— y]ianalogicznie dla A\, = i <
32 G, gdy z =
Az Gz y = #ln By 2=
Az |G,z — y], gdy z # x.
4. Ve (Vy (yex = FzzeyAVyVz (yezAhzex)N-y =2 —
—Jt(teyntez)) = JyVz(zex = FtVu(ueyAuez) < u=t))).

5. A, =B, (AV A), (AV B), (BV A), (BV B). Tak wiec ag = 2,7 = 6. Jezeli
Py By, ... F,, sa wszystkimi takimi formulami o ztozonosci n, to ogoét takich formut
o ztozonosci n + 1 rozpada sie na trzy roztaczne klasy:
1) formuly postaci —F;
2) formuly (F; V Fj)
3) formuly postaci (F;VG) lub (GV F;, gdzie G jest formula o ztozonosci mniejszej
odn,i,je{l,2,...,a,}.
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Zatem
Qni1 = Q4+ a2 + 20, (g +ag + ... 4+ apq).

Tak wiec ag = 6+62+2-6-2 = 66, az = 66 +66%+2-66- (2+6) = 5478. Nieréwnosé
a, > 22" udowodnimy indukcjg na n: o = 2 > 220; jezeli nier6wno$¢ zachodzi dla n,
t0 any1 =02 > (227)2 =227,

6. Podstawienie z — y w formule A jest poprawne oraz zmienna y nie wystepuje
wolno w formule A.

7. Latwo sprawdzi¢, ze zdanie (*) jest twierdzeniem. Nalezy jeszcze wykazaé, ze po
przyjeciu zdan (1), (4) i (*) jako aksjomatyki identycznosci zdania (2) i (3) stana sie
twierdzeniami.

Ad (2). HP: 3z y) ¢ = y,y # x. Odrywajac w zdaniu (*) duze kwantyfikatory z pod-
stawieniami z — x i t — x, otrzymujemy formulte zt = yAzx =2 — (v =z <
y = x), skad juz latwo uzyskamy réownosé¢ y = z 4.

Ad (3). HP: Jzyz) 2 = y,y = 2,2 # z. Odrywajac w (*) kwantyfikatory z podsta-
wieniami x — z, t — y, otrzymujemy formute

r=yNz=y = (z=2z < y=y),

skad, wykorzystujac (2) i mechanizm dedukcji naturalnej, otrzymamy: x = z 4.

8. W przedstawionym systemie dedukeji naturalnej dowody tautologii (1)—(15) prze-
biegaja niemal automatycznie. Na przyktad naszkicujmy dowdd formalny tautologii
(11): =..., AVB = (C,...,7(A = (C),-(B = (),...,A/B,-C,A =
(B = (AV B)) (dopisana tautologia klasy 1), ..., AV B,C %.

9. Dowody tautologii (1)—(13) nie sa juz automatyczne, w przeciwienistwie do do-
wodow tautologii zdaniowych z 8; nie powinny jednak sprawi¢ wiekszych trudnosci.
Dla przyktadu naszkicujmy dowod formalny tautologii (12). Przyjmijmy dla utatwie-
nia nieistotne zatozenie, ze formuty A : B nie majg zmiennych wolnych réznych od
z i y. (W przeciwnym wypadku trzeba by stosowa¢ odpowiednia ilos¢ razy reguly
R16 i R13). Tak wiec: =(... = ...), Vo AVVa B, "Va(AV B). Teraz stosu-
jemy regule wtorng dotgczenia dodatkowego zatozenia — przypadki: Vo A, -Va A
— 1 stosujac reguly pierwotne, dochodzimy do sprzecznosci. Cheac przedstawié¢ pelny
dowdd formalny zdania (12) jako tautologii czystej klasy 2, dopisujemy w tym miej-
scu odpowiednia tautologie czysta klasy 1, na przyklad: (Vvz A V Vo B) —
(-Vz (AvB) = Vz A) (oto szkic dowodu formalnego tej ostatniej tautologii:
#...,VYe AVVaz B, Vz (AV B), Vo A,Va B (wg R4), 3z)-~(AV B), “AA-B,
—B, B %). Po dwukrotnym zastosowaniu reguly R1 dochodzimy do Vz A, i dalej:
Jz)-(AV B), “AAN-B, A, A4

10. Dowody (a) i (b) sa mechaniczne i bezproblemowe (por. zadanie 9):
Ad (c) Indukcja na zlozonosé¢ formuly A. Rozpatrzmy krok z dotaczeniem 3. Zakta-
damy, ze A = B, Fr A = Fr B i spelnione sa zalozenia z (3).

Dla wykazania, ze 3x A = Jy [B,z — yl, wystarczy udowodnié, iz tautologiami
sa dwie implikacje:
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1° 32 A = FJy [B,z — y]
Szkic dowodu: —..., 3z A, =3Iy [B,z — y], A, Vy —[B,z — y], [-[B,z — y],
y — z] (podstawienie y — z w formule [B,+— y| jest poprawne na mocy zalozen
z (3)), a ponadto [[B,z — y|,y — x] = B (por. zadanie 6), mamy wiec B,
teraz dopisujemy tautologic A = B, i wedlug reguty R1 otrzymujemy B %.
2° Jy [Bya—y] = Jz A
Szkic dowodu: Jy [B,z — y], Iz A, Yz —A, [[B,x — yl,y — z] = B (tak
samo na mocy zatozen z (3)), A, B = A (dopisana tautologia), A 4.
Rownosé Fr(3a A) = Fr(Jy B,z — y]) takze wynika z przyjetych w (3) zatozen
oraz 7z zalozenia indukcyjnego: Fr A = Fr B.
Ad d) Podobnie jak w (c), przy ustalonych zmiennych x i y, indukcja na zlozonosé
formuly A i, wykorzystujac (c)(3), dowodzimy, ze istnieje formuta B € I'(A) taka, iz
podstawienie x — y jest poprawne w B.

11. Dowdd indukcjg na zlozono$é formuty A. Trudniejszym jego fragmentem jest
przypadek alternatywy (pozostale dwuargumentowe spojniki zdaniowe mozna spro-
wadzi¢ do alternatywy — por. zadanie 10 punkt b). Wygodnie bedzie sformutowaé
lemat:

VA, B e€Norm 3C € Norm: AV B=C,Fr(AV B) =FrC,

gdzie Norm := og6t formul normalnych.

Dowo6d lematu prowadzimy indukcja na o + 3, gdzie a i 8 sa odpowiednio stop-
niami formul normalnych A i B.

I Jesli a+5 =0,toa = =0, formuly Ai B sy bezkwantyfikatorowe i wystarczy
wziaé C = AV B.

IT Zalézmy, ze o+ B > 0 i dla liczb mniejszych od « + S teza zachodzi.

Wystarczy rozpatrzyé przypadek, gdy A jest postaci dx A’ lub Vz A’, gdzie
A’ € Norm, = € Fr(A’); niech na przykltad A = Jx A’. Wezmy réwnowaznik formuly
A (zob. poprzednie zadanie) postaci dy [A’,z — y], gdzie zmienna y w ogole nie
wystepuje w formutach A i B. Wowczas A = Jy [A',z — y], [A',2 — y] € Norm,
stopien [A",z — y] = o — 1.

AvB=3y[A,z—yvB=3y(A,z— y]V B).

Stosujac do formuly [A’,x — y] V B zalozenie indukeyjne, otrzymamy teze.

12. Niech z i ¢t bedg zmiennymi niewystepujacymi w formule A. Bedziemy pisac
A(z,t) zamiast [A,x — z,y — t] itp.
(1) =-3zVyA v Vy3dz A
Vedy-A Vv VtIdz A(z,t)
=Va ItIy Iz (HAV A(z,1)).
Kwantyfikatory mozna tez wyprowadzaé¢ w innej kolejnosci, np.:
(1) =VaIyVz It (mAV A(z,t)),
posta¢ normalna danej formuly nie jest wiec na ogél wyznaczona jednoznacznie.
(2) =dyIzVaVt (mAV A(z,t))
(3) =VaVy3Iz (mAV Az, 2))
(4) =3z 3Ty Vz (-AV A(z,2)).
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Tautologiami sa, jak tatwo widaé, zdania (1) i (4). Zdania (2) i (3) nie sa tautolo-
giami; wynika to z twierdzenia Gddla o pelnosci. Na mocy tego twierdzenia wystarczy
wskazaé jakas odpowiadajaca danemu jezykowi strukture, w ktorej dane zdanie nie
jest spetnione.

W naszym przypadku wystarczy wzia¢ dowolna strukture nietrywialna, to jest
taka, w ktorej uniwersum mamy co najmniej dwa roézne elementy. Dla formulty A =
(x # y) zdania (2) i (3) nie beda w takiej strukturze spelnione.

13%

1) A € T3, odpowiedni ciag F, to: =A, (pVq = r)A-(p = r),pVqg = r,
-(p = r), pA-r, p, or; w tym miejscu widaé, ze juz zadnej z regul R1-12 nie da
sie zastosowaé, dopisujemy formule B = (pVg = r) = (—r = =(pVq))
nalezaca do 77 i kontynuujemy nasz ciag; -r = —(pVq), ~(pVq), pA—q, p 5.
2) Indukcja na n wykazemy, ze 7T, C T

To=2 C T Jezeli T,, C T i A€ Tpi1,toIn €N, F:{0,1,...,n} —
F ... (jak w okresleniu Tp41)

HP: A¢ T I) g : Fo — {0,1} [p(A) = 0]. Wowezas ¢(—A) =1, czyli p(Fy) = 1.

Zalozmy, ze dla k € {1,...,n}: o(Fy) = o(F1) = ... = ¢(Fx—1) = 1. Wowczas
o(Fx) = 1, bo jezeli Fy, € T, to ¢(Fx) = 1 na mocy zalozenia indukcyjnego, na-
tomiast jesli formula Fj powstaje z poprzedzajacych ja formul Fp,..., Fy_1 przez

zastosowanie jednej z regut R1-R12, to przeksztatcajac po kolei te reguly i korzy-
stajac z zalozenia o ¢ otrzymujemy: ¢(Fy) = 1. Na przyklad, jesli zastosowano R1,
to dla pewnych i, j < k F;, = (F; = Fy), przy czym o(F;) = o(F;) = 1, a wiec
1 =p(F; = Fy)=max{l— p(F}),o(Fr)} = max{0, o(Fk)} = ¢(Fy). Tak wigc
©(Fy) = 1 dla wszystkich k = 0,1,...,n, co daje sprzecznos¢, gdyz F; = —F; dla
pewnych i, j < n.

3) Wedtug 2) wystarczy wykazaé, ze B € T9!, a wiec wskaza¢ wartogciowanie ¢ takie,
ze p(B) = 0. Wystarczy wzia¢ ¢ : Fo — {0,1}, o(p) = ¢(q) =0, o(r) = 1.

4) Dowdd przebiega indukcja na ztozonosé formuly A. Jezeli na przyklad A = P,
gdzie Pe N, P = (p"Vq)A(pVr),to mA=-P=Q, gdzie @ = (pVp )A(pVrT)A
(P~ Vg )N (q¢ VrT) (oczywiscie wowezas tez ~P = (pVr ) A(p”" Vg )A(g" VrT)).

5) Niech B=A; A...A A, € TO'NN, gdzie A; € No(j =1,...,m). Wowczas A; €
Toldlaj=1,...,m (gdyz o(B) = ¢(A1)...-p(A), dla kazdego warto$ciowania
©). Jezeli dla ustalonego j A; = pi* V...V p2", to p; = —py, dla pewnych ¢, k sposrod
1,...n  (bo w przeciwnym wypadku mozna by tak dobra¢ wartosciowanie ¢, zeby
©(A4;) = max{p(p),...,e(p%)} = 0)), skad wynika, ze A; € T dla j =1,...,n,
idalej: BeT.

6) Wedlug 2) wystarczy wykazaé, ze T C T.

Niech A € T Wedtug 4) A = P dla pewnej formuty P € N'. Wowcezas P € T
iwedlug 5) P T,awiec AcT.
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14*. Bedziemy stosowaé te same oznaczenia w metajezyku co w jezyku formalnym
L rachunku zdan (zadanie 13*), odwolujac si¢ do kontekstu.

Oznaczmy przez C ogol skoriczonych i niepustych ciagoéw zerojedynkowych, C =
{0,1,00;01,10,11,...,000,001,...}; C, niech oznacza ogot takich ciagéw o dtugosci
n=12,..., oczywiscie |C,| = 2™.

Chcemy wyznaczy¢ zbior A = {a € C | p* € T} lub, co na jedno wychodzi,
zbiory A, = ANC,. |As| = ? Natychmiast wida¢, ze Ay = @, Ay = {00,11},
As = {011, 100}.

Dla a = ay...qa, € C,, oznaczmy &; ...a, ciagg dopetiajacy, 0 = 1,1 = 0.
Zauwazmy, ze o € A, <= a € A, (Jeslidla ¢ : Fy — {0,1} wezmiemy
wartosciowanie dopetiajace @ : Fo —— {0,1}, ¢(q) = 1 — ¢(q), to (p®) = @(p%)).
Wystarczy wiec wyznaczy¢ zbior A, = {a € Ap|o, = 0}, bo wowczas:

(1) Ap = A, U{a e A}, |An] = 2|4,

Jezelin 2 21ia =ay...a, € Cp, to oznaczajac &' = a|l,—1 = a1 ...@,_1, mamy
’ .
= p°), a wiec

(0%

P =(p
oy =0 = [aEAn = Vo:Fo—{0,1} (p(p) =0 = go(pa/)zo)].

(0%

Oznaczajac dlan € 1,2,... B, = {8 € O, | Ve:Fo——{0.1} : p(p?) = 0} bedziemy
#(p)=0

mieli:

(2) n>2a€Cha,=0 = [ac A, < o € B,),

wystarczy wiec wyznaczyé zbiory B,. By = {0}, By = {10}.
Niech n > 3, f € C,; wowczas p’ = (pﬁ' — p), a wiec B € B, =
Ve Fo——{0.1) [p(p?) = 1,8, = 0], i poniewaz p? = (p°” = pP»-1), wiec
#(p)=0
BEB, < B,=0 /\V«p:]:oﬁ)éo’l} [sp(pﬁn—l) -0 — (P(pﬂ”) — 0]’
w(p)=
czyli ostatecznie, dla n > 3:

(3) ﬂ € B, < 5n =0A [(@n—l =0A /B” € Bn—2) \ 571,—1 = 1]

Oznaczajac b, = |B,| mamy: by = b2 =1, n >3 = b, = b, o + 2" 2, skad
by = 1+2=3,...,by = 43, a wicc |Ag| = 2|As| = 2b; = 86. W postaci zwartej:
b, = 1+2(4[21-1) dla n nieparzystych i b, = %(2"—1) dla n parzystych. Formuly (1)-
(3) pozwalaja nam wypisywac kolejno zbiory A,,, na przyktad Bs = {000,010, 110},
a wiec A4 = {0000,0100,1100,1111,1011,0011}.

15. Oznaczmy: A = bramka dobra, B = bramka zla, o = straznik prawdoméwny,
B = klamca. Po podejsciu do ktorejs z bramek mozliwe sa cztery przypadki: Aa,
Af, Ba, Bf. Potrzebne jest zdanie o wartosciach logicznych 1,0,0,1 (1 = prawda,
0 = falsz), gdyz wowczas uzyskamy odpowiedzi TAK TAK, NIE NIE (bo w drugim
i czwartym przypadku straznik jest kltamca). Zdaniem tym moze by¢ p <= ¢, gdzie
p = ta bramka jest dobra, ¢ = jestem prawdomoéwny.

Pytamy wiec stojacego przy wybranej bramce straznika:

Czy ta bramka jest dobra wtedy i tylko wtedy, gdy ty jestes prawdomdwny?
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(lub: Czy zdanie, mowiqce, zZe ta bramka jest dobra, jest réwnowazne
zdaniu mdwigcemu, ze ty jestes prawdomdwny?)

Jezeli ustyszymy TAK, to wskazujemy bramke, przy ktorej stoimy; po odpowiedzi
NIE wskazujemy druga bramke.

Zadanie to wiaze sie ze znanym semantyczno-logicznym paradoksem (antynomia)
ktamcy. Przypusémy, ze po wskazaniu dobrej bramki ujawni sie straznik-ktamca i po-
zwoli nam zadaé jeszcze jedno dowolne pytanie, na ktére odpowie TAK—NIE zgodnie
ze swoja natura. Jesli go zapytamy

Czy gdy mowisz, ze zawsze ktamiesz, to mowisz prawde?

to nie bedzie moégt odpowiedzie¢ ani TAK, ani NIE bez popadniecia w sprzeczno$é.
Jak widaé, pojecie prawdy nie miesci sie w ustalonym, sformalizowanym jezyku
— trzeba przej$é do metajezyka (por. [Tarski 95|, [Mostowski 48, rozdz. XIV]).






2

Klasy

2.1. Wstep

W metajezyku wyrazeniem klasowym nazywamy napis postaci {z | F'} — czytamy
,0got takich x, ze F” — gdzie x jest zmienna, zas F' formuly. Zmienne i wyrazenia
klasowe nazywamy klasami.

Zmiennymi wolnymi (lub parametrami) w klasie C' nazywamy:

a) zmienne wolne formuty F rozne od zmiennej z, gdy C = {z | F'}

b) samg zmienna z, gdy C' = .

Klase bez zmiennych wolnych nazywamy statg. Podstawowe znaczenie maja dwie
klasy state:

V:={z |z =z} — klasa petna
& :={z |z # x} — klasa pusta.

7Z formalnego punktu widzenia wyrazenia klasowe wystepowaé¢ beda w ponizszych
trzech kontekstach, gdzie: z, y to zmienne, F' —formuta, C, D — klasy:

[F,x — y], gdy podstawienie x — y jest poprawne w F,

(1) yG{X|F}1={

(2) C=D:=Vz (r € C <= z € D) przy dodatkowym zalozeniu, ze jedna
z klas C, D jest wyrazeniem klasowym — z jest leksykograficznie pierwsza zmienng
rozng od zmiennych wolnych w klasach C'i D — ten ostatni warunek bedzie sie
stale powtarzal przy definicjach formalnych (dla zapewnienia jednoznacznosci przy
eliminacji symboli wprowadzanych definicyjnie) i w dalszym ciagu — jako oczywisty
— bedzie opuszczany.

Ja (x =y A F), w przeciwnym wypadku.

(3) CeD:=3x(x=CAzx € D) przy dodatkowym zalozeniu, ze C jest wyraze-
niem klasowym.

Dla dowolnych klas A, B przyjmiemy nastepujace oznaczenia i terminologie:
ACB:=Vz(xr€ A = 1z € B) — A jest zawarte w B, B zawiera A (inkluzja)
AG B:=ACBAA# B — A jest silnie zawarte w B, B silnie zawiera A (silna

inkluzja)
AUB :={z |z € AVx e B} — suma mnogosciowa A i B lub polgczenie Ai B
ANB:={z |z € ANx € B} — iloczyn mnogosciowy A i1 B lub przeciecie A i B
A\ B :={z |z € ANz ¢ B} — réznica mnogosciowa A i B

35
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A7 :=V\ A — dopetnienie (absolutne) A; czesto jezeli wszystkie rozwazane klasy
sa zawarte w pewnej ustalonej klasie V', to A™ oznacza V' \ A (kontekst!)

UA:={x|Ja€A:z€a} — unia A

NA:={z|Va€ A:x€a} — intersekcja A.

Jezeli A = A, jest klasa, w ktorej wystepuje wolno zmienna (parametr) ¢, to

U At :{$|3t€T.’E€At}

teT

N A:={z|VteT: : zec A}

teT

PA:={x|x C A} — potega A.
7 waznych tautologii dotyczacych wyzej wprowadzonych poje¢ wymieimy zwrotnosé
i przechodniosé¢ inkluzji (antysymetria jedynie wowczas gdy jedna ze stron jest wyra-
zeniem klasowym) oraz

reEV, 2 €I N+, TCACV
ACB < B"CA" <= AUB=B < ANB=A < A\B=0.

Nastepnie tacznosé, przemiennos$¢ i wzajemna rozdzielno$é¢ dziatan U i N oraz
prawa de Morgana:

(AUB)"=A"nNB7, (ANB)1=ATUB"

Wreszcie trzy tautologie dotyczace dziatan |, (), P: U@ =9, (N o =V, PV=\V.

W dalszym ciggu litery z, X, &, y, Y, n, 2, Z, (, o/, . . . oznaczaé beda zmienne. Po-
zostale litery a, A, a, b, B, ...— dowolne klasy chyba ze z kontekstu lub ustanowienia
bedzie wynikalo inaczej.

Formute A € V bedziemy odczytywaé: A jest zbiorem lub — A jest klasa matg;
klase, ktora nie jest mala (formuta: A € V), nazywamy duzg lub wtasciwg.
Zdanie ,A € V <= Jx x = A” jest tautologia.

Stynna antynomia (paradoks) Russella to tautologia:

Tak wiec naturalny pozornie postulat, zeby kazda klasa byta zbiorem (Schema
of Azioms of Comprehension), prowadzi do teorii sprzecznej, a wiec bezwartosciowej.
Konieczna jest aksjomatyzacja teorii mnogosci.

2.2. Tematy

1. Przyjmujac, ze x, y sa pierwszymi leksykograficznie zmiennymi (x = 0O, y = '),
zapisaé zdanie @ € V w jezyku formalnym teorii mnogosci — bez skrotow definicyj-
nych.

Jaka jest dlugosé i stopien zlozenia tego zdania?

2. Ktore z ponizszych zdan, a wlasciwie schematow zdan, gdyz A, B, C, D, ...ozna-
czaja (tu i dalej) dowolne klasy, sa tautologiami?

(1) (A\B)U(A\C)U(B\C)=ANC < AUBCCAANB=0
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(2) (AUB)\C = (A\C)UB <= BNC =0
(3) (ANB)UC)\A=(ANB)\C < ANBCCCA
(4) A\ (B\(C\D))=(ANC)\D < A\ BcC (ANC)\D.

3. Okreslamy réznice symetryczng A~ B := (A\ B) U (B\ A).
Wykazac’, ze:

(1) (A=B)=C=A~=(B~=C) (tagcznosé)

(2) A~ B =B~ A (przemiennosé)

(3) A= @ = A (neutralno$é @)

(4) A~ A= o (dopetnienie do @)

(5) AnN(B=C)=(ANnB) = (ANC) (rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem roznicy

symetrycznej)

6) (A=B)U(B=-CYU(C=A)=(A\B)U(B\CYU(C\A),...
4. Wykazaé, ze dla klas Ay,..., Ay, By, ..., By, gdzien = 2,3, ..., zachodzi inkluzja:
(AjU...UA,) = (B1U...UB,) C (A1 = B1)U...U (A, ~ By).

5. Ustalmy klase V. Dla klas A, B,C' C V oznaczamy: A’ = A, Al = A7 =V \ 4,
AB=ANB, ABUC = (AB)UC itp.

Ustalmy trzy klasy (ogolnie: n klas, gdzie n = 1,2,...), A1, Ay, A3 C V. Kazda
z klas AT'AJ?AS, gdzie ai, a9, a3 = 0,1, nazywamy skladowg uktadu klas A,
Ag, As.

Roznych sktadowych jest co najwyzej 2 x 2 x 2 = 8 (og6lnie 2™).

Latwo wida¢, ze klasa V jest sumg wszystkich skladowych, sktadowe sg parami
roztaczne, i kazda z klas A; jest suma tych sktadowych, dla ktorych «; = 1.

Zilustrowaé powyzsza sytuacje rysunkiem — bedzie to tak zwany diagram Venna.

Mowimy, ze dany uklad klas jest niezalezny (lub tez, ze klasy te sa w potozeniu
ogdlnym), gdy wszystkie sktadowe tego uktadu sa niepuste.

Udowodni¢, ze majac dane klasy A, B, C' C V i wykonujac na nich ,dzialania
boole’owskie” U, N, 7, \ mozna uzyskaé¢ co najwyzej 28 (ogolnie 22") réznych podklas
klasy V; doktadnie 28 (22"), gdy uklad A, B, C jest niezalezny.

6" Dane sg klasy A;, Ao, ..., A, CV, n > 2. Wykazaé, ze klasa A; ~ A; —...~ A,
(wedlug 3(1) nawiasy mozna opuszczaé) jest suma wszystkich sktadowych A ... A%n
(zob. 5.), dla ktorych zbior {i | &; = 0} ma nieparzysta liczbe elementow.
7. Naszkicowaé¢ dowody tautologii: | Jo =@, @ =V, PV =V.
8. Litery A i B oznaczaja dowolne klasy. Ustali¢, ktory ze znakéw C, D, = mozna
wstawi¢ w miejsce ,,?”, aby otrzymacé tautologie:

(1) AcB = JA?UB

(2 AcB = NA?NB

3 AcB = PA?PB

4) UAauB)? JAuUB
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5) UJAnB)? UANUB
(6) N(AUB)? NAnNOB
(M NANB)? NAUNB
(8) P(AUB)? PAUPRB
(9) P(ANB)? PANPRB
(10) A? UPA

(11) A?PUA

(12) UA? UPUA.

9. Klase A nazywamy tranzytywng, gdy Ve, y:z €y A = x € A.
Wykazaé, ze ponizsze trzy warunki sa réwnowazne:

(1) A — klasa tranzytywna
(2) AcPA
(3) UAC A

10. Napisa¢ pelny dowod formalny zdania Russella {z | z & x} ¢ V jako tautologii
czystej klasy 2.

11. Wyrazenia klasowe wraz z symbolem przynaleznosci mozna wprowadzi¢ w dowol-
nym jezyku elementarnym niebedacym rozszerzeniem jezyka Lge. W ogélnym przy-
padku takiego jezyka dopuszczamy tez symbole funkcyjne, z ktorych tworzymy termy.
Przyktadowo rozwazmy jezyk elementarny arytmetyki: L,,. W jezyku tym symbol
rownosci jest jedynym predykatem; natomiast wprowadzamy cztery symbole funk-
cyjne: 0° (zero), S (nastepnik), +, - (symbole dodawania i mnozenia).
Termy okreslamy indukcyjnie:

1) termy klasy 0 to zmienne (z, y, z,...)

2) dla naturalnego n, termy klasy n + 1 to termy klasy n oraz stowa postaci: 0°, St,
(t+s), (t-s), gdzie t, s sa termami klasy n

3) stowo ¢ jest termem, jezeli dla pewnego n jest termem klasy n; najmniejsze takie
n to stopien ztozenia, krocej — ztozono$é termu t.
Formuly atomiczne jezyka L,, sa postaci t = s, gdzie ¢t i s sg termami.
Rozszerzamy definicje podstawiania: mozemy podstawiaé¢ termy w miejsce zmien-
nych, przy czym podstawienie z — t w formule A jest poprawne — tylko takie be-
dziemy dopuszczaé — gdy dla kazdej zmiennej y wystepujacej w termie ¢: Fr(z, A) N
Bd(y,A) = @. Nalezy rowniez zmodyfikowaé regute wnioskowania R14: Vo A F
[A, x — t].
Odpowiednio tez zmieniamy punkty (1), (2) i (3) we wprowadzeniu wyrazen klaso-
wych, ktore nazywamy po prostu klasami (termy odpowiadaja liczbom naturalnym):

(V1€ {o| F} [F,z — t], gdy podstavxfienie z — t w formule F' jest poprawne
Jx (r =t A F) w przeciwnym wypadku.

W punktach (2) i (3) zarowno C jak i D muszg by¢ klasami (tj. wyrazeniami klaso-
wymi).
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Klasa pelna to N := {z | x = x}. Szczegdlne znaczenie maja termy state (tj. bez
zmiennych) postaci n® :=S...50° (n=0,1,...) zwane liczebnikami.
——
n-razy
W metajezykowym zapisie uzywa sie powszechnie przyjetych skrotéw i konwencji,
piszac np. x + yz zamiast (x + (y - z)). Czesto tez opuszcza sie kropke w oznaczeniu
liczebnika, odwotujac sie do kontekstu.
Aksjomatami identycznosci w L,, sa zdania:
Hz==x
2
3

(

(2)

()w—yAy—z = y=2z
(4) =y = Sx =Sy
(5)
(6)

)
6

r=yANz=t = x+z=y+1t
r=yANz=1t = xz=yt, gdzie x, y, 2, t sa kolejnymi zmiennymi O, (I,

Ponizszy zbior siedmiu zdan jezyka L., nazywamy aksjomatykq Robinsona; w skro—
cie RA:

RAl Sz =Sy — z=y
RA2 Sz #0°
RA3 z+0° ==z
RA4 z+ Sy =S(z+y)
RA5 z-0° =0°
RA6 z-Sy=zy+=z
RA7 2 #0° = dyx = 95y.
Tak wiec w arytmetyce Robinsona korzystamy z 6 + 7 = 13 aksjomatéow — aksjo-

matyka jest skoriczona.
W dalszym ciagu zaktadamy, ze RA jest niesprzeczna.

1) Przyjmujac, ze x, y sa dowolnymi zmiennymi, wypisa¢ wszystkie termy o zto-
zonosci 1.

2) Dla zdania A jezyka L,, zapis - A oznaczaé bedzie, ze zdanie A jest twierdze-
niem arytmetyki Robinsona. Udowodnié, ze Va,b € N:

(i) a#b < Fa® #0b*

(ii) a=b < Fa®*=0*

(iii) F (a+b)* =a® +b°

(iv) + (ab)* = a*b*

(v) FVe Sz +a®* =2+ (a+1)°.

3) Dla termoéw ¢, s okreslamy nier6wnosé:

t<s << dzSx+t=s.

Wykazaé, ze Va,b € N:

(i) a<b <=Fta®<?d*
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(ii) F -Jz z < 0°

(i) Fz<(a+1)* = z=0"V...Vz=a®
(iv) Fa* <z = (a+1)°*<zV(at+1)* =2
(v) Fe<a®*Va=a*Va® <uzx.

4) Jezeli aksjomat RAT zastapimy tak zwanym schematem aksjomatow indukcji:
0*cCAVz(zeC = Szxe(C) = C=N

(C jest tutaj dowolna klasa, mamy nieskoriczenie wiele aksjomatow), to otrzymamy
teorie zwana arytmetykq Peana, w skrocie PA.

Udowodnié, ze zdanie RA7 jest twierdzeniem arytmetyki Peana.
KOMENTARZ.

Aksjomatyke RA wprowadzil Raphael Mitchel Robinson jako system @, bada-
jac dowod twierdzenia o reprezentowalnosci funkeji rekursywnych (=algorytmicznie
obliczalnych wg tezy Churcha) w PA. Odkryl on, ze schemat aksjomatow indukeji
wykorzystuje sie w tym dowodzie jedynie do uzyskania zdania RA7. Twierdzenie o re-
prezentowalnosci jest punktem wyjscia do podstawowego twierdzenia limitacyjnego
(Godel, Tarski i inni) o nierozstrzygalnosci i niezupelosci RA (teorie formalna T na-
zywamy zupetngq, jesli jest niesprzeczna, i dla kazdego zdania A tej teorii: T+ A lub
T F —A; oczywidcie z zupelnosci teorii wynika jej rozstrzygalnosé) i wszystkich nie-
sprzecznych i rekursywnie aksjomatyzowalnych teorii bogatszych — w szczego6lnosci
PA i ZFC (zob. np. [Grell 06, s. 366]).

2.3. Odpowiedzi

1. 3z Vy (y€x < —wy=y)Az=uz), 20,5

2. Wszystkie cztery.
Na przyktad, uzywajac uproszczonej notacji: AB = ANB, ABUC = (ANB)UC,
AT =V\ A, rownowaznosé (2) mozemy zapisa¢ w postaci

ACTUBC"'=AC"'"UB < BC =g.

Implikacje ,,=" otrzymamy, mnozac obie strony réwnosci przez C.
Implikacja ,,<=” wynika z réwnowaznosci: BC =@ < B C(C"' < B(C'=B.
Mozemy tez ,dziala¢ na argumentach”.
Na przyktad: dowodzimy implikacji ,,=” w (1). Chcac dowiesé¢, ze AN B = &,
rozumujemy nie wprost: HP: AN B # @,3)xz € AN B,z € A,z € B; rozpatrujac
teraz przypadki 1) z € C, 2) ¢ C za kazdym razem dochodzimy do sprzecznosci.
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3. Uzywajac uproszczonej notacji z rozwiazania poprzedniego zadania, przeksztal-
camy lewa strone réwnosci (1):
L=(AB"UA™B)~C
= (ABTUAB")'CU(ABTUA™B)C"™
=(A"UB)(AUBCUAB'CTUA'BC™
=(A"BTUAB)CUABC"U A"BC™
=ABCUA'B'CUAB'CTUA"BC™.
Analogicznie przeksztalcamy prawg strone, P = ..., i stwierdzamy, ze L = P.
Podobnie mozemy uzasadni¢ pozostate réwnosci.
4. Zastosujmy indukcje na n (skrotowe oznaczenia — jak w zadaniach 2 i 3):
(i) n=2
(AUB)~ (CUD)=(AUB)C'DTUA'B(CUD)=ABCT"UABD"UA"BCU
A"B'D Cc ACTUBD'UA'CUB™D =(A=-C)U(B=D,).
(ii) Zaktadamy, ze n > 3, i inkluzja zachodzi dla n — 1.
(AluuAn)—(BluuBn) = ((A1U...UAn_l)UAn);((Blu...UBn_l)U

B, C (AjU...UA,1) =~ (B1U...UB,_1)U(A4, ~B,) C (44 ~B)uU...U
(An,1 - anl) U (An - Bn)

5.

J

Mozna ograniczy¢ sie do dziatan Ui 7, gdyz ANB = (ATUB™)", A\B = ANB".

Poniewaz dopelnienie sktadowej jest suma pozostalych sktadowych, wiec kazda
podklase tego rodzaju mozna przedstawi¢ jako sume sktadowych (indukcja na zlozo-
nos$é ,wyrazenia boole’owskiego”); jest wiec ich co najwyzej tyle, ile jest podzbiorow
8-elementowego zbioru: 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111, a wiec co najwyzej 28
(ogolnie 22"), doktadnie 28 (22"), gdy nasz uktad jest niezalezny.

6* Indukcja na n:
I Dlan=2, Ay - Ay = AJAL U A1 AY.

IT Zaktadamy, ze n > 3 dla n — 1 jest tak jak w tezie. A3 — Ay — ... = A, =
(Al - ... Anfl) - An = (Al - ... Anfl)A}l @] (Al - ... Anfl)jAgl.

Sktadowe pierwszego sktadnika sa postaci A" ... A0" ' A% edzie o, = 1, a wiec
dla kazdej z nich liczba zer wéréd ag,...,a, jest taka sama jak liczba zer wsrod

a1, ...,0n_1, czyli — na mocy zaltozenia indukcyjnego — nieparzysta.
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Rowniez na mocy zalozenia indukcyjnego sktadowe klasy (A; ~ ...~ A,_1)" sa
postaci AJ? ... A'"7' z parzysta liczba zer wéréd aq, ..., a,_1, a wige sktadowe dru-

giego skladnika, bedac postaci A" ... A0"7" A% gdzie a,, = 0, tez maja nieparzysta
liczbe zer wéréd ag, ..., an—1, Qy.

Jezeli jednak jakas sktadowa uktadu klas Ay, ..., A, jest postaci AT .. A% z nie-
parzysta liczba zer wéréd aq, . . ., ay,, to rozpatrujac dwa przypadki: a3 =01y =1,
wnioskujemy, ze jest ona sktadowa pierwszego lub drugiego sktadnika.

7. Dowody sa niemal mechaniczne.
Na przyklad dla tautologii: (@ =V. HP: -... N2z &L, Vy(y € & = z €y),
Jy) (yeD = z€y),y €T, y#y,y=y (aksjomat identycznosci (1), zob. 11) 5.

8.
1) AcB = JAcC B
2) AcCB = (ADNB

(1)

(2)

(3) AcB = PACPB

(4) U(AuB)=UAUUB

(5) UAnB)cUANnUB

6) N(AUB)=NANNE

(7)) N(ANnB)>NAUNB

(8) P(AUB) D PAUPB

(9) P(ANB)=PANPB

(10) Ao UPA

(11) AcPUA

(12) JA=UPUA.
9. Bezposrednio z definicji: (1) <= (2), (1) < (3).
10.
(0) =
(1) {z |z ¢z} eV (0), R2
(2) )z ={z|xzdax}rhzeEV (1), R13
(3) v=A{z|z ¢} (2), R7
4) z€x < z&z (3), R14
B) Ve ((z€x <= xdax) = z€ux) dopisana tautologia czysta klasy 1
6) (xr€x <= xdax) = z€x (5), R14
(7) zex (4), (6), R1
) zexr = z & (4), R10
9) z&x (7), (8), R1

7 (7),(9).

Dowod zdania (5):

0) —...

(1) dJz~((r€r <= z¢2) = z€x) (0), R16
(2) "((rex <= x¢x) = T E€T) (1), R13
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B) (ze€r <= z¢r) Nz (2), R3

4) z€r < z&z (3), R7

(5) v ¢w (3), R8

(6) xdx = zex (4), R11

(7) zex (5), (6), R1
¢ (5), (7).

11.
1) 0°, Sz, x4+ y,zy
2) Ad (i):

<) Whiosek z aksjomatu rownosci (1).

=) Mozna przyja¢: a < b  (aksjomat rownosci (2)).

Indukcja na a:
I) a=0.
Wowczas b > 0, 3)d € N : b = d + 1,b* = Sd*, wiec wedlug RA2 Sd* # 0°, czyli
b® # a®, a® # b* (znéw wedlug aksjomatu rownosci (2)).
II) a=c+1iVdeN:ec<d = Fc* #d°.
Wowczas znow 3)d € N: b =d+1,¢c < d,awieck ¢® # d* i, wedtug RA1F Sc® # Sd°,
czyli - a® # b°.
(ii) jest natychmiastowym wnioskiem z (i).
(iii) i (iv) dowodzimy prosta indukcja na b, wykorzystujac odpowiednio RA3, RA4,
i RA5, RAG.
Ad (v) Indukeja na a:
I) a=0.
HP: 3z) Sz +0° # x4 S0°, Sx 4+ 0° = Sz, v+ S0°* = S(x +0°) = Sz %
IT) HP: Sz+(a+1)* # z+(a+2)*, Sz+a®* =z+(a+1)*, S(Sx+a®) = Sz +Sa® =
Sr+(a+1)°*=Sx+(a+1)*)=z+Sa+1)*=z+(a+2)° 4%
3) Podobnie jak w 2) dowody sa bezproblemowe.
W dowodzie zdania (ii) po raz pierwszy trzeba skorzysta¢ z RA7 (HP: Jz) x < 0°,
Jy) Sy+x =0 x #0° (HP: x =0° Sy+0° =0° Sy =0°4% (RA3, RA2)),
Jz) z = Sz (RAT), Sy+ Sz =0°, S(Sy + z) =0° (RA4), 5(RA2)).

W dowodzie indukeyjnym (iii) w kroku wstepnym (a = 0) wykorzystujemy (ii);
w kroku indukcyjnym trzeba rozpatrywaé odpowiednia liczbe przypadkow.

(HP: z < (a+2)*, 2 #0°%, ...,z #a*, z # (a+1)*. Jy) Sy+x = (a+2)*,3z) x = Sz
(RAT). Tak wigc Sy + Sz = S(a+1)°*, S(Sy+2) = S(a+1)*, Sy+2z = (a+1)°
(RA1); czyli z < (a+1)°. Zatem, wedtug zalozenia indukcyjnego z = 0°V...Vz = a®,
i teraz trzeba rozpatrzyé a+ 1 przypadkow. Dla ustalonego ¢ € {0,...,a} odpowiedni
przypadek ma postaé z = ¢®, i wowczas © = Sz = Sc®* = (¢ +1)* 4).
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4) W schemacie aksjomatow indukeji bierzemy
C={z|xz#0° = Jyz=9y}
Wowczas 0° € CiVe (z € C = Sz e )

(HP: 32) = € C,Sx ¢ c. Tak wiec =(Sz # 0°* = Ty Sz = Sy), czyli Sx # 0°,
—-Jy Sx = Sy, Vy Sz # Sy, skad Sz # Sz %), a wiec C = N.
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Aksjomatyczna teoria mnogosci ZFC

3.1. Wstep

Aksjomatyka ZFC (Zermelo-Fraenkel + Axiom of Choice) sktada sie z nizej wy-
mienionych zdan (jednoczesnie ustalimy podstawowa symbolike i terminologie teorii
mnogosci): Al, ..., A5, A6(H,z) (H — formula,  — zmienna), A7, A8, A9.

Al (Aksjomat zakresu, aksjomat ekstensjonalnosci) x CyAy Cax — = =y.
A2 (Aksjomat zbioru pustego) & € V.

Tak wiec twierdzeniami sa zdania: A C BAB C A < A= B (A, B— dowolne
klasy) oraz dy Ve e € yi Ve o € y) AN Vo o € z) = y = z. Zbior pusty jest
jedynym ,elementem pierwotnym”, z ktorego sa zbudowane wszystkie inne zbiory.

Singletony, dubletony i ogélniej uktady nieuporzqdkowane okreslamy nastepujaco:
(a, b, ...— dowolne klasy): {a} :={z | a €V = z = a} ([Kelley 57, Appendix]),
{a,b} :={a} U {b}, {a,b,c} := {a} U {b, c} itd.

Wowczas a ¢V = {a} =V, a ¢ VVbgV = {a,b} =V itd. (symbol V klasy
pelnej odgrywa role uniwersalnego symbolu nieoznaczonoéci) oraz

aeV = (ze€{a} < z=nq)

(a,b) eV = (z€{a,b} < z=aVz=0>)itd

Ponadto a,b € V. = J{a} =N{a} =a, U{a,b} =aUb, ({a,b} =anbitd.
A3 (Aksjomat dubletona) {z,y} € V.

A4 (Aksjomat unii) |Jz € V.

A5 (Aksjomat potegi) Px € V.

Zachodza rownosci: {z} €V, zUy eV, JV=V,NV=2.

Pare uporzgdkowang (podwojne oznaczenie) okreslamy na sposéb Wienera—Kuratow-
skiego:

(a,b) =a—b:={{a},{a,b}}, idalej
(a,b,c) :=(a, (b, 0)),....

Wowczas (z,y) € Voraz (z,y) = (2,t) <= z=2zAy="t.

Okreslamy iloczyn kartezjariski A x B := {(a,b) | a € A,b € B}; zapis po prawej
stronie jest skrotem dla {x | Ja,b: a € AANb€ BAxz = (a,b)}. Tego rodzaju skroty
dla wyrazen klasowych beda w dalszym ciagu powszechnie uzywane.
AxBxC:=Ax(Bx0),.... A>= A x A (A®>* w razie niejasnosci). ..
Dodatkowo Al := A, A? := {o}.

45
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R - relacja < R C V2. Tak wiec relacjg nazywamy dowolna klase par. Ogdlniej dla
RCV*(n=0,1,2,...) méwimy o relacji n-argumentowe;.

Zamiast ,,(a,b) € R” piszemy tez: a Rb, R:a— b, a ? b, a < b; przy znanym
R
R:a—b,a<b.

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia i terminologie:
id:={z|3Jyz=(y,y)} — identycznosc
R™Y:={(y,2) | (z,y) € R} — odwrotnosé R
SoR:={(z,2) |y (z,y) € RA(y,2z) € S} — zlozenie, superpozycja R z S.
Niewygodna kolejnosé — od prawej do lewej — w notacji superpozycji jest tradycyjna
i wynika z ogoélnie przyjetego zapisu funkcyjnego (np. sinz zamiast xsin). Mozna
wprowadzi¢ dodatkowe oznaczenie R e S := S o R.
DomR :={z | 3y (z,y) € R} — dziedzina R
ImR:={y |3z (v,y) € R} — obraz R.

Wowcezas:
R — relacja = Roid=idoR=R A (R"Y)" ' =R
To(SoR)=(ToS)oR, (SoR)"'=R1087!
DomR!'=ImR, ImR~!' =DomR.

Relacje f nazywamy funkcjg lub odwzorowaniem, gdy spelnia warunek jedno-
znacznosci: Va y z (x,y), (x,2) € f = y = z; zapis: [ — funkcja.
A6(H,z) (Schemat aksjomatow zastepowania)
f — funkcja ADom f € V = Imf €V, gdzie f = {« | H}, H — formuta, x —
zmienna.

Twierdzenie o podzbiorach A C BeV = A€V.

(HP: A ¢ V. Wowczas, wg A2, A4 @, F)ac A, f={z—z|zcAlU{z—alzxe
B\ A} jest funkcja, Dom f = B eV, Im f = A, a wicc wg A6, A €V %).

(W pierwszej aksjomatyce teorii mnogosci, ktora podat Zermelo w 1908 roku, powyz-
sze twierdzenie wystepowalo jako schemat aksjomatow wyrdzniania i dopiero Fraenkel
w roku 1922 sformulowal mocniejszy schemat A6).

Z pojeciem funkcji zwiazemy ponizsze oznaczenia i terminy:

1) f: A—> B:& f funkcja ADom f C AANIm f C B — f — funkcja cze$ciowa
zAwB

2) ftA— B f:A—» BADomf=A— f— funkcja z A w B;

3) f:A—» B:& f: A— BAImf =B — f - funkcja z A na B, f —
surjekcja A na B

4) f - injekcja < f — funkcja A f~! — funkcja

5) f:A— B:& f: A—— BA f —injekcja — f — injekcja A w B

6) frA—»B:& f:A—» BAf:A—— B — f — bijekcja A na B

7) flA:= fN(AXV) — zaciesnienie (restrykcja) f do A; oznaczamy tez fu = F|A;



3.1. WSTEP 47

$) Map®(A4,B) = {f | / : A —> B}, Map(4,B) == {f | f : A —> B}
i analogicznie Sur(A4, B), Inj(4, B), Bij(A, B)

9) Map®(A) := Map°(4, A) i analogicznie Map(A), Sur(A), Inj(4), Bij(4) =
Perm(A), bijekcje f : A —» A nazywamy permutacjg lub przeksztatceniem
klasy A

10) val(f,a) : =y | (a,y) € f} — warto$é f na argumencie a; w dalszym ciagu
zamiast val(f, a) bedziemy pisali tradycyjnie f(a), fa lub f,.

Zanotujmy najwazniejsze wnioski z aksjomatéw A1-6; beda one dotyczyé przede
wszystkim pojecia funkcji.

W) VEV (Voia|ega}gV)
(2) agVVbgV = (a,b)=V

3) A+ = NAeV (FaxzeANACzeV)

(4) a¢Dom f = f(a)=V

(5) a e Dom f <= f(a) #V <= f(a) €V

(6) a € Dom f A f- funkcja = (a, f(a)) € fA f(a) €Im f
(7)
(8)

jezeli f jest funkcja, toy = f(z) <= (z,y) € fif={(z,y) |y = f(z)}

dla funkcji f i g:

fCg < VxeDomf: f(z) =g(x),

f=9 <= Vz f(z) =g(z)

(9) A, B eV = Ax B, Map(A,C), Map°(A,B) ¢ V. (A x B C PP(AU
B),Map(A, B) C Map®(A, B) C P(A x B))

(10) f: A——> BAg: B —o>3(C = gof: A —o— C ianalogicznie dla —, —»
—»

(11) f:A— BAg:B— AANgof=idy = f:A—— BAg:B—» A

(12) f:A—> BAg:B— ANgof=idaAfog=idg = f:A—» BA
g:B—» ANg=f"!

(13) (g0 /)4 = go (|A).

Wazne jest nastepujace twierdzenie o sklejaniu funkcji:
(14) ¢ cMap°(4,B) = [JC:A—— B < Vf,ge CVz € DomfNDomyg:
f@)=g@))AN[UC:A—o>sB = Dom|JC =J{Dom f | f € C}].

Klase Im(f|A) nazywamy obrazem A przez f i notujemy skrotowo f(A) lub fA.
Klase f~1(A) nazywamy przeciwobrazem A przez f.

(15) f - funkcja = f(A) ={f(z) |2z € A}, f71(4) = {= | f(z) € A}.

Zanotujmy podstawowe fakty dotyczace obrazéw i przeciwobrazow. Niech
[+ X—Y; XY —klasy; ABCX,C,DCY.

Woéwcezas:
(16) F(AUB)=fAUfB
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(17) f(ANnB)C fANfB

(18) f(A\B) D fA\ [B

(19) f~Y(CuD)=fCUf D
(20) f~Y(CND)=ftCnf'D
(21) f(C\D) = f~'C\ f7'D
(22) fflcccC

(23) f: X —Y = fflC=C
(24) f1fAD A

(25) f: X—Y = f1fA=A

Dla A : I —— V moéwimy tez, ze A jest rodzing zbiorow indeksowana przez

klase indeksow I; w tej sytuacji notujemy czesto: |J 4; ;== JImA = J{A4; | i € I},
i€l
i analogicznie dla [ A4;.
iel

Prawa (16), (17) i (19), (20) mozna uogdlni¢ na tego rodzaju sumy i iloczyny; na

przyklad, jesli I # @i A: I — PX, to f(() 4:i) C ) f(4).
iel iel

Powyzszej notacji uzywa sie tez w sytuacji, gdy A; jest klasa (wlasciwa), za$ ¢
jest zmienng (parametrem):

U A;:={x|3Jiel:x e A;}, ianalogicznie dla ﬂ A;.
iel iel

Wygodng postaé przyjmuja wowczas np. prawa de Morgana:

I#oAVielAicX = ([JA) =NA"A([)4) =4
i€l i€l el i€l

AT (Aksjomat regularnosci, aksjomat o fundowaniu):
r# Q0 = dycz:zNy=0J.

Z A7 wynika, ze:

(26) x € x, "(r € yAy € x), 7(r € yAy € zAz € x) ... (Rozumujac nie
wprost stwierdzamy, ze w zbiorach {z}, {z,y}, {z,y, 2}, ...nie ma elementu
minimalnego ze wzgledu na przynaleznosé — wbrew AT7).

Okreslamy nastepnik (sekwens) klasy a jako
seqa :=aU{a}.

Wowczasa € V = seqa = V;natomiasta € V = (z € seqa <= x € aVz = a),
tak wiec dla zbioru a zbior seqa jest standardowym rozszerzeniem zbioru a o jeden
element (a & a, a € seqa).

Zauwazmy, ze:
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27) x =y <= seqx = seq
Y Y
(HP: seqz = seqy,x # y. Wowczas x € seqz = seqy = y U {y}, a wiec = € y.
Analogicznie y € z 4).

Mozemy teraz okresli¢ indywidualnie liczby naturalne: 0 := @, 1 :=seq0 = {@} =
{0}, 2:=seql ={2,{o}} ={0,1}, ... o
W dalszym ciagu bedziemy zwykle pisali 0, 1, 2, ... zamiast 0, 1, 2, ..., zdajac sie
na kontekst (w odréznieniu jezyka od metajezyka).

Jezeli dla m,n = 0,1,2... jest m # n, to twierdzeniem jest zdanie m # 7
(dowdd indukcja na max(m,n) — oczywiscie w metajezyku).

Mamy wiec twierdzenia: 0 # 1, 0 # 2, 1 # 2, 0 # 3, ... — w bardziej Scistym
zapisie: 0 # 1, 0 # 2, ... — inaczej méwigc, dysponujemy ciggiem parami réznych
elementéw 0, 1, 2, ...
Zbiory x,y nazywamy rownolicznymi, co notujemy: z ~ y, gdy 3f : x —» y.
Dla ustalonej liczby naturalnej n zbiér x nazywamy n-elementowym, gdy x ~ n;
dla dowolnej klasy C' oznaczamy P,C := {x C C | © ~ n}, tak np. PyV = {0},
PV={{t} |t=t}, PoV={{t,s}|t#s}, ....

Zauwazmy, ze:

(28) x~yrhacaxnbey = Tf:x—>»y(fla)=b) HP:=~...3I)f:z—»y.
Wowezas g = (£\{a s (@), f~1(8) = b)) U{a > b f=1(b) > F(a)} : 2 — y

oraz g(a) = b 4).
Z prawa (28) wynika analogon réwnowaznosci (27):

(29) x ~y < seqx =seqy

(HP: seqz ~ seqy, ¢ # y. 3) f : seqez —» seqy, f(x) = y. Wowczas f|x :
T —»y,awiecz~ys).

A8 (Aksjomat wyboru, Aziom of Choice, AC)
Odr = Af:x—JazVzex: f(z)ex
(f — funkcja wyboru dla x).

Do sformultowania w naturalny sposéb aksjomatu nieskoriczonosci potrzebna be-
dzie definicja uniwersum (klasy uniwersalnej, klasy teoriomnogosciowo domknietej):
A — uniwersum <= A C PA (tj. A — klasa tranzytywna) A g €A A Vz,y€
A({z,yt,Uz,Pre A) AN Vf:A—o>ADomfe A = ImfeA).

Oczywiscie: V — uniwersum. Oznaczmy:
Univ := {u | u — uniwersum } (klasa wszystkich zbioréw uniwersalnych).
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A9 (Aksjomat nieskoriczonosci) Univ # &.

Z definicji klasy Univ natychmiast wynika, ze @ # A C Univ = [ A € Univ; stad
i z aksjomatu nieskoriczonosci otrzymujemy, ze (| Univ € Univ.

Zbior () Univ jest najmniejszym uniwersum; nazywamy go uniwersum zbioréw dzie-
dzicznie skoniczonych.

Wszystkie wlasnosci V wynikajace z aksjomatow A1-A6 przenosza sie na dowolne
uniwersum U — ich dowody sa kopiami odpowiednich dowodéw dla V — aksjomaty
A7 i A8 réwniez sa — jak latwo wida¢ — spetnione w U, uniwersum U jest — jak to
sie méwi — modelem dla aksjomatyki A1-AS.

3.2. Tematy

1. Dane sg klasy Aq,..., A, C V, gdzie V jest ustalong klasg — zwyczajowo nazy-
wamy ja przestrzenig — za$ n jest ustalona niezerowsg liczba naturalna.

Mowimy, ze klasa C' C V jest algebraiczna (lub ze jest wyrazeniem boole’owskim)
ze wzgledu na uklad klas A1, ..., A,, jezeli jest utworzona z klas A1, ..., A, ,w sposob
boole’owski”, to znaczy jedynie przy uzyciu operacji U, N, 7, gdzie operacja ' jest
dopelieniem w przestrzeni V, C7=V\ C.

Bardziej doktadna definicja (w metajezyku) jest indukcyjna:

1° Kazda z klas Ay,..., A, jest algebraiczna ze wzgledu na uklad klas A;,..., A,
— w dalszym ciagu bedziemy moéwili krotko ,algebraiczna”, gdy wiadomo, jaki uktad
klas mamy na mysli.

2° Jezeli klasy C, D C V sg algebraiczne, to klasy CUD i C7 =V \ C tez sg alge-
braiczne (warunek z iloczynem mozna opuscié, gdyz CND = (C7UD™)7). Podobnie
C\D=CnD".

3° Zadnych innych klas algebraicznych nie ma.

Jesli szukamy klasy X C V spelniajacej uktad rownan

=G
O s ,

Fm - Gm
gdzie Fy, ..., F,,,G1,...,G,, sa klasami (wyrazeniami boole’owskimi) algebraicznymi
ze wzgledu na uktad Ay, ..., A,, X, to mozemy postepowaé¢ w nizej opisany sposob:

1) Korzystajac z rownowaznosci
C=D < C-D=g,

gdzie C' =~ D jest roznica symetryczng klas C'1 D; C =D = (C\ D)U(D\ C), mozemy
nasz uktad zapisa¢ w postaci:

gdzie Hy, ..., Hy, sa klasami algebraicznymi ze wzgledu na uklad A;,..., A,, X.
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2) Korzystajac z rownowaznosci
H=9AN--NH, =@ < HiU---UH,, =0

mozemy nasz uktad zapisa¢ w postaci jednego rownania: H = & (H — klasa algebra-
iczna).
3) Stosujac wprowadzone w poprzednim rozdziale sktadowe uktadu klas Ay, ..., A,, X,
znajdujemy réwnowaznik uktadu (x) w postaci:

CnX)u(DbnXM =g,
gdzie klasy C, D C V sa algebraiczne ze wzgledu na uklad Aq,..., A,.
4) Réwnosé z 3) jest rownowazna koniunkeji

CNX=0ANDNX"=g,
ktora z kolei jest rownowazna podwojnej inkluzji:

(**) DcXccon

Tak wiec uktad (*) ma rozwigzanie — jak mowimy, jest niesprzeczny wtt (= wtedy
i tylko wtedy), gdy spelniony jest warunek:

DcC'=V\C

i jezeli tak jest, to rozwiazaniem uktadu (%) jest kazda klasa X spelniajaca podwdjna
inkluzje (xx).

W praktyce czesto mozemy rachunki uproscié¢ na etapie 1). Przyrownujac do @
skladniki stale w sumach mnogosciowych Hy, ..., H, (po wprowadzeniu sktadowych)
otrzymamy warunek konieczny (wk) niesprzecznosci, ktéry nastepnie wykorzystujemy.

Stosujac te metode do klas A, B,C C V, wyznaczy¢ klasy X C V spelniajace
uktad réwnan:

©) {AmX:B\X

CUX=X\A.
Poda¢ wkw niesprzecznosci uktadu (¢) i narysowaé odpowiedni diagram Venna.

2. Dane sg klasy A, B,C C V.

Stosujac metode z zadania 1, rozwiaza¢ dane uklady réwnan. Szukamy klasy
XcCcV.

Za kazdym razem poda¢ wkw istnienia rozwiazania i ewentualnie naszkicowaé
diagram Venna.

AuX =B AUX =V\B ANnX=BnNnC
(1) {BUX=C (2) SBUX=V\C (3) {BNX=CnA
CUX=A CUX=V\4 CNX=ANB
ANX =B A\X =B
0 - G) AN
AuX =C X\A=C.

3. Dane s klasy A, B,C,D C V.
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Rozwigza¢ uktad réwnan

{AmX:B

(*) (X cV).

CNX=D
Podaé¢ wkw niesprzecznosci ukladu () i narysowaé¢ odpowiedni diagram Venna.

4. Dane sg klasy A, B C V.
Scharakteryzowaé klasy X C V takie, ze:

ANBNX ASGNANBI\X#AOANANXZBABNX ¢ A.
Narysowaé¢ odpowiedni diagram Venna.

5% W zadaniu 1 dla ustalonej klasy V' (tzw. przestrzeni) i uktadu klas Ay,..., A, CV
(n=1,2,...) okresliliémy niezbyt $cisle pojecie klasy C' C V algebraicznej ze wzgledu
na dany uktad. Definicja $cista wymaga wprowadzenia (w metajezyku oczywiscie) je-
zyka elementarnego algebry klas. W jezyku tym symbolami pozalogicznymi moga na
przykltad by¢: symbol stalty @ dla zbioru pustego, symbol funkcyjny jednoargumen-
towy 7 na operacje dopelnienia i dwa symbole funkcyjne dwuargumentowe U i N.

Termy (zwane tez wyrazeniami boole’owskimi) to zmienne i symbol staly & (trak-
towane jako stowa o dlugosci 1) oraz stowa postaci T7, TU S, TN S, gdzie T i S sa
termami o mniejszej ztozonosci (nasladujemy definicje indukeyjna z rozdziatu 1). For-
mutly atomiczne sg postaci T' = S, gdzie T'1 S sa termami.

Jako aksjomaty przyjmujemy aksjomaty rownosci (zwrotnosé, symetria, przechod-
niog¢ oraz X =Y <= X '=Y "1 analogiczne dwa zdania dla U i N), a takze odpo-
wiednio dobrane prawa algebry klas (aksjomatyka algebry Boole’a — zob. rozdzial 4,
zadanie 35).

Przyjmujemy wszystkie powszechnie stosowane skroty i konwencje, w szczegdlno-
SeiT\S=TNS,T=S=(T\S)U(S\T).

W dalszym ciagu rozpatrujemy tylko te termy, w ktorych moga wystepowaé je-
dynie ustalone zmienne X, ..., X,. Oznaczmy: X? = X;, X! = X;7. Term postaci
XM n...NnXgn, gdzie aq,...,a, = 0,1, nazywamy elementarnym. Termy normalne
to term staly & i termy postaci Uy U...UU,, (m=1,2,...,2"), gdzie Uy,...,Up, sa
réoznymi termami elementarnymi.

Dowodzimy (indukcja na ztozonosé termu), ze dla kazdego termu T istnieje term
normalny U taki, ze T = U jest twierdzeniem, co notujemy - T = U (por. zadanie 5
o sktadowych z rozdziatu 2); kazdy taki term U nazywamy postacig normalng termu
T. Na przyktad dla n = 3 postacia normalna termu 7' = (X7 U X2) \ X3 jest term
U=(X1NnXoNX3HUuXiNXo'NX3 U (X "N XN X37).

r
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Dla ustalonej przestrzeni V i uktadu klas A;,..., A, C V termowi T =
T(Xy,...,X,) odpowiada klasa T'[Ay, ..., A,y C V zwana warto$cig termu T w prze-
strzeni V dla uktadu klas Ay, ..., A,. Przy Scistej definicji operacji wartosciowania —
indukcja na zlozono$é termu T — termowi stalemu @' odpowiada klasa V.

Zachodzi tak zwane twierdzenie o prawdzie:

Dla dwoch termow T i S, jezeli F T = S, to T[A1,..., Ap]v = S[A1,..., As]v.
(Dowod indukcja na ztozonosé termow).

Przyjmujac powyzsze definicje i fakty, udowodnié¢, ze dla termu 7' = T'( X7, ..., X,,)
i pewnego niezaleznego ukladu klas Ay, ..., A, C V,jezeli T[Ay, ..., As]v = @ (kazda
rownosé lub uktad réwnosci algebry klas mozna przedstawi¢ rownowaznie w tej po-
staci — por. zadanie 1), to dla dowolnej klasy W i uktadu klas By,...,B, C W
zachodzi rownosé T[By, . .., Bylw = &. Wynika stad, ze dla sprawdzenia, czy zacho-
dzi jakas tozsamosé boole’owska, wystarczy narysowaé¢ diagram Venna dla tych klas
w polozeniu ogblnym.

6. Przyjmujac, ze x,y, 2, t, ... sa kolejnymi zmiennymi O, 007, 0" ..., wyznaczy¢
dtugosé formuty ,,z—funkcja”, to jest dtugosé formuty

(x CVEAYY Y2Vt (((y,2) ExA(y,t) €x) = z=1))

zapisanej wylacznie symbolami jezyka Lget.

7. Zbadaé zaleznosé¢ miedzy klasami AUB i|J (A B) (A, B sa dowolnymi klasami).
Kiedy zachodzi rownosé?

8.

(a) Wykaza¢, z2e AP #BAN(AxB)UBxA)=CxD = A=B=C=0D.
(b) Uprosci¢ wyrazenie (C x D) o (A x B), rozpatrujac przypadki: 1) B x C' = &,
2) BxC # @.

9. Zbada¢ zaleznos¢ miedzy klasami (A\ B) N (C\ D) i (AN C)\ (BN D). Kiedy
zachodzi rownos¢? Poda¢ mozliwie najprostszy (tzw. minimalny) przyklad inkluzji
silnej.

10. Wykazadé, ze dla dowolnej klasy A:

(i) JAeV = AeV
(i) PAeV = AeV.

11. Dowies¢, ze:

(1) AxB=@ < A=0VB=0g

(2) AxB=BxA <= A=BVA=0OVB=0g

B3) A0#B —= [AxBC(CxD < ACCABCD]
4) (ANB)x(CND)=(AxC)Nn(B x D)
(5) (AUB)x (CUD)D (AxC)U(B x D)
(6) Ax (B\C)=(AxB)\(AxC
(7)

)
7) (A\B)xC=(AxC)\(BxC).
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12. Ustali¢, ktory ze znakéw C, D, = nalezy wstawi¢ w miejsce ,,?”

twierdzenie:

a) (RUS)"1?Rtust
b) (RmS) L2RINnS!
) (R~ 7 (R7)"

, aby otrzymac

d) To(SUR)?(ToS)U(ToR)
e) To(SNR)?(ToS)N(ToR)
f) To(S\R)?(ToS)\(ToR).

13. Wykazaé, ze jezeli R C X XY, S CY x X, SoR =1idx, Ro S = idy, to
R:X—»Y,S:Y—»X, S=R"L

14. Udowodni¢ twierdzenia (10)—(15) ze wstepu do tego rozdziatu.

15. Niech f: X — Y; A, B C X; C,D C Y. Naszkicowa¢ dowody praw (16)—(25)
ze wstepu. Udowodnié, ze:

(a) fFAffIO=f71C

(b) fffA=fA

(c) f(ANnf~tC)=fANC

(d) f(A\f1C) = fA\C.

QO

16. Niech f: X — Y, AC X, B C Y. Wykaza¢, ze:
(a) fTHB\fA) Cf'B\A
b) [ X—Y = fYB\fA)=f"1B\A
17. Wykazaé, ze:
fX—>X fof=f = f=idx.
Czy zalozenie surjektywnosci jest konieczne?
18. Wykazad, ze:
(a) (SNR)oT C(SoT)N(RoT)
(b) T:V—osV = (SNR)oT=(SoT)N(RoT)
() [TCV2AVR,S(SNR)oT=(SoT)N(RoT)] = T:V —o—V.

19. Wykazaé, ze dla funkcji czedciowych f: X ——= Y ig:Y —— Z, jezeligo f :
X — Z,to f: X — Y, ale niekoniecznie g : Y —— Z.

20. Dane sg zbiory A, B i funkcja f: A — B.
Okreslamy odwzorowanie:

p={X—Im(f|X)| X C A}: PA— PB.
Wykazaé, ze:

(a) p: PA—PB <— f:A—— B
(b) o : PA—»PB <= f:A—» B.
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21. Dane sa funkcjeXL>YL>Z.
Wykazaé, ze:

(a) gof: X—7 = f: X —Y
(b) gof: X —»7 = g:Y —» Z.

22. Dane sg funkcje:

Z
/ X
x—71 Ly
Wykazaé, ze jezeli wszystkie trzy ztozenia hogo f, go foh, fohog sg injekcjami lub

surjekcjami, przy czym jest wsrdd nich zaréwno injekcja, jak i surjekcja, to funkcje f,
g, h sa bijekcjami. (Wskazowka: wykorzysta¢ zadanie 21).

23. Uzywajac liczb naturalnych jako parami réznych elementéw, podaé¢ ,minimalne”
przyktady na inkluzje silne (znaku inkluzji nie mozna zastapi¢ znakiem réwnosci) we
wzorach:

(a) To(SNR)C (To8)N(ToR)
(b) To(S\R)C (T'oS)\ (ToR).

24", Udowodnié twierdzenie Cantora—Bernsteina w wersji Tarskiego:

Dane sg zbiory X, Y i dwie injekcje f : X —— Y, g : Y —— X. Istniejg wowczas
zbiory A, B, C, D takie,ze AUB =X, ANB=2,CuD=Y,CND =g, f(A)=C,
g(D) = B (tak wiec (f|A) U (g|D)™!: X —»Y).

J -

Wskazowka: Gdyby$my juz mieli takie zbiory A, B, C, D, to jakie dwie wtasnosci
mialby zbior A7 Wziaé rodzing M wszystkich zbiorow M C X o tych wlasnosciach,
iA=NM.

Czy zalozenie injektywnosci funkcji f i g daloby sie ostabi¢?

25. Udowodnié twierdzenie Cantora o zbiorze potegowym: VX -3 F : X —» PX.

Wskazowka: w dowodzie nie wprost zastosowaé¢ metode przekatniowa (rozdziat 2, pa-
radoks Russela), biorac A = {z € X | z € Fz}.

26. Udowodni¢ prawo petnej rozdzielnosci intersekcji wzgledem unii:

I,JeV, A:IxJ—V = ﬂ UAZ-j: U ﬂAmi.
i€l jed a€Map(I,J) i€l

Czy w dowodzie korzysta sie z aksjomatu wyboru? Jezeli tak, to w ktérym miejscu?



56 3. AKSJOMATYCZNA TEORIA MNOGOSCI ZFC

27. Czy dualne do prawa z 26. prawo petnej rozdzielnosci unii wzgledem intersekcji:

LJeV, A:IxJ—V = [JN4s= [] UA«

icl jeJ a€Map(I,J) i€l
jest prawdziwe? Rola aksjomatu wyboru?

28. Dla ustalonego zbioru X rodzing A C PX nazywamy algebrq (algebrg Boole’a)
podzbioréw X, gdy @ € ANVA, BeEA: AUB,ATe A (A7=X\A).
Oznaczmy przez alg X ogot algebr podzbiorow X; wowczas {@, X}, PX € algX
iVAealgX : {&, X} CACPX,VA BecA: ANB,A\B,A~Be€ A
Udowodnié¢ powyzsze fakty.
Wyznaczy¢ alg{1,2,3} i alg{1,2,3,4}.
Uogdlnienie: algl, =? (n=0,1,2,...,I, ={1,...,n}).
Wskazowka: Nazwiemy atomem algebry A minimalny wzgledem inkluzji i niepusty
zbior A € A. Rozklasyfikowaé algebry w I,, ze wzgledu na liczbe atomow.

29. Terminologia i oznaczenia — jak w zadaniu 28. Latwo widaé, ze V& # a C
alg X : N« € alg X, a wiec dla dowolnej rodziny A C PX:

A™ = ﬂ{BEang| AC B} ealgX (boPX €algX).

A~ nazywamy algebrg generowang przez rodzine A.
Tak wiec dla dowolnych A, B € PX:

(1) ACA calgX

(2) ACBealgX — A CB

(3) AcalgX — A-=A

4 AcB = A CB™

(5) A= =A".

Dla trzech podzbiorow A, B,C C X (ogoélnie dla k podzbioréow, k = 0,1,2,...)
algebra generowana przez rodzine A = {A, B,C} jest zlozona ze wszystkich sum
sktadowych utworzonych z tych trzech zbioréw (zob. zadanie 2.4*).

Udowodnié¢ powyzsze fakty.
Wyznaczy¢ A~ dla A = {{1,2},{1,3,4}} C PI,.

30*. Dla dwu klas A, B oznaczmy:
AxB:={AxB|Aec A BeB}.

2
3

Udowodni¢ twierdzenie o redundancji (o zbytecznosci) (oznaczenia jak w zada-
niu 29):
VXeACPX,YeBCPY: (A" xB7 )" =(AXxB)".

Wskazowka: dowod inkluzji ,,C” dwuetapowy:
Najpierw ustalamy zbior A € A i rozwazamy rodzing G4 = {B C Y | Ax B €
(A x B)~}, a nastepnie badamy analogiczna rodzine dla B € B~.

Jest to typowy schemat dowodu tego rodzaju twierdzen.
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31. Klase A nazywamy ekstensjonalng, gdy spelniony jest w niej aksjomat ekstensjo-
nalnosci Al, to znaczy

Ve,yc AVzeA(zex < zcy) = z=y|.

Udowodni¢, ze klasa tranzytywna jest ekstensjonalna.

Komentarz: Biorac pod uwage twierdzenie Mostowskiego o Sciagnieciu (zob. roz-
dzial 5, zadanie 78*) mowiace, ze klasa ekstensjonalna jest w naturalny sposob ,izo-
morficzna ze wzgledu na przynaleznosé” z pewna klasg tranzytywna, mozna w definicji
uniwersum zadaé¢ tranzytywnosci zamiast ekstensjonalnosci.

Tak wiec w dowolnym uniwersum U (w szczegolnosci w V,, = () Univ = {0, 1, 2,
A1), — undwersum zbiordw dziedzicznie skoriczonych — jest to najmniejsze
uniwersum) sa spelnione wszystkie aksjomaty A1-A8; moéwimy tez w takiej sytuacji,
ze U jest modelem dla systemu aksjomatéw A1-AS8, ktéry oznaczamy ZFCy i nazy-
wamy absolutng teorig mnogosci.

3.3. Odpowiedzi

1. Uzywajac notacji z zadania 2.2, mozemy nasz uktad zapisa¢ w postaci
AX = BX"
(0) e
CuX=A"X.
Poniewaz AXBX™ = @, wigc AX ~ BX'=AXUBX". Teraz (CUX)\ (A'X) =
(CUX)(A"X)" = (CUX)(AUXT) = ACUCXTUAX = ACXUACXUCXUAX =
AX UCX™, natomiast (A7X)\ (CUX) =g,
czyli (CUX) - A'X = AXUCX™.
Zatem:
(¢) <= AXUBX"'UAXUCX =g
— AXUBUO)X'=92
< BUCCXCA.
Tak wiec uktad (¢) ma rozwiazanie wtt, gdy zachodzi warunek
BuCcV\A
i wowczas rozwigzaniem jest kazda klasa X spelniajaca podwojng inkluzje:

BUCCXcCV\A

Wynik ten mozna zilustrowaé¢ diagramem Venna:
e N
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2. Zauwazenie cyklicznosci w (1)—(3), A - B — C — A, uprosci rachunki.
(1) Uktad ma rozwiazanie wtt, gdy A = B = C. Przy tym warunku rozwiazaniem
jest dowolna klasa X C A.
(2) Rozwiazanie: X =V, przy warunku A = B=C = @.
(3) Warunek rozwiazalnosci (wkw):
(ANB)\C=(BNC)\A=(CnA)\B=2.

Przy tym warunku rozwiazaniem uktadu jest kazda klasa postaci X = (ANBNC)UZ,
gdzie Z C V' \ (AU BUC) (zob. rysunek ponizej).

(W notacji z 1.:

AX\BC=AX(BC)"=AX(B'UC™) = AB"X UAC"X

BC\ AX = BC(AX)"=BC(A"UX")=A"BCUBCX"'=A"BCXUA"BCX"U
BCX7=A"BCX UBCX", a wiec

AX -~ BC = (ABTUACTUA'BC)X U BCX™ i analogicznie

BX -~ CA=(BC"UBATUB CA)XUCAX"™

CX -AB=(CATUCBTUC"AB)X UABX™.

Zatem:

3) <= (A=-B)UB=-C)U(C+-A]XUABUBCUCA)X =g
<= ABUBCUCACXCI[(A=B)U(B=C)U(C=A)"
=(A=-B)'(B=C)(C+A)"=(ABUA'B")(BCUB'C")(CAUC"A™)
= ATB7C7U ABC,
a wiec
(3) <= ABUACUBC C X CABCUA'BC".

Poniewaz (ABU AC U BC)A"B7C" = @, wigc warunkiem koniecznym i wystarcza-
jacym (wkw) rozwiazalnosci uktadu (3) jest réownos¢ AB U AC U BC = ABC, czyli
AB\C =AC\B=BC\A=g,iwowczas ABC C X C ABCU(AUBUC)").

( 7

. J

X
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(5) Wkw rozwiazalnosci: B C AANANC = &, 1 jedli tak jest, to X = (A\ B)UC.

X

3. Uktad jest niesprzeczny wtt, gdy
BCAN(C'UD) N DcCn(ATUB).
Jezeli ten warunek jest spelniony, to rozwiazaniem uktadu (*) jest kazda klasa postaci:
X =BUDUZ, gdzie Z C (AUC)".

(AX + B = AXBTU(AX)'B = AXBTU(ATUX")B = AB'XUA'BUX B =
ABTX UA'BX UA'BXTUBX 7 = (ABTUA'B)X U BX", i analogicznie
CX =D =(CDUCTD)X UDX". Zatem:

(x) <= (ABTUA'BUCD'UC™D)XU(BUD)X'=0o
< BUDCXC[A=-B)U(C—-D)]"
=(A=B)(C+=D)"=(ABUA'BT)(CDUCD").
Poniewaz dla dowolnych klas A, B, C, D:
AuBCCND < ACCANACDABCCABCD,

wiec warunek rozwigzalnosci uktadu (*) mozna zapisa¢ w postaci:
BCAANDCCABCDUCTAD C BUA™lub rownowaznie:

BCAN(C'UD) A DcCn(ATUB).

Jedli ten warunek jest spetniony, to (ABUA'B)(CDUCTD™) = (ATUB)(CTUD),
i rozwigzaniem ukladu (*) jest kazda klasa X taka, ze:

BUDCX c (ATUB)(CTUD).
Poniewaz
(A"uB)(C"UD)=(AUC)"UADUBC'UBD Cc (AUC)"UBUD,

wiec rozwigzaniem ukladu (*) jest kazda klasa postaci X = BU D U Z, gdzie Z C
(AuC)™).

Vv
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4. Stosujac uproszczong notacje z poprzednich zadan, dany warunek mozna zapisaé
w réwnowaznej postaci:

ABX £ N ABX'#2 N AX\B#9 AN BX\A#0
lub inaczej
* ABX #23 N ABX"# @ N AB'X#@ N A'BX #£@.
Zatem wkw istnienia klasy X spelniajacej warunek (*) mozna zapisa¢ w postaci:
Je,de ANB:c#d A 3acA\B A Jbe B\ A
i jezeli tak jest, to warunek (*) spelnia kazda klasa {a,b,c} C X C V' \ {d}.

5% Niech term U bedzie postacia normalna termu 7. Wowczas - T = U, a wiec
wedlug twierdzenia o prawdzie: T[A1,..., A,y = UlA4,..., Ay]v, czyli

UlAd,..., A =@.

Gdyby term U byt rozny od termu &, to U = (X' N...NX3")U..., dla pewnego
uktadu zerojedynkowych indekséw aq, ..., a,, i wowczas

U[Al,,An]V:(A?lﬂﬂAzn)U7597

gdyz z niezaleznosci uktadu Ay, ..., A, wynikaloby, ze AT* N...N A% #£ &.
Zatem U = &, skad — znéw na mocy twierdzenia o prawdzie —

T[Blv"'an]W - U[Blﬂ7Bn]W = .

6. 441
(|z—funkcja| = |(z—relacja AVy Vz Vit (((y,2) € x A (y,t) € x) = z=1)))]
= |z-relacjal + 2|(y, z) € x| + 18

|z-relacja| = |z C V2| =Vy (y€xz = ye V)| =|ycV?+8

lyeV=lye{e|3yIz(y=yA(z=2Az=(y,2))}
=3z (y=2A3yIz(y=yA(z=2A2=(y,2))))
=z =(y,2)|+24

lz=(y,2)| =|Vt(t€x < t€(y,2))| =t € (y,2)|+38

ite(y,2) =te {{ytAv, 2z} =t € {y}} vt e {{y.2}})]

it e {{y}} + [t € {{y, 2}}| +3

te{{y}=I1{yteV = t={yHl=Hy} eV[+ |t = {y} +3

{yt eVi=Fz @={ythe=z)|=|z={y}[+8

z={y}=Vz(:€X &= (y=y = z=y))|=17

Hy} eV|=17T+8=25

[t € {{y}}| =25+ 17+ 3 = 45.

Analogicznie stwierdzamy, ze |(t € {{y, z}}| = 69, a wiec:
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It € (y,2)] =45+ 69 + 3 = 117

|z = (y,2)| = 117+ 8 = 125

ly € V2| = 125 + 24 = 149

|z—relacja| = 149 4+ 8 = 157.

Teraz |(y,z) € x| = |3t (t = (y,2) Nt € x)| = |t = (y,2)| + 8 = 125 + 8 = 133, a wiec
|2 funkcja) = 157 + 2 - 133 + 18 = 441).

7.

°) UU(Ax B)c AUB.

Niech z € JU(A x B). Wowczas J)y,z:x €y€z€ Ax B, ac A, beB:z=
a,b) = {{a},{a,b}},y ={a} Vy ={a,b},x =aVar=>b,awiecz e AUB).

) UUAxB)=AUB < A#@#BVA=2=B.

(=) Nie wprost.

<) Jezeli A #Bixec AUB,tonp. xt =a € Aiwbwczas I)be B:x € {a} €
{{a},{a,b}} = (a,b) € A x B, a wiec z € |JU(A x B)).

~ e~ =

[\

Qo

(a) Jezeli spelniony jest poprzednik tej implikacji, to A x B # &, a wiec C' X D # &,
C # @ # D. Teraz:

C =D (gdyby np. )z € C\ D, to Iy € D : (z,y) € C x D, (x,y) €
(Ax B)U (B x A), (y,z) € (AxB)U(BxA)=CxD,z€D%),idalej A=C,
B =C (nie wprost — analogicznie).

, gdy BNC =9
Ax D, gdy BNC # @.
Na przyktad udowodnimy ,,0” w przypadku, gdy BN C # @.

Niech (a,d) € A x D. Wowczas a € A, d € D, J)a € BNC, z € B,z € C,
(a,x) € Ax B, (z,d) € C x D, a wiec (a,d) € (C x D)o (A x B).

Na tym przykladzie wida¢, jak prostsze bylyby rachunki i zapis, gdybysmy w defi-
nicji ztozenia (superpozycji) zachowali naturalny (tj. zgodny z przyjetym w cywilizacji
europejskiej) kierunek ,,od lewej do prawej”, piszac np. R o S lub po prostu RS zamiast
tradycyjnego zapisu: S o R.

(b) (Cx D)o (Ax B)=

Rachunki sa mechaniczne.

9. Stosujac uproszczona notacje z zadania 2.2 (AB = AN B, A" =V\ A) zapiszemy:
L=(A\B)Nn(C\ D)= AB"CD"
R=(ANnC)\(BNnD)=AC(BD)"= AC(B"UD")

= ACB"UACD" = ACB(DUD7) UACD(BU B

= AB"CDUABCD"UABCD™.
Tak wiec LC R, L=R < AB'CDUABCD"'=@ «<— AB'C =ACD" «—
ABC = ACD < (AnC)NnB=(ANnC)ND.
Zatem LE R <— (ANC)NB#(ANC)ND.
Szukajac najprostszego przyktadu na inkluzje silng, mozna wzia¢ np. A = B =C =
{0}, D=2 =0,1wowczas: L=0N{0} =0¢ R ={0}\0={0}.
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Uwaga:
FLatwo sprawdzi¢, ze zachodzi rownosé:

(A\B)N(C\D)=(ANC)\ (BUD).

Nasza inkluzja natychmiast z niej wynika (BN D C BU D).

Jesli chcemy znalezé wkw rownosci (AN C)\ (BUD) = (AnC)\ (BN D),
mozna, oznaczajac: X = ANC,Y = BUD, Z= BN D, poszuka¢ wkw na rownosé
X\Y = X\ Z przy warunku Z C Y. Rysujac diagram Venna, otrzymamy warunek:
X NY C Z lub réwnowaznie X N (Y \ Z) = @.

Wracajac do zbioréw A, B, C, D, otrzymamy warunek konieczny i wystarczajacy
réwnosci

(AnC)NnB)U(ANnC)nD)Cc BND

réwnowazny — jak tatwo sprawdzi¢ — warunkowi:

(ANC)NB = (ANC)ND.

10.
(i) AcPUAeV
(ii) {a—{a}...}: A—» A’ C PA.

11. Dowody sa mechaniczne (z definicji). Na przyktad dowod implikacji ,,.=", w (2):
HP: A# B, A# @ # B.Np. A ¢ B. Wowczas 3)a € A\ B, 3)b € B,(a,b) €
AxB=BxA,aeB5.

12. W a)id) 77:”a w e) wC”a w f) 373”'

(Udowodnimy np. inkluzje ,,0” w f).

HP ) z,z: (x,2) €T oS, (z,2) §ToR, (x,2) ¢ To(S\R).

Ny :(x,y) €S, (y,2) €T. (x,y) € R (bo gdyby (z,y) € R, to (z,2z) € ToR %).
Zatem (z,y) € S\ R, (z,2) € To(S\ R) %).

13. Wystarczy wykazaé, ze R: X — Y, S5 :Y — X. Ze wzgledu na symetrie sytuacji
mozna ograniczy¢ sie do R.
Nalezy wykazaé, ze:
1°) R — funkcja
2°) DomR = X.
Ad 1°) HP: 31y, 2) 2Ry, xRz,y # 2. Wowczas zR 1z, ale R"1 C S
(HP: 3,y) yR~'2, ~ySx. 2Ry, (y,y) € idy = Ro S, 3t) ySt,tRy. (x,t) € SoR =
idx, x =t, ySz %), a wiec 25z, (z,y) € RoS=idy,y =2z 4.
Ad 2°) HP: 9)x € X \ Dom R. (z,z) € idx = So R. 3y) zRy,ySz,2 € Dom R 4.

14. Dowody sa bezproblemowe.
Udowodnimy np. (14), to jest twierdzenie o sklejaniu funkcji.
Niech C' C Map®(A4, B).

Pierwszy czton koniunkcji:

=)HP: YC =F : A —-— Bid)f,g € Cyz,y € Dom f NDomg : fr # gz.
(z,fx)ye fCF, (z,gx) €gCF, fr=gzxb.
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<) HP:...,~F:A—> B.3z,y,2: (z,y),(z,2) € F,y #2,3) f,g€ C: (z,y) € f,
(r,2)€g9.y=fr=gx =25

Drugi czton koniunkeji: Zakladamy, ze F =JC = A —— B.

C) HP: )z €e Dom F:z ¢ | J{Dom f| f € C}. Fy) : (z,y) € F. ) f e C: (z,y) € f.
x € Dom f 5.

D) ...

15. Podobnie jak w zadaniu 14 dowody sa niemal mechaniczne.
Udowodnimy na przyktad (c):

) f(ANF1C) C FANff'C C fANC.

D) HP: Jac A: facC, fag f(ANf~10).
a€ f710,ac ANfIC, fac f(AN f710) 4.

16.
(a) HP: 3x)z € f~Y(B\ fA),z ¢ f~1B\ A.
freB\fA freB,xcf B ad (f'B)NA,a g A,z €A, frc fAS

(b) HP: f7'B\A¢ f~H(B\ fA).

Jz)ze fTIB\A x g fTH(B\ fA).

freB,x g A, fxd B\ fA=BN(fA)".

fe g (fA), fee fA, Ja€ A) fe = fa,x =a (gdyz f jest injekcja), =z € A 5.

17. Hp: e e X, fe £z It e X, = ft. fft £z, (fof)t #x, ft # x4 Zalozenie
surjektywnosci jest konieczne.
Przyktad: X = {0,1}, f={0—~ 0,1~ 0} : X — X.

18.
(a) HP: 3) (z,y) € (SNR)o T, (z,y) € (SoT)N(RoT).
32) (z,2) €T, (2,y) € SNR; (x,y) € (SoT)N(RoT) 4.
(b) HP: (SoT)N(RoT) ¢ (SNR)oT.
I (z,2) € (SoT)N(RoT),(z,2) €(SNR)oT.
Jy. ') (z,y) €T, (y,2) € S, (z,y) € T, (¥, 2) € R.
y=19 (boT jest funkcja), a wiec (y,2) € SNR, (z,2) € (SNR)oT 4.
(¢) HP: 3z, u,v) (z,u), (z,v) € T,u # v.
Niech R = {(u,z)}, S = {(v,z)}. Wowczas (z,x) € (SoT)N(RoT), a wiec (v,z) €
(SNR)oT. Jw) (z,w) €T, (w,xz) e SNR,w=u=v4%
19. X =Dom(go f) CDom f C X, a wiec Dom f = X, czyli f: X — Y.
Jezeli f: X — Yorazlmf CDomg G Y, togof: X — Zi—g:Y — Z.
Tak bedzie np., gdy X =Y =Z ={0,1}, f ={0— 0,1+~ 0}, g = {0 — 0}.

20.
(a) Implikacje ,,<<” wynikaja z wlasnosci operacji obrazu i przeciwobrazu (prawa (23)
i (25) ze Wstepu), gdyz VX C A f71fX = X, a wiec ...
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Implikacje ,,="
HP: J)a,c€ A:a#chfla) = f(c). Wowezas p({a}) = {f(a)} = {f(c)} = v({c}),
a wiec {a} ={c}, a=c4%.
(b) Implikacja ,,<=” — analogicznie jak w (a).
Implikacja ,,="
HP: 3b) b € B, b & Im f. Poniewaz {b} € Imp, wiec 3X C A) {b} = ¢(X) = fX,
czylibe fX Clm f 4.
21.
(a) HP: Ja,b e X) a#b, f(a) = f(b).
Wowezas g(f(a)) = g(f(b)), (go f)(a) = (g0 f)(b), a=0b%
(b) HP: 3)z € Z\ Img.
Wowczas z € Im(go f), Nz e X :z2=(go f)(x) =g(f(x)) €Imyg 5.
22. Notujmy fg:=gof, fo & f: X — Y itp.
W 21 udowodnilismy, ze fg. = fo, fg-. = g
Mozliwe sa dwa przypadki:

(a) Dokladnie jedna z funkcji fgh, ghf, hfg jest injekcja.

Na przyktad fgh,, ghf_., hfg_.. Wowczas fo,, f_., a wiec f,. Rowniez fg—,, fg_.,
a wiee fge., g = f""fgo..

Wreszcie h = (fg) "' fgh, h = hfg(fg)~'_, czyli he..

(b) Dokladnie jedna z funkcji fgh, ghf, hfg jest surjekcja: Na przyktad fgh_,, ghf,,
hfg_,. Wowczas h_,, he, a wiec h,. Réwniez gh_,, gh,, a wiec gh.,, g = ghh™1.,.
Wreszcie f = fgh(gh)™'.., f = (gh)"tghf_s, czyli fo..

23.

(a) Probujemy dowodzié¢ inkluzji ,,0” do momentu zablokowania (ogolna metodal).
HP: 3) (z,y) € (T oS)N (T oR), (z,y) € To(SNR).

dz,t) (x,2) € S, (z,y) € T, (z,t) € R, (t,y) € T. Jezeli z # t, to sprzecznosci
nie otrzymujemy. Wystarczy wiec wzia¢ * =y = z = 0, t = 1, czyli R = {(0,1)},
S ={(0,0)}, T ={(0,0),(1,0)}, i wowczas:

To(SNR)=To@d=0G¢ (ToS)N(ToR)={(0,0)}.

(b) Analogicznie. Przy tych samych R, S, T co w (a):

To(R\S)=ToR={(0,00} 2 (ToR)\(ToS)=2.

24* Jezeli A, B, C, D sa takimi zbiorami, to gfA C A oraz X \ gY C A (¢9fA =
9(f(A)) itp.).
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Nieech M={M C X |gfMU(X\gY)C M}.
M+ @, gdyz X € M, zatem A := M C X.
Niech C = fA, D=Y \C, B=gD.
Nalezy wykazaé, ze: 1°) AUB=X,2°) ANB =g.
Ad 1°) HP: )z € X\ (AU B).
Poniewaz x ¢ A i, jak tatwo sprawdzi¢, A € M, wiecz € X\ ACgY,NyeY z=
gy. Poniewaz x & B,wiecy ¢ D,y € C,3)ac A:y= fa,skadx =gfac gfAC A%
Zatem AUB = X.

Ad 2°) HP: 3)z € AnB.
x € B,y e D :x=gy;y & C = fA wiecz & gfA (HP: X € gfA.
Nz e fA: x =gz, 9y = gz, y = z (bo g jest injekcja), y € fA 4). Tak
wiec ¢ € M = gfAU (X \ B). Ale M ¢ M (Wedlug 1°) X \ B C A; row-
niez gfA C A, czyli M C A, gfM C gfA C M. Ponadto B = gD C gY, wiec
X\gY C X\BCM), zatem AC M, skad z € M 4.

Zalozenie injektywnosci obu funkcji f i g datoby sie ostabi¢ do: Jedna z funkcji f
i g jest injekcjg  (w powyzszym dowodzie korzystalismy z injektywnosci funkeji g,
ale sytuacja jest symetryczna wzgledem funkcji f i g). Oczywiscie uzyskujemy wtedy
tylko surjekcje.

25. NaceX:A=F, Ve e X :x € F, & x & F,. W szczegdlnoici a € F, <
a € F, 5.

26. Dowod inklugzji: ,,D” jest automatyczny.

W dowodzie inkluzji ,,C” musimy skorzystac z aksjomatu wyboru: Jezeliz € (| |J 4
el jeJ

i
toViel3djeJ:xe A ,awiecViel : {jeJ|xecA;}#a.
Na mocy aksjomatu wyboru 3) f : PJ\ {@} — J V@ # B C J: f(B) € B.
Okreslamy dla kazdego takiego x funkcje o : I — J, oy = f({j € J | = € Ay;});
wowczas Vi€l :x € A, ,,, a wigc z € U N Aia,-

a€EMap(I,J) i€l
27. Prawo dualne do prawa z 26. tez jest prawdziwe. Aksjomat wyboru interweniuje
w dowodzie inkluzji ,,D”.

28. Dla A € algX : at A = atomy algebry A .= {A € A| A# SAVB e A
(BCA = B=woVvB=A)}.DlaX=1=/1{1,23,4} (i ogolnie dla X = I,)
rodziny A € alg X rozklasyfikujemy wedtug liczby k atomow:

k= 1) {gv-hl}
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k=2) {2,{1},{2,3,4}, 14}
{2,{2},{1,3,4}, 14}
{@,{3},{1,2’4}’]'4}
{@,{4},{1,2,3}, I,} »7
{2,{1,2},{3,4}, 14}
{2,{1,3},{2,4}, 14}
{2,{1,4},{2,3}, 141}

kE=3) {o,{1},{2},{3,4},{1,2},{1,3,4},{2,3,4}, I}

{2, {3}, {4}, {1,2},{3,4},{1,2,3}, {1, 2,4}, I}
k=4) Ply.
Ogoétem 14+ 74 6 + 1 = 15 algebr. Ogolnie algebry Boole’a na zbiorze I, mozna
utozsamia¢ z podziatami tego zbioru; jest ich wiec B,, = n-ta liczba Bella (zob.
rozdzial 5 zadanie 45).

29. Dowody sa bezproblemowe — w oparciu o definicje.
Chcgc znalezé A~ wypisujemy wpierw wszystkie niepuste sktadowe uktadu zbio-
row A, B C Iy, gdzie A = {1,2}, B ={1,3,4}.

A
NI
Sa to (oznaczenia z rozdzialu 2, zadanie 4*): A°B? = {1}, A°B! = {2}, A'B® = {3, 4}
(A'B' = 2).
Zatem A = {2, {1},{2},{3,4},{1,2},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,3,4}}.
30% Dowdd inkluzji ,,C”:
1) Dla ustalonego A € A oznaczmy:
Ga={BCY|AxBe(AxB)"}

Sprawdzamy, ze:
1°) Ga € algY.
(Jesli B€ Ga,tzn. BCY i AXxB e (AXxB) ,to B1€Gy,gdyz Ax BT =
(AXY)\(AxB)e (AxB)~,...).
2°) BCGa (gdyz AxBC(AxB)7).
Zatem B~ C G4, czyli:
VAe AL BeB :AxBe(AxB)".
2) Dla ustalonego B € B~ oznaczmy:
Hp={ACX|AxBe(AxB)"}.

I znow:
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1°) Hp €algX
(AeHp = A'xB=(XxB)\(AxB)e(AxB)"...).
2°) ACHp (wedlug 1)).
Zatem A~ C Hp, A~ XB~ C(AxB)",awiec (A~ xXB~)” C(AxB)".
31. HP: A)z,yc A,Vz€A(z€x & z€y),x #£y.
Na przyktad o ¢ y. 2)z € 2,2 € y.

7Z tranzytywnosci klasy A wynika jednak, ze x C A, skad z € A, ale dla takiego z:
2€X < zeY,awieccz €y s
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Relacje porzadkujace, r6éwnowaznosci

4.1. Wstep

W tym rozdziale bedziemy rozpatrywaé rézne rodzaje relacji. Definicje — jak
zwykle — sformutujemy dla dowolnych klas A, R,...

(1) R—zwrotnaw A <= VrcA:zRx

(2) R — przechodnia w A <= Vuz,yz€ A:a Ry N yRz = xRz
(3) R — symetryczna w A <= Va,yc A:x Ry = yRx

(4) R — antysymetryczna w A <= Ve,yc A:c Ry N yRz = z=y
(5) R—spdjnaw A <= Ve,ye A:2a Ry V yRx

(6) R — réwnowazinosé w A <= (1) A (2) A (3)

(7) R — porzgdek w A <= (1) A (2) A (4)

(8) R — porzqdek liniowy w A <= (1) A(7) A (5)

W sytuacji (7) moéowimy tez, ze porzadek jest czesciowy.

Bedziemy rowniez uzywaé notacji (gtownie dla relacji bedacych porzadkami) % Y
zamiast ¢ R y lub (z,y) € R; opuszczajac litere R, gdy z kontekstu wiadomo, o jaka
relacje chodzi; x <y <= x<yAzF#y.

Podobnie bedziemy opuszczaé¢ znak klasy, gdy wiadomo, w jakiej klasie dana
relacje rozpatrujemy. Jezeli klasa A nie jest dana, to przyjmujemy: A = V.

(9) a — R-minimum A <= a€ A AN VzeA:a<z

(10) @ — R-maksimum A <= a€ A N Ve A:x<a

(11) a — element R-minimalny A <= a€ A N VzeA:—x<a

(12) a — element R-maksymalny A <= a €A N Ve €A:-a<z

(13) B — R-odcinek A (lewy R-odcinek A) <= BCA AN Ve,yeA:z<y A

yeEB = xeB
(14) Su(A,R) := {x€A|x§a}fsegment

(15) f — R—S-rosngca <= Va,z€Domf:x <z = f(x) < f(z)
R s
(16) f — R—S-silnie rosngca <= Vx,z € Dom f : z <z = f(z) S f(2).

Z powyzszych definicji tatwo wynika, ze:

69
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(17) R —porzadek w A A a— R-minimum A = (b — element R-minimalny A <
b=na)

(18) R — porzadek liniowy w A = (a — R-minimum A < a — element R-minimal-
ny A)

(19) R —porzadekw A N a€ A = S,(A, R) — R-odcinek A

(20) R — porzadek liniowy w A A B — R-odcinek A A @ — R-minimum A\ B =
B=5,(A,R)

(21) R —porzadek w A A S —porzadek w B A f: A< B A f— R—S-rosnaca
= f — R—S-silnie rosnaca

(22) R — porzadek liniowy w A A S —porzadek w B A f: A— BAf - R-S-
rosnaca — (f — R—S-silnie rosnaca < f: A — B)

(23) R — porzadek liniowy w A A S —porzadek w B A f: A< B A [ -
R—S-rosngca = f~! - S—R-rosnaca.

Dla zbioru X oznaczamy:

(24) EquX = {R C X? | R — réwnowaznosé¢ w X }

(25) Part X = {A| UA=XNDLAANVABecAA#B = ANB=92)} -
podziaty X

(26) Okreslamy bijekcje kanoniczng ¢ : Equ X —» Part X, ktadac dla R € Equ X:

©(R) :={[z]r | z € X}, gdzie dla z € R: [z]g := {y | R y} — warstwa x
wzgledem R.

( 1) Okreslamy funkcje ¢ : EquX —— Part X powyzszym wzorem i sprawdzamy,
ze definicja ta jest poprawna, tzn. p(R) € Part X dla R € Equ X.
2) Okreslamy funkcje ¢ : Part X — EquX, kladac dla A € Part X: ¢¥(A) =
{(z,y) € X?:3A € A:x,y € A}. Sprawdzamy poprawno$é¢ tej definicji.
3) Dowodzimy, ze 1) o ¢ C id, tzn. ¥(p(R)) = R, dla R € Equ X.
4) Dowodzimy, ze ¢ o C id, tzn. (¢¥(A)) = A, dla A € Part X.
Z 1)-4) wynika, ze ¢ : Equ X — Part X, 1 = ¢~ 1).

Dla R € Equ X podzial ¢(R) zbioru X nazywamy zbiorem ilorazowym (ilorazem)
lub faktorzbiorem X przez R i oznaczamy X/R; mamy przy tym surjekcje naturalng
natg : X —» X/R, natr(z) = [z]g.

Majac dany zbior X, porzadek R w X i podzbiér A C X oznaczamy:

(27) m(A) :=={x € X |Va € A:z < a} — minoranty A, dla A = {a,b} piszemy
m(a,b) itp.

28) M(A):={zx e X |VaeA:a<z}- majoranty A

(28)
(29) min A :=({a | @ — R-minimum A} — minimum A

(30) max A :=({a | a — R-maksimum A} — maksimum A
(31)
(32)
(33)

33

sup A := min M (A) — supremum A, kres gérny A
inf A := maxm(A) — infimum A, kres dolny A.

Ponizsze dwa warunki sa réwnowazne:
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(a) VAC X :supA e X
(b)) VBC X:inf Be X

((a) = (b) Niech b = supm(B). Wowczas b = inf B, gdyz
1°) b e m(B) (Vxz € m(B)Vy € B :z <y, awiec B C M(m(B)),
Vye B:b<y).
2°) b=maxm(B) (Vxem(B):xz<b).
Dowod implikacji (b) = (a) jest dualny).

(34) Porzadek R w zbiorze X nazywamy kratowym zupelnym, gdy spelnia warunek
(a) (lub (b)) z (33). Porzadek R nazywamy kratowym, gdy Va,b € X :aVb:=
sup{a,b} € X i a Ab:=inf{a,b} € X.

Oczywiscie porzadek liniowy jest porzadkiem kratowym (aVb = max{a, b},
a A'b = min{a, b}); na odwrot niekoniecznie (X = 4, R = idx U {(0,1), (0,2),
(1,3), (2,3), (0,3)}).
(35) Pare (X, R), gdzie X € V, R C X? nazywamy:

(i) zbiorem czesciowo uporzgdkowanym, lub posetem (od ang. partially or-
dered set), gdy R jest porzadkiem w X
(ii) zbiorem liniowo uporzedkowanym lub taricuchem, gdy R jest porzadkiem
liniowym w X
(iii) kratq, gdy R jest porzadkiem kratowym w X
(iv) kratg zupetng, gdy R jest porzadkiem kratowym zupelnym w X.

Zamiast (X, R) piszemy zazwyczaj X i wtedy dla a,b € X: a < b oznacza a < b.

R

Dla kraty zupelnej X i podzbioru A C X czesto piszemy zwyczajowo: \/ A =
sup A, A\ A:=inf A (doktadniej \/y A =infx A itp.).

Izomorfizmem posetu (X, R) na poset (Y, .5) nazywamy kazda bijekcje f : X — Y
taka, ze f — R—S-rosnaca Af~! — S—R-rosnaca (réwnowaznie: Va,z € X : x % z =
f(x) § f(2)); jezeli taki izomorfizm istnieje, to méwimy, ze posety sa izomorficzne,
lub tez (zwyczajowo), ze sa podobne. Notacja: (X, R) ~ (Y, 5), f: (X,R) = (Y, 5).

Latwo widaé, ze izomorfizm zachowuje wszystkie wlasnosci i pojecia zwiazane
z posetami.

Poset (X, R™!) nazywamy dualnym do posetu (X, R). Jezeli te dwa posety sa
izomorficzne (podobne), to kazdy z nich nazywamy autodualnym. Na przyktad dla
dowolnego zbioru X poset (PX, C) jest autodualny (odpowiednim izomorfizmem jest
operacja dopelnienia {4 — AT=X\A| A C X}): (PX,C) = (PX,D).

Jednym z najwazniejszych poje¢ w matematyce jest pojecie dobrego porzqdku.

(36) R — dobry porzadek w A :<—= R — porzadek liniowy w A A VZ (I #Z C
A = Jz - Rminimum Z) A Vae€ A:S,(A,R) e V.

Trzeci warunek w koniunkcji stanowiacej definicje dobrego porzadku wprowa-
dzony zostatl po to, aby spelniona byta zasada minimum:
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(37) R — dobry porzadek w A A @ # BC A = Jz — R-minimum B.
(HP: =~...3)a € B. Z:= BN S,(A,R) # &, 3x) x — R-minimum Z; wowczas
 — R-minimum B %).
Latwo sprawdzi¢, ze warunki wystepujace w definicji dobrego porzadku mozna
ostabié:
Kryterium Tarskiego:
(38) R — dobry porzadek w A & R —spoéjnaw A AN VZ (@ #ZCA = FJz -
element R-minimalny Z) A Va € A: S,(A,R) € V.
(Dla dowodu implikacji ,,<=” wystarczy wykazac, ze R jest porzadkiem liniowym
w A, HP: =... 4).
Czesto wykorzystywany jest ponizszy lemat o przesunieciu w prawo:
(39) R — dobry porzadek w A A B — R-odcinek A A f:B— A A f—- R—R-

silnie rosnaca = Va € B :z < f(x), (tu,,<” oznacza oczywiscie ,,<”).
R

(HP: —... Zatem C := {z € B | f(z) < z} # @, i wedlug zasady minimum
3) ¢ — R-minimum C. c € C, f(c) < ¢, f(f(c)) < f(e), f(c) e C,c< f(e) (bo
¢ — R-minimum C) 4).

4.2. Tematy

1. Udowodni¢ prawa (17)—(23) i (26) ze Wstepu.

2. Dana jest klasa X i relacje R C S ¢ X?2. Udowodnié¢, ze:

1) R —spojna (w X) A S — antysymetryczna — R =5

2) R —symetryczna A S — antysymetryczna —> R — przechodunia
3) R — symetryczna <= R = R L.

3. Udowodnié¢, ze dla dwu relacji symetrycznych R i S zachodzi rownowaznosé:

So R —symetryczna <= SoR=RoS.

4. Dla zbioru n-elementowego X = I,,, gdzie n = 0,1,2,..., relacjc R C X2 mo-
zemy zobrazowaé diagramem Hassego: punkty zbioru przedstawiamy jako kropki, pary
(z,y) € R jako strzaltki od x do y.

Zilustrowaé diagramem Hassego dla R C X? (n, R mozliwie najmniejsze), relacje
speliajaca warunki (w zbiorze X, np. X = I,):

1) R — zwrotna A R — przechodnia A—R — symetryczna

2) R —zwrotna A R — symetryczna A—R — przechodnia
3) R —zwrotna A R — antysymetryczna A—R — przechodnia
4) R - antysymetryczna A R — przechodnia A—R — zwrotna
5) R — symetryczna A R — przechodnia A—R — zwrotna.

5. Okreslamy relacje rownoliczno$ci zbioréw:

A~B <= Jf: A—» B.
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Wykazaé, ze jest ona réwnowaznoscia w klasie petnej V. Udowodnié, ze dla dowolnych
zbiorow A, B, C:

(a) Map(A, B x C') ~ Map(A, B) x Map(A4,C)

(b) Map(A,Map(B,C)) ~ Map(4 x B,C)

(¢) ANB=@ = Map(AU B,(C) ~Map(A4,C) x Map(B, ()

(d) Map®(A4, B) ~ Map(A,seq B).

6. Idealem na zbiorze X nazywamy kazdy zbior Z C PX taki, ze:
1°oel

2° A,BeI = AuBeZl

3 AcBel = Ael.

Intuicja: zbiory nalezace do ideatu sa ,mate”,  nieistotne”. Na przyklad moze byé¢ Z =
PY dla pewnego Y C X; méwimy wowczas, ze Z jest ideatem gtownym generowanym
przez Y.
Dla idealu Z na zbiorze X okreslamy w PX relacje przystawania modulo Z:
A=B (modZ) < A-B¢€Z, gdzie A~ B=(A\B)U(B\A).

Wykazaé, ze relacja ta jest rownowaznoscia w PX.
7. Pojeciem dualnym do pojecia ideatu jest pojecie filtru na zbiorze X — jest to taki
zbior F' C PX, ze:
1° X eF
2 A, BeF = ANnBeF
3° Fo3BCACX = Ac F.
Zredagowaé tekst odpowiadajacy ,dualnie” wypowiedzi poprzedniego zadania. Zakoii-
czy¢ opisem relacji przystawania podzbioréow zbioru X modulo filtr.

Wskazac bijekcje kanoniczng zbioru a(X) = {Z | Z — ideal na X } na zbiér S(X) =
{F | F - filtr na X}.
8. Dane sg zbiory X, Y oraz filtr F na zbiorze X. Wykazaé, ze relacja % w zbiorze
Map(X,Y) okreslona wzorem:

f =g = Ker(f,g) € F,
gdzie Ker(f,g) = {z | f(z) = g(z)}, jest rownowaznoscia. Mowimy, ze rownowaznosé
ta jest indukowana w zbiorze Map(X,Y’) przez filtr F na zbiorze X.
9. Dany jest zbior X i rownowaznosci R, S w X.
(a) Czy prawdziwa jest rownowaznosc:
SoR=X? < R=X*VS§=X*?

(b) Wykazaé, ze So R=X? = RoS = X2,

10. Udowodnié, ze dla zbioru X i rownowaznosci R, S w X ponizsze trzy warunki
Sa rOwnowazne:

(a) RC S
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(b) V€€ X/RAne X/S:£Cy
(c) pe X/S:n=U{§{ € X/S|{Cn}.

Dla podzialow A, B € Part X, A = X/R, B = X/S mowimy, ze A jest stabszy od
B (B jest silniejszy od A), gdy zachodzi jeden z tych trzech warunkow.

W zbiorze Part X istnieje podzial najsilniejszy {X} = X/X? i istnieje podzial
najstabszy {{z} | r € X} = X/idx. (idx = {(z,y) € X? | z = y}).

O zbiorze E C X moéwimy, ze jest wysycony ze wzgledu na réwnowaznosé R,
gdy E = |J{¢{ € X/R | £ C E}; tak wiec warunek (c) oznacza, ze kazda warstwa
rownowaznosci S jest wysycona ze wzgledu na R.

11. Dany jest zbiér X i odwzorowanie f: X —— V.

Réwnowazno$é ker f = {(x,2) € X2 | f(z) = f(2)} w zbiorze X nazywamy
jadrem (kernel) odwzorowania f.

Udowodni¢, ze:

(i) Ag: X/kerf — V [f = g onat], gdzie nat = natye, f : X —» X/ ker f.

(ii) Odwzorowanie g z (i) jest bijekcja zbioru X/ker f na zbiér Im f; nazywany je
bijekcja indukowanag przez f.

Diagram komutatywny

f

X —L s Imf

o ¢

X/ ker f
nazywamy rozktadem kanonicznym odwzorowania f.

12. Dane sg zbiory X, Y, odwzorowanie f : X —— Y i réwnowaznos¢ R w zbiorze X.
Wykazaé, ze:

(3h: X/R——Y [f = honatg|) <= R C ker f.

x I,y

i

X/R

Inkluzje ,,R C ker f” nazywamy warunkiem faktoryzacji odwzorowania f przez row-
nowazno$¢ R; jezeli ten warunek jest spelniony, to méwimy, ze f faktoryzuje sie przez
R — o jednoznacznie wyznaczonym odwzorowaniu h méwimy, ze jest indukowane
przez f.

13. Dany jest zbiér X i rownowaznosci R, S w X takie, ze R C S. W tej sytuacji

odwzorowanie natg : X —» X/S faktoryzuje sie przez rownowazno$¢ R = kernatp
(zadanie 12). Mamy wiec jednoznacznie wyznaczone odwzorowanie h : X/R — X/S
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takie, ze natg = h o natg.

o

X/R———% (X/R)/kerh

Oznaczmy przez g bijekcje indukowana przez h (zadanie 11) i oznaczmy S/R = ker h;
tak wiec:

g:(X/R)/(S/R) — X/S.
W ten sposoéb dla ustalonej rownowaznosci R € Equ X uzyskaliémy odwzorowanie
p:{S€EquX |RCS}— Equ(X/R), ¢(S)=S/R.

Wykazaé¢, ze odwzorowanie ¢ jest bijekcja; jest to tzw. bijekcja kanoniczna (utozsa-

mienie) zbioru {S € EquX | R C S} na zbior Equ(X/R).

14. Dany jest zbiér X i relacja R C X2. Wykazaé, ze:

(a) R — rownowaznoé¢ w X <= RoR=R=R! A idy CR < R =
(R o Ril) Uidyx

(b) R porzadek w X < RoRCR A RNR!'=idx

(¢) R - funkcja (R: X —o— X) <= Ro R ! Cidx

(d) R - injekcja (R: X <o X) <= (RoR ) U(R'oR)Cidyx

() R: X —» X < RoR !'Cidy CR'oR

) R: X —»X = RoR '=idy =R 'oR.

15. Dany jest zbiér X i rownowaznosci R, S € Equ X. Wykazaé, ze:
(a) RUS€EquX <= RUS=SoR

(b) RUS€eEquX = SoR=RoS=RUS

(¢) SocReEEquX < SoR=RoS.

16. Ustalmy zbiér X. Poniewaz X? = X x X € EquX oraz @ # R C EquX =

(IR € EquX (bezposredni wniosek z definicji rownowaznosci w X), wiec dla do-

wolnej relacji R C X2 relacja R~ := ({S € EquX | S C R} jest najmniejsza réwno-

waznoscia w X zawierajaca R (tzn. R~ € EQuXAVS € EquX [RC S = R~ C 9));

réwnowaznos$é R~ nazywany domknieciem réwnowaznosSciowym relacji R w zbiorze X.
Latwo wida¢, ze dla R, S C X2

(i) RcS = R C&S™

(il) RC R~

(ii) R~—— =R~

(iv) (RUS)" DR US™.
Wykazaé, ze:

R,S€eEquX A SoR=RoS = (RUS)” =SoR.
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17. Sugerujac sie¢ zadaniem 16, mozna sformutowaé dla ustalonego zbioru X dwie
og6lne definicje:
(a) Operacjg domkniecia w X nazywamy kazda funkcje ¢ : PX —— PX taka, ze:

VA BCX[ACB = pACpoB N ACpA N ppA=pA.
(b) Rodzing zbioréw domknietych w X nazywamy kazdg rodzing F C PX taka, ze:
XeF AVoa#ACF:()AeF.

Oznaczmy:

(a) a(X) = ogol operacji domkniecia w X

(b) B(X) = og6t rodzin zbioré6w domknietych w X.
Wskaza¢ — z uzasadnieniem — bijekcje kanoniczng

fo(X) = B(X).

18. Dany jest zbior X i odwzorowanie ¢ : PX —— PX. Okreslamy ¢ : PX —
PX, ktadac dla A C X: pA = AU A. Wykazaé, ze ¢ jest operacja domkniecia w X
wtt, gdy ¥ spelnia warunek

*) VA, BC X[ACBUYB = %A C BUYB|.

19. Dla posetu X i elementow a,b € X oznaczamy:
[a,b] :={z | a < x < b} — przedzial domkniety od a do b
a,b) :=={x | a < x < b} — przedzial otwarty od a do b
[a,b) :={z|a <z <b}, (a,b] :={x|a <z <b}
[,a] :={z |z < a}, [-,a)=S.(X):={z|z<a}
[a, -]:={z|a < 2}, [a, ) ={z|a<z}
(dokladniej: [a, b]x itp.).
Wykazac, ze odwzorowanie f: X —— PX, f(a) = [, a] spelnia warunek:
*) Va,be X :a<b< f(a) C f(b),
a wiec odwzorowanie to jest izomorfizmem posetu X na poset {[-,a] | a € X} C PX;
mowimy w tej sytuacji, ze f jest wlozeniem posetu X w poset (PX, C).
Czy wlozenie to zachowuje kresy, w tym sensie, ze:
aVb=c = [-,a]U[-,b] = [~,c]>7

Va,b,cEX(a/\b:C = [-,an[,b =]

20. Poset n-elementowy X (n =0,1,2,...) mozna okresli¢ diagramem Hassego rela-
cji pokrywania:

a<b: <= a<b AN mdJzeXa<z<b.
Narysowaé takie diagramy dla wszystkich n-elementowych posetéw nieizomorficznych,
dla:

(a) n=3
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(b) n=4.

Wskazowka: Klasyfikowaé najpierw wedtug liczby skladowych, a nastepnie wedlug
najwiekszej dlugosci taricucha.

Ktore z tych posetow sa autodualne?

Wskazowka: Odwrocenie strzatek daje taki sam diagram.

21. Dla zbioru n-elementowego
X=I={12,...,n} (dla 0,1,2,...)
oznaczmy przez oy, liczbe wszystkich porzadkow (czeSciowych) w X.
Poczatkowe wyrazy ciagu «,, sa nastepujace:
n|o0[1]2|3] 4| 5 | 6
an | T[1]3]19]219 ] 4231 | 130023
(Sloane: oeis A001035).

(i) Wykorzystujac poprzednie zadanie 20, wypisaé explicite wszystkie porzadki w zbio-
rze Is = {1,2,3}.

(ii) Udowodni¢, ze wszystkie liczby «,, sa nieparzyste.

Wskazowka: Okresli¢ odpowiednio relacje rownowaznosci w zbiorze
E={RcC X?|R - porzadek w X}
wszystkich porzadkow (czesciowych) w X (= I,).

22. Niech X, Y beda klasami (niekoniecznie zbiorami) R C X x Y.
Dla A C X, B C Y oznaczmy:

At :={yeY |VacA:a Ry}
B :={zxeX|Vbe B:x Rb} (Dualnosc!).

Wykazaé, ze:
i) AcCcX = At>Ct
BCcDCY = B™D>D~
(i) AcX = AcC At
BCY = BCB T
(i) ACX = A+~ = A+
BCY = Bt~ =B".
Zatem dla A, C C X:
(i) AcCcX = At~ >C*
(i) Ac At
(i) ACX = AT~T- =A"".
Sa to postulaty nalozone na operacje domkniecia (zob. zadanie 17); klase A C X

nazywamy domknictg, gdy AT~ = A. Dualnie, klase B C Y nazywamy domknietg,
gdy B+ = B.
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Wykazaé, ze klasy domkniete w X sg postaci B~ dla B C Y i, dualnie, klasy
domkniete w Y sg postaci AT dla A C X. Jezeli ograniczymy sie do klas domknietych
A C X, B C Y, to odpowiednio$¢ ta jest jedno-jednoznaczna (bijektywna), jest
to tak zwana odpowiednio$é¢ Galois pomiedzy klasami domknietymi w X i klasami
domknietymi w Y (nazwa ta ma swoje zrodto w teorii Galois, zob. np. [Browkin 68]).

23. Dany jest poset X. Opisa¢ odpowiedniosé Galois odpowiadajaca relacji porzadku
V];l;(a € X znalez¢ odpowiedniki (X D A AT, A~ . .) zbiorow: {a}, [-,d], [a, -].
24", Pozostajac przy oznaczeniach z zadan 21 i 22, rozwazmy dla posetu X zbiér
F={ACX| A"t = A} = ogél podzbioréw (+—)-domknigtych zbioru X.
W szczegolnosci F D {[-,a] | a € X}.
Wykazaé, ze:
(a) poset (F,C) jest krata zupelna
(b) injekcja ¢ = {a > [-,a] | a € x} : X —— F jest wlozeniem X w F zachowuja-
cym kresy, tzn.:
1) Va,be X :a<b < p(a) C p(b)

2)V ACcX : A) =
)V ACK tsupp(d) =p(c)

ACX :infp(A) = .
3) vd:ingAeX inf p(4) = p(d)

Krate zupelna F nazywamy rozszerzeniem minimalnym posetu X (zob.
[Kuratowski... 78, s. 160]).

25. Dany jest laricuch (zbior liniowo uporzadkowany) i podzbiory @ # A C X,
@ # B C X takie, ze supA=a € X i sup B = € X. Udowodnié¢ rownosé:

sup(A U B) = max{sup A, sup B}.

26. Dane sg kraty zupelne X, Y, podzbiér A C X i odwzorowanie rosnace f : X — Y.

Zbada¢ zaleznos¢ miedzy f(sup A) i sup f(A4).
27. Dany jest poset X, zbiory A, B oraz funkcje f: A — X, g: Ax B — X.

Zaktadamy, ze:
(a) sup f(a) :=sup f(A) =a e X

acA

(Skroty, takie jak powyzszy, beda w dalszym ciagu stale stosowane)
(b) Ya € A:supg(a,b) = f(a).

beB
Wykazaé, ze:
sup g¢g(a,b) = a.
(a,b)€eAxB

KOMENTARZ: Wynik ten (i dualnie dla kresu dolnego) zwany twierdzeniem o kresach
iterowanych zapisuje sie krotko:

sup  g(a,b) = supsup g(a, b)
(a,b)EAXB a€AbEB
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przy zalozeniu, ze prawa strona istnieje (tzn. jest elementem zbioru X).
28. Dana jest krata X (tzn. X jest posetem, w ktorym kazdy dubleton ma kres gorny

i kres dolny). Dla a,b € X notujemy: a V b = sup{a, b}, a Ab = inf{a, b}. Udowodnié,
ze dla dowolnych a,b,c € X:

(i) (evb)Ve=aV(bVe)

(anb)yAe=an (bAc) (tgcznosé, asocjatywnosé)
(i) avb=bVa
aNb=bAa (przemiennosé, komutatywnosé)
(iii) aVa=a
ahNa=a (idempotentnosé)
(iv) aV(aAb)=a
al(aVd) =a (absorpcja)
(v) an(®dVve)=(anb)V(aAc)

aV((Ae)<(aVd)A(aVe).
UwaGA: W (i)—(v) wystarczy udowodni¢ jedna z dwu przedstawionych zaleznosci.
Jest tak na mocy zasady dualnosci dla krat (ogodlniej — dla posetow): jezeli jakies
zdanie jest spelnione w kazdej kracie, to zdanie dualne, otrzymane przez wymiane
< ¢ >,V & A, tez ma te wlasnosé.

~

29. Kratq nazywany réowniez zbior X wraz z dzialaniami V, A : X2 — X spelniaja-
cymi postulaty (i), (ii), (iv) z zadania 28, gdyz w tej sytuacji relacja < w zbiorze X
okreslona wzorem a < b <= aVb=1> (luba <b <= aAb=a) jest porzadkiem
kratowym i przejscia:

(X, Q) = (X, v, 1)
sa zgodne, to znaczy:
10) (Xa S) — (X7\/7/\) — (Xv </) = (ng)
2°) (X, V,A) — (X, <) — (X, VON) = (X, V,A).
Udowodni¢ te zaleznosci.

30. Dany jest zbiér X wraz z dzialaniem V : X? — X spelniajacym postulaty (i),
(ii), (iii) z zadania 28, to jest lacznym, przemiennym i idempotentnym; obiekt taki
nazywamy potgrupg przemienng idempotentng.
Wykazaé, ze:

(a) Relacja < w zbiorze X okreslona wzorem a < b <= aV b ="b jest porzadkiem
(czesciowym), przy ktorym kazdy dubleton {a,b} ma kres gorny rowny a V b; taki
poset (X, <) nazywamy pdtkratg gorng.

(b) Jezeli w potkracie gornej X okreslimy dziatanie V : X2 — X, kladac a V b =
sup{a, b}, to otrzymamy poélgrupe przemienng idempotentng (X, V).

(c) Opisane w punktach (a), (b) przejicia sa zgodne, to znaczy:

10) (Xag) — (Xa \/) — (X> gl) - (Xa g)

2°) (X,V)— (X, <) — (X, V) = (X, V).
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KOMENTARZ: Dualnie potgrupe przemienng idempotentng mozna identyfikowac z pdt-
kratq dolng (a ANb = inf{a,b}, a <b < aAb=a), a takze z potkrata gorna. Takie
zaleznodci ,strukturalne” zostana dokladniej opisane w rozdziale 8.

31* Udowodni¢, ze zbiér X wraz z dzialaniami V, A : X2 — X jest krata w sensie
zadania 29, tzn. spelnione sa warunki (i), (ii), (iv) tacznosci, przemiennosci i absorpcji
wtt, gdy:
(1) (bAha)Va=a
(2) (((anb)Ac)Vd)Ve = (((bAc)Aa)Ve)V((fVd)Nd), dla wszystkich a, b, ¢, d, e, f € X.
KOMENTARZ: Wynik ten podat J. A. Kalman w artykule A two axion definition
for lattices, Rev. Roumaine Math. Pures Appl. 13, 1968, pp. 669-670.
W roku 1970 R. N. McKenzie (Math. Scand 27, pp. 24-38) pokazal, ze istnieje
jedna identyczno$é¢ charakteryzujaca kraty — ma ona kilka tysiecy zmiennych.
Natomiast A. Tarski (Contributions to Math. Logic, Amsterdam, 1968, pp. 275—
288) udowodnil, ze dla kazdego n > 1 istnieje niezalezny n-elementowy zbioér iden-
tycznosci charakteryzujacy kraty (niezalezny — tzn. zadna identycznosé nie moze byé
opuszczona — dla kazdej identycznosei z tego zbioru istnieje obiekt (X, V, A), w kto-
rym sg spelnione wszystkie identycznosci z danego zbioru, z wyjatkiem tej jednej).

32. Udowodnié, ze dla kraty X réwnowazne sg ponizsze dwa warunki:
(1) Va,byceX:aNn(bVe)=(aAb)V(aNc)

(2) Va,bceX:aV(bAc)=(aVb)A(aVec).

Krate spelniajaca te warunki nazywamy dystrybutywng.

33. Dla dowolnej kraty X i elementéw a,b € X takich, ze a < b, okreslamy dwa
odwzorowania «, 8 : X — X, ktadac dla z € X:

alz) =aV (z AD), B(z) = (aVz)Ab.
Udowodnié, ze dla z € X:
(1) a<a(@)<Bz) <b
(2) a<z<b = az)=p6(z)==.
Odwzorowania « i § nazywamy odpowiednio rzutowaniem dolnym i rzutowaniem gor-
nym kraty X na przedzial [a, b]; jezeli « = f3, to przedzial [a, b] nazywamy reqularnym.

Krate X nazywamy modularng, jesli w niej kazdy niepusty przedzial domkniety jest
regularny. Tak wiec:

X — modularna @Va,g,zzeX:a\/(x/\b):(a\/ac)/\b.
(S

34. Udowodni¢, ze dla kraty X zachodzi rownowazno$c:

X - modularna <= Va,b,z € X : (aAb)V (x Ab)=((aANb)Vz)AD.

35. Narysowaé diagramy wszystkich n-elementowych krat nieizomorficznych dlan < 5
(por. zadanie 20). Ktore z tych krat sa autodualne?
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36. Ile jest nieizomorficznych krat 6-elementowych?
Wskazowka: dodawaé elementy 0 (najmniejszy) i 1 (najwiekszy) do 4-elementowych
posetow z zadania 20.

37. Udowodnié, ze krata dystrybutywna jest modularna.
Podaé przyktady:

(a) 5-elementowej kraty modularnej i niedystrybutywnej

(b) 5-elementowej kraty niemodularne;j.

38. Dla kraty X i elementow a,b,c € X mowimy, ze element z € X jest (b,c)-
dopetnieniem elementu a, jezelia Az =b,aV x =c.

Udowodni¢, ze:
(a) W kracie dystrybutywnej X zachodzi prawo dopelnien, ktore mowi, ze jezeli
a,b,c € X i element a ma (b, ¢c)-dopelnienie, to jest ono wyznaczone jednoznacznie.

(b) Jezeli krata X jest modularna, a,b,c € X, elementy z,y € X sa (b, c)-dopelnie-
niami elementu a i elementy te sa pordwnywalne (tzn. x < yVy < x), to x = y.

39. W kracie X elementy zbioru:
A={aeX |Vx,yeX[a=aVy = a=x V a=yl}

nazywamy nieprzywiedinymsi.
Wykazaé, ze dla kraty dystrybutywnej:

0€A = Ve,yeX[a<azVy = a<z V a<y.

40. Jezeli krata X jest ograniczona, tzn. ma element najwiekszy 1 = 1x := max X
i element najmniejszy 0 = Ox := miny, to dla ¢ € X dopelnieniem elementu
a nazywamy (0, 1)-dopelnienie tego elementu (zob. zadanie 39), czyli taki element
ze X, zeaNz=01aVax =1, przy dodatkowym zalozeniu, ze krata X jest dys-
trybutywna, taki element, jezeli istnieje, to istnieje doktadnie jeden — oznaczamy go
a'; mamy wiec: aAa'=0,aVa'=1.

Moéwimy, ze krata ograniczona X jest z dopetnieniami, jesli kazdy element a € X
ma w niej dopelnienie.

Algebrg Boole’a nazywamy krate ograniczona X, dystrybutywna i z dopelnie-
niami. Porzadek < w X nazywamy woéwczas boole’owskim.

Algebra Boole’a nazywamy rowniez (analogicznie jak dla krat — por. zadanie 29)
zbiér X wraz z dziataniami: V,A : X2 = X, 7: X — X, 0,1 € X, takimi, ze dla
a,b,ce X:

(1) (avbd)Ve=aV (bVe), (aAb)Ac=aA(bAc)

(2) avb=bVa, aNb=bAa

(3) aV(anb)=a, aN(aVd)=a

(4) an(ve)=(anb)Vianc), aV(bArc)=(aVb)A(aVc)
(5) avO0=a, aANl=a

(6)

aVal=1l aNa'=0,
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gdyz w tej sytuacji relacja < w X okreslona wzorem a < b <= aVb =10 (lub
a<b < aAb=a) jest porzadkiem boole’owskim i przejscia:
(X, <) = (X, V,A,7,0,1)
sa zgodne, w tym sensie, ze:
1°) (X, <) — (X, VA, 7,0,1) — (X, ) = (X, %)
2°) (X,V,A,7,0,1) — (X, <) — (X, V,A,7,0,1) = (X,V,A,7,0,1).
Udowodni¢ te zaleznosci.
41. Udowodnié, ze w algebrze Boole’a X spelnione sa prawa de Morgana:
(aVvbd)T=a'Ab", (aAb)T=aVD? dla a,b € X.
Ponadto:

*) a'l = a, a<b << b'<a.

42. Udowodni¢, ze dla zbioru X relacja inkluzji jest:
(a) porzadkiem boole’owskim zupelnym w PX
(b) porzadkiem kratowym zupelnym w Equ X
(¢) porzadkiem kratowym zupelnym w € =& = {E C X |Vp € & : p(E) C EY},
przy ustalonym zbiorze odwzorowan ¢ C Map(X, X).
W kazdym z tych trzech przypadkéw wskazaé kres dolny i kres gorny podzbioru.

43. Twierdzenie Tarskiego o punkcie statym:
Odwzorowanie rosngce (w sensie stabym) kraty zupelnej w siebie ma punkt staly.
Doktadniej: Jezeli X jest krata zupetna, f : X — X, Ve,y e X : 2 <y = f(z) < f(y),
to P:={zx € X | f(z) =z} # &, przy czym:
(a) a:=sup{r e X |z< f(z)} =max P
(b) b:=inf{r e X | f(z) <z} =minP.
Udowodni¢ to.
44. Wykorzystujac twierdzenie Tarskiego o punkcie stalym (zadanie 43) udowodnié
twierdzenie z zadania 3.20* bez zadnych zatozen o funkcjach f i g, to jest udowodnié,
ze:
Vf:X—=>Y,9:Y -X3A,B,C,D/[AUB=X,ANB =2,
CuD=Y,CnD=w,f(A)=C,g(D) =B
Wskazowka: Odwzorowanie ¢ : PX — PX, ¢(E) = X \ g(Y'\ f(E)) ma punkt
stalty A C PX.
W szczegolnosci, jezeli funkcje f i g sa injekcjami, f: X —— Y, g: Y «—— X,
to (FIA)U (g|D)™1: X —» Y, a wiee X ~ Y.
(Twierdzenie Cantora—Bernsteina w wersji Tarskiego — zob. zadanie 3.20*).

45. Dana jest krata zupetna X i zbiory A C B C X. Zbiér B z porzadkiem induko-
wanym (<) N B2 jest posetem (nie musi by¢ krata).
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Oznaczmy a = sup A = supy A.
Udowodni¢, ze:
(1) a€eB = a=supgd
(2) b=suppAeB = a<b
(3) Jezelice XiB=/c,-|={x € X |c<z}, to B jest krata zupelna,

a, gy A#Q
suppA =
¢, gdy A=02.

46* Udowodnié, ze zbiér P punktow stalych odwzorowania rosnacego f: X — X
kraty zupelnej X (zob. zadanie 43) z porzadkiem indukowanym z X jest krata zu-
pelna.

47* Dla posetu X oznaczmy S~ (X) (ST(X)) ogot lewych (prawych) odcinkow w X;

STX)={ACc X |Vz,ye X:z2<ycA = ze€ A}

i dualnie (... >...) dla ST(X).

Natychmiast widaé¢, ze zbior S~ (X) (i dualnie St(z)) jest krata zupelng;
ACS (X)) = supA=JA e S (X).

Ponadto VAC X : A€ S (X) & X\ Ae SH(X).

Udowodnié¢ ponizsze uogélnienie na posety twierdzenia Cantora—Bernsteina (zob.
zadania 44 i 3.19; zbiér F mozemy utozsamiaé z posetem (F,idg)):

Jezeli X,Y sa posetami, f jest izomorfizmem posetu X na prawy odcinek Y’
posetu Vi f: X =Y’ Y’ € ST(Y) i analogicznie g : Y = X', X’ € §7(X), to
istnieje bijekcja h : X —» Y taka, ze:

* Ve,ze€ X 1ax <z = —h(z) > h(z) (quasiizomorfizm).
W szczegolnosci, dla dwoch taricuchow X, Y (zbiorow liniowo uporzadkowanych),
jezeil X Y e ST(Y)iY X' € S7(Y), to X ~Y.

(UwaGA: Dla posetow stwierdzenie takie jest falszywe; zob. zadanie 5.20%).

48* Udowodnié¢ ponizsze uogo6lnienie na posety twierdzenia Cantora o zbiorze pote-
gowym (zob. zadanie 3.20).

Twierdzenie Dilwortha—Gleasera:
Dla posetu X nie istnieje surjekcja rosnaca F : X —» S~ (X).
Wskazoéwka: Rozumujac nie wprost wzigé:

A={reX|xv¢Fx}CcB= ][ a €S (X).
acA

49. Udowodnié, ze jedynym automorfizmem zbioru dobrze uporzadkowanego X
jest idx.

50. Udowodni¢, ze dla dwoéch zbioréw dobrze uporzadkowanych X, Y istnieje co
najwyzej jeden izomorfizm f: X =Y.
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51. Dane sa dwa zbiory dobrze uporzadkowane X, Y, odwzorowanie rosnace (w sensie
stabym) f : X — Y takie, ze Im f jest odcinkiem (lewym) w Y, oraz odwzorowanie
silnie rosnace g : X = Y.

Wykazaé, ze Vo € X : f(z) < g(z).

52% Dane sa dwa zbiory dobrze uporzadkowane X, Y i odwzorowanie f: X — Y.
Udowodnié, ze relacja R w X okreslona wzorem:

e Rz < f(x) <[f(z) V [f(2)=f(z) N z<2]
jest dobrym porzadkiem w X.

Wskazowka: Wedltug kryterium Tarskiego nalezy wykazaé sp6jnosé i istnienie elementu
minimalnego w kazdym niepustym podzbiorze X.

4.3. Odpowiedzi

1. Dowody sa bezproblemowe — wykorzystujemy definicje.
Na przyktad (20):

C) HP: 3)z € B\ So(4,R); ~x < a, a < z, a € B. Ale, jako R-minimum A \ B,
a€ A\ B54%.

D) HP: )z e S, (A, R)\B;z<a,z€ A\B,a<z5

lj HP: S ¢ R. J)(x,y) € S\ R; (y,z) € R, (y,z) €S,z =y, (z,y) € R 4%

2) HP:3)(x,y),(y,2) € R, (x,2) € R. (z,y) € R (R — symetryczna).
(y,2),(z,y) €S (RCS).
y=2z (S — antysymetryczna), (z,z) € R 5.

3) =) RCR! (zdefinicji symetrycznosci relacji).
HP: 3) (z,y) € R\ R, (y,2) € R, (z,y) € R 4.

3. =) SoR=(SoR)"'=R1oS'=RoS.
<) (SoR)"'=(RoS)t=5"1oR'=S0R.

1) 1 2 (R:{(171)3(272)7(132)})

L OTD
ST

3)

4)5) (X={1}, R=0).

5. Fakt, ze relacja réwnolicznosci jest rownowaznoscia, wynika natychmiast z wla-
snosci bijekcji (bijektywnosé identycznosci, zlozenie, odwrotnosc).
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Prawa (a), (b), (c) uzasadniamy, wskazujac odpowiednie bijekcje. Na przyktad
(piszemy fa zamiast f(a)):
(a) Map(A4, B) x Map(A,C) > (f,9) — {a — (fa,ga) |a € A}
(b) Map(A,Map(B,C)) > f — {(a,b) — (fa)b | (a,b) € A x B}
(¢) Map(A, C) x Map(B,C) > (f,9) — fUyg
(d) Map®(A4,B) > f +— fU((A\ Dom f) x {B}).

6. Przechodniosé relacji = (mod Z) wynika z inkluzji: A~ C C (A= B)U (B = A),
ktora z kolei jest wnioskiem z dwu oczywistych faktow:

A\C Cc (A\B)U(B\(O)

C\AcC(C\B)U(B\A).
7. Intuicja: zbiory nalezace do filtru sa ,duze”, ,istotne”. Na przyktad moze byé¢ F =
{A|Y Cc AcC X} dla pewnego Y C X; mowimy wowczas, ze F jest filtrem gtownym
generowanym przez Y.

Dla filtru F na zbiorze X okreslamy w PX réownowaznos$¢ zwana przystawaniem
modulo F:

A=B (mod F) <= (A= B)1=(ANB)U(AUB) € F.

Latwo wskaza¢ bijekcje kanoniczna ¢ : a(X) —» 8(X), p(4) = AT=X\ A —
bijekcja ta przenosi relacje przystawania modulo ideal na relacje przystawania modulo
filtr.

8. Przechodnio$é relacji % wynika z inkluzji:

Ker(f, g) NKer(g,h) C Ker(f,h)

dla f,g,h: X =Y.

9.
(a) Nie. Zachodzi tylko implikacja ,,<".
(HP: 3) (z,y) € X2\ (SoR). Niech na przyktad R = X2. Woéwczas (z,y) € R, (y,y) €
S, a wiec (z,y) € S o R %). Implikacja ,,=” na ogdt nie zachodzi. (Wezmy X = Iy,
R = idx U{(1,2),(2,1),(3,4),(4,3)} ¢ X2, S = idx U{(1,3),(3,1),(2,4),(4,2)} &
X2

X

1 1 2
§ R
3 | 4
S

Latwo widaé, ze S o R = X?).

(b) (HP: SoR = X2 A J)(z,y) € X2\ (Ro S). Wéwcezas (y,z) € S o R,
32) (y,2) € R, (z,2) € S; z symetrycznosci R 1 S wynika, ze (z,2) € S, (z,y) € R,
a wiec (z,y) € Ro S 4%).

10. Mechaniczne przeliczenia w oparciu o definicje.
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Na przyktad implikacja (b) = (a):
HP: (b) A I)(x,y) € R\ S. N e X/R:z,y €& I)ne X/S:6Cn z,y €n,
(z,y) € S 4.
11.
(i) Na ogol w tej sytuacji dowodzimy najpierw jednoznacznosci, a potem istnienia
odwzorowania g.
Jednoznacznosé: Przypusémy, ze takie g juz mamy. Wowczas dla x € £ € X/R: € =
[z] = natz, g(§) = g(natz) = f(x).
Istnienie: Okreslamy funkcje g : X/R powyzszym wzorem; okreslenie jest poprawne,
gdyz dlaz,y € £ € X/R:natx = [z] = £ = [y] = naty.
(ii) Surjektywnosé: Dlay = f(z) € Im f : y = g([z]) € Im g.
Injektywnosé: Jezeli dla z,z € X : g([z]) = g([z]), to f(z) = f(2), (z,z) € ker f,
a wiec [z] = [z].
12. =) Vz,z€ X (z,2) € R = f(z) = h(natz) = h(nat z) = f(2).
<) Okreslamy h : X/R — Y, ktadac dla x € £ € X/R : h(§) = f(z). Okreslenie to
jest poprawne, gdyz dla z,z € £ € X/R: (z,z) € R C ker f, a wiec f(z) = f(2).
13. Okreslimy odwzorowanie:
¥ : Equ(X/R) — {S € EquX | R C S}.
Niech T € Equ(X/R). Potozmy (T) = S = ker(naty onatp)
X S5 X/R 255 (X/R)/T;

wowczas rzeczywiscie R C S (x Ry = [z]lg = [ylr = (natronatg)(z) =
(naty onatg)(y) => x S y).

Wystarczy teraz pokazaé, ze Yo Cid i po Cid:
1°Dla R € S € EquX : ¥(p(S)) = S. (Oznaczmy T = ¢(S) = S/R. Niech
z,y € X. Wowczas:

(z,y) € Y(T) & (naty onatg)(x) = (naty onatg)(y)

 ([z]r; vlr) € S/R < h([z]r) = M[y]r) & [x]s = [y]s & (z,y) € 5).
2° Dla T € Equ(X/R) : o(¢(T)) = T. (Oznaczmy S = (T) = ker(naty onatp).
Woéwczas dla z,y € X:

([z]r: [y]r) € ©(S) = S/R & h([z]r) = h([y|r) < [x]s = [y]s

< (z,y) € S & (natyonatg)(z) = (natronatr)(y) < ([z]r, [y]r) € T).

14. Mechaniczne przeliczenia w oparciu o definicje. (por. zadanie 11 z rozdziatu 3).
15. Notujmy RS = So R, R?> = RR.

(a) =)

C) Niech z(RU S)y, czyliz Ry lub z S y.

Jezelixz Ry, tox RS y, gdyzy S y.

Jezelix Sy, tox RSy, gdyz = R x.

D) Niechx RS y. 32)x R z,2 S y. Wowczas X (RUS)z i z(RUS)y, a wiec x(RUS)y.
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<) Zwrotnosé i symetria relacji RU S sa oczywiste. Przechodnio$é:

Niech (R U S)y, y(RU S)z.

1.Jezeliz Ryiy Sz, tox RS z, a wiec z(RU S)z.

2. Jezelix Syiy Rz, tozRyiySx awie z RSz, z(RUS)z, z(RUS)z.

(b) Natychmiastowy wniosek z (a).

(c) =) RS=(RS)"'=S"'R"!=SR.
<)VzeX:xRx,x Sz, awiecz RS z,idx C RS.

Ponadto (RS)? = RSRS = RRSS = RS oraz (RS)™!=S"'R™' = SR = RS.

16. Utrzymujemy notacje z 15. Niech R, S € EquX oraz RS = SR. Wedlug 15(c)
RS € Equ X. Ponadto RC RSiS C RS, awiec RUS C RS.

Takze RUS CT € EquX = RSCT. (Jezelixz RSy,to3z)x Rz 2S5 y,awiec
2(RUS)z, 2(RUS)y, skad T z,z T y i ostatecznie x T y). Zatem RS = (RUS)".

17. Ogolny schemat postepowania w takiej sytuacji jest nastepujacy (por. punkt (26)
ze Wstepu):

1) Okreslamy f : a(X) — B(X), kltadac dla ¢ € a(X): f(p) ={A C X | pA = A}.
(Sprawdzamy, ze F = f(p) € B(X). X C pX C X, awiec X = pX, X € F. Jezeli
G#ACF, toVAec A: NACA oA C pA=A, awiec p[VA C A, czyli
eNA=NA NAeF).

2) Okreslamy g : (X) — a(X).

Dla F € B(X) definiujemy g(F) = ¢ : PX — PX, kladacdla A C X: pA={B €
F|AcCB}. (Sprawdzamy, ze ¢ € a(X). VA, BC X : A C pA, gdyz X € F.
Jezeli AC B, to A C pB € F, a wiec pA C ¢B.

Wreszcie, poniewaz pA C pA € F, wiec ppA C pA, czyli ppA = pA).

3) Sprawdzamy, 7e go f Cid.  (Niech ¢ € a(X), F = f(¢), ¢ = g(¢). Dla A C X :
YA=({BCX|ACBAeB=DB}. Jednak (\{BC X | AC BAwB=DB}=¢pA,
gdyzpAe {BCX|ACBApB=B}orazVBC X:ACBApB=B = ¢pACB.
Zatem ¢’ A = pA. Czyli ¢’ = ).

4) Sprawdzamy, ze fog C id. (Niech F € 8(X), ¢ = g(F), F' = f(¢). Dla
ACX: AeFeopAdA=AcA=({BeF|ACB}< Ac F,awiec F' = F).

7 1)-4) wynika, ze f: a(X) —» B(X), g= L.
18. Jezeli ¢ jest operacja domkniecia w X, to oczywiscie zachodzi (*) (A C 9B =
YA C pA C pB).
Natomiast jezeli zachodzi (*) i A, B C X, to:
1) ACB = ACBUYB = 9AC¢B
2) AC pA=AUyA
3) pAC ppAwgl),2),
ale pA C AUYA, wiec wg (*) vpA C @A, zatem ppA = pAUYpA C pA, czyli
ppA = pA.
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19.
=) Natychmiastowy wniosek z przechodniosci relacji <.
<) Poniewaz a € [-,a] C [-,b], wiec a < b. Analogicznie b < a, czyli a = b.
Kresy we wskazanym sensie nie sg zachowywane.
Mamy tylko inkluzje:
aVb=c = [-,a]U[-,b] C[-,(]
aNb=c = [-,a]N[-,b] C[-,q]
Roéwnosci nie musza zachodzic.

Przyktad:

1

2v4=5
[, 2]U[-,4] = {1,2} U {1,4} = {1,2,4}
[-,5]:X:{1,2,3,4,5,}.

20.
(a) 1) . . . 2) .

Ly, 1wl 4),1

*—>—e
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=~
~—
ot
~

0N e A 7)Y 8)K
NS
o <> Wl e w

Autodualne sa posety: 1), 2), 3), 4), 13), 14), 15), 16).
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Jak widzimy, dla matych liczb n lista tzw. typdw porzqdkowych (order types) mocy
n, czyli liczb nieizomorficznych posetéw n-elementowych, wyglada nastepujaco:

n|ol1]2]3]4]...
| 1]1]2]5]16]...

Obszerniejszg liste znajdziemy u Sloane’a: oeis A000112.

21.

(i)

idx ={(1,1),(2,2),(3,3)},

idx U{(1,2)}, idx U{(2,1)},

idx U{(1, 3)}, idx U{(3,1)},

idX U{(273)}7 ldX U{(372)}7

idX U{(l’ 2)7 (2a 3)’ (17 3)}7 idX U{(]-v S)a (37 2)7 (1a 2)}7
idx U{(27 1)7 (1, 3)7 (27 3)}7 idx U{(27 3)7 (37 1)7 (27 1)}>
idx U{(3,1),(1,2),(3,2)},  idy U{(3,2),(2,1),(3,1)},
idX U{(LQ)?(LS)}, idX U{(251)7(3’ 1)}a

idX U{(27 1)7 (23 3)}a idX U{(la 2)7 (37 2)}a

idX U{(3’1)7(3a2)}’ idX U{(1a3)7(273)}

(ii) W zbiorze FE porzadkow czesciowych w X (= I,,) okreslamy rownowaznosé, ktadac
dla R, S € E:
R=S < R=SVR=5"1
Wszystkie warstwy tej rownowaznosci, z wyjatkiem warstwy [idx] = {idx}, sa

dwuelementowe; jezeli tych warstw dwuelementowych jest k, to:

an =2k + 1.

22,
(i) Wynika natychmiast z definicji rozwazanych operacji.

(i) HP: AC X AF)ac€ A agd AT,

Poniewaz AT~ = {x € X | Vb e AT : z R b}, wiec )b € AT : =a R b. Jednak
z definicji AT wynika, ze a R b 5.

(iii) Jezeli A C X, to wedlug (ii) i (i) AT~+ C A™; i wedlug (ii) zastosowanego do
B=A": AT C AT™", a wigc AT™T = AT.

Jezeli klasa A C X jest domknicta, to A= AT~ =B~ dla B= AT CY.

Na odwroét, jezeli A= B~ dla BCY,to AT~ = B~t~ = B~ = A, a wiec klasa A
jest domknieta.

Jedno-jednoznacznos¢ odpowiedniosci Galois wynika natychmiast z (iii).

23. Dla A C X:

At ={re X |Vae A:a <z} =M(A) = majoranty A
A-={ze X |Vae A:z <a} =m(A) = minoranty A.
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Dlaa € X:
{a}* =a,], {a}7=[.d]
[a7 ']Jr:M([aa 'D:{yGX|VZ€ [a7 -]y€ [Za ]}: ﬂ [Zv ] c [av ]

z€la, -]
(tak wiec [a, -|T = {max|a, -]}, jezeli w przedziale [a, -] istnieje element najwiekszy
oraz [a, -]7 = @ w przeciwnym wypadku)
[a, ] ={zeX|Vze€a, - ]:x<z}=],a]
Dualnie:
['7a]+:[a"]v ['»a]7: p ]['72]‘
z€|,a
Tak wiec zbiory |-, a] sa (+—)-domkniete, zas zbiory [a, -] sa (—+)-domkniete; zbiory
te pozostaja w odpowiedniosci Galois.
24%,
(a) Niech A C F. Wowczas sup A = (JA)"™, gdyz:
HVAeA:AcUAcC (UA)T .
2) Jezeli Be FiVAe A: AC Bto|JAC B, awiee (JA)T™ ¢ BT~ =B.
d %]
Analogicznie inf A = NA - edy A7 )
X, gdy A=0
(b)
Ad 1) Rownowaznosé jest natychmiastowym wnioskiem z definicji (por. zadanie 19).
Ad 2) Jezeli a € A, to a < ¢, a wiec p(a) = [-,a] C [-,¢] = p(c), czyli ¢(c) jest
majoranta zbioru ¢(A) w F.
Zalozmy teraz, ze C € FiVae€ A: ¢(a) C C,czylia € [-,a] C C. Zatem A C C,
skad CT C AT, Ve e CT:a e AT = M(A),awiecVe € Ct:c< o, czylice CT,
plc)=[,dccr=C.

Ad 3) Jezelia € A, to d < a, a wiec ¢(d) = [-,d] C [-,a] = p(a), czyli p(d) jest
minorantg zbioru ¢(A) w F.
Zalozmy teraz, ze D € FiVae€ A: D C p(a), czyli D C [-,a],a € [a, -] =[-,a]T C

D*. Zatem A C DY, D = Dt~ C A~. Poniewaz d = inf A, wiccVx € D :x € A~
x<d. DC|[-,d =p(d).

25. Niech na przyklad o < 8 (symetria sytuacji). Nalezy wykazac, ze sup(AUB) = 3.

1°) e M(AUB) (YVzeAUB:z€A = z<a<p,ze€B = z<f).

2°) Jezeli B/ € M(AUB), to 8 < 8 (HP: =8 < /. Wowczas ' < S (porzadek
jest liniowy), a wiec 8’ & M(B). Zatem J)x € B: ~x < 3, ' < z,alex € AUB,
r< fY).

26. sup f(A) < f(sup A), gdyz oznaczajac a = sup A, 8 = sup f(A), bedziemy mieli:
Ve A z<a, f(z) < flo), a wiee f(a) € M(f(A)), B < f(a).
Nieré6wnosé moze by¢ silna.
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Przyktad:
X

. 1 J

X = (I4,id;, U{(1,2), (2,4),(1,3),(3,4),(1,4)}), Y = (I2,idp, U{(1,2)}), A = {2,3},
f={1—1,2—1,3— 1,4+ 2}.

Wowczas f(A) = {1}, sup A = 4, sup f(A) = 1, a wiec sup f(A) =1 < f(supA) =
f4) =2.

27. Nalezy wykazaé, ze:

1) a € M(Imyg)
2) Vo €e M(Img) : a < o

Ad 1) V(a,b) € Ax B:g(a,b) < f(a) L«
Ad 2) Poniewaz Va € AVb € B: g(a,b) < &, wiecVa € A: o' € M({g(a,b) | b €
B}), f(a) < . Zatem o < M(Im f), a < o'.

UwacGA: W zwiazku z powyzszym dowodem punktu 2) nasuwa sie spostrzezenie,
iz niekiedy hipoteza dowodu nie wprost nic nie daje, a nawet prowadzi na manowce.
W przypadku 2) mielibysmy HP: 3) o’ € M(Img) : -« < /. Stad, przy dodatko-
wym zalozeniu, ze porzadek w X jest liniowy; o < o = sup(Im f), o/ ¢ M(Im f),
HNaecAd: o < fla) =supg(a,b),Ibe B:a <g(a,b) <a 4

beB

Moze si¢ pojawi¢ przypuszczenie, ze twierdzenie jest prawdziwe tylko dla zbio-
réow liniowo uporzadkowanych, a nastepnie bezowocne poszukiwanie kontrprzyktadu
w posecie niebedacym laricuchem.

28. Zaleznosci te wynikaja natychmiast z definicji kraty. Na przyktad dowod pierw-
szej rownosci w (i) sprowadza sie do wykazania, ze obie strony sa rowne sup{a, b, c}
(a <avb<(avb) Ve b< ...,c< ...,awiec (aVb) Ve e Ma,b,c); jesli
d € M(a,b,c), to d € M(a,b), aVb<d,de M(aVb,c), (aVbd)Ve<d awiec
(aVb)Ve=sup{a,b,c}).

Dla dowodu (v) wystarczy oczywiscie pokazaé, ze a A (bV ¢) € M(a Ab,a A ¢)
(anb<a,aNb<b<bVe awiecaAbe m(a,bVe),skadandb<an(bVec).
Analogicznie a Ac < a A (bV ¢)).

29. Dowdd sprowadza sie do prostych przeksztatcen wykorzystujacych definicje. Na
przyktad relacja a < b :< a Vb = b jest zwrotna, a < a, gdyz wedlug (iv): aVa =
aV(aN(aVa))=a.

Podobniea <' b aVb=bsa<bdlaa,bec X.

30. Tak jak w zadaniu poprzednim — przeksztalcenia bazujace na definicjach. Np.

a<b AN b<c=a<c¢glyzavVb=b AN bVc=¢c = aVc=aV (bVc) =
(avb)Ve=bVc)=c.



92 4. RELACJE PORZADKUJACE, ROWNOWAZNOSCI

31* Latwo wida¢, ze w kracie X spelione sg warunki (1), (2) Kalmana. Trudniejszy
jest dowdd implikacji w przeciwnym kierunku:

(3) eve=(((bAc)Aa)Ve)V((fVe)Ae)) (1), (2),d—¢)

4) ((and)Ac)vVd)Va=aV ((fVd)Ad) (1), (2), e a)

(5) eva=aV ((fVe)Ac) ((1), (4), d—c)

(6) cva=aV(chc) ((1), (5), f—=cAc)

(7) evV(gNh(cAhc)=cAc ((1), (6), a—~gA(cAc))

(8) a=aV((fV(ana))A(aAa)) ((1), (5), c—aNa)

(9) a=aV((ana)A(ana)) (1), (8), f— fA(aNa))

(10) a=aAa (7, (9),c—a,g—aNa)

(11) ¢V a=aV c— V-komutatywnosc! ((6), (10))

(12) a=aVa (1), (10))

(13) (avd)Ve=(aVe)V((fVd)Ad) ((2), (10), b—a, c— a)
(14) (avd)Ve=(aVe)Vd ((10), (12), (13), f — d)

(15) (dva)Ve=4dV (aVe)— V-asocjatywnosé! ((11), (14))

(16) aV (a Ab) = a — V-pochlanianie! (1), (11))

(17) ev((fVe)Ae)=(fVe)Ac ((5), (12), a— (f V) Ac)

(18) c=(fVe)nc ((1), (11), (17))

(Odtad zaczyna sie prawdziwe ,zytowanie)

(19) ((aAb)Ac)vVd=((bAc)Na)Vd ((2), (12), (15), (18), e > d)
(20) ((aAbD)Ac)Va=a (1), (19), d — a)

(21) (aAhc)Va=a ((10), (20), b+ a)

(22) anb=((bAc)ANa)V (aND) ((19), (21), d— a A D)

(23) anb=(bAa)V (aAD) ((10), (22), c— b)

(24) bAha=(bAa)V (aNDd) ((11), (23), a+—= b, b— a)

(25) a Ab=bAa— A-komutatywnosc! ((23), (24))

(26) ¢ A (cV f) = c— A-pochlanianie! ((11), (18), (25))

(27) (anb)Ac=((cAb)Aa)V ((aAb)Ac) ((12), (19), (25), d — (a Ab) Ac))
(28) (eAb)Aa=((cAb)ANa)V ((aNd)Ac) ((11), (27), a— ¢, c— a)
(29) (aAb)Ac=aA (bAc)— A-asocjatywnosc! ((25), (27), (28)).

KoOMENTARZ: Jak widaé¢, uzyskanie szesciu klasycznych aksjomatéw teorii krat, wy-
chodzac z aksjomatéow Kalmana (1), (2), jest dosé¢ klopotliwe. Ciekawym problemem
jest, w jaki sposob dojsé¢ do takich réwnosci jak (1) i (2); por.: R. Padmanabhan, On
identities defining lattices, Algebra Universalis 1, 1972, pp. 359-361.

32. Ze wzgledu na dualnosé¢ wystarczy wykazaé, ze (1) = (2).
(avb)A(aVve)=((avbd)Aa)V((aVb)Ac)=aV(aAc)V (bAc)=aV (bAc).

33.
(1) Poniewaz a < aV(xAb) = a(z)1f(x) = (aVz)Ab < b, wigec wystarczy udowodnic,

ze a(x) < B(z).
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Otoéz a < aVe, zAb < x < aVe, awiec aVe € M(a, zAb), skad a(x) = aV(zAb) < aVe.
Roéwniez a < b, z Ab < b, wiec b € M(a,z Ab), czyli aV (x Ab) = a(z) < b. Zatem
a(r) € m(aV x,b), a wiec a(x) < (aV ) Ab=F(x).

(2) Jeslia <z < b, toa(z) =aV(xAb) =aVe =z oraz B(z) = (aVx)Ab = xzAb = .
34. =) Poniewaz a Ab < b, to (aAb)V (zAb) = ((aAb)Vz)AD.

<) Jeslia, b,z € X ia < b, to aAb = airdéwnosé upraszcza sie do aA(zVh) = (aAz)Vb.

35. Dlan < 4 sa to:

Wszystkie te kraty sa autodualne.
Dla n =5:

AN R

Autodualne sa kraty 1),

36. Dodajac 01 1 do szesnastu posetow z zadania 20.(b) otrzymamy pietnascie nie-
izomorficznych krat 6-elementowych: 1)-14) i 16), (por. oeis A006966). Poset otrzy-
many w ten sposob z posetu 15) ma diagram:

0
i dalej nie jest krata, gdyz M{a,b} = {¢,d, 1}, a Vb =min{c,d, 1} = V.

37. Jezeli krata X jest dystrybutywna i a,b,z € X, przy czym a < b, to (aVz)Ab =
(aAb)V (zAD)=aV (xAb), a wiec krata X jest modularna.

(a) Krata o diagramie:
1

0

jest modularna  (sprawdzimy np. réwnosé rzutowan «, S na przedzial [a, 1]:
a(0)=aV(0Al)=aV0=a B0)=(aVO)Al=aAl=a
ab)=aVvV(bAl)=aVvb=1 BO)=(aVb)Al=1A1=1

i analogicznie a(c) = B(c))

i nie jest dystrybutywna (aA(bVc)=aAl=a;(aAb)V(aNc)=0V0=0).
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(b) Krata o diagramie:
1

0

nie jest modularna, gdyz dla przedziatu [a,b]: a(z) = aV (xAb) =aV0=a < f(z) =
(avVa)Ab=1Ab=b.

38.

(a) HP: 3) z,y — (b, ¢)-dopelnienia elementu a, = # y.

Wowezas a Ax = aANy,aVe =aVy awiecx =zA(aVze)=zA(aVy) =
(xANa)V(xAy)=(yNa)V (zAy) <y, ianalogicznie y < z, czyli x =y 4.

(b) Niech np. x < y. Wowczas x = 2V (aAz) = zV(aAy) = (xVa)Ay = (yVa)A\y = y.

39.

=>)HP: J)z,ye X:a<zVy,adz,aly.
a=aAN(xVy)=(aAz)V(aAy),a=arx V a=aly,a<z V a<yh%
<)HP: r,ye X:a=xzVy,a#zx, a#y.

a<x V a<y. Jedflinp.a<z,toa<er<xVy=a,awiea=2x4

40. Fakty te wynikaja wprost z przyjetych definicji. Na przyktad relacja a < b &<
a Vb = b jest porzadkiem boole’owskim w X, gdyz jest porzadkiem kratowym (zada-
nie 26), a wiecaV0=a,0< a, 0 =minX, oraza < b= aAb=a,skad a A1l =q,
a<1l,1=maxX.

41. (aVb)V(a'ADY) =(aVbVa ) A(aVbVvbd)=(bVI)A(aV])=1A1=1,
(@VD)A (@A) =(aAaAD)V(BAaTAD)=(bA0)V(aA0)=0V0=0.
Prawa (*) wynikaja z praw de Morgana.

42.

(a) Dla AC PX :supA=JA inffA=XnNNA

(b) Dla R € EquX : supR = (UR)” = [{R € EquX | UR C R}, infR =
X2NNOR.

(c) DlaAcé&:JUAeé HPUAZE Nped:pUA ¢ UA HzelJA:
o) ¢ JA, NA e Ad:xe A Ac& oA C A plz) e AcCJAY), a wiec
sup A=A

Analogicznie 9 # A CE& = A€ & awiecinf A=XNNA

43. Wystarczy udowodnié¢ (a) (dualnosé).
Oznaczmy A = {z € X | ¢ < f(2)}, a = supA. Wowczas x € A = =z <
2 < f(z) < f(a), a wice f(a) € M(A), a < f(a), f(a) < F(f()), f(a) € A, f(a) <
czyli f(a) =a, a € P.

Poniewaz P C A, wiecx € P = x < a, czyli a = max P.

a,
a,

44. Odwzorowanie ¢ ma punkt staly A C X, gdyz jest rosnace; A = p(4) =
X\g(Y\ f(A)), 1 wowczas B=X\ A=g(D), gdzie D=Y \ C, C = f(A).



4.3. ODPOWIEDZI 95

45.

(1) Jezelia e Bytox € A = x € B,z < a, a wiec a € Mg(A) C M(A).
Va' € Mg(A):d € M(A), a <d,awiec a=supgA.

(2) Zaktadamy, ze b = supg A € B.

Wowczas Vo € A:x < b, awigcbe M(A), a<b.

(3) Jezeli@ #AC B,toa€e B (I)x e A Wowczas ¢ < a oraz ¢ € B, czyli ¢ < z,
a wiec ¢ < a, a € [¢, -] = B), zatem wg (1) a = supp A.

Oczywiscie supg @ = c.

46 HP:3)AC P:supp A=V.

Oznaczmy a = sup A = supy A. Wowczas a ¢ P (wg 45.(1)) oraz

f([aa D c [aﬂ ]
(HP: )z € [a, -]: f(z) ¢ [a, -].
a<x7 f(a)gf(‘r)
yeA = y<a, fly) < fla), y = f(y) < f(x). Zatem f(x) € M(A), a < f(2),
f(z) €la, -]9).
Wedtug 45.(3) przedzial [a, -] jest krata zupelna, a wiec na podstawie twierdzenia
Tarskiego o punkcie stalym b = min{x € [a, ] | f(z) = z} € [a, -]. Tak wicc

b= min([a, -] N P).
Woéwcezas b = supp A 4
(1°)z € A = x<a<b, awiecbe Mp(A).
2°) Niech b’ € Mp(A). Tak wiec b’ e Pix € A = z < V. Zatem b/ € M(A),a <V,
czylid' € [a, -]NP, b b).

47%  Okreslamy odwzorowanie ¢ : S™(X) — S7(X), ktadac dla A € S~ (X) :
©(A) =X \g(Y'\ f(A)). (Okreslenie jest poprawne, gdyz f(4) € S~ (Y') C S~ (Y),
a wice Y\ f(4) € S*(V), gV \ f(4)) € S*(X') € §+(X)).

Odwzorowanie ¢ jest rosnace (... ), a wiec wedlug twierdzenia Tarskiego (za-
danie 43) ma punkt staly A € S~(X w(A), X\ A=gY\ f(A)).

); A
f(x), gdy z € A
g

Okreslamy h: X — Y, h(z) = “z), gdyzeX\A

Woweczas:
HDh: X —Y HP:INyecY :y&h(X) Gdyby y € f(A),toTz € A:y =
fgff))=> (z) € h(X) 4, zatem y € Y\ f(A), g(y) =2 € X\ A,y =g }(z) = h(z) €
h(X) %

) h: X —Y (HP:z,z€Y :x# 2z h(x) = h(z). Ze wzgledu na symetrig
sytuacji wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy « € A, z € X\ A; wowczas f(A4) 5 f(z) =
) Y\ f(4) 9).
3) Bijekcja h spetnia warunek (*).
(HP: 3)z,z € X 1z < z, h(z) > h(z).
Cztery przypadki:
(i) =,z € A Wowczas h(z) = f(z) < f(z) = h(z) 4.
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(ii) z€ A, z¢ A Wowczas h(z) = g7 (z) € g7 H(X\A) =Y\ f(4) € ST(Y), a wiec
f(z) =h(z) €Y\ f(4) 5

(i) ¢ A, z€ A Wowezas t < z€ A€ S™(z), awigcz € A 4.

(iv) =,z € X \ A. Woéwezas h(z) = g7 (z) < g7(2) = h(z) %).

48* HP: ) F : X —» S (X),Ve,y € X 2 <y = F, C F,. Wowczas
A={reX|z¢F,} CB:=J|[,adeS (X),awiecI)ze€X:B=F,.

acA
x¢g A (HP:z € A, wowczas © € B = F,, a wiec x € A 4). Zatem = € F, = B,
awiec J)a€ A:z € [-,al, i wowczas z < a, B=F, C F,, i poniewaz A C B, wiec
a€B,aeF,,ag A%

49. HP 3) f: X =5 X, [ # idx.

Vee X :x< f(r) (lemat o przesunieciu w prawo).

Poniewaz réwniez f~ : X == X, wiec Vo € X : 2 < f~(z), f(z) < f(f(z)) = =,
zatem Vo € X : f(z) =z, f =idx 5.

50. Natychmiastowy wniosek z49. (Gdyby jeszcze g : X ==Y, tog lof : X =5 X,
awiec g lo f=idx, f=g).
51. HP: A={z € X | g(z) < f(2)} # @.
Niech ¢ = min A.
Wowczas g(a) < f(a), g(a) € Im f, )z € A: g(a) = f(x), f(z) < f(a), x < a, czyli
f(z) <g(x) <gla) = f(z)
52%
1) R spojna w X
(HP: 9 z,ze X :~(z < zVz< ).

R R
Wowczas f(x) = f(2) i, poniewaz x < 2V z <z, wiec z < 2V z < z %).

R R

2) HP: 3)@ # A C X : =3a — element R-minimalny A.
@ # f(A) CY.3)b— minimum f(A).
g+ A ={aec Al f(a) =b} C A J)a — minimum A"
a€ A, H)xeA:méa, flx) < fla)VI[f(z) = fla) Az <al.

veA (HP:z g A f(z) #b= f(a), f(z) < fla), fx) <b, f(z) & f(A), x & A3).
f@y=b=f(a),z<a<xs
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Liczby porzadkowe, liczby naturalne

5.1. Wstep

Wprowadzone w rozdziale 3. liczby naturalne 0,1,2;..., jako zbiory 0 = &,
1 ={0}, 2 = {0,1}, i ogblnie n + 1 = seqn = nU {n} = {0,1,...,n} maja na-
stepujace dwie wlasnosci:

1° sa tranzytywne (r € n = = C n)
2° sg spojne ze wzgledu na relacje © € y V z = y (przynaleznosé¢ lub rownosc).
To spostrzezenie prowadzi do ogélnie przyjetej definicji liczby porzadkowej Johna

von Neumanna z roku 1928 (samo pojecie liczby porzadkowej wprowadzit Georg Can-
tor w roku 1880).

(1) E:={(z,y) |[reyVa=y}

(2) A — liczba porzgdkowa :<—= A — tranzytywna A E —spojna w A.
Tak wiec klasa A jest liczba porzadkowa wtt, gdy Vaz,y € A:xa CA A (z €y V
yexr vV x=y).

(3) Ord := {« | a — liczba porzadkowa}.

Jest to klasa wszystkich liczb porzadkowych bedacych zbiorami (Ordinal num-
bers). Latwo wida¢, ze a € Ord = seqa € Ord, a wiec 0,1,2,--- € Ord.

(4) Twierdzenie o dobrym porzqdku:
A — liczba porzadkowa = E — dobry porzadek w A AVa € A : S,(AE) = a
(wniosek z kryterium Tarskiego).

W dalszym ciggu bedziemy mowili, ze E jest naturalnym porzgdkiem w liczbie
porzadkowej A i litere E bedziemy opuszczali, piszac dla a,b € A : a < b,a < b
zamiast a § b,a E b.

Zbierzmy elementarne wtasnoéci liczb porzadkowych:

(5) A — liczba porzadkowa A B G A A B — tranzytywna — B € A (B —
E-odcinek A4, 3)a — E-minimum A\ B, B = S,(A,E) = a).

(6) A, B — liczby porzadkowe = (AGC B< A€ B) (wg (5)).

(7) A — liczba porzadkowa = A C Ord (NVrxeye€a€ A:aC A zy € A,
r<y<a,x<a,x€a.

97
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(8) Ord — liczba porzadkowa. (Tranzytywnos¢ wg (7). Spojnosé: Va, f € Ord :
aNfCa,anpBcCB,awieccwg (1) anpg=aVvVanpf=5aCBVECaiwg(6)
a<BVE<a).

(9) Ord ¢V  (HP: Ord € V; wowczas wg (8): Ord € Ord %).

Tak wiec nie istnieje zbiér wszystkich liczb porzadkowych. Klasa Ord wszystkich
liczb porzadkowych jest wtasciwa i jest jedyna liczba porzadkowa nie bedaca zbiorem
(antynomia Burali-Fortiego z 1897r.). W dalszym ciagu zamiast ,,A — liczba porzad-
kowa” bedziemy tez pisali: A < Ord (A < Ord & A € Ord VA = Ord).

(10) @ # C Cc Ord = [ C — E-minimum C.
Fael,NCCa,awieccy:=Ce€0rd.VaeC:vCa Ja e C,v = a, wiec
vyeC. VYaeC:yCa,y<a).

Zamiast (| C bedziemy tez pisa¢ min C.

(11) ¢ c Ord = |YC < Ord
(wg (8) UC < UOrd C Ord, wiec E — spojna w |JC. Tranzytywnosé¢ klasy |JC
wynika wprost z definicji pojecia liczby porzadkowej).
W tym kontekscie piszemy tez sup C := |JC, gdyz dla C € V jest: 0 = JC € Ord
oraz
1° VyelCvy<o
2° VreOrd [(VyeCvy<T) = o<7]
Natomiast jezeli C ¢ V, to |JC = Ord.

Wprowadzamy pojecie liczby porzadkowej granicznej:

(12) A — liczba porzadkowa graniczna <= O # A< Ord A Va € Ord A # seqa.
Oczywiscie klasa Ord jest liczba porzadkows graniczna.

(13) Lim := {X\ | A — liczba porzadkowa graniczna}.

(14) Lim # &
(wedlug aksjomatu nieskonczonosci klasa Univ wszystkich zbior6w uniwersalnych jest
niepusta (tu pierwszy raz korzystamy z aksjomatu nieskoriczonosci) i — jak tatwo
sprawdzi¢ — Vu € Univ : w N Ord € Lim).

Zbioér liczb naturalnych okreslamy jako najmniejsza liczbe porzadkowa graniczna.
Uzywamy podwdjnego oznaczenia:

(15) w =N :=(Lim (analogia z 0 = @).

7 powyzszej definicji wynika, ze 0 € N oraz a € N = seqa € N, a wiec 1 € N,
2eN, ...

W aksjomatyce ZFCy (A1-A8) definicje zbioru N nalezaloby zmodyfikowaé:
N = OrdN(\Lim, i woéwczas aksjomat nieskoriczonosci bytby rownowazny zdaniu
N € Ord, za$ jego negacja zdaniu N = Ord.

Natychmiastowym wnioskiem z zasady minimum dla relacji dobrego porzadku
jest zasada indukcji:
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(16) ASOrd AVaeA(aCcC = aeC) = ACC.

Drugi czton tej koniunkcji nazywamy warunkiem indukcyjnym (C' jest dowolna klasa,).

(HP: ..., A¢ C;dlaa=(A\C) =min(A\C) jest a € A\NCiVE € A\C:a <&

VE<a:£€ A e C,awiec a C Ci— namocy warunku indukeyjnego — a € C %).
Zwykle stosuje sie zasade indukcji w tak zwanej wersji praktycznej:

(17) A<Ord AN 0eC AN YaceA(aeC = seqa e C)
AVAeEANLIm (ACC = Ae(C).= AcCC.
W szczegolnosei dla A = N otrzymujemy:

(18) 0eCAVReEN(neC = seqne C).= NcCC.
(Dla a € A, o C C rozpatrujemy trzy przypadki — zerowy, sekwensowy i graniczny —
w kazdym z nich o € C).

Jest to jeden z najczesciej stosowanych tak zwanych schematow dowodzenia induk-
cyjnego. W dalszym ciggu tego rodzaju schematy bedziemy stosowali bez komentarza,
gdyz rownie latwo mozna je sprowadzi¢ do ogolnej zasady indukeji (16).

7 zasada indukcji zwigzane jest twierdzenie o definiowaniu indukcyjnym ciaggow
(skrotowo mowiac jest to twierdzenie o indukeji + twierdzenie o sklejaniu funkcji).

Ciggiem nazywamy kazda funkcje, ktorej dziedzina jest liczba porzadkowa. Ciag
a : N — V nazywamy przeliczalnym; ciag a : n — V, gdzie n € N, nazywamy
skoniczonym. Zwyczajowo ciggami nazywamy tez funkcje a : N* — V,a : I, - V
(n € N) itp.

Mowimy, ze ciag f jest zdefiniowany indukcyjnie przez H, gdy Va € Ord : f(a) =
H(f|a) — jest to tzw. warunek indukcyjny. Jesli tak jest, to dla liczby porzadkowej
agA=Domf: ACa, fla=fiV=f(a)=H(f) (naogolt H:V —— V).

(19) Lemat o jednoznacznosci:
f, g — ciagi zdefiniowane indukcyjnie przez H = f =g.
(Indukcja na a € Ord pokazujemy, ze f(«) = g(a)).

(20) Twierdzenie o definiowaniu indukcyjnym:
S={p|p-clag AVa € Domy:¢la)=H(pla)} ANf=JP .= [ - ciag okreslony
indukcyjnie przez H.
(Z twierdzenia o sklejaniu funkeji i zasady indukeji wynika, ze f jest funkcja; f jest
ciagiem, gdyz A = Dom f = [J{Dome | ¢ € &} < Ord. Jesliaw € A, to )p € & :
a € Dom g, i wowezas f(a) = (o) = H(pla) = H(f|a). Dla o € Ord\A : ma < A,
ACaiH(f)=V,bogdyby c=H(f)=V,toceV,p=fU{Aw— c} € D, a wiec
A€ Domp CDom f=AY%).

Podobnie jak dla zasady indukcji mamy rozne — latwo sprowadzalne do (20) —
schematy definiowania indukcyjnego.

Najprostszym i najwazniejszym jest

(21) Twierdzenie o definiowaniu indukcyjnym — wersja praktyczna:
Niech A bedzie liczba porzadkowa graniczna, ¢ € C, M : A x C — C,

N : U Map(\,C) = C. W tej sytuacji mowiac: ,okreslamy indukcyjnie ciag
AE€ANLim
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f A — C spehiajacy warunki (wstepny, sekwensowy, graniczny): f(0) = ¢,
Va € A f(seqa) = M(a, f()), YA € ANLim : f(A) = N(f|\)”, mamy na
mysli ciag f zdefiniowany indukcyjnie warunkiem Va € Ord : f(a) = H(f|«a), gdzie
H: U Map(o,, C) >V, HO) =c,a € AANp:seqa — C = H(p) = M(a,p(a)),
acA
A€ANLIm A p: A= C = H(p)= N(p).
Tak okreSlony ciag spelnia powyzsze warunki  (przeliczenie) i jest przez nie
wyznaczony jednoznacznie (wykazujemy indukcyjnie, ze taki ciag f spelnia warunek
Va e Ord: f(a) = H(f|a)).

(22) Twierdzenie o uniwersalnosci liczb porzadkowych:
Jezeli R — dobry porzadek w C, f — ciag okreslony warunkiem indukcyjnym
VaeOrd: f(a) =({z | * — R-minimum C \ Im(f|a)} i A =Dom f, to
(a) f: A< CAf—E-Rrosnaca
(b) BLOrd A g:B<—»C A g—-E-Rrosngca — f=g.

(Ad (a): YVa € A f(a) — R-minimum C \ Im(f|a), a wiec f : A — C,
f —E-R-rosnaca. Gdyby Im f & C, to Im f — R-odcinek C, 3) ¢ — R-minimum C'\Im f,
i wowczas Im f = S.(C,R) €V, A€ Ord,V=f(A)=ceV5
Ad (b): Wystarczy wykazac, ze ciag g spelnia ten sam warunek indukeyjny co f. Przy-
pusémy wiec, ze ) o € Ord : g(a) # ({x | £ — R-minimum C \ Im(g|o)}. Wowczas
a € B, g(a) — R-minimum C'\ Im(g|a) %).

W sytuacji opisanej przez powyzsze twierdzenie bedziemy uzywali nastepujacej

notacji i terminologii:
typ porzadkowy C wzgledem R = ord(C,R) := A
naturalna numeracja C wzgledem R = natc g := f.
Dla C C Ord piszemy ord C' := ord(C,E), natc := natcg; tak wiec ord C' < Ord
inatg : ord C = C, nate — rosnaca. a € Ord = orda = a.
Jezeli C C aw € Ord, to ordC < @« (HP: o < v = ord C. Wéwczas dla f = nate :
vy—=C,a< fla)eC Cab).

Arytmetyka porzadkowa
Dzialania dodawania, mnozenia i potegowania liczb porzadkowych +, -, " : Ord? —
Ord okreslamy indukcja wzgledem drugiego cztonu pary (o, 3) € Ord?.

(23) a+0=a,a+seqf =seq(a+p),€lim = a+8=J a+n.
n<p
Poniewaz a + 1 = a + seq0 = seq(a + 0) = seqa, wiec w dalszym ciagu dla
a € Ord zamiast seq @ bedziemy uzywali tradycyjnego zapisu o + 1.

(24) a-0=0,a-(B+1)=(a-B)+o, felim = a-f={ a7
n<p
Przyjmujemy wszystkie powszechnie stosowane konwencje notacyjne: kolejnogé
dzialan, opuszczanie zbednych nawiaséw i kropki mnozenia (tak wiec o+ 37y oznacza
a+(B-9) itp.).
Dla potegowania bedziemy réwniez uzywali tradycyjnej notacji o := o/ 3.

(25) al =1, oftl = aﬁa7 B8 € Lim = af = U o
n<p



5.1. WSTEP 101

Niech «a;, 3,7v,6 € Ord, A € Lim, m,n € N = w.

(26) 0+a =a. (Indukcja na a. Podobnie dla dalszych praw arytmetyki porzadko-
wej — indukcja wzgledem ostatniego czlonu rownosci (nieréwnosci) lub bezposrednio
z definicji).

(27) a4+ X € Lim
(28) B<y = a+f<a+y

(29) B <y = B+ a < v+ a (tunie mozna daé¢ nieréwnosci silnej; np. 0 < 1, ale
0tw=w=14+w)
(

30) (¢ +pB)+~v=a+(B8+~) (prawo przemiennosci nie jest spelnione; np. 1 +w =
w<w+1)

Bl) 0-a=0,1-a=a-1=«

(32) a 20N <y = af <ay
(33) B

33 <7 = Ba < vya (nieréwnosci silnej nie mozna tu potozyé nawet dla o # 0;
np. 1<2,alel-w:w:2-w)

(34) a#0 = al € Lim

(35) (aB)y = a(Bv) (prawo przemiennosci mnozenia nie jest spetnione; np. 2 - w =

w<w-2=w+w)

(36) a(B8+7) = aB+ay (prawo rozdzielnosci lewostronnej mnozenia wzgledem doda-
wania). Prawostronna rozdzielnosé nie zachodzi. Np. (1+1)w = 2w =w < l-w+1-w =
W+ w.

(37) J'X € Limg, n € N: a = A+ n, gdzie Limg := LimU{0}  (zadanie 10).
Natomiast « > w = n+a=a (indukcja na «).

(38) m+n,mn,m" eN, m+n=n+m, mn=nm (zadanie 11)

(39) a<pf = AyeOrd:a+vy=7;
okreslamy rdznice f —a =y, tak wiecdlaa < f:a+ (8—a) = (Zadanie 12*).

(40) Prawa dla odejmowania:
(i) a—a=0,a— 0=«

(i) « <A = A—«a €Lim

(ili) a<B<y = f-a<y—«

(iv) a< <y = v-0<y—a(alel<l<wiw—-1=w=w-0)

V) a<f =vf—-a)=yf—ya(ale 2-llw=wi2 - w—1-w=w—w=0)
(i) a+f-a=4p

(vii) da,f:a+p—-0B<aida,f:a+—F>a (zadanie 13).
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(41) Twierdzenie o dzieleniu z resztq:

B#0 = 3ANq,reOrd:a=pg+rAr<f (zadanie 14),

jednoznacznie wyznaczone liczby ¢, r nazywamy odpowiednio ilorazem i resztq z dzie-
lenia o przez (; oznaczamy [3] := ¢, a (mod j) :=r.

Zauwazmy, ze [%] =q¢g< Bg+r =a,awiea,f ENASB #0 = [%],
a (mod B) € N.

Jezeli o (mod B) = 0, czyli @ = B¢, to moéwimy, ze « jest podzielne przez 5 lub
ze [ jest dzielnikiem «, co notujemy: 8 | «, piszemy wowczas zwyczajowo % lub % !
zamiast [%]

Definicje podzielnosci formutujemy ogoélniej, dla dowolnych a, 8 € Ord:

(42) B | a <= dqeOrd: a=4q.

Relacja podzielnosci w klasie Ord ma nastepujace wlasnosci:

(i) a]0,0]aea=0

i) l|laya|lea=1

(iii) a| B8 AN B#0 = a<p

(iv) relacja podzielnosci jest porzadkiem (czeSciowym), tzn. a|a, a|8 A By =
alyv,alB AN Bla = a=0
V) alB A aly = VEneOrd: af BE+m
M) a|B = a|py N yalqp
(vii) a, 8,7, 6 €N A a|B A y|B = avy]| 56
(viii) w | A

(zadanie 15).

(43) Prawa dla potegowania liczb porzadkowych:

(i) ol =a, 1 =1, a? = aa, 2¥ = w

(ili) 1 <a = a*, \* € Lim

(zadanie 16).
Drzialania dodawania i mnozenia liczb porzadkowych uogélniamy na wiecksza liczbe
wyrazow.
Dla a € Ord; f,g: a — Ord

df=> f©eord, J[g=]]9© €0rd,

{<a {<a

indukcja na «:

(I) dlaa=0:>f=0,][g=1



5.1. WSTEP 103

) dlaa=pa+1:3>f=>fB+f(B)
[Tg=11/18-1(B)
(IT) dla @ € Lim: 3 f :EU > fl€

[Ig= ggaH glé.

(o] o0
Zamiast Y f(n) piszemy tez zwyczajowo Y, f(n) i analogicznie > f(n) itp.
n<w n=0 n=1
7 powyzszej definicji natychmiast widaé, ze:

a=1= > f=£0), [Jg=90)
a=2= Y f=fO)+/1), [[o=90)901) itd
Zamiast sumowaé po liczbie porzadkowej «, sumujemy tez po zbiorze A z usta-
lonym dobrym porzadkiem typu a, np. dlan € Nia : [, — Ord, zn: ay 0znacza
> ags1. Czesto tez uzywamy bardziej sugestywnej notacji Wielokrol;):klowej, piszac

k<n

n—1
np. 1 +2+22+4 .-+ 27! zamiast > 2%, Y 2k,
k<n k=0
Wazne jest:

(44) Twierdzenie o rozwinieciu pozycyjnym:

Va,y€OrdIkeN, &: I, > Ord, n: I, > y\1 :
v=>2

G <. <& A a=A%n 45
pare (&,7n) nazywamy rozwinieciem pozycyjnym liczby o przy podstawie v — liczby &;,
1; to odpowiednio wyktadniki i cyfry tego rozwiniecia.

(zadania 34-37).

Zbiér réwnoliczny z liczba naturalna nazywamy skoriczonym. Oznaczmy Fin :=
{z | In € N: z ~ n} — klasa wszystkich zbioréw skoriczonych (Finite sets). Elementy
klasy V \ Fin to zbiory nieskonczone. Oczywiscie N C Fin. N ¢ Fin (zadanie 40).
Zbior réwnoliczny z N nazywamy przeliczalnym. W literaturze czesto termin ,prze-
liczalny” oznacza ,skoriczony lub przeliczalny” — studiujac jakis tekst, trzeba zawsze
starannie czytaé¢ definicje (i zalozenia twierdzen). W dalszym ciagu, mowiac o zbiorze
X ze jest nieprzeliczalny, bedziemy mieli na mysli ,nieskoniczony i nieprzeliczalny”.
Dla liczb naturalnych z réwnoliczno$ci wynika rownosé:

(45) Vm,neN:m~n = m=n.
(Niech np. m < n. Indukcja na n:

I n=0. Wowczas m =0, m =n.

II n > 01iimplikacja zachodzi dla n’ < n. Przypus$émy, ze m < n i m ~ n. Woéwczas
tezm >0,awigc Nk, l:m=k+ln=I1+13f:m<n, f(k)=1 @) f:m>n
Jesli f(k) =b# 1, todlaa= f1(k): f=(f\{k—=ba—I1})U{k la b}:

m < n, f(k)=1). Wowczas flk: k1, cayik~1, k<l<n?).
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Zatem dla zbioru skoriczonego z istnieje dokladnie jedna liczba naturalna n taka,
ze © ~ n; nazywamy ja liczbg kardynalng lub mocg zbioru x i oznaczamy |z|; dla
r,y€Fin:z~y e |z| =]y

Z (38) wynika natychmiast, ze dla zbioréw skoriczonych z, y:

zNy=9 = zUyeFin A |zUy|=|z|+ |y
(46) czxyeFin A |z xy|=]z| |y

Map(z,y) € Fin A |Map(z,y)| = [y[1*!.
Ponadto:

(47) z € Fin = Pz € Fin A |Pz|=21*l (Pz ~ Map(z,2)).
Dalsze podstawowe wlasnosci zbioréw skoriczonych:

(48) x Cy € Fin = z € Fin A |z| < |y|, czyli podzbiér zbioru skoriczonego jest
skoriczony. (3)f :y < n =y, ' = Im(f|z) Cn, m =orda’ < n (por. (22)),
zatem . ~ 2’ ~m < n ).

(49) g: v —yAyeFin = z e FinAlz| <|y|. (Uogdlnienie (48): x ~Img C y).

(50) z,y € Fin = zUy € Fin A |zUy| < |z|+|y|. (Wniosek z (46)—(49), gdyz
Jg:xUy = (zx{0})U(yx{1}),np.g={t — (£,0) |t € z}U{s — (s,1) | s € y\z}).

Dla zbioréow skonczonych aksjomat wyboru (AC) jest w ZF twierdzeniem, ktore
oznaczamy ACgy:

Bl Ve eFin|[@dae = If:z>UzVyex: f(y) €y
(indukcja na |z|).
Z (51) wynika natychmiast dualny odpowiednik (49):
(52) h:x »yAzeFin = yeFin A |y < |z
(o ¢ 2z = {h{t} | t € y} C Pr € Fin, a wiec z € Fin, i wedtug ACg,
Nf:z—UzcaVtey: f(h1{t}) e hH{t}

h

h=Ht}
i wowcezas {t — f(h=Ht}) |t €y} :y — x, awiecy € Fini |y| < |z|).
Dzial matematyki zajmujacy sie szacowaniem i wyznaczaniem mocy zbioréw skon-

czonych nazywamy kombinatorykq.

Jednym z podstawowych narzedzi kombinatoryki jest zasada szufladkowa Diri-
chleta:

(563) x,y € FinAlz| > [y|Af:x—y = Ftecy|fH{t} =2
(z — przedmioty, y — szufladki, f — wkladanie przedmiotéw do szufladek)
(HP: Vt ey |f~1{t} < 1. Wowczas f:z <y, |z| = |y| %).
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Zasade te mozna wzmocni¢, kltadac w nastepniku implikacji zamiast 2 pewnag
liczbe zalezna od |z|, |y| (zadanie 39). W angielskich szkotach wzmocnienie to nosi
nazwe pigeon hole principle: jezeli do trzech dziupli (|y| = 3) wskakuje siedem gotebi,
to w co najmniej jednej dziupli beda siedzie¢ co najmniej trzy golebie (bo gdyby
w kazdej dziupli siedzialy co najwyzej dwa, to byloby ich co najwyzej szesé).

Drugim podstawowym narzedziem kombinatoryki jest zasada klasyfikacyi:

(54) AeFin AN ACFin = [JAeFin A [JA| < Y 4]
AeA
AN[VABeA:A#B = AnB=g) = |UA = X |A]] (indukcja
AcA
na |A|).

W szczegolnosci:

(55) X € Fin A Re EquXAneNAVz e X :|[z]g]| =n = |X|=|X/R| n
(teoriomnogosciowa formuta Lagrange’a).

W sytuacji (54), jezeli znane sa moce iloczynéw zbioréw z A, to mozna podaé
doktadny wzor na || JAl. Jest to tzw. formuta wlgczania-wylgczania:

(56) A,B € Fin = |AUB| = |A|+|B| - |AN B
(AUB =AU (B\ A), B=(B\ A)U(AN B)).

(57) A,B,C € Fin = |[AUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANnB|—|ANC|—|BNC|+
|[ANBNC|

(wg (56), AUBUC =(AUB)UC...).
Ogolnie:
k

N Ao,

=1

(58) nENAA: L, »Fin = | U | =Y (1) ¥ ,
k=1 k=1 a:ly N I,

gdzie zapis « : Iy S I, oznacza, ze « jest injekcja rosnaca z I, do I,,  (indukcja na n.
I.n=0,1,2, 0k II. Jeslin >3 iok dlan—1,to... (zadanie 55)).

Czestym w kombinatoryce problemem jest wyznaczanie mocy pewnych zbioréw
funkcji lub relacji. Niech k,n € N.
Wedtug (46), (47): |k x n| = kn, | Map(k,n)| = n¥, |Pn| = 2".
Oznaczmy n* = Inj(k,n).

Oczywiscie k >n = nE=0,n2=1.

(59) k<n = nE=][(n—i+1)=nn-1)...(n—k+1)
i=1
(indukcja na k).
Funkcje n® nazywamy potegq kroczqcq (dolng) o podstawie n i wyktadniku k.
W szczegolnosei dla k = n oznaczamy n! = n® (silnia, faktoriat). Tak wiec

(60) n! = |Perm(n)|; 0! =1, (n+ 1)! =nl(n+1).
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Wazna funkcjg w kombinatoryce jest symbol Newtona zwany tez wspdtczynnikiem
dwumianowym:

(}) == |Pr(n)| (czyt. ,n po k7), gdzie dla dowolnej klasy A: Py(A) := {X C A |
| X| =k}
Zachodzi r6wnosé:

n . .. . n nk
(61) nk=(}) -k (Inj(k,n) = U Bij(k, X)), a wiec (}) = 4.
X€ePr(n)
Zauwazmy, ze:

(62) k<n = (}) = g k>n = (1) =0 (wg (61)).
(63) 0<k<m = ()= () + (")

(F)aen. Pe(n) ={X € Pr(n) |lae X} U{X € Pr(n) | a & X}).
Korzystajac z (69), tworzymy t¢rdjkgt Pascala:

1 (= (o)
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

64 > () =2 (P(n)= U Peo)).

k=0

Rownosé (64) mozna tez otrzymac z ponizszej formuty dwumianowej (stad druga

nazwa symbolu Newtona), kltadac a = b = 1:
(65) Va,b,n e N: (a+b)" = > (})a"*b* (indukcja na n, lub kombinatorycznie:
k=0
(a4+b)"= S aXpXT =),
XcI,

Wsrod liczb naturalnych podstawowe znaczenie maja liczby pierwsze P =
(peN|p>1AVdeN(|p = d=1Vd=p)}={2,3,57,11,...}.

Liczby ztozone := No \ P = {4,6,8,9,10,...}.

Kazda liczba naturalna n > 2 ma dzielnik pierwszy; Vn € Ny 3p € P :p | n
(indukcja na n); skad wynika, ze zbior P liczb pierwszych jest nieskoniczony  (HP:
PeFin. 3)geP:q|[[P+1. Ale ¢ |[]P, a wiec ¢ |1 %).

Jezeli n € Ny \ P i p jest najmniejszym dzielnikiem pierwszym liczby n, to p? < n
(HP:n <p* . oz eN:n=pz,pr <p’,z <p Alex >2 (bon ¢P), a wiec
HNgeP:q|x, iwowezas ¢ |n, p<q,jednak ¢ <z <pb).

Tak wiec:

(66) Vne Ny [neP < VpeP(p?<n = pin).
Jest to najprostsze kryterium pierwszosci. Naprawde duzych liczb pierwszych
szuka sie wérod tzw. liczb Mersenne’a, to jest liczb ze zbioru {2° — 1 | p € P} NP.
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Najwieksza znana obecnie (grudzien 2018) liczba pierwsza jest 252589933
dziesietny ma 24 862 048 cyfr.
Tak zwane zasadnicze twierdzenie arytmetyki moéwi o istnieniu jednoznacznego
z dokladnoscia do porzadku rozkladu niezerowej liczby naturalnej na czynniki pierw-
sze.

—1; jej zapis

Dowdd istnienia rozktadu jest bezproblemowy  (indukcja).
Nieco trudniejszy jest dowod jednoznacznosci — mozna go przeprowadzié¢ induk-
cyjnie.

(67) VneN*"IkeN,p: I, > P(n=p1...p6 Ap1 < ... < pi).
(Przypusémy, ze n jest najmniejsza niezerowa liczba naturalna, ktéra ma dwa rézne
rozktady na czynniki pierwsze: n = p1...pr = q1---q; P1 < oo < PE, 1 < ... <
ai; (p1,--,0k) # (q1,-..,q). Wowczas pp # ¢ (wniosek z minimalnosci n), np.
pr < q.Niechn' =n—q...q—1pr =q1...q-1(q — px). Poniewaz 0 < n' < n, wiec
n' ma jednoznaczny rozktad. Jednak n’ = p1...px — q1 ... 10k = (P1-.-Dr—1 —
q1---q—1)Pk, czyli pi | n', i poniewaz py [/q1—px  (HP: pi. | gt — pr. Wowezas py. | qi,
Pe=q %), wiec 3)i € ;1 : ¢; = p.
Po uproszczeniu: p1 ... pk—1 = q1--- Gi—1Git1 - - - Q—1q1 < N, & wiec, zné6w na mocy
minimalnosci n: (p1,...,pr—1) = (15> Gi—1,@i+1,---> @), skad @ = pr—1 < pr. 9).
Oznaczajac dla n € N* i p € P: v,(n) = stopieni podzielnosci n przez p :=
najwieksze k € N takie, ze p* | n, mozemy, na mocy (67), liczbe n zapisa¢ w po-

staci kanonicznej: n = [] p*»™), iloczyn ten jest tylko pozornie nieskoriczony, gdyz
peP
vp(n) = 0 dla prawie wszystkich p € P.

Na przyklad 10! = 28-3%.52.7, i ogdlnie (formuta Legendre’a): vy(n!) = . [Z]

P
keN*
(sumujemy jednokrotne, dwukrotne itd. wystapienia liczby p w iloczynie n! = 1-2-
Dla a,b,c € N*:

(68) albeVpeP:yyla) <pb)

(69) (a,b) = najwickszy wspolny dzielnik a i b = [] p*»(@"e (),

peP
(avb’ C) — H pr(a)mVp(b)mVp(c) itd.
peP
Analogicznie:

(70) [a,b] = najmniejsza wspolna wielokrotnos¢ a i b = [] p*»(@Vw»(®)
peP

Jezeli oznaczymy przez D(a) ogot dzielnikow liczby a: D(a) = {d € N | d|a}, to

(71) [D(a)| = HP(Vp(a) +1)
pe
(a,b)=1<=VpeP:=(planp|b) < > vy(a) vp(b) =0 (a, b pierwsze wzgledem
peP
siebie).
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Ostatni czlon tej rownosci usprawiedliwia (odwolanie do iloczynu skalarnego)
wygodna notacje:
alb & (a,b) =1 (|Graham... 02, s. 139]).

Dla uzupetnienia mozna by potozyé:
al|lb:= VpeP:(plaespl|d).

Relacja || jest rownowaznoscia w N* i spelnia warunek

Va,bceN* :a||b AN alc = blec
Z zasadniczego twierdzenia arytmetyki (67) natychmiast wynika wazny fakt:

(72) Va,b,c,e N*:a|bcAa Lb = a|c

P. Fermat przypuszczal, ze liczby F,, = 22" 41, nazwane pozniej liczbami Fermata,
sa pierwsze — pie¢ poczatkowych liczb Fermata to liczby pierwsze: F' = {0 — 3,
1 — 52— 17,3 — 257,4 — 65597,...}. Jednak, jak pokazal Euler — F5 ¢ P
(Fs =232 4+1=232422.51_(228.51 1) =228.641 — (2!4-52+1)(27-5—1) - 641).

Obecnie przypuszcza sie, zen > 5 = F, € P.

Indukeyjnie tatwo udowodni¢ wzoér rekurencyjny:

Z powyzszej formuly wynika, ze liczby Fermata sa pierwsze wzgledem siebie:

Whioskiem z (74) jest nieskoriczono§¢ zbioru P, jak rowniez oszacowanie od gory
liczb pierwszych przez liczby Fermata:
Oznaczajac p = natp = {0 — 2,1 — 3,2 +— 5, ...}, bedziemy mieli:

5.2. Tematy

1. Zredagowa¢ dowody podstawowych wiasnosci liczb porzadkowych (twierdzenie
o dobrym uporzadkowaniu (4), prawa (5)—(11)).

2. Oznaczmy przez T klase wszystkich zbiorow tranzytywnych; T = {z | x C Pa} =

(i) Czy prawdziwe jest twierdzenie:

ccT = U C- klasa tranzytywna?

(ii) Dla ustalonego zbioru z okreslamy indukcyjnie ciag s : N — V; sg = =,
Vn €N:spp1 =Jsn. Niech z =, cn 5n-

Wykazaé, ze T jest najmniejszym zbiorem tranzytywnym zawierajacym zbioér z,
tzn.x Cz,z €T, VyeT :x Cy = T Cy.

Zbior T nazywamy domknieciem tranzytywnym zbioru x i oznaczamy tez TC(x)
(Transitive Closure); zachodzi rownowaznosé: x € T < z = T.
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(iii) Wykazac, ze:
Ve,y:x CZ,z=2,cCy = T CY.
Powyzsze trzy wtasnosci oznaczaja, ze funkcja
TC={x—z|zecV}:VV
jest operacja domkniecia w klasie V wszystkich zbioréw.
(iv) Udowodni¢ Zasade regularnosci (analogon Zasady minimum; por. rozdz. 4 (37)):
A#@ = JacA:aNA=0 (A - dowolna klasa).
Wskazowka: Rozumujac nie wprost, dla ustalonego a € A wziaé¢ zbior a N A # O,
wowczas . . .
3. Klase A nazywamy sekwensowo domknietq, gdy spelnia warunek:
FdeA N Vae A:seqx € A.
Oznaczmy przez H ogol zbiordow sekwensowo domknietych. Wykazaé, ze N = (| H.

4. Dane sg ciagi zbiorow A,B : N — V. Zbadaé¢ zaleznos¢ miedzy zbiorami
N (A \Bn)i N Ax\ [\ Bn. Kiedy zachodzi réwnosé¢? Podaé¢ mozliwie najprostszy
neN neN neN
przyktad inkluzji silnej. (por. zadanie 3.8).
5. Wykazaé, ze jezeli A jest liczba porzadkowa i f: A— AorazV a € A: f(a) € a,
to f = idA.
6*. Uogolni¢ twierdzenie z zadania 3.21 w przypadku taricucha zamknietego n funkcji,
n € N*:

f1

P —>e

Yoo
PN

7. Wykazac, ze V A, B (A C B C Ord = ord A < ord B).

8. Oznaczmy Limy := LimU{0} = {a € Ord | V3 € Ord : a # seqf} — liczby
graniczne w SzZerszym sensie.
Udowodni¢, ze:
a€Llimy < a=e«,
Va € Ord [a ¢ Limg & a=seqJa|’

Tak wiec dla a € Seq := Ord\ Limg — liczby sekwensowe, |« jest poprzednikiem
liczby a.
9. Naszkicowaé¢ dowody praw (26)—(36) arytmetyki porzadkowe;j.

10. Udowodnié¢ prawo (37) (dla a € Ord liczby A € Limg i n € N takie, ze « = A+n,
nazywamy odpowiednio cze$cig graniczng i czescig naturalng liczby porzadkowej ).

11. Udowodnié¢ (38), to jest wlasnosci dziatan na liczbach naturalnych.
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12* Poda¢ $cisty definicje roznicy 8 — « (o, 8 € Ord) i uzasadni¢ ja (por. (39)).
13. Udowodnié¢ wlasnosci (i)—(vii) odejmowania z (40).

14. Udowodni¢ twierdzenie o dzieleniu z reszta (41).

15. Udowodnié¢ wlasnosci (i)—(viii) relacji podzielnosci z (42).

16. Udowodni¢ wlasnosci (i)—(viii) potegowania z (43).

17* Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb porzadkowych a, 3,7, jezeli w® = 8+ 7, to
B =w* lub v = w®.

18. Opisa¢ bardziej formalnie i uzasadni¢ algorytm Euklidesa wyznaczania najwiek-
szego wspolnego dzielnika (a, §) dwu niezerowych liczb porzadkowych a i 3. Polega
on na dzieleniu jednej liczby przez druga, i jezeli otrzymujemy niezerowa reszte, to
dzielimy druga liczbe przez te reszte, uzyskujac kolejna mniejsza reszte itd. Ostatnia
niezerowa reszta bedzie n.w.d. danych dwu liczb. (22 533,42 439) =?

19. Czy jest prawda, ze dla zbioru dobrze uporzadkowanego Y i odwzorowania
f : Ord — Y relacja R okreslona w klasie Ord tak jak w zadaniu 4.52*, a miano-
wicie

aRB = fla) < f(B) V [fla)=/f(B) N a<p],
jest dobrym porzadkiem w Ord?

20* Podaé¢ przykltad nieizomorficznych (niepodobnych) posetow X i Y, z ktorych
pierwszy jest podobny do prawego odcinka drugiego, za$ drugi do lewego odcinka
pierwszego (por. zadanie 4.47*).

Wskazowka: w posecie P = (N2, R), gdzie dla a, b, ¢, d € N : (a,b) % (¢,d) &

a=c A b<d, ustalic¢ dwa podzbiory X, Y C N? i potraktowaé je jako posety
z porzadkiem indukowanym z P.

21. Ograniczajac sie do liczb naturalnych, mozna w definicji indukcyjnej potegowania
przestawi¢ czynniki w kroku sekwensowym (mnozenie w N jest przemienne).
Tak wiec dla a,b € N mozemy napisaé:

=1, t=qa-d.

0
Nazywajac mnozenie liczb naturalnych potegowaniem rzedu 0, a AN'b = ab, zas

1
zwykle potegowanie — potegowaniem rzedu 1, a Ab = a Ab = a®, otrzymamy zapis

1 1 0 1
anN0=1, aA(b+1)=aA(aAD).
Wedlug tego schematu mozemy dla n € N okresli¢ indukcyjnie potegowanie rzedu
n, kltadac dla a,b € N:
0
aNb=ab

n+1 n+1 n n+1
a'A0= 1, a A b+ =aANn(a A b). ([Conway... 99, s. 71]).

(i) Wyjasni¢, dlaczego bez przestawienia czynnikow w kroku sekwensowym otrzy-
maliby$my dla n > 2 dzialanie trywialne.
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(i) Udowodni¢, ze dla a,b,n € N:

) b>1 = a?\bza“}/b

\

2) afhl=a

3) n=21,b>22 = a?\b:anxl(anxl(...(anxla)...))
b wystapien litery a

4) 2/A2=4

5) n>1= 1Ab=1

1, gdy2|b

6) n>2 = 0Ab=
0, gdy21b.

(ili) Ktadacdlan e N: A, =n A n, otrzymamy cigg Ackermanna, ktory jest reku-
rencyjny (obliczalny w intuicyjnym sensie wedtug tzw. tezy Churcha — $cista definicja
np. z wykorzystaniem zasady minimum), ale nie jest pierwotnie rekurencyjny (primi-
tive recursive — zamiast zasady minimum przyjmujemy tzw. schemat rekursji prostej,
czyli definiowanie indukcyjne z przejsciem n — n+1), gdyz ,za szybko rosnie” (mozna
wykazaé, ze w pewnym sensie majoryzuje wszystkie funkcje f : N — N pierwotnie
rekurencyjne).

Podaé¢ wartosci A,, dla n < 4.

22. Udowodnié, ze dla n € N:

(a) 4|52 +7,8[52"" +7

(b) 8|5+ +23" 11

(c) 13]42n+1 4 gn+2

(d) 25]4-6"+5n—4

(e) aeN* = a®|1+ (a+1)"(na —1).

23* Okreslamy indukeyjnie ciag a : N — N, ag = 2, a1 = 2%.
Wykazaé, zen > 2 = 7| a, —2.

24*. Wykazaé, ze dla liczby naturalnej n > 3:

nt+l " n L(n+1)
/nf > (n+ 1)("+1%.

Wskazowka: sformutowaé temat bardziej formalnie, a nastepnie znalezé ogolniejsza
formute, z ktorej nasza nieréwnos$é¢ bedzie natychmiastowym wnioskiem i ktorej in-
dukcyjny dowdd nie sprawi wiekszej trudnosci.

25. Niech A,B € V, R — dobry porzadek w A, S — dobry porzadek w B,
a=ord(4, R), f =ord(B,S).
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Wykazaé, ze:
1) jezeli ANB = @, torelacja T = RU(A x B)US jest dobrym porzadkiem w AU B
ia+p=o0rd(AUB,T)
A B

r——>— O —>— 0
2) relacja T = {((z,y),(2,t)) € (Ax B)? | y S tV(y=tAz<z)} (porzadek leksy-
R

kograficzny prawostronny indukowany przez porzadki R i S) jest dobrym porzadkiem
wAXx Biaf=ord(Ax B,T).

NEN)

26* Niech 0,0 €O0rd,d={p:a—=f|In<w,s:n=saVi<a:pl) #£0&

¢ € Im s}; mowimy w tej sytuacji, ze funkcja ¢ : o — [ znika prawie wszedzie; zbior

skoniczony Im s C « nazywamy jej suportem albo nosnikiem i oznaczamy supp ¢).
W zbiorze @ okreslamy relacje T = {(p,1) € @? | ¢ = YV Iy < a : p(y) <

YY) AV y<e<a 9(§) = ¥(E)}-

B
¥ (v) . R
¢(7) . '

bt - o
Wykazacé, ze T jest dobrym porzadkiem w ¥ i 3% = ord(®, T).
27. Udowodnié, ze dla «, 8 € Ord:

(i) af= ;Ba
i) a#0 = o =[] o

n<p

28. Dla ciagu a : A — Ord, gdzie A\ € Lim, okreslamy granice lima = %lﬂ)l\ ag¢ =
<

[(Ha€Ord" |VB<adp<AVpu<{<A:B<ac<a} (Ord"=Ord\l).
Wykazaé, ze:

(i) granica ciagu, jezeli istnieje (to znaczy lim a # V), jest wyznaczona jednoznacznie,
awiecVaeOrd":lima=0a <= V<adp<AVu<{<A:f<a<a
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(i) Jezeli ciag a : A — Ord jest silnie rosnacy, a : A Ord, to lima = supas =
£<A

U ag € Lim.

£<A

(iii) A € Lim, a: A Ord, lima =q, f: @ Ord = lim f = lim(f o a).

29. Dla liczby porzadkowej granicznej A (A = Ord vV A € Lim) ciag f : A — Ord
nazywamy normalnym, gdy:

(i) jest silnie rosnacy, co bedziemy oznaczaé¢ f : A Ord
(i) VA € ANLim : %lﬂ)l\ f(&) = f(N) (mowimy w tej sytuacji, ze funkcja f jest ciggla).
<

Wykazaé, ze ciag normalny f : Ord — Ord ma dowolnie duze punkty state, zwane
tez krytycznymi. Dokladniej, jezeli @ € Ord i f(a) # a (a wiec o < f(a) na mocy
lematu o przesunieciu w prawo), to najmniejszy punkt staly 8 > « otrzymujemy jako
granice ciggu silnie rosnacego a < f(a) < f(f(a)) < ...

Czy twierdzenie powyzsze pozostaje w mocy dla ciaggu normalnego f : A — A,
A € Lim?

30. Udowodni¢, ze ciagi w+ €, wé, wé (€ € Ord) sa normalne. Ciagi te maja wiec do-
wolnie duze punkty state — dla kazdego z nich naturalna numeracja punktow statych
jest okreslona na klasie Ord wszystkich liczb porzadkowych. W szczegdlnosci numera-
cja klasy punktow statych ciggu € — w® oznaczana jest tradycyjnie litera ¢ — liczby
£ (a € Ord) nazywamy epsilonowyms.

Wyznaczy¢ najmniejszy punkt staly kazdego z tych ciagow.

31. Udowodnié¢, ze dla ciagu normalnego f : Ord — Ord naturalna numeracja
g = natc Ord — Ord klasy C' punktow statych ciagu f jest ciggiem normalnym.

32. Dany jest ciag normalny f spelniajacy warunek:
f(0)=1 AN YVa,8€0rd: fla+p) = fla)- f(B).

Wykazaé, ze istnieje jednoznacznie wyznaczona liczba porzadkowa -~ taka, ze
YV a€Ord: f(a) =~%; przy czym v > 1.

33. Dlan < w:

(i) 1+24+22+...42"=7

(i) 1+w+w?+...+w =7

i) 1-1+2-24+3-224+...+(n+1)2"= Y (k+1)2k =7
k=0

n
(iv) 1424+34...4+n=> k=72

Wskazéwka: Oznaczy¢ S, = k i sumowacé obustronnie ré6wnosé (k+1)? = k?+2k+1

k=1
dlak=1,...,n

(v) 1422432 +...+n?2= > k?=7
k=1
Wskazowka: Postepowad jak w (iv), wykorzystujac rownosé (k+1)% = k*+3k*+3k+1.
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n
(vi) 1422432 +.. . +n2= > k=7

k=1
W kazdym z powyzszych przypadkéw nalezy uzyskaé tak zwana zwarta postaé (por.
[Graham... 02, s. 17]).

34. Udowodnié, ze dla danego rozwiniecia pozycyjnego niezerowej liczby porzadko-
wej o

a=7"n o (72 2,6 <. <&, 0 < <, zob. (44))

zachodzi nieré6wnosé:

Ek—1

I T AU/

Wskazowka: zastosowaé indukcje wzgledem k= 1,2, ...

35. Dana jest liczba porzadkowa v > 2. Dla dowolnej liczby porzadkowej o ozna-
czamy przez T(«) najmniejsza liczbe porzadkowa 7 taka, ze a < A7; 7(a) =
({7 €0rd|a<~"} (liczby takie istnieja, gdyz a < v* < y*T1).

Liczbe 7(«) nazywamy rzedem wielkosci liczby « przy podstawie v. Wykazac, ze
jezeli a # 0, to 7(«) € Seq, czyli 7(a) =& + 1, gdzie £ = |J7(a).

Wykazaé, ze jezeli dane jest rozwiniecie pozycyjne (£,n) niezerowej liczby « przy
podstawie ~,

=%, 4+ ... +7%n  (zob. (44)),
to () = & + 1.
36. W zastosowaniach wazne sa rozwiniecia przy podstawach 2 i w. Przejscie od
jednej z tych podstaw do drugiej jest tatwe, gdyz zachodzi réownosé 2% = w.
a) Rozwina¢ przy podstawie 2 liczbe:
a=w’ 3+w? 2+w.

b) Rozwina¢ przy podstawie w liczbe:
B =221 4292 429 1 22 4 21 20,

37. Udowodni¢ twierdzenie o rozwinieciu pozycyjnym (44). Wskazowka: zastosowac
indukcje wzgledem 7 = 7(a) = ({7 € Ord | @ < 77} (por. zadanie 35).

38% Dlam € N okreslamy indukcyjnie cigg Goodsteina o poczatkum, a = a:N— N,
I ag=m

IT jesli n > 1, to checac obliczy¢ a,, bierzemy tzw. petne rozwiniecie a,_1 przy pod-
stawie n + 1. Polega ono na tym, ze w zwyklym rozwinieciu rozwijamy wykladniki
wieksze od n+1, z uzyskanymi rozwinieciami postepujemy analogicznie itd., az otrzy-
mamy zapis, w ktorym nie wystepuja liczby wieksze od podstawy. Nastepnie kazde
wystapienie podstawy, czyli n + 1, zamieniamy na n + 2. Wreszcie od wyniku odej-
mujemy 1, przy czym odejmowanie traktujemy w sensie zredukowanym, np. 0—1 =10
(por. zadanie 7*).
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Na przyktad siedem pierwszych wyrazow ciagu Goodsteinaopoczqtku4(a:é),to:
a0:4:22
a1 =3-1=26=232-24+3.-24+2
ag=4%-244-242-1=41=4%>-2+4-2+1
az=>5%>-2+5-2=60
ay=62-2+6-2—-1=83=62-24+6+5
as=T*24+7+4+5-1=109="72-2+7+4
ag =8%-2+8+3=139.

a) Wyznaczy¢ siedem pierwszych wyrazow ciagu a
b) Poda¢ scista i bardziej formalna definicje ciagu Goodsteina o danym poczatku.

Wskazowka: Okresli¢é najpierw indukcyjnie funkcje S : N x No — N, S(x,n) = wynik
zastapienia w pelnym rozwinieciu = przy podstawie n wszedzie n — n + 1.

¢) Nagladujac definicje funkeji S z punktu b), okreslamy dla ustalonej liczby natural-
nej n > 2 ciag f, : N — Ord

@) fu(0)=0

(IT) jezeli 1 <@ =ns -mp + ... +ns -, gdzie & < ... < & < w, 0 < < ndla
i € Iy, to fol(x) = w/mE) oy 4+ 4 w/(E) g

Wykazaé, ze:

VneNg,zeN: fr(x) = fnp1(S(z,n)).

d) Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 ciag f, : N — Ord okreslony
w punkcie ¢) jest silnie rosnacy.

Wskazowka: W rozwinieciu pozycyjnym liczby @ € N; przy podstawie n dopuscié
cyfry zerowe: xt =n" -, +...+n-a1 +ag, gdzie Vi < r: a; <n, a, # 0, 1 wéwczas
fn(z) = win (). ay+ ...+ win (). aq + ag.

e) Udowodni¢ twierdzenie Goodsteina:

VvmeNIneNa, =0, gdzie 4a=a:N—=N jest ciagiem Goodsteina o po-
czatku m.
Wskazowka: Dowodzi¢ nie wprost. Zbadaé¢ monotonicznosé ciggu b : N — Ord,
by = fn+2(7gz,n)
KOMENTARZ: Twierdzenie to udowodnit R.L. Goodstein w roku 1944 (J. Symb. Logic
9, 33-41), uzywajac rozwinie¢ pozycyjnych przy podstawie w. W roku 1982 J. Paris
i L. Kirby udowodnili jego niezalezno$é¢ od arytmetyki Peana — wykazali, ze ist-
nieje niestandardowy model arytmetyki PA, w ktérym twierdzenie Goodsteina nie
jest prawdziwe.

f) Na mocy e) uzyskujemy cigg ¢ : N = N, ¢, = min{n € N | @, = 0}; jego
poczatkowe wyrazy to: 0, 1, 3, 5. Wyznaczy¢ c4.

Wskazéwka: Dla a = a wyznaczyé k > 0 takie, ze ar, = (k + 2)2, a nastepnie | > k
takie, ze a; =1 + 2.

KOMENTARZ: Mozna dowies¢, ze ciag ¢, podobnie jak ciag Ackermanna (zadanie 21),
jest rekurencyjny, ale nie pierwotnie rekurencyjny.
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39. Udowodni¢ nastepujace wzmocnienie zasady szufladkowej Dirichleta:
Jezeli z,y € Fin, || =m > n = |y|, oraz f : x — y, to istnieje ¢ € y takie, ze:

_ n dy n | m
L > n)=4n g
S ) =y R

Inaczej, p(m,n) = [2] := min{k € N | m < nk} (czesé catkowita gorna).

Na przyktad (Pigeon Hole Principle); ¢(7,3) = 3.
40. Wykazaé,ze z € Fin = VyCz (y~z = y==x).
Implikacja w przeciwnym kierunku zachodzi w ZFC, to jest po przyjeciu aksjomatu
wyboru (AC). W ZF zbiory speliajace warunek z nastepnika nazywamy skoriczonymi
w sensie Dedekinda. Kazdy zbior skonczony jest skoriczony w sensie Dedekinda. Zbior

N nie jest skoriczony (jest nieskoriczony), gdyz nie jest skoriczony w sensie Dedekinda.
(2N:={2n|n e N} ={0,2,4,...} & N, 2N ~ N).

41. Oznaczmy D = {z |Vy Cz (y ~x = y = x)} — zbiory skonczone w sensie
Dedekinda (zadanie 40) Fin C D.
Wykazaé, ze dla dowolnego zbioru x:

(i) zeD = ~Fs:w—=zx
(ii) reD = PxCD
(iii) Pr €D = xz€D.

42. Warunek, aby zbior = byt skoniczony w sensie Dedekinda, mozna zapisa¢ w postaci
réwnowaznej:

() Viio—a(f:z—»a).
Warunek dualny do (*):
(o) Vgix—»x(9:0— 1)

jest rowniez warunkiem koniecznym skonczonosci zbioru x (zbiér x speliajacy waru-
nek (o) nazywamy skoriczonym dualnie w sensie Dedekinda). Udowodnié¢ ten fakt.

43. Dla k € N*, n € N znalez¢ liczbe rozwiazai w liczbach naturalnych:
a) nieréwnosci 1 + ...+ xr < n
b) réwnania x1 + ...+ z = n.

Wskazowka:

k
oznaczajac Ok = [Aknl, Akn ={x: Ity = N| Y z; <n}
i=1

k
Bk = |Brnl, Bin ={z : I = N| > z; =n}
=1

zbadaé odwzorowanie

J
f:{xH{in+j|j€Ik}---}5Ak,n—>PIn+k-

i=1



5.2. TEMATY 117

44. Wykorzystujac poprzednie zadanie 43, wykazad, ze:
" j 1
Vm,n € N:Z (m—i—z) = (m—i—n—i— >
= m m+1
Udowodnié¢ powyzsza réwnosé indukeyjnie. (Jest to tzw. wzdr na réwnolegte sumowa-
nie, por. [Graham... 02, s. 202]).
45. Liczbe relacji rownowaznosciowych w I, (n = 0,1,...) nazywamy n-ta liczbg
Bella; B,, ;== |Equl,|. Oczywiscie By = 1. Znalez¢ wzor rekurencyjny na B,, (n > 1)
i obliczy¢ B, dla 1 <n < 5.
Wskazowka: B, = |Part I,,|. Jezeli n > 1, to n € I,; klasyfikujemy podzialy zbioru
I,, ze wzgledu na moc roéznicy & \ {n}, gdzie & jest warstwa podziatlu taka, ze n € &.
46. Dla k,n € N liczbg Sterlinga drugiego rodzaju nazywamy liczbe podziatow zbioru
n-elementowego na k czesci; {ﬁ} := | Party I,|, gdzie dla zbioru X, Party X :=
{A € Part X | |A| = k} (liczba Sterlinga pierwszego rodzaju [}] to liczba permu-
tacji zbioru n-elementowego majacych rozktad na k permutacji cyklicznych).
Oczywiscie {7} =1,n>1 = {5} =0A{1} =1 k>n = {}} =0

(a) Wykaza¢, ze n >2 = {5} =2""1—1.
(b) Dla k,n > 1 znalezé dwa wzory rekurencyjne na {Z}, dzielac zbior k-elementowych
podziatow A zbioru I,, na dwa rézne sposoby:

1°) ze wzgledu na moc zbioru A € A takiego, ze n € A

2°) Party I, = {A| {n} € A} U{A | {n} & A}.
Narysowaé odpowiednik trojkata Pascale dla {Z}, n,k < 5.
47. Liczba wszystkich relacji w zbiorze I,, (n =0,1,2,...) réwna jest |PI2| = on*,
Ile jest w I, relacji:

a) zwrotnych?

b) symetrycznych?

o

) zwrotnych i symetrycznych?

o

) antysymetrycznych?

IR

) zwrotnych i antysymetrycznych?
) spojnych?

) spojnych i antysymetrycznych?
) liniowo porzadkujacych?

= 0”3

i) przechodnich, dla n = 27 (Nie znamy zwartej formuly dla liczby 7,, relacji
przechodnich w zbiorze n-elementowym; wartosci 7,, dla matych n znajdziemy, np.
w oeis.org//A006905).

48. Porownujac punkty g) i h) w poprzednim zadaniu otrzymujemy nieréwnosé:

TL2—TL

VneN:n!l<2 2 .

Udowodni¢ ja indukcyjnie.
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49. Dla n € N obliczy¢:

an=Y |Xl, Bu= D IXNY], wm= D |XNY]

XClIn X, YCI, X, YCI,
X#£Y

50. Wykazaé, ze dlan € N*:

f(n) :=min{k eN|VACPI,IABecA: ANB=0g}=2"""41.

Al =k A+#+B

Wskazowka: Wykorzystaé zasade szufladkows Dirichleta.
51. Dla naturalnego n okreslamy n!! (i analogicznie n!!!, n!#,...), ktadac 0!! = 1!l =1,
n=2 = nll=(Mn-2)!1n
a) Wykazaé, ze:
n

2|n = nll=2%. !

5 )"
(n+1)!  (n+1)
(n+1DI— onft . (L)1
b) Wykazaé, ze dla n, k € N*:

LIRS n*(n + 2k — 1)1
[+ =" 2

i=1j=1
(por. zadanie D1.24 z [Marek... 75, s. 133]).

2¢n = nll=

52. Dla n € N* ile jest liczb n-cyfrowych (w dziesigtnym systemie pozycyjnym)
o wszystkich cyfrach réznych?

53. Dla n € N* wypisujemy liczby 1, 2, 3, ..., 55...5. Niech «, oznacza liczbe
wystapien cyfry 9 w powyzszym ciagu. n
a, =7

Wypisa¢ wartosci a,, dla n < 5.

54. Warunek z zadania 40 nie okresla klasy Fin zbioréw skonczonych w ZF — jest to
tylko warunek konieczny (zob. np. [Herrlich 06]). Warunek konieczny i wystarcza-
jacy (w ZF), nie angazujacy liczb naturalnych, podat w roku 1924 A. Tarski:

VX (XeFneVo#£ACPX IM - element maksymalny A).
Udowodni¢ te rownowaznosé.

55. Zredagowa¢ rachunek z kroku indukcyjnego dowodu formuly wlaczania—wyla-
czania w postaci ogolnej (59). (Potrzebna jest tu umiejetnosé operowania sumami
skoriczonymi — poleci¢ mozna np. [Graham... 02, rozdzial 2.3.]).

56. Dla k,n € N wyznaczy¢ ay,, = |Sur(k,n)|; as3 =7
n

Wskazowka: ay, = |Sur(ly,Ip)|, Sur(ly,I,) = Map(ly, I,) \ U A;, gdzie A; =
i=1

{f:Irx — I, | i € Im f}. Zastosowaé ogolna formute Wl@czaniafwy_lqczania (59).
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Dla kontroli mozna policzy¢ a3 (ogolniej a,+1.4,), stosujac zasade szufladkowa
Dirichleta (53).

57. Udowodni¢ whasnosci (66)—(68) liczb Fermata: F,, = 22" + 1.

58. Udowodnié¢, ze dla p € P funkcja v, : N* — N spelnia warunki:

(a) vp(a-b) =vp(a) +vp(b), a|b = Vp(g) =vp(b) — vp(a)

(b) vp((a,b)) = vp(a) Nvy(b)

(©) vp([a,b]) = wpla) U vy (b)

() vpla+b) > vy(a) Oy (b).

59. Udowodni¢, ze jezeli funkcja v : N* — N ma wlasnosci (a) i (b) z zadania 58, to
v=01lubv==Fk- v, dla pewnych k € N*, p € P.

60" Niech p e P; k,ne N, 1 <k <p"—1 (awiec vp(k) < n).

n

Wykazac, ze v, <(pk )) =n — (k).
Wskazowka: Wykorzystaé formule Legendre’a: v,(n!) = 3 [nl} (rp(nh) = 3 ay,
j i=1

=1

gdzie a; = |{i € I,, | p¥ -i < n}| = [nlb
p

61. Niech p,q beda kolejnymi liczbami pierwszymi; p,q € P, p < ¢, Vn € N (p <
n <q = n ¢&P). Wykaza¢ dla liczby naturalnej n takiej, ze p < n < ¢* zachodzi
réwnowaznosc:

neP < Ja,beN(n=a—>b, a LD, Hr|ab).

reP
r<p

62. Udowodnié¢ ponizsze kryterium skoniczonosci zbioru X (por. zadanie 54):
XeFn <= 3f: X > XVo#£ACX: f(A) ¢ A

Wykazaé, ze funkcja f w prawej stronie tej rownowaznosci jest permutacja cykliczna
zbioru X.

63. Udowodni¢ (w ZF), ze:

(a) W lancuchu (zbiorze liniowo uporzadkowanym) X skoriczonym i niepustym ist-
nieje element najwiekszy (najmniejszy).

(b) W posecie X skoriczonym i niepustym istnieje element maksymalny (minimalny).

(¢) Jezeli w posecie skoniczonym X element a jest jedynym elementem maksymalnym,
to jest on elementem najwiekszym w X. (Zalozenie skoriczonosci zbioru X jest istotne
— por. zadanie 8).

64. Na mocy 63(a) (poprzednie zadanie)
Fin C T ={X |V R (R — porzadek liniowy w X = R — dobry porzadek w X)}.

Zbiory nalezace do klasy T nazywamy skoriczonymi w sensie Tarskiego.
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Wykazac (w ZF), ze:
Fin=7T <= V X 3R - porzadek liniowy w X.
(por. zadanie 6.6).

65. Udowodni¢, ze jezeli w posecie X podzbiory A i B sa dwoma réznymi taricuchami
maksymalnymi, to

Jae Abe B:a lb,

gdzie dla a,b € X zapis a | b oznacza, ze elementy a, b sa nieporéuwnywalne;

alb: <= -(a<b V b<a).

66*. W zbiorze F podzbioréw skoriczonych zbioru N = {0,1,2,...} (F = FinNPN)
okreslamy relacje

A< B <<= A=B V max(A—-B) e B.

(i) Wykazaé, ze tak okreslona relacja jest dobrym porzadkiem w F i ustawi¢ w tym
porzadku wszystkie elementy zbioru P3 (jest ich 23 = 8).
(ii) Wykazaé, ze ord(F, <) = w.
Wskazowka: Zauwazyé¢, zedla A, B € F: @ < Aoraz @ # A < B = max A < max B.
67. Cigg kumulacyjny V : Ord — V okre$lamy indukcyjnie: Vy = @, V11 = PV,,
Aelim = V= Ve

E<A
Wykazaé, ze dla o, 8 € Ord, A € Lim:
(a) V., € T = klasa wszystkich zbioréw tranzytywnych (zadanie 2)
(b) a< B = V,eVs
() a<pf = V,CVp
(d) o€ Va+1 \Va
(e) V., € Univ, V,, = () Univ
(f) V2 C Vi, VE C V.
68. Udowodnié¢ twierdzenie o wypetnieniu:

U Vo =V, gdzie V jest ciagiem kumulacyjnym z poprzedniego zadania.
aeOrd

Wskazowka: W dowodzie nie wprost wykorzystaé zasade regularnosei (zadanie 2).

69. Na mocy twierdzenia o wypelnieniu (zadanie 68) kazdej klasie A mozna przypo-
rzadkowaé indeks:

p(A) :=(VaeOrd| ANV, # 2}.

Wowezas:
A#@ = p(A)eOrd N ANV, #2 AN VBeOrd: ANV # @ = p(A) < B
tak wiec niepustej klasie A przyporzadkowaliSmy kanonicznie niepusty podzbior
A= An VP(A)'
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Mozemy teraz okresli¢ funkcje m : V — V, ktora kazdemu zbiorowi = przyporzad-
kowuje jego moc, inaczej liczbe kardynalng
m(z) = {y |z ~y}",
gdzie ~ jest relacja rownolicznosci w klasie V (zadanie 4.5), a nastepnie klase liczb

kardynalnych C := Im(m). (UwaGA: Caly czas pracujemy w ZF — nie korzystamy
z AC).

(a) Wykazaé, ze V,y:z~y = m(zx) =m(y).
(b) Okresli¢ w klasie C relacje porzadku (czesciowego) ,,<” tak, zeby V z,y : x Cy =
m(z) < m(y).

(¢) Okresli¢ w naturalny sposob w klasie C dziatania arytmetyczne: dodawanie, mno-
zenie, potegowanie. Ich wlasnosci?

70. Po odpowiednim utozsamieniu mozna przyjac, ze N C C, gdzie C jest klasa liczb
kardynalnych w sensie zadania 69. Dlaczego?

71. Korzystajac z twierdzenia o wypelnieniu (zadanie 68) okresla sie tez funkcje rangi
(rank function) rk : V — Ord,

rtkz = m{a € Ord |z C Vu}.
Dla niepustej klasy A wyrazi¢ p(A) za pomoca funkcji rk.
72. Wykazaé, ze dla o € Ord i dowolnych zbioréw x, y:

(a)  C Vikay, 2 CVy = tkz < a

(b) x Cy = rka <rky

(c) Vo ={z|rkz < a}

(d) zey = rkz <rky

(e) tkV, =«

() Vag1 \ Vo ={z | tkz = a}

(g) tka=«

(h) tke=0e2=0, tke=1sr=1

(i) tkPx =rk{z} =rkaz+1

() tke=U{rtky+1|yez}=({aeOrd|Vyecz: rky <a}

k) v #@ = rk(z <rkz

) tkz =Urke.

73. Wykorzystujac funkcje rangi (zadania 71, 72) udowodnié, ze:
Ord = T NPT,

gdzie T jest klasa wszystkich zbioréw tranzytywnych (zadanie 2).

74. Uogolnieniem pojecia dobrego porzadku jest pojecie relacji ufundowanej (w kry-
terium Tarskiego pomijamy warunek spéjnosci).
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R — ufundowana w A & V Z (O #7Z C A = Tz — element R-minimalny Z) A
VaeA:S,(AR)eV.

Na przyklad relacja E = {(z,y) | x € y V z = y} jest ufundowana w A (A —
dowolna klasa).

Udowodni¢ dla relacji ufundowanej ponizszy odpowiednik zasady minimum z roz-
dziatu 4:

Zasada elementu minimalnego:

R — ufundowana w AN # B C A = 3b - element R-minimalny B (por. zadanie
2.(iv)).

75. Sformutowaé i udowodni¢ dla relacji R ufundowanej w klasie A (zadanie 74)
ponizszy odpowiednik lematu o przesunieciu w prawo dla relacji dobrego porzadku
(rozdzial 4): Lemat o niecofaniu:

R — ufundowana w A, B — R-odcinek A, f : B — A, f — R-R-silnie rosnaca —
VxEB:—\f(x)Ex.

76. Udowodnié¢ twierdzenie o indukcji dla relacji ufundowanej:
R — ufundowana w A,Va € A[S,(A,R)CB = a€ B] = ACB.
W szczegolnosci dla relacji E otrzymujemy tzw. twierdzenie o indukcji ze wzgledu
na przynaleznosé:
VaecA(a@NACB = a€B) = ACB.

77* Udowodni¢ twierdzenie o definiowaniu indukcyjnym dla relacji ufundowanej:
Jezeli R jest relacja ufundowana w klasie A,
H:AxMap’(A,B) - B
f=U®o, gdze
®={p:A—= B|Domg ~ R-odcinek A A ¥V x € Domy: p(x)=H(z,¢|s,(a,r))}
to:
1°) f:A—=B AN VYxcA: f(x)=H(z, fls,(a,r))
2°) g: A= B N VaxeA:g(x)=H(xgl|s,(ar))
= f=g.
O funkcji f moéwimy, ze jest okreslona R-indukcyjnie warunkiem:

VazeA: f(z) = H(z, fls.(ar))

z ktorego funkcje H mozna odtworzy¢.
Wskazowka: Nasladowaé dowdd twierdzenia o definiowaniu indukcyjnym.

78* Twierdzenie o definiowanie indukcyjnym (zadanie 77*) zastosowane do relacji
E (przynaleznosé lub réwnosé) prowadzi do waznego w teorii modeli teoriomnogoscio-
wych twierdzenia Mostowskiego o kolapsie:

Jezeli A jest klasg ekstensjonalng, tzn. taka, w ktorej jest spelniony aksjomat eksten-
sjonalnosci (A1 z rozdziatu 3.):

Vea,yc AVzeA(zex s zey) = =y,
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funkcja f : A — V okreslona jest warunkiem E-indukcyjnym Ve € A : f(z) =
Im(f|zna), to:

(i) Klasa B :=Im f jest tranzytywna, f : A—» B,Va,y € Az €y & f(x) € f(y)].
(i) Jezeli klasa C jest tranzytywna, g: A —» CiVa,y € A[r €y & g(z) € g(y)],
to f=g.

(iii) Jezeli klasa T jest tranzytywna, T' C A, to f|ryanpry) C id.

5.3. Odpowiedzi

1. Dowody sa bezproblemowe.
Nalezy tylko zachowaé kolejnosé. Na przyklad dla liczby porzadkowej A i elementu
ae A

S (A,E)={z€Ad|zeat=ANa=a.

2.

(i) Tak. (Jezeliz ey e |JC,t0 )z € C;y € z,1 wowczas z € T, y C 2z, x € z,
zelyao).

(ii) Oczywiscie = C Z.

zeT, gdyzdlayezez I)neN; z€s,, awiecy € s, = $pt1 CT.

Jezelix Cy €T, to sg Cy,ijezelidlan € Ns, Cy,tos,r1 =Usn CUy Cy,
a wiec na mocy zasady indukcji T C y.

Wreszcie, jezeli x € T, to T C x, a wigc x = Z; na odwrét, jezeli x = Z, to z € T, gdyz
zel.

(iii) Wedlug (2): @« C T oraz T € T, a wiec T = Z. Jezeli ¢ C y, to z C y C 7,
rCyeT,awiecz Cy.

(iv) HP: A#@AVacA:aNA# 2. Fac A F#anACanA Va3anA+#og,
awiec )z €eanA:znNanNA=g. Poniewaz x N A # &, wiec )y € x N A. Ale
yexeca,skady€a, cayliyeanznNA=9054%

3. Poniewaz N € H, wiec (\H C N.
Na mocy zasady indukcji: NC (VH (0 € H.Jezelix € (H,toVz€H: z € z,
seqx € z, a wiec seqx € (| H).

4. Stosujac uproszczong notacje z zadania 2.2
(XY =XNY, X7=V\X, gdzeV=|J(4,nB,)),
neN
mozemy zapisac:

L= ﬂ(An\Bn): ﬂAnB,;

neN neN
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R={) AN (B)= ()4 U Ba

neN neN neN meN
=J (N 4Bw'2> () [ 4uBw'= ) AuB2 = L.
meN neN meN neN neN

Tak wiec L C R.
Analogicznie jak w zadaniu 3.8 tatwo sprawdzic¢, ze:

m(An\Bn): mAn\ UBm

neN neN neN
skad natychmiast wynika inkluzja L C R {gdyz [\ B, C U Bn)-
neN neN
Ponadto, oznaczajac X = (| An, Y = U Bn, Z = () Bn, i korzystajac z za-
neN neN neN

leznosci:
ZCY = [ X\Y=X\ZeXn({Y\Z) =g

otrzymujemy rownowaznosé

L=R < () A.n(|J B\ [)Bn) =2

neN neN neN
Jako najprostszy przyktad na inkluzje silng L & R mozna wziaé:

An:{O}:BO7 By =9 dla k > 0.
Wowczas L =@ ¢ R = {0}.

5. HP: f # id4. Niech a = {€ € A | f(§) < &}. Wowczas a € A, f(a) < a,
i z minimalnoéci o wynika, ze f(f(«)) = f(@); czyli f(a) =«  (f jest injekcja) 4.

6% Przyjmujac oznaczenia z rozwiazania zadania 3.21 (w szczegolnosci: fg = go f),
nalezy udowodni¢, ze dla danych funkcji

f1
by VQ
PN

takich, ze wszystkie zlozenia

fifeooifamifns fofs-o ok, o i fa—2fnr
sa injekcjami lub surjekcjami, przy czym co najmniej jedno z nich jest injekcja i co
najmniej jedno z nich jest surjekcja, wszystkie funkcje f1, ..., fn sa bijekcjami.

Dowdd indukcja na n. Wedlug zadan z rozdziatu 3 twierdzenie jest prawdziwe dla
n < 3. Zalézmy wiec, ze n > 4 i twierdzenie jest prawdziwe dla n — 1 funkcji. Bez
straty ogoélnosci mozna przyjaé, ze:

(*) fifooo foifn s =, fofs... fufi: —»  (przenumerowanie).

Woéwcezas f1 : —, f1 : —», a wiec f1 : —». Traktujac bijekcje f1 jako identy-
fikacje 1 korzystajac z zalozenia indukcyjnego tatwo uzyskamy teze.
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Doktadniej, rozwazmy dwa przypadki:
1) Wsrod funkeji:

(**) fafa o fafife, s fufioo fao2fnaa

przynajmniej jedna jest injekcja. Oznaczmy: f{ = fuf1, fi=fidlai=2,...,n— 1.
Woéwczas

fifs o fosofnor =fafifee faafn

fafs o faoafi = fofs-- fo-1fnfi

fafa - fif = fafa-. fufif2

;L—lf{ s frlL—B 7/1—2 = fn—lfnfl cee fn—an—Z

i druga z tych funkcji jest surjekcja (wedlug (*)), natomiast pozostale sa injekcjami
lub surjekcjami, przy czym (wedlug (**)) przynajmniej jedna z nich jest injekcja.

Zatem, na mocy zalozenia indukcyjnego, wszystkie funkcje f1,..., f_; sa bijek-
cjami, skad wynika teza.
2) Weszystkie funkcje (**) sg surjekcjami.

Indukcja na k = 1,2,...,n wykazemy, ze fr: —». Nalezy wykona¢ krok induk-
cyjny. Zalézmy wiec, ze k > 2 i wszystkie funkcje f1, ..., fx—1 sa bijekcjami.

Jesli k < m, to wedtug (*): fi...fno1fn: —. Poniewaz fri1frto- - fo—1f6: —»,
wiec fr: —», i ostatecznie fj: —».

Dla k = n bijektywnosé¢ f, wynika z (*) i z zalozenia indukcyjnego: fi, ...,
fao1 i —>».

7. HP: ord B = < a = ord A.
Oznaczmy f = naty, g = natp; tak wiec f : @« = A, g : B = B, czyli
g lof : a —— B —rosnaca, i wg lematu o przesunieciu w prawo: 3 < g 1 (f(8)) < B 5.

8. Wniosek z opisanej w (11) charakteryzacji | J C dla C' C Ord. Bezposredni rachunek
tez szybko prowadzi do celu.

9. Dowody indukcja ze wzgledu na ostatni czton lub nie wprost.

Na przyktad (26): 0+ o = a.

1) a=0.0+0=0

2) a=+10+B+1)=0+p)+1=p+1

3 a=delim 0+ A={0+& <A =U{E <At =Ur= A

Analogicznie dla (27)—(36) (we wskazanej kolejnosci). Pewne trudnosci moze sprawiaé,
wkrok graniczny”, gdy o = A € Lim.

Na przyktad w dowodzie prawa (30) (Yacznosé¢ dodawania).

Zakladamy, ze V € < A : (a+5)+& = a+(8+E); cheemy dowiesé, ze L = (a+0)+A =
a+(B+AN)=R.

HP: L # R. Mozliwe sa dwa przypadki:
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1) L <R.

Wedtug (27) S+ € Lim, wiec R = U{a+n | n < B+A}, czyliT)n < f+A: L < a+n.
Ale B+ X =U{B+E ] €< Al awiec 3)E < A < B+E, skad, wedlug (28),
atn<a+(B+E)=(a+PB)+{<(a+p)+A=L%

2) R < L. Znéw skorzystamy z (28), NE <A : R<(a+fB)+E&=a+ (B+¢&) <
a+(B+N)=R4%

10.
1) Istnienie: Indukcja na .
2) Jednoznacznosé:

Nalezy udowodni¢, ze dla A, p € Limpg = LimU{0}in,m e N: A+ n=pu+m =
A=puAn=m.
Zastosujemy indukcje na n:
Dlan = 0: A+0 = XAigdyby m = k+1, to A = n+m = p+(k+1) = (u+k)+1 & Limg 4.
Dlan=k+1: A+n=(A+k)+ 1€ Seq, a wiec u+m € Seq, m € Seq, m =1+ 1,
A+ +1=@+D+L A A+k=p+l,A=p k=1n=m.

11. Indukcja.
Na przyktad przemienno$é dodawania w N:
Wstepnie dowodzimy indukcja nan € N, zen+1=14n.
(1) Wedlug (26) 0+1=1=1+0.
2) Jezelin =k+11ik+1=1+k, to korzystajac z (30): n+1=(k+1)+1=
1+k)+1=1+(k+1)=1+n).
Nastepnie dla n,m € N indukcja na m dowodzimy, ze n +m = m + n.
1) Wedlug (26) 0+n=n=mn+0.

2) Jezelim =k+1lin+k=k+n,ton+m=n+(k+1) = (n+k)+1=(k+n)+1=
k+(n+1)=k+(14+n)=(k+1)+n=m+n.

12, f—a:=([{v€O0rd|a<f = a+vy=7}
Jezeli B < «, to f—a =[] 0rd = 0. Tak wiec okresliliémy w gruncie rzeczy tak zwang
réznice zredukowang.
Zalozmy teraz, ze a < .
Wowczas 8 —a = (){y € Ord | « + v = S}, i dla wykazania poprawno§ci naszej
definicji nalezy udowodnié¢ dwie rzeczy:
1°) 3y € Ord:a+y=0
2°)Vv,6€0rd:a+y=a+d=8 = yv=4.
Punkt 2°) jest wnioskiem z (28).
Dla dowodu punktu 1°), czyli istnienia, zastosujemy indukcje wzgledem f3:
i) Jesli 8 = a, to dlay =0 mamy o« + 0 = .
ii) Jesli « < f=p"+ 11 1°) zachodzi dla 8, wowezas a < 3/ lub a = 3.
Jezeli a < ', to wedlug zalozenia indukcyjnego 34" € Ord)3’ = a + ' 1 wowczas
B=(a+7)+1=a+(y +1),ibierzemy v ="+ 1.
Jezeli zas a = ', to 8 = a + 1, i bierzemy v = 1.
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iii) Jesli o < =X € Limoraz Va <n < X3¢ € 0rd : n = a+ & wowczas

DNf:MNa—=-0rdVneX\a:n=a+f(n) (f(n)=n—a),ibierzemy v =|JIm f.
Wowczas v € Lim  (gdyz A € Lim) oraz o« +~v = A  (nie wprost).

13. Jezeli o < B, to a+(f—a) = B, i tak wyznaczona liczba (5 —«) istnieje doktadnie
jedna.
Tak wiec korzystajac z (23)—(36):

(i) a<aia+0=a,awiecc0=a—a;oraz 0 < ai0+a=q, awiecca=a—0.

(i) HP: S :=A—adLim A=a+53,8#0 (HP:8=0,A=a < \%). Zatem
NyeOrd:B=y+1,A=a+(y+1)=(a+v)+1¢Lim 4.

(iii) Oznaczmy £ = f—a, n = v — a. HP: =§ < n; wowczas n < &, v = a+1n <
a+é=F<v54%

(iv) Oznaczmy ( =y—f8,f =~v—a. HP: = < & wowezas E < (, 7y =a+& < a+( <
B+{=7%

(v) Jesli o < B8, to ya < 8.

Oznaczmy: £ = f—a, n = v8 —ya; wowezas § = a+&€, 76 = ya+n. v8 = y(a+§) =
Yo+, a wiee ¥ —ya =y =y(B - a).

(vi) Oznaczmy & = (o + ) — «; tak wiec a + £ = a + 3, skad, na mocy (28), & = .

(vii) Niech { = (0+1) — 1. Wowczas 1 +& =w + 1.

Poniewaz w+1=(14w)+1=1+ (w+1), wiec { =w + 1. Tak wiec (w+1)—1=
w+1>w.

Jako przyklad na pierwszy czlon koniunkeji moze stuzy¢ nier6wnosé: (1 + w) —w =
w—w=0<1.

14. Zakladamy, ze o, § € Ord i 5 # 0.

1) Jednoznacznosc.
Niech o = Bq+r = B¢’ + 1/, gdzie r,r' < .
Gdyby ¢ # ¢/, na przykltad ¢ < ¢, to g+ 1 < ¢, awiecca = B¢+r < g+ B =
Blg+1) < B¢ < B¢ +r'=a% zatem ¢ = ¢, a stad, wedtug (28), r =1/,
2) Istnienie.
Indukcja na a.
Krok wstepny (a = 0) i krok sekwensowy (o = o’ + 1) sa bezproblemowe.
W kroku granicznym zalézmy, ze dla kazdego o < A € Lim istnieja liczby ¢, r takie,
zea=pq+rir<p.
Poniewaz 1 < 3, wiec wedtug (31)-(33): A=1- A< A< B(A+1).
Niech Q@ = {y € Ord | A < Bv}.
Wowezas A < fQiVyeOrd: A< By = Q <7 Q¢ Lim (HP: Q € Lim.
Wowezas A < BQ = |J B, awiec )7 < Q: A< B, skad Q < v 4).

<@
Poniewaz @ #0 (A < 8Q), wiec I)g € Ord : Q = g+ 1, A < B(g+ 1). Wowczas
Bg<A (HP: A< fq. Q<qg<q+1=Q%). Niechr =X—pq. Wowczas A = g+
orazr < f (HP:B<r. A< pB(g+1)=p8g+8<Bg+r=A5%).
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15.
(i) 0=a-0, awiec |0, w szczegdlnosci 0 | 0. Jesli 0 | o, to Ig: a=0-¢g=0.

(i) a=1-a. Jeslia | 1, to 3¢)1l = aq, ¢ # 0, a # 0, gdyby ¢ > 1, to 1 = aq >

a-l=a% awiecqg=1,a=1.

(
(

i) 3¢)B=aq,g=21l,awiec f=ag>a-1=q.
iv) Zwrotnosé: o | «, gdyz o = - 1.
Przechodniosé: jezeli o | 1 8 | v, to I)p,q: B = ap, v = Bq, a wiec v = apyq,
alny.
Antysymetria: jezelia | 18| a,to3) p,q: B = ap, a = Bq; HP: a # ; wowcezas
a#z0#B,p>1,q>1,pg>1,a=apg>as
(v) ) p.q: B=ap, v =aq, i wowczas B +yn = a(p€ + qn), a wiee o | BE + .
(Vi) B=ap = By =apyAyB = yap.
(vii) Wynika z przemiennosci mnozenia w N.
(viii) Wedtug twierdzenia o dzieleniu z reszta 3) ¢,r : A = wq+r, r < w; gdyby r # 0,
tor=s+1, A\=wq+ s+ 1¢Lim, zatem r = 0, \ = wq, czyli w | A.
16.
(i), (ii) Wedlug definicji. Rownos¢ 1% = 1 indukcja na .
(iii) Wedtug (i) o* # 0. Gdyby a* = B+ 1, to 8 < a*, a wiec I) & < A : B < af,
o =p+1<af <af-a=attt <atb Teraz \* € Lim, gdyz A\ #0idlaa = f+1,
A* =\ . )\ € Lim.
(iv) Indukcja na ~:
Iv=0-<0
II y=4§6+1. 8 < 4. Dwa przypadki:
1) B=0. Wowezas o =a’ <ol -a=a’t =a7.
2) B < 0. Wowcezas na mocy zaltozenia indukcyjnego
af <l <al - a=at =a.

I v € Lim. Wowczas < f+1 <7, awieca’ <ol -a=at < |J of =a”.
<y

(v)—(viii) Indukcja na ~.

17 HP: w* =5+7, # w* #1.
Wowczas B f+y=w* y<B+v=w awiec 0 < <w* 0 <y <w.

Rozwazmy dla « trzy przypadki: zerowy, sekwensowy i graniczny.

I a=0.
Wowczas 1 =+, awiec 8=01luby=05%.
II a=6+1.

Z twierdzenia o dzieleniu z reszta (41) otrzymujemy:

Igrelrd:B=uw’ q+r A r<ud.
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g<w (HP:g<w Wowczas f<w® =w+1=w’ -w<w -qg+r=735%),awicc
g+1l<w,w—(¢g+1) =w,

y<w* =t =wlw=0w(w-(g+1) =w* —w(g+1),

i poniewaz 3 < wd - g+ w’ = wWd(q + 1), wiec wedhug (40) (iv): v < w® —wi(g+1) <
w* =0 =74
IIT a € Lim.
Poniewaz 3 < w® = |J w¢, wigc J) € < a: B < w& ianalogicznie 3) ¢’ < a: vy < wh.
(<a
Wowczas dlan =EUE <a: B<w!, vy <w' awiecw® =F+y<w+w!=w"2<
wh-w=wMl <w* 4

18. Z twierdzenia (40) o dzieleniu z reszta wyprowadzamy
algorytm Fuklidesa:

vV a,B € Ord* := Ord \{0} 3n € N*;q,r : n+1 — Ord
ro=a, T1=0

ro =T1¢1 + T2, O0<ra<m

Tl = T2oQ2 + T3, 0<ry <ry

Tn—2 = Tp—1qn—1 + Tn, 0<r, <rp_1

n—1 = Tn{n-

(Gdyz nie istnieje silnie malejacy i nieskoriczony ciag liczb porzadkowych. Formalna
prezentacja musi oczywiscie korzystaé z twierdzenia o definiowaniu indukcyjnym cia-
gow g,r : N — Ord).
W powyzsze] sytuacji r, | Tn—1,Tn | Tn—2 <7nn72 =Tnqndn—1+7Tn = Tn(annfl + 1)>
itd., az wreszcie r, | a, 4y | 8.
Jezeli teraz dla pewnego d € Ord mamy podzielnosci: d | o, d | B, tod |2 (o = d¢,
B=dq", dq =dq"q +re, r2 = dq —dq"qr = d(¢' — ¢"qu)) itd., az otrzymujemy, ze
d|rn, d<ry,.

Tak wiec liczba 7, jest najwiekszym wspdlnym dzielnikiem a i B; te jednoznacznie
wyznaczong liczbe oznaczamy (o, 8) :=ry,. Jesli (o, f) = 1, to moéwimy, ze liczby «,
B sa wzglednie pierwsze, co notujemy a L 8 ([Graham... 02, s. 139]).

?7=37

(42439 = 22533 -1 + 19906
22533 = 19906 - 1 + 2627
19906 = 2627 -7+ 1517

111=74-1+37
74 = 37-2).
19. Nie. (DlaY =2 okreslamy f : Ord — 2, ktadac dla A € Limg i n € N:
fA+2n)=0, f(A+2n+1)=1.
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Wowczas Sl(Ord,R):{QGOrd|o¢§1}:{a€Ord|f(a)<1 V o [fla)=1 A
a<l1]}={aeOrd| f(a) =0} ={A+2n | XA € Limg,n € N} ¢ V).
20*  Okreslamy:

X ={(a,b) eN*|a>=b}, Y =X)\{0,0)}

E E - \

’
s
’

(0,1), (1,1) T o
(0,0)/’(1,05 o

X

Y

Posety X 1Y nie sg izomorficzne, gdyz (0,0) jest jednoczesnie elementem mini-
malnym i maksymalnym w X, za§ w Y elementu o tej wlasnosci nie ma.

Jednakze

XY i ={(a,b) €Y |b=1} € ST(Y)

Y~ X =Y €S (X).
21.
(i) Wynika to z nieprzemienno$ci potegowania (np. 1 A 2 # 2 A 1) — bez przesta-
wienia czynnikéw w kroku indukcyjnym mielibysmy dlan > 2ia, b € N: a Ab=1
(a /2\ 0=1,ijezeli a/2\b =1,to a/z\(b+1) = (a/g\b)/l\a = 1% = 1. Dalej indukcjanan > 2;
jeselianb=1,t0a A0=1,ijesliaAb=1 toa A (b+1) = (a'Ab)Aa=1Ab=1).
(i)
1) anl = a/l\(a/2\0) —aAl=d' = a, ijeZelia/Q\b = a“j/b, to a/Q\(b—I—l) =

12 2 e
ah(aAb)=at = a® 1.

~~

(=)

n n+1 n n+1 n

2) aANl=ag,ijezeliaNl=qa,toa AN 1=aA(a A 0)=aAl=a.
n n—1 n n—1

3) an2=a A (aANl)=a A a (wg?2)),ijezelidlab>2:

n

n—1 n-1 n—1 n n—1 n
ahNb=a A (a AN ...(a Na)...),toan(b+1)=a A (aAb)=...

b wystapien a

0 1 n—1 n n—1 n
4) 2A2=2A2=4iwg?2),3)dlan>2 jezeli2 A 2=4,t02A2=2"A (2A1) =
n—1

n . n n n—1 n n—1
5) 1A0=1,ijezelilANb=1,towg2) IAN(b+1)=1 A (I1AD)=1A1=1.
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6) Dlan=20A0=1idlab>1,jeslidlab—1 jest OK, to
20b = 0Ab=0A(OA(—1)=0A0=00=1,
2tb = 0Ab=0A1=0"=0.
Jezeli teraz dla n > 2 jest OK, to On/ﬂO: 1,idlab > 1, jesli dla b—1 jest OK, to
20 = 0'Ab=0A0A (b-1)=0r0=1,
2tb = 0"Ab=0A1=0.
(i) Ao =0, Ay = 1, Ay = 4,

3 2 2 2 2 3 3

A3 =3A3=3A(3A3)=3A3%" =3A3% = 33,427 = 33 25507 484 987.
4 3 3 3 3 3 2 2 4

Ay =ANA=ANANMAN)) =4AAAAN AN ))) = ...

22. Dowody sa indukcyjne.

I Dla n = 0 podzielnoéci zachodza.

II Przejscie od n don + 1:

(a) Jezeli 52" +7 =4k, to 52" + 7= (52")° + 7= (4k —T)2+ 7 = 8(2k2 — Th +7);
zatem, jezeli 52" +7 =8k, to 52" + 7 = 8(8k2 — 14k + 2).

(b) Jezeli 57Tt +2.3"+1 =8k, to 5" T2 +2.3"T1 +1 =5(8k—2-3"—1)+6-3"+1 =
... =40k —4(3" +1), i poniewaz 2 | 3" +1 (...), wiec ...

(c) Jezeli 42+l 4 37+2 = 13k, to 42(ntD+1 4 gnd3 — 42n+l . 16 4 gnt3
(13k — 37F2)16 4 373 = ... = 13(16k — 3"+2).

(d), (e) — Analogicznie.

23* Tu prymitywna indukcja nie prowadzi do celu; trzeba delikatniej:

1) n>1= 3JkeN:a,=4 (..

2) Jeglin > 2, to a, =2%1,iwedtug 1) )k €N : a,_; = 4*.

Poniewaz 3 |4 —1  (...), wiec )l €N : 4* —1=3l,a, 1 =31+ 1,a, —2 =
23141 — 2 =2(8 —1).

Poniewaz 7|8 —1 (...), wiec 7| a,, — 2.

24% Okre$lmy funkcje f : N> — N indukcyjnie:
f(n,0)=1, f(n,k+1)=nf0"h.

k n
(Wowczas /7-1{ = f(n,k)).
Nalezy wykazaé, ze:
nz3 = f(n,n+1)> f(n+1,n).
Wystarczy wykazaé, zen >3, k> 1 = f(n,k+1) >nf(n+1,k).
Dowdd indukeyjny (ustalamy n > 3).

I k=1
Wowczas f(n,k+ 1) =n", nf(n+1,k) =n(n+1).
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Nieréwnosé
* n" >n(n+1)

zachodzi, gdyz n™~! > n? > 2n >n + 1.
II Zakladamy, ze dla k > 1:
fn,k+1)>nf(n+1,k).
Nalezy wykazaé, ze
fnk+2)>nf(n+1,k+1).
Na mocy zalozenia indukcyjnego

f(n, k+ 2) _ nf(n,kJrl) > nnf(n+1,k) _ (nn)f(nJrl,k)’
a wiec wedtug nieréwnosci (*):

f(n ke +2) > nf LR (g L 1)FOHLE) > f(n 41,k + 1),

25. Oznaczmy f = nata g, g =natp,s.

W obydwu przypadkach tatwo sprawdzi¢, ze T jest dobrym porzadkiem  (sp6j-
nos¢ i istnienie elementéw minimalnych). Nalezy jeszcze wskaza¢ odpowiednie bijekcje
rosnace.

1°) Okreslamy h:a+ 8 - AUB;dla < a+ 6

we)— {7O. wdve<a
g€ —a), glya<i{<a+p.
Okreslenie jest poprawne, gdyz a < { < a4+ = £—a < (a+ ) —a = (por.
(40)).
h:a+pf—» AUB, h—E-T —silnie rosnace.
(1) Surjektywnosé: Niech z € AU B.

Dwa przypadki:
1.1) z € A. Wowcezas & := fHz) < a, . = f(€) = h(€)
1.2) x € B. Wowczas dlan := g 1(2) < f: a < a+n < a+ 3, i wowczas dla &€ = a+n

E—a=(a+n)-—a=n<pf, xz=gn) =g(E-a)=h(§).

2) h — silnie rosnaca, a wiec injektywna; dla £ < n < a + 8 rozpatrujemy przypadki:
2 E<n<a.

Wowezas h(§) = f(§) < f(n) = h(n), czyli h(€) < h(n)-

22){<a<<n<a+p.

Wowezas h(€) € A, h(n) € B, a wiec h(§) < h(n).

23) a<é<n<a+p.

Wowezas € —a <n—a, h(&) = g(§ — a) < g(n — a) = h(n), a wiee h(g) < h(n))-
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2°) Okreslamy bijekcje rosnaca h : af —» A x B.

Jesli a = 0, to h = @; mozna wiec przyjaé, ze a # 0.

Dla ¢ < af: €& = aq+r, gdzie g = [2}, r=¢ (mod o) <aorazg< f (HP: 5 <gq.
Wowezas aff < ag < ag+r = £ 4); ktadziemy: h(§) = (f(r), g(q)). Latwo sprawdzi¢
(jak w 1°)), ze h jest bijekcja rosnaca af na A x B.

26* Do porzadnego zredagowania dowodu potrzebny jest pewien fakt z teorii zbiorow
skoniczonych, to jest takich zbioréw X, ze 3n < w : X ~ n, a mianowicie, jezeli X
jest takim zbiorem niepustym i R jest porzadkiem w X, to istnieje w X element R-
maksymalny.  (Indukcja na n).

(@ to ogot funkeji ¢ : a« — S o suporcie skonczonym).

Relacja T jest dobrym porzadkiem w @.

( 1°) Spojnosé:

Jezeli g, € @1 ¢ # 1, to zbior {y < a | p(y) # ¥(v)} jest skoriczony i niepusty;
jezeli v jest jego najwiekszym elementem i na przyktad ¢(v) < (), to ¢ ; .
2°) Elementy minimalne:

Jezeli @ £ W C @, to ustalamy ¥ € ¥, supp¥ ~ n < w dla pewnego 0 < n < w.
Indukcja na n pokazujemy, ze w zbiorze {¢ € ¥ | ¢ § '} istnieje element najmniejszy;
jest on elementem minimalnym w ¥).

Bijekcje rosnaca h : f¢ — @ okreslamy indukcja na « (h = h,,), rozpatrujac kolejno
przypadki: zerowy, sekwensowy i graniczny.

27. Prosta indukcja na . Udowodnimy np. (ii):
() B=0.L=1=P
) B=v+1lia"=]] «

n<y
L=a""=a%q, = J] a=[laa=a" -a=L.
n<vy+1 y<a
(III) peLlimiVy<pf:a"= ][] a
n<y
L=Ua, P=U [[Ja=U a"=L.
¥<B Y<Bn<y y<n

28.

(1) HP: warunek V8 < oo 3p < AVpu < € < A : f < ag < « oprocz liczby «

spelnia jeszcze liczba 0 < @/ < a. Wowezas: H)p < AVpu <€ <A:ad <ae < q

Dp <AV p <E<A:0<ae <o idlag=(pUp)+ 1 uzyskujemy sprzecznosé.

(ii) Oznaczmy o« = |J ae. HP: ) < aVpu <A Ip <& <A: - f <a < a
(<

Nu<r:if<a,. Npup<{<i:inf<a<a Alef<a,<ae<ag1 <ab

Zatem « = lima. a € Lim, gdyz @« # 0 {(ap < a1 < ), i gdyby @ = 8+ 1, to

Du<AVp<E<A:f<as <o, wszezegolnodcel f < a,q1 < appe < a 9.

(iii) Wykorzystujemy (ii) i sprawdzamy, ze granica ciagu f jest najmniejsza majoranta

ciagu foa: A Ord, a wiec jego granica.
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29. Zakladamy, ze a@ < f(«) i okreslamy indukcyjnie ciag a : w — Ord; ag = «,
ant1 = f(an). Wowczas a : w N Ord, a wiec §:= hm an, = U an > aoraz f(8) =

n<w
lim a,) =1 n) = lim apy1 = B.
F i ) = Jim Flow) = im0 =5
Gdyby dla jakiegos @ < v < 8 bylo f(7) =7, to )n < w : ap <7 < Api1,
a wice ani1 = fan) < f(7) =7 %
Twierdzenie nie zachodzi dla A = X € Lim; na przyktad cigg normalny f : w — w,
f(n) = n+ 1 nie ma punktu stalego.

30. Normalnos¢ tych trzech ciagéw wynika natychmiast z ich definicji i odpowiednich
praw arytmetyki porzadkowe;j.
Najmniejszymi punktami stalymi sa odpowiednio: w? (w+w? = w(14+w) = w?),

@ (wew? = wtte = W) g = 713?3; Gy, gdzie ag = 0, ap41 = w; te ostatnia liczbe

w

. . w
oznacza sie zwyczajowo w*

31. g:Ord  Ord. Pozostaje udowodnié¢ ciggtosé.
HP: )X € Lim: g(A\) #o:= | g(&).
E<A
Poniewaz V £ < A : g(€) < g(A), wiec o < g()).
ceC HP:ogC,awieco < f(o)= U f(n),skad I)n <o :0 < f(n), i dalej
)

n<o

NE<A:n < g(&); f(n) < f(9()) = 9(§) <o b
N7e0rd:o=g(r) <gA), 7 <A
Jednak V & < A : g(&) < o = g(7), w szczegolnosei g(1) < g(7) 4.

32. Jednoznacznosé: jezeli v jest taka liczba, to v = f(1).
Istnienie: Niech v = f(1), 1 = f(0) < f(1) =~
Teraz prosta indukcja na a € Ord pokazujemy, ze f(a) = v*.

33.
(i) Oznaczmy S =142+ ...+ 2", wowczas
28 =2+422 ... 2"t
1425 =S8+2""1 awiec
S =2ntl 1,

(i) 1+w=w
l+w+w?=w+w? =w(l+w)=uw?

i ogblnie:

I+w+.. . +w"=
W obydwu przypadkach ( ) 1 (ii) mozna oczywiscie zastosowaé notacje ,,¥” i zredago-
waé¢ dowod indukcyjny.
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(iii) Oznaczmy S,, = 2": (k+1)2*
k=0

Sy =2042.20 43.2244.23
=204 2t 4 22 4+ 23 4
2t + 22 + 28 4
22 + 2% 4
23
=2 — 14228 -1)+22(22 - 1) +2%2-1)
=21 142t 2428 22 421 93
=42 (142422428 =422 - (2 —1)=3-21+1
i ogdlnie S, = n2"*+1 4+ 1.
Dowéd indukeyjny:
I n=0.5=1, oK
II okdlan;dlan+4+17
Sn+1ZSn+(k+1)-2k|k:n+125n+(n+2)-2n+1
=n- 2" 14 (n42)2" M =pn 20T p 1 4. 2n o0t
=n-2"2 142" P2 = (4 1)-2"F2 1.

n

(iv) Y (k+1) Zk2+22k+21 czyli
k=1 k=1 k=1

Y P =14 (n+1)? Zk2+25 tn,
=1 k=1
1
n?+2n =28, +n, 2S,=n’4+n=n(n+1), Sn:”(”;)
Zk2 nn+1)(2n+1)
6 .
1
Vl Zkg ( Tl+ )) )
34.

I k=1 Woéwczas v;* > 0.
IT Zatézmy, ze k > 2 i teza zachodzi dla k — 1.
Poniewaz ng—1 < vy, wigc v = ng—1 + p, gdzie p =y —n—1 > 1.
Zatem ,yﬁk > 7§k71+1 — ,yfk—l Sy = ,ygk—l(nkil + p) — 7§k71nk71 + 7&4 p =
fyfkflnk_l + fyfkfl
i stosujac do y5+-1 zalozenie indukcyjne:
A1 > ASk-2 o b 4 481y otrzymujemy nierdwno$é Sk > A8kt g
751%2 Mg_g + ..+ 751771.
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35. Jeslia #0,to1(a) #0 (70 =1).
Gdyby 7(a) =7 € Lim, to a <77 = |J 7%, awiec IE <7:a < 4
&<t
Na mocy nieréwnosci z zadania 34:

a < 'yfk Mg _|_,y§k = 'ng(nk +1) < ,yﬁk v = 7§k+1’ a wiec 7(a) < & + 1.
Gdyby () < &+1, to 7(@) < &, awiec o < 77 < A8k < A&kt A5 = ah.

36.
a) a= (29 (2+ 1)+ (29)2- 2+ 2% = 27 +1 4 297 4 g2+l 4 9w
b) B=(2¥)2-2+4+2¥ 442+ 7=w? 24w d+w+T=w? 24w 5+’ 7.

37. Przypusémy, ze twierdzenie nie zachodzi dla liczby 7 = 7(«), natomiast zachodzi

dla wszystkich 7/ < 7.

Wowczas 0 < aw < 47 (gdyz dla @ = 0 mamy jednoznaczne rozwiniecie z k = 0),

T7#0,7 ¢ Lim (HP: 7 € Lim. Wowezas a < |J 7%, a wiec 36 < 7:a < ° 4.
§<T

(por. zadanie 27)).

Zatem 7 = £ + 1 i dzielac a przez v¢ otrzymujemy: 3)n,p € Ord:a =15 -n+p A

p<~%przyczym{<T7i0<n<+v. (Gdybyn=0,toa=p<~%% Gdyby n >,

t0a>’75'77>’7€"7:’75+1=77 L',>.

Teraz na mocy zalozenia indukcyjnego istnieje rozwiniecie

P =%k + ...+, §1 <0 < &g,y n; # 0.

Zauwazmy przy tym, ze & < & (HP: &, > €, wowczas p = Yok, = &% > ~% 4),
a wiec otrzymali$my rozwiniecie o = 59 + 5k 4 ... + 50y

W takim razie nie zachodzi jednoznacznosé rozwiniecia; liczba o ma dwa rozne
rozwiniceia: (§,n) # (€,7'),

a =%+ =

Poniewaz 7(a) = & + 1 =&}, + 1 (zob. zadanie 27), wiec & = &},. Rowniez ny, = 0},
(HP: ny, # n,,, na przyktad n, < n,,; wowczas n, + 1 < 1., a wige, wykorzystujac
zadanie 23, & > & (g + 1) + 9% i,y + . 478 = 9% (1) = A 475 >
YR 4+ Ay .+ Y8 = a %), Zatem liczba

o =y S = S
ma dwa rézne rozwiniecia, przy czym
T(a/):é-k,1+1 <§k+1:7'(a) 4.

38%
a) 8, 80, 553, 6310, 93451, 1647195, 33554 571.

b) Okreslamy funkcje (z,n) — S(z,n) indukcja na x € N przy ustalonym n € N;
n>=2:

I) S(0,n)=0.
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(I1) Jezeli 1 <z =nf -+ ...+ 0% -, gdzie & < - < & <w, 0 < < ndla
1 € I, to

S(z,n) = (n+1)5Em e 4 (n41)5Em) )
Definicja jest poprawna, gdyz dla i € Ij: & < x. (Poniewaz Vo € N : a < 2¢
(indukcja na ), wigc & < 25 < n& < ).
Majac funkcje S mozemy juz dla ustalonego m € N okresli¢ indukcyjnie ciag Good-
steina a =@ : N — N:

I ap=m

II n>0 = a,=S(ap-1,n+1) -1
¢) Indukcja na :

(D) fn(0) =0 = fns1(5(0,n)).

(IT) Zalozmy, ze 1 < @ = né*np+...+ncn; € N (oznaczenia jak w temacie), i réwnosé
zachodzi dla wszystkich =’ < x.

Woéwcezas
fag1(S(z,n)) = wln+1(S(Ek:m)) e+ ...+ wln+1(8En)) m.
Ale Vi€ I} : & < x, a wiec na mocy zalozenia indukcyjnego frn4+1(S(&;,n)) = fn(&),
czyli fri1(S(z,n)) = wmE) g 4 4w &)y = f(2).
d) Indukcja na x € N pokazemy, ze f,,(z) < fn(z +1).
(1) z=0.
Wowezas  +1=1=n"-1, a wiec
falz+ 1) =w@O . 1=00"1=1>0= f, ().

(II) Zatézmy, ze l < z =n"ap + ...+ ap, s < n, ap # 0,1V <z: f,(2') <
fala' +1).

Rozwazmy trzy przypadki:
1) ap<n-—1.

Wowczas x+1=n"-a, +... + a9+ 1, a wiec

fal@+1) =w a4 bagH 1= fulz) +1> fol).

2) 0<s<rras<n—1 A Vi<s:o;=mn—1,czyli
r=n"a,+...+nfa,+n* "t n—1)+...+n—1
Wowczas x + 1 =n"a, + ...+ n°as +n° =n"a, + ... + n®(as + 1), gdyz

* VkEN:Zni(n—l)—Fl:nk. (Indukcja na k).
i<k

Zatem f,(z4+1) = w/rDa, 4., . 4w (a,+1) = wWa, +.. +wOa, 4w,
Ale n* > n®la, 1 + ... + a9 (zadanie 34) oraz n* < = (ny, < n"a, <



138 5. LICZBY PORZADKOWE, LICZBY NATURALNE

nay + ...+ nfay < nTap + ..o+ nfas +nf i (n— 1)+ ... +n—1=2), a wiec
na mocy zalozenia indukcyjnego

Fa(n®) = win(s) > fn(nsfla571 ot a) = win(s=1) Q51+ ...+ ag,

skad fp(z+1) > WMo, + . 4w Ga, +whEDa, 1 +.. . +ag = fn(x).

3) Vs<r:as=s—1l,czylic=n"(n—1)+...4+n—1.

Wowezas = + 1 = ™1 ((*)), a wiec fo(z 4+ 1) = w0+ natomiast f,(z) =
wh@ (=1 4+ ...+ (n—1).

Poniewaz r < 2" < n" < z, wiec fn(r+1) > fo(r), czyli f(r+1) = fu(r)+1, zatem,
zn6éw na mocy nieréwnosci z zadania 34,

fa(z +1) = wfnTD > GO S G0 (1) 4 4 (= 1) = ful(2).

e) HP: IYm e NVneN:aqa, = A > 0. Rozwazmy ciag b, = fnia(ay).
bn+1 = fn+3(an+1) = fn+3(S(an7n + 2) - 1)

Poniewaz a,, 11 > 0, wiec S(an,n+2) > 1,iwedtugc)ib): byy1 < fnis(S(an,n+2)) =
fn+2(an) = bn
Uzyskalismy wiec silnie malejacy ciag b: N — Ord 4.

f) Policzmy kilka kolejnych, poczynajac od szostego, wyrazow ciggu a = a:N = N:
ag=8-2 +8-1+3

ar=9*-2 +9 42

ag =102-24+10 +1

ag=11%2-2+11

app=122-2+12-1=12*.2+11

12 a11=132-2—|—10
wyrazéw | ......
as = 23%-2
Q9o =24%2.2 -1=242+24.23+ 23
24 ags = 25% 42523+ 22
wyrazy | -....-

Qg5 = 47% 24+ 47-23
agg = 48% +48.23 — 1 = 482 4 48 - 22 4 47
48 aqr = 492 + 49 - 22 + 46

wyrazow | ......
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Wyraz o numerze k, takim, ze ax, = (k +2)? otrzymamy po wyrazie as; w dwudziestu
czterech ,duzych krokach”, ktérych dlugosci rosna w postepie geometrycznym;

k=214 (24+24-2+24-22 4 ... +24.2%3) =21 +24(2* — 1) =3-2%" - 3.

Szukamy teraz [ > k takiego, ze a; = | 4+ 2. Dla takiego I:
a1 =1+3-1=1+2, app2=1+1, ..., agry2 =1, ag43 =0,

czyli cqg = 20 + 3.

Teraz apr1 = (k+3)2—1=(k+3)(k+2)+k+2, ars2=(k+4)(k+2)+ (k+1),
.oy agkts = (2k + 5)(k + 2) (k + 3 kroki), i dalej agg4a = (2k+6)(k+2) —1 =
(2k+6)(k+1)+2k+5, ..., aggro = 4k +11)(k+ 1) ((k + 3) - 2 kroki). Po k + 2
sduzych krokach” otrzymamy a; = [ + 2. Tak wiec Il = k+ (k+3) +(k+3) -2+
coo+ (B +3) - 28 = k4 (kb + 3)(282 — 1) = (k + 3) - 2¥*2 — 3, i ostatecznie
ey =20+3=(k+3)2M3 —3=3. (227327 1) = 3(2102653211 _ 1),

39. HP:Vt ey |f~Ht}| < o(m,n). Wowczasm = |z = | U f~H{t}] = > [fH{t}.
tey tey
Dwa przypadki:

I n|m.
Wowczas p(m,n) = 2, awiceViey |[fTH{t} <2, czylim < |y|- Z =n-2 =m¥.
II n{m.

Wowczas m = nqg + r, gdzie ¢, < w, 0 < r < n. W tym przypadku p(m,n) = q+ 1,
awigcVtey |f~HtH <qg+ 1, cayli |f7H{t}| < g, skad m<ng<ng+r=m5%.

40. HP: 2z e Fini Ny Ca,y~x. 3) f: 2 —» y,a € z\ y. Niech n = |z|; 2 # O,
n>0,Nk<n:n=k+1.3g:n—»z, gk) =a.

Wowcezas h = g~ tofog:n —— k,awiecn ~Imh C k,iwg (48)n = [Imh| < k<n 5.

41.

(i) HP: 3)s:w——x. Wowczas y =z \ {so} & =i {sp = spq1 | b <w} Uidg\ims :
T—»Yy 5.

(i) HP: )y G 2 Ca, f: 2z —» y. Wowczas y U (z \ 2) & o i fUidp, : 2 —»
yU(z\ 2) 4

(iii) HP: )y &z, f : @ —» y. Wowcezas g = {{t} — {f(t)} | t € 2} Uidp,\ ({1}|tea
Pr—— Pxi-g:Px—» Pz
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42. HP: 3z € Fin, g: ¢ —» x, 7 g : x — x. Na mocy ACyqy, (zob. (51)) istnieje
funkcja wyboru 7 : Pz \ {@} — =.

Injekcja f = {t — 7(¢g7{t}) | t € 2} : & < x nie jest surjekcja (I a,b € z,
a # b, gla) = g(b). Wowcezas {a,b} C g a), 7(g7{a}) # a = a & Imf,
(g Ha}) #b = b Imf). Zatem =V f:2 — x (f: 2 — 2), a wiec v € Fin 4.
43. f: A Prlpyr, a wige ag, = ("17)

Jj+1 J
(1°) f jest injekcja, gdyzV j € Ip—1: > xi+j+1>> @i +j

i=1 i=1
2°) [ jest surjekca, gdyz dla B = {y1,..., g} € Pilns1, i <j = i <y, okreslamy
ciag x € A, ktadac 21 = y1 — 1,V j € Ip—1 : zj41 = yYj41 —y; — 1, i wowcezas
E = f(2)).
Afn = ﬂk+17n, g‘dyZ dlaz: I, — N

k
x € Ay = (xl,...,xk,n—inﬂ)EBk+17n.
i=1

Zatem dla k > 2: Byn = 0g_1n = (";gf;l) Rownosé ta utrzymuje sie dla k£ = 1

<Bl7" = 1> Tak WiQC 5k,n = (n-ll_le)a Qpop = (n-lic_k)

44. Przyjmujac oznaczenia z poprzedniego zadania otrzymamy x € A, <=
n n )

i< n:x € By, a wigec oy = 2}ﬂk,i7 czyli (n;rk) _ Z (1412131); Kladac m = k — 1
1= i=

m+i) _ (m-i—n—i—l

. 1 ) Dowdéd tej réwnosci indukcja na n jest

otrzymamy réwnosé: i (
bezproblemowy. =
15. By =S (") Bur = X (TYBe ((77h) = (") Tak wiee By = 1,
By =2 Bs—5, By— 15, Bs — 52

46.

(a) |Parte I, |={AC L, |n€eAGIL,} =|Plh—1\ {In-1}

o)1) 1) =S

2°) [{A € Party I, | {n} € A}| = {771},

Oznaczmy S = {A € Party I, | {n} ¢ A}, idla A € S: F(A) = jedyne takie
AcAzene A A =A\{F(A)}U{F(A)\ {n}}.
Wowczas {A — (A, F(A) | A € S} :+ § —» U {B} x B, a wiec

1 BeParty I,,1
ISl=" > {B}xBl=k{";"}.

BeParty I,, 1
Zatem {3} = {i71} + R{";'}
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1
0 1
0 1 1
0 1 3 1
0 1 7 6 1

47.
y\ I”QL 2
T . T={(m,y)€[i\x<y}, |T|:2n'5n.
i
2
a) 2n —n
'nzfn ’712 n
b) 2m.2" 7" =27
’7127’71/
c)
’7l2*’7l
’VL27’VL ‘Al 2 n22_n ’!127’!1 k ’7l2*’7l
d) 2n. 272 — = 9on. 272 F=9".(14+92) =2 =292"
DY > (7)) 1+
ACT k=0
n2—n
e) 32
n2—n
2 n’—n 2 2
f Al = 2 ok — (24 1) T =3" ="
) A=Y (7 )=t -
ACT k=0
’712*’71
g) |PT| =22
h) n!

i) 13  (sa trzy relacje nieprzechodnie: {(0,1), (1,0)}, {(0,1), (1,0),
{(0,1), (1,0), (1,1)}).

48.
I n=00K

I n>1,OKdlan—-1

(n—1)2—(n—1) n2_3n+2 n2—n
2 .

nl=Mn-Dn<<27 2  -n=2

gdyzVneN*:n <271 (Indukcja na n).
49. vp = By — oy, ag = By = 0.

-3

141

n—n
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Dla n

n n n n (n71)| n—1 n—1 .
=3 ¥ ()X ()

k=0 XCI, k=0 k=1 =0

| X|=k

Ba= > > 1Xny|=>" > X NY|

Xcl,YClIl, k=1 |X? n Y CIy,

X|=k

Dla ustalonych k € I,,, X C I,, | X| = k:
k k
n—k _ on— _ on— k=1 _ on—
Z|X0Y‘:Z() 2nh =2 kZ(z 1)|(kz)r*2 k'k;(i—l)*Q ke

YCIW i=1

k Z (k 1) on—k .. ok=1 _ .. on—1
7=0

a WIQC

n

ﬁn:Z() kon— 1_2n1 nZ( )_2n1 n.2n71:n.22n72.

k=1
Tn :n22n 2 _ n2n-— 1 = n2n— 1(2n 1 1)
50. Latwo wida¢, ze f(n) > 2" 1 +1. (DlaA:={XU{n}|X C I, 1} CPI,
|A| =2""1 iV A,BeA:n € AN B).

A+#B

Niech A C PI,, |A| =2""1+1.
Rownowaznos¢ A=B & A=B V A= B" w PI, ma warstwy dwuelementowe,

i jest tych warstw |PI,/=| = 2"!, a wiec wedtug zasady szufladkowej Dirichleta
JABeA:A4B,A=B,czyi B=A"7, ANB = 0.
51.

a) Indukcja na n.

b) Indukcja na k lub bezposrednim rachunkiem:

k k
(2i4+n—1) nk
D N =Ry CYPY
i=1 i=1
nk n* (n+ 2k — 1)!!
52. 9-|Inj(n—1,9)|=9-92=2=9.( ? )(n— 1)L
53. 04120, 042:5, 043:105.
n—1
2 . k
Ogolnie {1,2,...,55...5} > kZ::O ¢, 10
{ ) 5 a0t
gdzie ¢ € {0,1,...,9}, cp >0,¢cp_1<4lub:c,_1 =51 c10% < 55...5.
— ! ! =1 S——

n—1

Zatem dla n > 2: o, = a1 + 58,1, gdzie B, = (liczba wystapien cyfry 9 w ciagu
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n n—1
n—k n—k __ n—1
1,2,...,99...9) = 2 1() k-9 —nZ( )-9 —nZ( . )

) n =0
971,—1—1 nlon 1
Tak wiec dlan > 2: o =y 1 +5(n—1)-10"2=54+5-2-10+5-3-10> +--- 4+ 5-
n—1
— 110" —nlon1 4+ 1
—1)1"2=5. klOk_1:5-( D)

.y = 1605, as = 21 605.

54. =) W niepustym posecie skoniczonym (A, C) istnieje element maksymalny.  (In-
dukcja na |Al).

<) HP: X ¢ Fin.

A:=PXNFin#@ (@cA).

3) M — element maksymalny A.

MGX (MeFm).3)ac X\M. MG MU{al e A4

55. » »
U Ax|+14n] - UAkﬂA
k=1
n—1 n—1 k
=Y (=nFt Y ﬂAat F1A =Y DY () Aa N A,
k=1 a‘Ik(/‘In 1i:1 k=1 a‘kaI7L,1i:1
n—1 -1
~ S (-1 k+1z ﬂAm +Z|Ak Z 1)! Z ﬂAmﬂAn
k=2 aily Iyt =2 a7t
n n k n k—1
= T+ DY T A+ DM YT ) Awn A,
k=1 k=2 azlkfln,lizl k=2 a:[k_lflnflizl

> N

I
(]
=
+
]
=

N

s

k=1 k=2 Iy NI, =1
n k
=D DR T 1) A

k=1 ac:ly, AN, i=1

|- s 4.

i=1 a:IifIn J=1

Dlai € I,: = |Map(Iy, I,, \ ima)| = (n — i)k,

Zatem b= 3" (~1)*H (0 — i) - [{a | a: L ALY = 30 (1) (") (n — D).

=1 i=1
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Po zmianie indeksu sumacyjnego j=n—i € {n—1,...,1,0} (i =n—j):
n—1 n n—1 n
== (1) aviee an =+ (-1 Y -1y ()
Jj=0 j=0

i ostatecznie | ay ,, = (—=1)" Y (—1)7 (?)Jk ‘
=0

Teraz as 3 = (—1)° i (=17 ()t ==[-C)+ () 2= (3)-3*] =3—-3-16+81 = 36.
0

: J
J:
Ten sam wynik uzyskamy, liczac a,41,n z Wykorzystaniem zasady szufladkowej
Dirichleta:
3

4!-
2

n—|—1>,(n_1)!: (n+1)2.22.(n—1)! (n+21)!.n’

Unp4+1,1 =T

2
Q4.3 = = 36.

57. Ad (66). Wykazemy indukcja na n € N*, ze F,, = FoFy ... F,,_1 + 2.
I n=10k (F1=5=Fy+2=3+2).
IT ok dlan. Dlan+ 17

n\ 2
FOFl...Fn—|—2:(Fn—Z)Fn+2:(Fn—1)2+1:(22 ) Y11= Fppt.

Ad (67). HP: )k <nI)peP:p| Fp N p|F,.

Wowezas wedtug (66) p | 2, a wiec p =2, 2 | F,, 4.

Ad (68). HP: 3) n € N* : Fyy_y < pn.

Wedlug (67): 3)g:n——PVi<n:g|F,.

Poniewaz {qo,...,qn-1} ¢ {p1,---,Pn-1}, (bo gdyby, to n < n —1 %), wiec
Ni<n:g &A{pr,.po} Ale s < F; < Foor < po, a wige ¢; = po = 2,
2| F; 5.

58. Dowody sa bezproblemowe — w oparciu o definicje funkcji v, i zasadnicze twier-
dzenie arytmetyki (65).

Udowodnimy np. wlasnosé (d): Niech a = vp(a), 8 = vp(b) 1 o < 8. Wowcezas
a=p%,b=p’d, awiec a+b=p*(c+p’~d), vy(a+b) = v,(p*) + vp(c+p*~d) >
vp(p®) =a=anp.

59. v(1)=0 (v(1) = v(1) +v(1)).

JezeliV p e P:v(p) =0, to wg (65) f =0.

W przeciwnym wypadku I)p € P : k = v(p) > 0, i wowczas Vn € N* : v(p") =
v(p) -n=k-vp(p").

Poniewaz V ¢ € P\ {p} : v(¢) =0 (HP: v(q) >0.0=v((p,q)) = v(p)Nr(q) >04%),
wiec — znéw na mocy (65) —V a € N* : v(a) = k- vp(a).
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60 (7)) = (gimg) = 5™ = wlb) = w6 — ) =
> -2 -5 - -] - )

i=1 =1
Dla ustalonego ¢ € I,,:

k] [Pn — k} _ {0 gdy p' | k, to jest vp(k) =i

o = noi — - .

i=p {pl P 1 gdy p'tk, tojest v,(k) <.
(Jesli p* | k, to p’ | p* — k, a wige a; = 0.

Jezehzasp tk,top'{p"—k,awiec3) ¢,r,¢', 7" EN: k= pl-q+r, pt—k =pt-¢ +1,
0<r<p,0<r <p czy110<r+r < 2pt. Ale p' | r + 1/, a wiec r + 1/ = p,

i

p”zpi(q+Q’)—pi,p" —q—q¢ =1).

Zatemyp(<p]:>):§;1: zn: 1=n—v,(k).

= i=1
ptk vp(k)<i
61.
=) Niech b = [] r, a = n + b; wowczas
reP
r<p

1°n=a-5>
2°alb HP:3I)reP:r|a,r|b Wowczasr |n, a wiecn € P %)
3° b ab

<) HP:n gP.3)r € P:r|n,r? < n. Wowczas g < (HP: r < q. Wowczas r < p,
awiecr|a,r|b albb). Zatemq r<n<q%
62.

=) Dla X = I,, wystarczy wziaé¢
f={1—22—3,....n—1—nn~— 1}

S)HP:A)f: X > XV #ACX: f(A)Z Ai X ¢ Fin. Dlan € N niech f"
bedzie n-ta iteracja funkcji f; f° = idy, f*Tt = fo f.

Oznaczmy dla a € X: B, = {f"(a) | n € N}; wowczas Va € X : B, = X
(a € B, # @, f(B,) C By).

JaeX (X#0o,gdyz X & Fin).

IneN: f"(a)=a (a € By =X).

Wezmy najmniejsze n € N* takie, ze f™(a) = a.

fHa) f(a)
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Wowezas X = {f¥(a) | k <n} (HP: 3z € X Vk < n :x # ffa). Wezmy
najmniejsze m € N takie, ze = f™(a), n < m. Wowczas 3) ¢, € N: m =ng+r,
r <n,awiecz = fr(f"%a)), ale f"(a) =a, (indukcja na gq), czyli x = f"(a) %).
Zatem {k — f¥(a) | k < n} : n —» X, czyli, wedlug kryterium (52) ze Wstepu,
X € Fin 4.

Funkcja f jest permutacja cykliczng zbioru X, gdyz dla @ € X: f = {a — f(a),
fla) = f*(a),.... f""a) = a}.

63.

(a) Indukcja na | X]|.

(b) Indukcjana |X|. HP:Vae X Jz e X ta<z,FNaec X. A:={reX|a<z}#
.

Al < |X]| (a & A), wiec wedlug zalozenia indukcyjnego 3)b — element maksy-
malny A. be X, Naxe X :b<z. Alea<b<z, wieczx € B, ~"b<z5

(¢c) HP: Nz e X : mz < a. A={rv € X | -z < a} # O, a wiec wedlug (b) 3)b
— element maksymalny A. Poniewaz a ¢ A, wiec a # b, I)z € X : b < z. Wowczas
v A r<a,b<a,alebe A, ~b<ab.

64.

=) HP: =3 R — porzadek liniowy w X. Wowczas X € T \ Fin 4.

<) HP: 9) X € T \ Fin. 3) R — porzadek liniowy w X. Wowczas R jest dobrym
porzadkiem w X, a wiec dla @ = ord(X,R) f = natxp : @ —» X, w < ¢,
flo:w— X, X ¢ Fin 4.

65. AGC AUB, (bogdyby A=AUBto B C A, awiec A= B4%).

Zatem A U B nie jest laicuchem; Jz,y € AUB : « L y. Poniewaz {z,y} ¢ A
i{z,y} ¢ B,wieccx € A,ye Blubz € B, y € A.

66"

(i) Natychmiast wida¢, ze relacja < jest zwrotna, antysymetryczna i spojna.
Ustawienie w tej relacji wszystkich elementéw zbioru P3 wyglada nastepujaco:

o <{0} < {1} <{0,1} < {2} < {0,2} < {1,2} < {0,1,2}.

Aby udowodnié, ze relacja < jest dobrym porzadkiem w F, wystarczy jeszcze wy-
kazaé, ze w kazdym & # A C F istnieje element minimalny  (kryterium Tarskiego).

Jezeli @ € A, to @ jest elementem minimalnym A.

Zatormy, ze @ € A # @. Wowcezas wybieramy w A taki element A = {ag,aq, ...,
am}, a0 < ap < ... < am, ze dla kazdego A > B = {bg, b1,...,b,}, bp < by <...<by,
jest @ = by, A1 =bp_1, ooy Qg =bp_ g ik=mlub apym_r_1 <bp_p_1.

Latwo sprawdzi¢, ze A jest elementem minimalnym A.

(ii) Poniewaz dla A, B € F takich, ze @ # A < B jest max A < max B, czyli
A c{0,1,...,max B}, wiec dla kazdego B € F zbior {A € F | A < B} jest skoriczony,
skad wynika, ze ord(F, <) = w.
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67.

(a) Indukcja na o pokazujemy, ze V,, C PV,:

(I) W= CPW.

(I1) Jezeli V, C PV, = Vi, to Va1 = PV, C PVog.

(IIT) Jezeli X € Lim i V&€ < X : Ve C PV, todlaz € Vi 3E < Xz € Vg,
x CVeC |J Ve ="V, awiec V) C PV,.

E<A
(b) Indukcja na g:
Iy B=00K.

(I1) ok dla 8. Jezeli @ < 8+ 1, to a < 8, 1 mamy dwa przypadki:
1) a < B. Wowczas V,, € Vg, wiec (wedlug a)) Vo, C V, czyli V,, € PVg = Vp4a.
2) a=0,1wtedy V, = Vs € PVg = V1.
(III) B € Lim i ok dla wszystkich £ < §.
Jesia< B, toE<Pra<i, VeV CVa.
(c) Wniosek z b) i a).
(d) Indukcja na a:
(1) 0eVi\V={o}.
(I1) Jezeli @ € Vi1 \ Vo, to {a} C Voqp1ia C Voqg, awieca+1=aU{a} C
Va+1, a+1e PVQ+1 = Va+2. a+1 ¢ Va+]_ <HP a+1l=aU {Oé} S Va+1,
ac€aU{a}l CV,, awieca eV, 4.
(e) Sprawdzamy, ze:
1) Zbior V,, spelia wszystkie postulaty zbioru uniwersalnego, a wiec V,, € Univ.

2) Dla dowolnego U € Univ indukcja na n < w sprawdzamy, ze V,, C U, a wiec
Vo= U V., CU.

n<w

(f) Proste wykorzystanie wlasnosci ciagu V' i definicji pary.

68. HP: V\ U V.. # @. Na mocy zasady regularnosei:
acOrd

Faecvy (J Va:aﬂ<V\ U va)@.

a€eOrd aeOrd

Wowezas a C U Vo, (bo gdyby Jz...),

aeOrd
f={z = WaecOd|zecVy}|2zeca}l :a— O0rd Veea:zec V.
B:=U{f(z)|zca} cOrd,Vrca: f(x) <B, Viu C Vs, x € Vs
Zatem a C Vg, a € Vg1 C U Vo %

acOrd

69.
(a) Rownowazno$¢ wynika z faktu, ze @ # m(z) C {y | * ~ y}, (relacja ~ jest
rownowaznoscia w klasie wszystkich zbiorow);
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(b) Dla a,b € C okreslamy:

a<b: <= dx,y:a=m(x) N b=m(y) N zCuy.

Zwrotno$é i przechodnio$é tej relacji tatwo wynika z powyzszej definicji; antysy-
metria jest natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia Cantora—Bernsteina.

(¢) Dlaa,beC:

a+b:= ﬂ{m(:cUy) | m(z) =a,m(y) =bzNy=0}eC
a-b:= ﬂ{m(m xy) | m(x) =a,m(y) =b} €C
b* = [{m(Map(z,y)) | m(z) = a,m(y) = b} € C.

Poprawnosé tych definicji, na przyklad dodawania, wynika stad, ze Vx,y,2',y" :
m(z)=m()=a N mly)=mly)=0 AN zNny=2=2'Ny = m@xUy) =
m(z' Uy'), i wowezas Vz,t: zNt =2 A m(z)=a A m(t)=>b = {m(xUy) |
m(x) =a,m(y) =bxNy =0} ={m(zUt)}.

Analogicznie jest dla mnozenia i potegowania.

Wtasnosci wyzej okreslonych dziatan, takie jak np. laczno$é i przemiennosé do-
dawania i mnozenia, rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania, elementarne prawa
potegowania itp., uzasadniamy mechanicznym rachunkiem.

70. Z latwego do udowodnienia faktu:
Vk,neN:k<nAk~n = k=n (indukcja na n)

wynika, ze m|y : N —— C, a wiec liczby kardynalne zbioréw skoriczonych mozemy
utozsamiaé z liczbami naturalnymi.

T1. Ve € A:x C Vikey, © € Vikatr1, AN Vikey1 # 2.
Zatem p(A) = (rkz+ 1|z € A} =N{rkx |z € A} + 1.

72.
(a), (b) wynikaja natychmiast z definicji.

(¢) Indukcja na .
(d) Rozpatrujemy oddzielnie trzy przypadki dla 8 =rky: 5 =0, 8 € Seq, 8 € Lim.

(e) Poniewaz V, C V,, wiec tkV, < a. HP: 1k V,, = 8 < a; wowcezas V,, C Vg C V,,
awiec V, =Vg, a=34%.

(f) <) Jesliz e Vo1 \Va, tox CV,, tka < a.
HP: rka = 8 < o; wowezas © C Vg, x € Vg1 C V, 4.

D) Jeslitke =, tox CV,, ® € Vo
HP: z € V,,. Wowczas rtkz < a  (wg (¢)) 4.

(g) Poniewaz oo € Vo1 \V,  (zadanie 28.(d)), wiec tka =a  (wg (f)).
(h) Natychmiastowy wniosek z definicji.
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(i) Oznaczmy o = rkx. Poniewaz x C V,, wiec Pz C PV, = Voq1, tkPr < a+ 1.
HP: rk Pz < a+ 1; wowcezas tk Pz < a, Px C V,, z € Vy, thkz <a  (wg (¢)) 4.
Podobnie x € Vi1, {2} C Vog1, tk{z} <a+1, ...

(j) Pierwsza rowno$é: Sprawdzamy, ze:
1°) Vyeax:rtky+1<rkz (wg (d)).

2°) JeslifeOrdiVyex :tky+1< B, toVyea:tky<B,ye Vs (wg (c)),
a wiec y C Vi, z € V3, tkz < .

Druga réownosé:
1°) tkz € {a € Ord |Vy ez :tky <a} (wg (d)).

2°) Jedli dla a € Ord zachodzi warunek Vy € x : rky < «, to & C V,, a wiec
rkx < a.

(k) Jyex. Nz Cy. ke <rky<rtkz (wg (b), (d)).
() Podobnie jak w punkcie (d) rozpatrujemy trzy przypadki dla o = rk z.

73.
C) Ord CT (z definicji).

Jezeli a € Ord, to a C Ord, a wiec a« C T, o € PT, czyli Ord C PT, Ord C TNPT.
D) HP: Ord & TNPT.

Wezmy najmniejszej rangi element a taki, ze a € (T'NPT) \ Ord.

Tak wiec Vo € (TNPT)\ Ord : rka < rka.

Poniewaz a € T ia ¢ Ord, wiec )z, y€a:x A yANax&dyhy & x;

rkz <rka (zadanie 72.(d)).

z€T {(a€ePT,awiecacCT).

xCT (HP:3)z€x:2¢T. Poniewaz a € T, wiec a C Pa, x € Pa, x C a, zatem

z€a.Alea€ePT,wieccaCT,zeT4%).

Tak wiec x € TNPT, awiec x € Ord (HP: x & Ord. Wowczas z € (T'NPT) \ Ord,

a wiec tka < rka <rka %).

Analogicznie y € Ord.

Zatemzr =yVxeyVyecx 4.

74. Notujmy <, < zamiast <, E idlaa€ A: S, zamiast S, (A, R); S, = {z € A|

R
r <a}ePA
HP: -3be BVz e B(x <b = x=0»),awiecVbe B3z € B:x <b, czyli
VbeB:S,NB#w.3)be B.
Okreslamy ciag F: N — PB\{@}: Fb=SNB, Fb,y1= U F.NB.

zEF,
E:= |J F, e PB\ {@}. 3)e — element R-minimalny FE.
neN

IneN:e€F,, NxeS.NBCF,1CEz<es.

75. Przyjmijmy oznaczenia z poprzedniego zadania 74.
Przypusémy, ze 3z € B : f(z) < x.
Zatem C = {x € B| f(z) < 2} # @. Na mocy zasady elementu minimalnego (zadanie
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74) 3) ¢ — element R-minimalny C. f(c) < ¢, f(¢) € B (C C Bi B jest R-odcinkiem
w A), f(c) ¢ C.
Nle £(£(0)) < f(c), cayli f(e) € C 4
76. HP: A ¢ B.
Zatem & # A\ B C A, i wedlug zasady elementu minimalnego (zadanie 74):

J) a — element R-minimalny A \ B.
Wowczas S, (A, R) C B, a wiec a € B 4.
77* Przyjmijmy oznaczenia jak w rozwiazaniach zadan 74-76.
1) f: A——» B (Sprawdzamy warunek sklejenia:
Niech p,9p € ¢, A’ .= {x € A |z € DompNDomy = ¢(z) = ¥(x)}. Jezeli dla
x€A S, CAtoxed (HP:x¢g Az €DompnNDomip(x)#p(x). Jednak
Sz C DompnDom ), ¢ls, =|s,, awiec p(x) = H(z,¢ls,) = H(z,¢[s,) = ¢(x) 7).
Zatem na mocy twierdzenia o indukeji (zadanie 76) A’ = A).

2) f:A— B (HP: Dom f & A. Na mocy zasady elementu minimalnego (zadanie
74) 3)a — element R-minimalny A \ Dom f. Jednak Dom f = (J{Dom¢ | ¢ € &}
— R-odcinek A, a wiec ¢ == fU{a — H(a,f)} € & (Dome = Dom f U {a},
Se C Dom ¢), czyli a € Dom ¢ C Dom f 4).

3) Jezelix € A, to F)p € & : x € Domy, ¢ C f, f(x) = p(z) = H(z,pls,) =
H(.T, f‘sz)

4) Jezelig: A - BiVae € A: g(x) = H(z,g|s,), to zastosujmy twierdzenie
o indukcji (zadanie 76) do klasy A’ = {z € A | fz = g(z)}.

Niechz € A, S, C A'". Wowezas f|s, = gls,, awiec f(z) = H(z, fls,) = H(z,9gls,) =
g(x).

Zatem A" = A, czyli f = g.

78

Ad (i).

1°) Klasa B jest tranzytywna (HP:3)ye B:y¢g BIzey\B. Nz ecA:y=
f(x) =Im(flena). z € Im(flona)- Nt eaxnNA:z= f(t) € BY).

2°) Jezeliz,yc Aiz ey, to f(z) € fly) (f(y) =Im(flyna), z€ynA).

3°) f:A—» B HP:-f: A—— B. Wowczas A’ :={zx € A|Vye A :x #

y = flo) #fly)} & A
Wedlug twierdzenia o indukeji dla relacji E (zadanie 76):

NrxeA:znNACA AN zgAawiecNyeAd:z#y N flz)=f(y).
xNA#£ynNA (boklasa A jest ekstensjonalna).

Mozliwe sa dwa przypadki:

D) FzeznA z&y.

Wowczas z € A, f(z) € Im(f|zna) = f(x) = fly) =Im(f|zna), Dt EeyNA: f(z) =
f(t),awilecz=te€yhs.

(Il) zeynA, z &
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Wowcezas f(z) € Im(flyna) = f(y) = f(z) = Im(flzna), Nt € xzNA: f(2) = f(1),
te A z=texb).

4°) Jezeliz,y € Ai f(z) € f(y),to z€ Any: f(x) = f(z),x =2, a wiec z € y.
Ad (ii). Oznaczmy A’ = {z € A| f(x) = g(x)}.
Jezeliz € AizNAC A/a to f|rﬂA = g|mﬁA7 a WiQC f(IL') = Im(f|a:ﬁA) = Im(g|mﬂA) =
g(x), czyliz € A'.
Na mocy twierdzenia o indukeji ze wzgledu na przynaleznosé (zadanie 76) A" = A,
f=g
Ad (iii).
1°) Oznaczmy A'={z € Az €T = f(x) =2z}
Jezelix e AiaNAC A toxe A (HP:xg A awiecx e T1i f(z) # .

Mamy dwa przypadki:
(I) Iy e f(x)\ z. Poniewaz y € f(z) = Im(f|zna), wiec )z €xzNA:y= f(z). Ale
zeA'izeT (boxCT), wiec f(2)=z2,y=2€z54.
(I) Ny ex\f(z). Wowczasy Ex CT C A, czyliy e zNAC A,y = f(y) € f(z) %).
Zatem A’ = A, czyli f|p C id.
2°) Klasa A NPT jest tranzytywna. (Jezeliz € ANPT, tox C T C ANPT),
a wiec, wedlug 1°), flanpr C id.






6

Aksjomat wyboru

6.1. Wstep

Rownowaznikiem aksjomatu wyboru (AC) jest ponizsze twierdzenie o dobrym
uporzgdkowaniv (WO, Well-ordering theorem, 1904, E. Zermelo) mowiace, ze kazdy
zbiér mozna dobrze uporzadkowad;

symbolicznie

(WO) VA3JR: R - dobry porzadek w A.
W postaci réwnowaznej:
(WO') VAJdaeOrd: A~ a.

(WO)=(WOQ’). Dla o = ord(4, R), f =nata g, [:a—» A
(WO')=(WO). 3) f : @« —» A. Bijekcja f przenosi naturalny dobry porzadek w «
na zbior A).
(AC)=(WO'). I)7 : PA\ {9} > AVZ # X C A: 7(X) € X (7 jest funkcja
wyboru dla zbioru PA\ {2}).

Okreslamy indukeyjnie ciag f:

V¢ e Ord: f(§) = 7(A\ Im(f[¢)).

Niech oo = Dom f.

Z warunku okreslajacego f wynika, zeVn < & € a: f(n) # f(§) (f(n)eIm(f|€)),
a wiec f:a—— A, skad a € Ord.

Poniewaz a € a, wiec V= f(a) =7(A\Im f), czyli A\Im f = &, f : @ —» A,
A~ a.
(WO")=(AC).
Niech @ ¢ z. 3)a € Ord, f : @« —» |Jz. Funkcje wyboru 7 : ¢ — (Jx okreslamy,
ktadac dla y € x: 7(y) = f(NIm(f~|y))).

Drugim czesto wykorzystywanym réownowaznikiem aksjomatu wyboru jest lemat
Zorna (ZL, Zorn Lemma, 1935 M. Zorn) moéwiacy, ze w posecie, w ktérym kazdy
taiicuch posiada majorante, istnieje element maksymalny; symbolicznie:

VA, R - porzadek w A [VB C A (R — porzadek liniowy w B
= Jx € AVye By<z) = Jz — element R-maksymalny A].
R

153
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((AC) = (ZL). HP: —...
Wowczas VB € B := o0g6! taricuchow w A: M*(B) = silne majoranty B := {z € A |
VyeB:y < z}y £ 2. 3)17: PA\ {8} — A — funkcja wyboru.

Okreslamy indukcyjnie ciag f: V& € Ord : f(€) = 7(M*(Im(f€))).

Niech o € Dom f.
Wowcezas VE € a : f(§) € M*(Im(f|€)), Im(f|€) € B; f : a« — A, a € Ord,
Vn<gea:fn) < fE),Imfeb.

Poniewaz a € a, wiec V = f(a) = 7(M*(Im(f)), skad M*(Im f) = & 4.
(ZL) = (AC). Niech @ & =.
Zbior F = {f : 2 —— Jz | Vy € Dom f : f(y) € y} czesciowych funkcji wyboru
w z spelnia zalozenia lematu Zorna. (Dla C-taficucha G C F majoranta G jest

UG € F). Element maksymalny 7 posetu F' jest pelna funkcja wyboru 7: 2z — (Jz
(HP: Dom7 G z. )y €x\Dom7; y £ @,z €y, 1 G T7U{y— 2z} € F 4)).

Niektore inne rownowazniki aksjomatu wyboru znajdziemy w zadaniach.

6.2. Tematy
1. Wykazaé, ze ponizsza zasada maksimum Hausdorffa (Hausdorff Maximal Princi-
ple) — w dwoch réwnowaznych wersjach:

(HMP) w posecie X kazdy taricuch mozna rozszerzy¢ do lancucha maksymalnego,

(HMP") w kazdym posecie istnieje taricuch maksymalny,

jest rownowazna aksjomatowi wyboru.

Wskazowka: Oczywiscie (HMP)=(HMP').  (Laiicuch pusty @ rozszerzamy do lan-
cucha maksymalnego). Wystarczy wiec wykazaé, ze (ZL)=(HMP) i (HMP')=(ZL).

2. Dla danego zbioru X oznaczmy:
F(X)={R c X?| R-porzadek w X}
= ogol porzadkow (czesciowych) w X
i analogicznie:
L(X) = ogodl porzadkow liniowych w X
M(X) = ogoét porzadkow maksymalnych w X
={ReF(X)|VSeF(X):RcS = R=S}.

Wykazac¢ (w ZFC), ze:
(i) VRe F(X)dR e M(X): RC R
(i) L(X) = M(X)
(ii) VRe F(X)3R e L(X): RC R
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Tak wiec kazdy porzadek w danym zbiorze mozna rozszerzy¢ do porzadku linio-
wego. Porzadki liniowe w zbiorze X sa dokladnie porzadkami maksymalnymi w zbiorze
F(X) wszystkich porzadkow w X.

Wskazowka: Jezeli R € F(X)\ L(X), to dla pewnych z,y € X (z,v),(y,x) ¢ R
i wowezas R G R’ = RU {(a,b) € X? | (a,2), (y,b) € R} € F(z).

3.

(a) Dla ustalonego n € N okresli¢ naturalny porzadek liniowy < w zbiorze PI,
(= ogdl podzbioréw zbioru I, = {1,...,n}) bedacy rozszerzeniem relacji inkluzji, to
jest spetniajacy warunek:

VA BCcI,:ACB = A<B.

Wskazowka: wykorzystaé rozktady pozycyjne.
Narysowaé¢ odpowiedni diagram dla n = 3.

(b) Wykorzystujac konstrukecje z punktu (a), zdefiniowaé¢ naturalny dobry porzadek
R w zbiorze Fin NPN* wszystkich podzbiorow skoriczonych zbioru N* = {1,2,3,...}.

Wypisaé¢ w tym uporzadkowaniu szesnascie pierwszych podzbioréow skoriczonych
zbioru N*.

Oznaczajac E = natpinnpn+, g, sformutowaé¢ podstawowe wtasnosci porzadku R.
Poréwnaé otrzymane wyniki z zadaniem 5.66.

Na mocy twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu (WO) istnieje dobry porzadek
w zbiorze PN*, nie znamy jednak zadnego przyktadu ani konstrukcji takiego porzadku.

4. Dla zbioru X, zachowujac notacje z zadania 2, oznaczmy W (X) = ogo6t dobrych
porzadkéw w X.
Wykazaé, ze:

VREL(X)3YCX |RNY?ceW(Y)AVz e X IyeY 1z <y|.
R

Dla posetu X i zbioru A C X moéwimy, ze A jest wspdtkoricowy z X, gdy Vo € X
Jdae A:z <a.
Powyzsze twierdzenie moéwi, ze kazdy zbioér liniowo uporzadkowany zawiera wspol-
koricowy z nim podzbiér dobrze uporzadkowany.

Wskazowka: Rodzing A = {A C X | RN A%2 € W(A)} uporzadkowaé, ktadac dla
A, Be A: AL B < A - R-odcinek B.

5.

a) Zachowujemy notacje z zadan 2 i 4.

Udowodni¢ (w ZF), ze VX € Fin: W(X) = L(X), tzn. w zbiorze skoiiczonym kazdy
porzadek liniowy jest dobrym porzadkiem.

b) Poda¢ przyktad zbioru nieskoniczonego X i porzadku liniowego R w X nie bedacego
dobrym porzadkiem w X.

Tak wiec nie kazdy porzadek w zbiorze nieskoriczonym X mozna rozszerzy¢ do dobrego
porzadku (por. zadanie 2.(c)).
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6. W ZF mamy rownowaznosé: AC < Va:W(z) # 2 .
Symbolicznie: ZF F AC <= Va : W(x) # @ (oznaczenia z poprzednich zadan).
Rozwazmy stabszy warunek, ze kazdy zbiér mozna liniowo uporzadkowaé:

(OP) Vao:L(x)#@ (Ordering principle).
Wykazaé, ze ZF - OP = ACF, gdzie
(ACF) VeCFin[od¢r = If:x—=>VVyecz f(y) €y

(Dla kazdej rodziny zbioréw skoriczonych i niepustych istnieje funkcja wyboru — Aziom
of choice for finite sets).
Fraenkel udowodnit (J. Symb. Log. 2, 1937), ze implikacji tej nie da sie odwro-
cié, tj.
-(ZF - ACF = OP) (por. zadanie 5.64).
W 1939 roku A. Mostowski (Fund. Math. 32, 1939) udowodnil, ze

~(ZF  ACF = AC).

Rowniez implikacji OP = AC nie da si¢ w ZF udowodni¢; zob. [Herrlich 06]
lub [Jech 03].

7. Zbior A nazywamy induktywnym, gdy
VB CA(B- C-taicuch = UB cA.

Wykazaé, ze ponizsza zasada maksimum Kuratowskiego:
(KMP) Kazdy zbiér induktywny ma element C-maksymalny,
jest réwnowazna aksjomatowi wyboru.
8. Zbior A nazywamy finitarnym (lub méwimy, ze ma charakter skoriczony, gdy

e A N VAAc A < FinnPACA).
Wykazaé, ze:
(i) Zbior finitarny jest induktywny
(ii) Ponizszy lemat Teichmiillera—Tukey ego:
(TTL) Kazdy zbior finitarny ma element C-maksymalny

jest rownowazny aksjomatowi wyboru.

9. Wszystkie definicje skoniczonosci w systemie ZF sa rownowazne na gruncie ZFC.
Udowodni¢ na przyktad (w ZFC), ze:

(i) X¢Fin < Jf:N— X
(ii) Fin =D, gdzie D = {z |Vy C z (y ~x = y = x)} zbiory skoriczone w sensie
Dedekinda.

10* W zadaniu 5.69 okreslilismy (w ZF) klase C liczb kardynalnych i funkcje ,moc
zbioru” m : V. —» C taka, ze X ~Y <= m(X) = m(Y), a nastepnie w naturalny
sposob porzadek (czesciowy) w C:

a<b <<= FX,Y:a=mX) N b=m(Y) AN XCY.
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Wykazac (w ZF), ze:
AC <= Va,beC:a<b VvV b<a.
Warunek spojnosci relacji < w klasie C notuje sie tez:
Va,beC:a<b V a=b V a>b
i nazywa warunkiem trichotomii. Bez uzycia liczba kardynalnych mozna go zapisac:
VX, Y 3f: X—Y VvV Jg:Y — X).
Wskazowka: w dowodzie implikacji ,,<=” wykorzysta¢ ponizszy lemat Hartogsa (1916):
- 3XVaeOrd 3f:a— X.

W dowodzie nie wprost lematu Hartogsa rozwazy¢ zbior Y = {(Z,R) | Z C X,
R C Z?%, R — dobry porzadek w Z}.

11*% Zbiér F nazywamy rozproszonym, gdy
VX, YeEF:X#Y = XNY € Fin.

Wykazaé, ze istnieje nieprzeliczalna i rozproszona rodzina podzbioréw przeliczalnych
zbioru N.
Symbolicznie:

JACPN[AZFin AN AXN A VA Be A
(A~N AN B~N A (A#B = ANB € Fin)).
Wskazowka:

Po ustaleniu numeracji p : N* —— P wziaé¢ rodzine zbiorow A, = {pF | k € N*},
n € N*.

Komentarz: Wykorzystujacy jeden z réwnowaznikow aksjomatu wyboru (AC) do-
wod istnienia takiej rodziny A C PN jest — jak moéwimy — niekonstruktywny. Nie
mozna ,wyobrazi¢ sobie” takiej rodziny podzbioréw zbioru N, podobnie jak dobrego
porzadku w PN (czy w R).

Zderzamy sie tutaj z filozoficznym problemem natury prawdy i natury matema-
tyki.

Rozwazmy zdania:

1) 3R — dobry porzadek w PN
Whiosek z AC).

VACPN(AecFin v A~N v A~PN)

(
(
(2)

(Hipoteza continuum. Znak ,,~” oznacza roéwnolicznosc).

(3) VneN3dp,geP:44+2n=p+q

(Hipoteza Goldbacha).

(4) Vngl;l JkeN: 5(/{) =0, gdzie g : N — N jest ciagiem Goodsteina o poczatku n
(Twiercizenie Goodsteina — zadanie 5.38%).

(5) Teoria PA jest niesprzeczna (i podobnie dla ZFC, ZF, ZF itp.).
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Zdanie (1) jest twierdzeniem ZFC. Zdanie (4) jest twierdzeniem ZF. Zdanie (2)
jest niezalezne od ZF (Godel 1940 — Cohen 1963).

Zdanie (3) jest ,prawdopodobnie” prawdziwe, ale dotychczas tego nie udowod-
niono. Zdanie (4) jest twierdzeniem ZF, ale nie jest twierdzeniem arytmetyki Peana,
PA (Paris—Kirby 1994).

Zdanie (5) jest intuicyjnie prawdziwe. Dowod?

Widzimy, ze status zdania (3) jest istotnie rézny od statusu zdania (2). Zdanie (3)
jest prawdziwe lub falszywe — nie wiadomo. O zdaniu (2) nie mozna tego powiedzieé.
Co to jest ,dowolny podzbioér zbioru liczb naturalnych”? PN =7

Matematyka to cos wiecej niz systemy aksjomatyczne i dedukcja w ich ramach.

12* Wpykazaé, ze kazda permutacja zbioru X jest ztozeniem dwu inwolucji.
Symbolicznie

Vf:X—»X3gh: X 5>X(gog=hoh=idx A f=hog).

Wskazowka: Wystarczy wykazac¢, ze istnieje taka inwolucja g zbioru X, iz fog
jest tez inwolucja. Nalezy przejs¢ do funkcji czesciowych i zastosowaé lemat Zorna.

13* Wykazaé, ze poset w ktorym wszystkie tancuchy i antytancuchy sa skoriczone,
jest skoniczony.

Wskazowka: Prowadzac dowdd nie wprost wykazaé wpierw, ze nad kazdym ele-
mentem danego posetu znajduje sie element maksymalny.

6.3. Odpowiedzi

1. (ZL)=(HMP). Uporzadkowany przez inkluzje zbioér lancuchéw w X zawieraja-
cych dany tancuch speklnia zalozenia lematu Zorna, a wiec istnieje w nim element
maksymalny.

(HMP')=(ZL) Przypusémy, ze w speliajacym zalozenia lematu Zorna posecie X
nie istnieje element maksymalny. 3) B — taricuch maksymalny w X, 3z € M(B) =
majoranty B w X, )y € X : & < y; wowczas B & BU {y} — taricuch w X 4.

2.

(i) Zbior R wszystkich porzadkow w X zawierajacych dany porzadek R spelnia za-
tozenia lematu Zorna. (Dla lancucha & # C C R majoranta jest | JC; dla lancucha
@ majoranta jest R), a wiec istnieje w R element maksymalny.

(i) Inkluzja L(X) C M(X) jest oczywista.
HP: L(X) ¢ M(X). ) Re M(X)\ L(X). Dz,y e X : (x,y),(y,x) € R

Niech R = RU {(CL, b) ‘ (CL,Z), (ya b) € R}>
wowezas R’ € F(X)  (Sprawdzamy warunki definicji porzadku:
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1) Zwrotnosé zachodzi, gdyz R C R'.
2) Przechodnios¢. HP: J)a,b,c € X : (a,b),(b,¢) € R/, (a,c) € R'. Mozliwe sa trzy
przypadki'

2.1) (a,b) R, (b,c) €
Wowczas (a,z), (y,b) € R a wiec (y,¢) € R, (a,c) € R' 4.

2.2) (a,b) € R, (b,¢) &
Wowczas (b, ) (y,c) € R a wiec (a,z) € R, (a,c) € R’ 4.

2.3) (a,b),(b,c) € R.
Woweczas (a,x), (y,b), (b, ), (y,¢) € R, a wiec (y,x) € R 5.

3) Antysymetria. HP: 3)a,b € X : (a,b), (b,a) € R, a # b.

Analogicznie jak w punkcie 2) rozpatrujemy trzy przypadki dla par (a,b) i (b,a) — za
kazdym razem dochodzimy do sprzecznosci).

Poniewaz (z,y) € R'  ((z,z),(y,y) € R), wiecc RGC R' 4%
(iii) Natychmiastowy wniosek z (i) 1 (ii).

?a) Okreslamy f : PI, —— N, kladac dla A C I,,, kK = ord4:
FA) = (n+1)""" nata(k —i—1),
i<k
a nastepnie dla A, B C I,,:
A<B = [(4)< [(B).
(Mozna by ten porzadek nazwac leksykograficznym).
W przypadku, gdy n = 3:

1) —— {2 - {3)

~

(b) Oznaczajac przez R,, porzadek w PI,, okreslony w punkcie (a), ktadziemy:
R=|]J R
neN

Sprawdzenie, ze R jest dobrym porzadkiem typu N w zbiorze PN* NFin, nie nastrecza
trudnosci.



160 6. AKSJOMAT WYBORU

Szesnascie pierwszych wyrazéw ciagu E:

ko] 1] 2 3 |4 5 | 6 | 7 |38
Ey [ o [ {1} [ {23 [{1.2} [ {3} [{1,3} [{2,3} [ {1,2,3} [ {4}
9 10 | 11 12 | 13 | 14 | 15 |16
{Lay [ {24} (3,4} [ {1,2,4} | {1,3,4} | {2,3,4} [ {1,2,3,4} | {5}

Porzadek R jest rozszerzeniem relacji inkluzji w PN* N Fin;
Vi,jGNZEZ‘CEj = 1< J.

Ponadto, dlan € N: Ean_y = I,, Ean = {n+ 1}, {Eop,...,Ean_1} = PI,.

Latwo widaé¢, ze porzadek R jest identyczny z dokladnoscia do przesuniecia
n +— n + 1 z porzadkiem z zadania 5.66.

4. Natychmiast widaé, ze tak okreslona relacja jest porzadkiem (czesciowym) w A.
Poset (A, <) spelia zalozenia lematu Zorna, gdyz majoranta taricucha B C A
jest C:=UB (e A). (Latwo wida¢, ze R jest porzadkiem liniowym w C. Nalezy
jeszcze wykazaé, ze w kazdym @ # Z C C istnieje R-minimum.
NzeZ INAeB:ze A @+ ZNACA. I)z— Rminimum Z N A.
Wowezas  — R-minimum Z (HP: )y € Z: yé x.yeC.)BeB:yec B.
Dwa przypadki:
(i) A< B.Poniewaz x € A, wiecy€ A, ye ZNAH4.
(i) B< A. Wowezas BC A, yc A, ye ZNA4.)).
Zatem 3)Y — element <-maksymalny A. Zbior Y jest wspotkoncowy z X.
(HP: )z e XVy €Y :y < x; wowczas Y <Y U {z} € A%).

5.

(a) Indukcja na n = |X|

I. n=0, ok.

II. n>1, 0oxkdlan—1.

HP: 3X,R) X € Fin, | X|=n, Re€ L(X)\ W(X). 3)a — R-maksimum w X  (zob.
zadanie 5.63).

DlaY = X\ {a}: W(Y) = L(Y), awigc RNY? € W(Y). Poniewaz R ¢ W (X), wiec
3)@#ZCXVZ€ZE|t€Z:t<Z(tzn.tézitd.).

Z #{a}. Z\{a} CY.3)z—- R-minimum Z \ {a}.

Poniewaz z € Z, wigc Nt € Z :t < z. t#a {t=a = a<z<ab),awie
te Z\{a}, czyli z <t 4.

(b) Na przyktad (N, >).

6. HP: OP A - ACF

HNaxCFin: @&z A -3 f - funkcja wyboru dla x.

Wedtug OP 3) R € L(J ).
Vy € x:y € Fin, a wiec L(y) = W(y).
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Mozemy teraz okresli¢ funkcje wyboru f : z — |Jz, kladac dla y € z: f(y) = R-mi-
nimum y.
7. ZL=KMP

Poset (A, C) spelnia zalozenia lematu Zorna, a wiec istnieje w nim element mak-
symalny.
KMP = AC.

Dla zbioru z o elementach niepustych (& ¢ z) rodzina A cze$ciowych funkcji
wyboru

(A={f:2—=|Jz|VyeDomf: f(y) €y})

jest induktywna, a wiec istnieje w niej element maksymalny 7. Gdyby Dom 7 & z, to
)y €ax\Domr,iwowezas Nz ey, 1erU{y—z2} €A%

8.

(i) HP: 3) A — finitarny, B C A

VB,CeB(BCcCVCCB)iA=UB¢&A.

Dla E € FinN'PA indukcja na n = |E| dowodzimy, ze 3) B € B : E C B; poniewaz
B e A, wigc E € A. Zatem FinNPA C A, skad A € A 5.

(i) AC= TTL. Wniosek z (i) i twierdzenia z zadania 7.

TTL= AC.
Dla zbioru z o elementach niepustych rodzina A cze$ciowych funkcji wyboru jest
finitarna, a wiec ma element maksymalny 7 : z — |Jz.

9.

(i) Nalezy udowodnié¢ implikacje ,,=”

FHaeOrd, f: a—» X; wowezas w < «, a wiee flw:w— X.

(ii) Nalezy udowodni¢ inkluzje D C Fin.

HP: 3) X € D\ Fin. Wedlug (i) 3) f : N —— X. Okreslamy g : X — X,

o(z) = z, gdy x & Im f
fln+1), gdyz=f(n)elmf’

wowczas X ~ X \ {f(0)} € X, a wiec X €D 4.

10 =) NX,Y:a=mX),b=m®). Ha,f€0rd,f:a—» X, g:—»Y.
Jeslinp. a <B,togof': X ——=Y, awieca <b.
<)

(1°) Dowdd lematu Hartogsa (w ZF): HP: 3X Va € Ord 3 f : o —— X. Wezmy
zbior Y jak we wskazéwce. Okreslamy funkcje g : Y — Ord, g((Z, R)) = ord(Z, R).
Wowczas @ = Img € Ord. (Nalezy udowodnié tranzytywnosé zbioru «. Jezeli
veEpBEa tod)(Z,R) €Y : 5 =ord(Z,R), i wowczas h = natzp : § —» Z,
h — E-R-rosnaca, a wiec Z' = Im(h|y) C Z,idla R' = {(h(§),h(n)) | £ < n < 7}
(Z',R)eY,y=ord(Z',R) € a).

Teraz 3) f : o —— X, awiec 3) (Z,R) € Y: a=ord(Z,R) = g(Z,R), czyli o € a 5.
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(2°) Dowdd implikacji:

HP: 3X) - 3R — dobry porzadek w X.

WowczasVa € Ord—3f: X —— a,awiecVa € Ord 3 f : @ —— X w sprzecznosci
z lematem Hartogsa.

11*% Ustalmy bijekcje
p={1—2,2—33—=5...}: N —»P

i niech dla n € N*: A, := {pf | k € N*}; A; = {2,4,8,...}, Ay = {3,9,27,...},
... Niech Ag := N\ (A; UA2 U A3 U...}. Rodzina A = {A,, | n € N} C PN jest
przeliczalna, rozproszona i jej elementy sa przeliczalne.

Na mocy zasady maksimum Kuratowskiego (KMP, zadanie 7) istnieje maksy-
malna rodzina rozproszona o elementach przeliczalnych A C B C PN.
Rodzina B jest nieprzeliczalna, B ¢ N.
(HP: B~N.3)B:N—» B. 3z :N— NVneN:z, € B,\ U (BrN By).
k<n
Niech X = {z,, | n € N}. Wowczas X ~NiVneN: XNB, eFin. (XNB,C

U (Bx N By) U {z,} € Fin). Zatem rodzina B U {X} jest rozproszona, jej elementy
k<n
sa przeliczalne i B G BU{X} 4).

12% Dla dowolnych f, X oznaczmy

inv

fiX—X = f: X>X A fof=idx.

Oczywiscie f: X 25 X = f: X —» XA f ! = f Niech f: X —» X.
Oznaczmy:

G={9:X —>X|g,fog:Domg = Dom g}.
Poset (G, C) spelnia zalozenia lematu Zorna (VC C G: C - tanicuch = |JC € G),

a wiec 3g) g — element maksymalny G. Wowczas Domg = X. (HP: Domg=FE &
X. e X\ E.

E

Wowczas fo = f(z) € X\ E (HP: fo € E. Poniewaz fog: E — E, wiec

Ntel: fx=fgt,skadz=gt e E%).

Rowniez f~lz € X\ E (HP:t=flr € E.J)s€ E:t=gs, awiecc E> fgs =

ft=[ff"le=a%).

Zatem D = {f"x,f"x | x € N} C X \ E, gdzie f* = fo...of, f™ = (f~H)"
—

n
(Indukcja na n).
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dn € N* : f"z = a2 (HP: Vn € N* : f"x # x. Wowczas dla E/ = E U D,
g =gU{frfx— f"x,f"x— "z |n e N} g’:E'%E’, fog : E LN 5
oraz g & g 4).

J)n € N* najmniejsze takie, ze f"x = x. D = {x, fx, f?x,..., f" 1z}
Dla '/ = EUD, ¢ = gU{x — frle fo — M2z, "o —» 2} =
gU{ff 1tz — frkx | k € I,} : ' — E' bedziemy mieli: ¢’ : E’ R /3
fog’:E’hl)E’orazggg’%).

Tak wiec g, fog:Xin—v>X.
13* Dla dowolnego posetu P oznaczmy przez M (P) ogo6l elementéw maksymalnych
w P;

M(P)={a€eP|VpeP:—-a<p}

Przypusémy, ze P jest posetem nieskonczonym, w ktorym wszystkie tancuchy
i antylanicuchy sa skoriczone.
Wowczas M(P) € Fin (M (P) jest antylaiicuchem).

(*) VzeP3ae M(P):z<a.

(HP: d)p € PVa € M(P) : =p < a. Kazdy niepusty tanicuch w posecie X = [p, ] =
{r € X | p < z} jest skoriczony, a wiec ma element najwiekszy, ktory jest jego
majoranta. Ponadto X #@ (p € X).

Zatem, na mocy tematu Zorna w posecie X istnieje element maksymalny a, i wow-
czas a € M(P); p < a%).
Z (*) wynika, ze P= |J F(a), gdzie dla a € P:

aceM(P)
F(a)=[,a]={zr € P|z<a}

Wowcezas
F)ap € M(P) : F(ap) & Fin, a wiec rowniez F*(ag) = F(ag) \ {ao} = [, a0) € Fin.

Powtarzajac te procedure otrzymamy element a1 < ag € M (F*(ap)) itd.; a wiec,
korzystajac z aksjomatu wyboru, otrzymamy w posecie P zbiér ag > a; > az > ...,
ktory jest taricuchem nieskoriczonym  (nie ma w nim elementu najmniejszego) 4.
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Liczby kardynalne

7.1. Wstep

Na mocy aksjomatu wyboru kazdy zbiér jest réwnoliczny z jakas liczbg porzad-
kowa. Mozemy wiec okreslic funkcje card : V — Ord, cardez = |z =
min{a € Ord | z ~ a}; liczbe |z| nazywamy mocq lub liczbg kardynalng zbioru x.
Oznaczmy Card := Im(card), jest to klasa wszystkich liczb kardynalnych.

Z powyzszych definicji natychmiast wynika, ze
(1) Va,y:a~y < |z =yl
(2) Vae Ord: |a| < aA(Jo = a < « € Card)
(3) N=wCCard COrd (gdyzVm,neN:m~nem=nmn).

Tak wiec rozszerzylismy pojecie mocy zbioru skonczonego (rozdzial 5) na dowolne
zbiory.

Twierdzenie o monotonicznosci:

(4) Va,y:zCy = [z < |y
(Dowod wystarczy przeprowadzi¢ w przypadku, gdy y = 8 € Card; wowczas |z| <
ordz < = |y).

Twierdzenie Cantora—Bernsteina:

B)ez~y Cy N y~ad/ Cox = x~y
jest natychmiastowym wnioskiem z (4) (|z| = |[¢/| < ly| = |2/] < |z]).
Innym waznym wnioskiem z (4) jest twierdzenie o kardynalnosci kresu gornego
zbioru liczb kardynalnych:
(6) Vz C Card : supz = |Jz € Card

(o0 :=supz =Jz. HP: 0 ¢ Card. Zatem |o| < 0. J)a € 2z : |0]| < a. WowWczas o C o,
wiec a = |a| < |o]| 4).

Drugim podstawowym twierdzeniem o liczbach kardynalnych jest twierdzenie
Cantora:

(7) Vo : |z| < [P

(|| < |Px|, gdyz {t — {t} | t € z} : * —— Px. HP: |z| = |Pz|. Wowczas
Nfix—»Pr,awiecNse X : f(s)={tex|t g ft)},Vicaz:te f(s) &
t & f(t), w szczegolnosci s € f(s) < s & f(s) 4).

165
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Dzialania arytmetyki kardynalnej: dodawanie, mnozenie i potegowanie: +,
i A Card® — Card okreslamy w sposob naturalny, przy czym tylde (7) odrozniajaca
je od odpowiednich dzialan arytmetyki porzadkowej bedziemy na ogél opuszczali,
zdajac sie na kontekst. Dla «, f € Card ktadziemy:

a+f:=[(ax{0}) U (s x{1})|
(8) {a-B=aB:=|axp]
aB = a’ :=|Map(B,a)|.
Elementarne prawa arytmetyki kardynalnej réznia sie od praw arytmetyki po-
rzadkowej. Mnozenie i dodawanie sg laczne i przemienne. Mnozenie jest rozdzielne
wzgledem dodawania. Potegowanie spelnia trzy standardowe prawa:

(9) Va,B,v € Card : aPa” = o7, o787 = (aB)?, (aP) = aP.
Prawa monotonicznosci zachodza w wersji stabej, a < 5 = a+v < 5+, itp.
Jedynym elementarnym prawem, w ktorym wystepuje nieréwnosé silna, jest nie-
rownosé Cantora:

(10) Va € Card : a < 2.

Jest to wniosek z (7) i faktu, ze:

(1) VA:xa={X— (X x{1HU((A\X)x {0}) | X C A} : PA —» Map(A4,2);
dla X C A funkcje xa,x = xa(X) : A — 2 nazywamy funkcjg charakterystyczng
zbioru X (jako podzbioru zbioru A).

Dowody elementarnych praw arytmetyki kardynalnej sa mechaniczne i sprowa-
dzaja sie do wskazania odpowiedniej bijekcji lub injekeji. Obszerniejszy przeglad tych
praw znajdziemy w zadaniu 1.

Wedtug (10):

(12) Va € Ord : a < 2ol € Card
(HP: 2ol < a. Wowezas 211 C a, a wige 2121 < |af < 2121 4).

Wynika stad ze Ord = | J Card, a wiec klasa Card wszystkich liczb kardynalnych jest
wlasciwa (nie jest zbiorem).
(13) Card ¢ V.

Indukcyjnie tatwo pokazaé, ze w zakresie liczb naturalnych arytmetyka kardy-
nalna pokrywa sie z arytmetyka porzadkowa;

(14) Vnkew:nFk=n+k n"k=n-k nk=n"k=nk

Wedlug (13) Card\w ¢ V, a wiec ord(Card \w) = Ord; naturalna numeracje klasy
Card\w oznaczamy za Cantorem litera hebrajska alef:  := natcard\w-

Funkcja alef jest w pelni okre$lona warunkiem:

(15) X: Ord —» Card\w A Va,8 € Ord(la< 8 = R, < Ng).

Tak wiec Np = w < N < Ny < ... < R, < N4y < ... liczby kardynalne
nieskoriczone, czyli elementy klasy Card\w nazywamy zwyczajowo alefami; o funkcji
N moéowimy tez, ze jest skalg alefow.

Wedhug (10) Yo € Ord : R, < 2%, a wiec Ry < 2%, w szczegdlnodei Ry < 2%,
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Latwo wida¢, ze dla A € Lim : Xy = sup R, = |J R, (por. zadanie 7).
a< a<A

Liczbe 2% nazywamy continuum (gdyz jest to nie tylko moc zbioru PN, lecz
takze — jak sie pozniej okaze — moc zbioru R wszystkich liczb rzeczywistych) i ozna-
czamy zwyczajowo litera ¢ (gotyckie ¢). Hipoteza continuum, w skrocie CH, to zdanie
¢ = N;. Jej uogélnieniem jest zdanie Vo € Ord : 2% = R, oznaczane jako GCH
(Generalized Continuum Hypothesis).

Zdania CH i GCH sa niezalezne od ZFC (K. Gédel 1940, P. Cohen 1963). Udo-
wodnienie tego faktu jest waznym osiggnieciem matematyki XX wieku — potwierdza
intuicje wzglednosci i nieokreslonosci pojecia nieskoniczonosci aktualnej (PN =7).

Arytmetyka alefow jest trywialna w zakresie dodawania i mnozenia — sprowadza
sie do ich poréwnywania:

(16) a,peCard, 2w, a<pf = (a+=0,a#0 = a-5=0)
(G. Hessenberg, 1906).
Twierdzenie (16) jest natychmiastowym wnioskiem z lematu: Vo € Card\w : a? = a.

W dowodzie lematu wykorzystujemy relacje R w klasie Ord® = Ord x Ord okre-
$long wzorem:

(a,B)R(7,0) = aUB<yUS V [aUB=qUdA(a<yV(a=7AB<I)),

ktora jest dobrym porzadkiem w Ord? na mocy kryterium Tarskiego (zadanie 3.(a)).

(Dowod lematu prowadzimy nie wprost. Przypusémy, ze o € Card\w jest najmniej-
szym alefem, dla ktoérego o < a?.

Niech 8 = ord(a x o, R), f = nataxa,r. Tak wiec 8 € Ord, f : 8 —» a X a,
VE<n<B:fIERf(n).

Jest a < 8 (HP: B < a. Wowezas o = [B| < B < a<a?’b).

Oznaczmy (v,0) = f(a)

Wowezas fla: o —» S(y5 = S(y.5)(0rd, R) = {(&,n) € Ord* | (£,1) < (v,9)}.

Jesli (§,m) € Sy, 10 & < EUN < YUS < e = (YU +1 < a (gdyz
a € Card\w C Lim - zadanie 2), i analogicznie n < a. Zatem S(, ;5 C € X ¢,
flata——exe, a<|e},w<|e|<e<a,czylia< |e]? =|g| < ab).

Arytmetyka alefow w zakresie potegowania nie jest trywialna. Z (16) wynika je-
dynie nieistotno$¢ nietrywialnej (tj. > 2) podstawy, jezeli tylko nie przekracza ona
nieskonczonego wyktadnika, czyli:

(17) a,B€Card, 2< a< B, w< B = of =26
(a <2 a wiec o <298 =27 < af) (por. zadanie 4).

Na przyktad 2¢ = ¢ = w¥, 2¢° = w® = ¢°. Natomiast ¢ = (2¥)* = 2w = 9w — ¢,
Suma i iloczyn rodziny f : I — Card, I € V, liczb kardynalnych okreslamy
w naturalny sposob:

Sr=Ys@=|1s. Mr=Tro =y

icl

)
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gdzie dla dowolnej rodziny zbioréw A : I — V

|_|A = |_| A; = U A; x {i} (suma kartezjanska),

iel i€l
|_|A = |—| Aj={z:I— U Ai|Viel z;, € A} (iloczyn kartezjariski).
iel i€l

Tak jak poprzednio odrozniajaca tylde ,,”” bedziemy na ogo6l opuszczali, kierujac sie
kontekstem. Dziatania te uogolniaja zwykle dodawanie i mnozenie; «, f € Card =
a+p = >Y{l —» a2 — p}, i analogiczne dla mnozenia, ponadto «f
S{i—ali<B}, o =i a|a<ps}

Elementarne prawa dotyczace dziatari > i[] nie réznig sie w sposob istotny od
odpowiednich praw dla dodawania i mnozenia (zadanie 5). Zanotujmy jedynie:

(18) VA: T =V | U 4| <X |4
el el

(I) 7 : PI\{@} — I — funkcja wyboru.
{z=(x,7({iel |z A}))]|...}: UA —|]A4).
i€l il
Sumowanie nieskoriczonej rodziny niezerowych liczb kardynalnych réwniez spro-
wadza sie do wyznaczania kreséw goérnych:

(19) a € Card\w, f : @ — Card\l = >_f=aU J f(§
{<a

(c:=U fl§)eCard,{<a = f(§)<o,awiec ). f< Y o=a-0=aUo.
{<a E<a
Gdyby Y f < aUo, to mozliwe sg dwa przypadki:

DY f<a Wowczasa= Y. 1< f<a¥
E<a

2) > f<o. Wowczas n<a:d. f<f(n) <> f4.
Na przyktad:

(20) A€ Lim = Ny = U Ngz ZN&
E<A <A

(> Re = [AN U U Re = |A URy, gdyz na mocy tematu o przesunieciu w prawo
E<A E<A
[A] < A< Ry).

Dla iloczynu, w ogblnym przypadku, zachodzi jedynie nieréwnosé:

(21) a € Card\w, f:a— Card\l1 = []|f < (59 £9)™.

Vé<a:f&)<o,gdziec= | f(§) € Card, awiec[|f < [] o0 =0%).

{<a {<a

Rownosé zachodzi, gdy funkcja f jest rosnaca (stabo: £ <n < a = f(&) < f(n)),
zob. zadanie 10*; przy czym warunek ten jest istotny, jak wskazuje przyktad:
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24—«

e -— X

(:) E Ord

f=wx{2Hhu((c\w) x{1}): ¢ = Card\1,  []f=2"=c<2°=(U f(£)"

£<c
Silng nieréwnosé z twierdzenia Cantora (a < 2% dla a € Card) uogolnia twier-
dzenie Koniga:

(22) I eV A fig:I—Card ANViel f(i)<gi) = > f<[]lg.
(Jesli [Tl =, f=Ix {1}, g=Tx{2}to>. f=a,[]g=2%
(>_f <Tlg gdyz ¢ : Jf — [lg, gdzie dla (§,9) € L f (4. i € I, § < f(@))

(i) ={i—= &G Ui fG)[jeI\{i}}. HP: 3 f =[1g. v : | f —>[1g.
Dla ustalonego @ € I oznaczmy przez p; i-ta projekcje, p; : [1g — g(i), pi(x) = x4,

za$ przez q; i-ty injekeja, ¢; ¢ f(i) — | f, (&) = (&,9);

L <2y

%T ipi :

(i) -2 g(i)

wowezas ¥; 1= p; oY oq; : f(i) = g(i), Imey; & g(i)  (bo gdyby i : f(i) —» g(i),
to g(i) < f(i)). Zatem )z € [|g Vi € I : x; € g(i) \ Imy;. Niech (&, ) = ¢~ (z),
czyli j € I, § € f(5), ¥(&,7) = a; wowezas x; = p;(1(q;(§))) = 1;(§) € Imy; §).

Wyznaczanie mocy zbioréw nieskoriczonych nazywa sie tez kombinatorykg nie-
skoriczong. Mozna na przyklad rozszerzy¢ pojecie symbolu Newtona, ktadac dla do-
wolnych «, 5 € Card

(g) = [Ps()], gdzie VX : Pg(X):={Y C X ||Y| =5}

FLatwo wykazaé, ze:

(23) a € Card\w, B € Card, B <a = (§) = |Inj(B,0)| = o’.

() < 1j(8, )| < |Map(8,a)] = a”. W druga strong: o < [Pa(a x 8)| = (°F).

Dla 8 = 0 prawo (23) jest oczywiste; jesli 3 # 0, to a8 = a, a wicc o < (g))

Z rownosci (23) wynika na przyklad, ze w zbiorze nieskonczonym mocy « jest
doktadnie o podzbioréow skoriczonych (zadanie 12).
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7.2. Tematy

1. Udowodnié¢, ze dla a, 3, € Card; A, B € V:
(a) ANB=9o = |AUB|=|A|+|B]|

(b) |Ax B[ =|A|-|B|

(¢c) [Map(4, B)| = |B|4

(d) [PA] =241 o < 22
(a+B)+v=a+(B+7), (@B)y=a(B)
a+ B =0+aqa,af = pa

(8) a(B+7)=aB+ay

)
)
)
(e)
(f)
)
(h) a+0=a,a-0=0,a-1=«
)
) o
)
)
)
) «

f

2

(i) a<B = a+y<B+y A ay< By

G =0 = a=0V =0

(k aﬁ+7 =adfa”, (aB) = 7B

(1 (aﬁ)v = aP
(m) a®=1=1%al=a,a#0 = 0°=0,a’=a-q, ...
n) a<pf = a7 <p[
(0) a#0ANB<y = o <a.
2. Wykazaé, ze alefy sa liczbami granicznymi w sensie porzadkowym, to jest ze
Card\w C Lim.
3. W klasie Ord x Ord okreslamy relacje R wzorem:

(o, B)R(7,0) <= aUB<yUJ V [aUB=7UdA(a<yV(a=7AB <))
Wykazaé, ze:

(a) R jest dobrym porzadkiem w Ord x Ord

(b) a € Card\w = ord(a x o, R) = «

(¢) ord(Ord x Ord, R) = Ord.

4. Arytmetyka aleféw upraszcza sie, jezeli przyjmiemy GCH jako dodatkowy aksjo-
mat.
Scharakteryzowaé¢ w systemie ZFC 4+ GCH potege Nfiﬁ dla a, 8 € Ord.

5. Wykazaé, ze jezeli X, Y e V,A: X = V; f,g: X — Card, h : X xY — Card;
a, B € Card, to:
Vz,ze X[z #2z = Alx)NA(2) # 9]) = | U Az |* Z |A(2)|

)
) ITTAl = EIXIA(I)\
(¢) h= > > h(zx,y) i analogicznie dla []
)
)

(a

(b
zeX yeY

(d) p: Y —» X = > f=>"foeianalogicznie dla[]

(@) VeeX flx)<g(x) = 2 f<Xg N T1F<lyg
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HYCX — SAV<TS
(g) YCX A O¢Imf = TIfIY <[1f
(h) > B=ap, [1B8=p"

(<a (<

)

() O Na= 2 f@)e, (1) = T1 fl@)*
zeX

reX
6) axzl = M al @)
reX

6. Dany jest przeliczalny ciag niezerowych liczb kardynalnych 7 : w — Card\1.
Wykazaé, ze:

M) X7=U Xrln

n<w

) [== U [17In.

n<w
Pokazaé¢ na przykladzie, ze nieréwnosé w (ii) moze by¢ silna.

7. Funkcja alef X : Ord — Ord jest normalna, to znaczy silnie rosnaca i ciagla

(VA € Lim : Ry = [J N¢), i jako taka ma dowolnie duze punkty state (rozdzial 5,
<A

zadania 29-31) — sa to tak zwane alefy krytyczne.

Ich klasa A" = {R, | a« € Ord,R, = a} (A := Card\w = alefy) jest wiec
wlasciwa; A ¢ V. (JA = Ord), zatem ord 4+ = Ord. Oznaczmy X' = nat 4/, tak
wige X' : Ord —» A, Vo, B € Ord : o < B = N[, < N (skala alefow krytycznych).
Wykazaé, ze funkcja N’ tez jest normalna.

Whrioski (R, X7 ...)?

8% Znalez¢ liczby kardynalne 0 < a < 3, 0 < v < § takie, ze a” = 3°.

Wskazowka: Wzia¢ a = |J 7, gdzie 19 = w, 741 = 2™. a¥ =7
n<w

9. Wykazaé (w ZFC), ze:

GCH <= Vae Card\w:a= Z 2b,

beCard Na

10*% Wykazaé, ze jezeli o € Card\w, f: a — Card\1, VE <n < a: f(§) < f(n), to
(03
M= (éU F©)"
<a
Wskazowka: Wykorzystaé¢ dobry porzadek R w klasie Ord x Ord opisany w zadaniu 3.

11. Wykazaé, ze jezeli a € Card, 7 : w — Card i Vn < m < w : 7, < Ty, tO
2% #£ 3 7. (W szezegblnosci ¢ =29 # R, = > N,).
n<w n<w

12. Wykazaé, ze a € Card\w = |[Pa[\Fin| = a.
13. Wykaza¢, ze a € Card\w = a! = 2%, gdzie a! = |Perm(a)|, Perm(a) =

{f|f:a—»al
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14* Udowodni¢, ze jezeli o-algebra m podzbioréw zbioru X (tzn. m C PX, X € m,

o0
VA:N* - m(|JAiem)iVBem: B'= X\ B € m) jest nieskoriczona, to jest
i=1
ona mocy co najmniej continuum (jm| > w = |m| > 2%).
Wskazowka: 3) A : N* —— m. Dla ciggu o : N* — {0,1} = 2 oznaczmy S, = [ A",
i=1
gdziedla BC X : B = B,B' = B7,idalej A= {a:N* = 2| S, # @}. Udowodnié¢,
ze |A| 2 w i wskazaé injekcje PA —— m.
15. Dla liczby porzadkowej granicznej A (A € Lim = {a € Ord | a # 0AJa = a})
oznaczmy:
1) CtA={X Cc A||UX = A} — podzbiory wspdtkoricowe (nieograniczone) liczby A,
2) cfA=N{|X|| X € Cf A} — wspdtkoricowosé A.
Wykazaé, ze dla X C A € Lim:
(a) XeCfX <= Vn<AIgeX: n<¢
(b) Ae CfA
(c) XelCfN = |X|2w
(d) cf X e Card, w < cf X < |A
() a€Ord, fra—= A UImf=XA = cf A <ol

16. Udowodnié, ze:
A€Llim = FY e CfA: Y| =ordY =cf\

17*. Wykazaé, ze dla liczb granicznych A, 4 € Lim:
fiu=X AVE<n<p:fE)<f(n) A UImf:)\.:> cf p=cf A
Czy zalozenie monotonicznosci (stabej!) funkcji f jest konieczne?

18. Dla liczb granicznych A, p € Lim oznaczmy:
Q) fop /N = fru=aAVE<n<p f§) <f(W)AUImf =
(il)) p /AN = Af:n SN

Wykazaé, ze dla A\, u, v € Lim:

19. Wykazaé, ze dla » € Card\w, « € Ord:

(a) Jp:a—=»xNCard (Y p=x) < cfx<a

(b) jezeli v jest najmniejsza liczba porzadkowa, dla ktorej istnieje ciag ¢ : a —
2N Card taki, ze > ¢ = 5, to @ = cf »
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(¢) 3¢ < st
(d) 2<a€Card = s < cfa™.

20. Liczbe kardynalna nieskoniczong s nazywamy reqularng, gdy cf s = »; w przeciw-
nym wypadku, to jest gdy cf s < 3, méwimy, ze liczba s jest syngularna. Regularne
sa wszystkie alefy sekwensowe, to jest liczby postaci R,41, gdzie o € Ord (zadanie
18.(e)) oraz liczba w = Rq. Jezeli liczba 3¢ jest syngularna, to jest alefem granicznym,
tzn. s = Ny, gdzie A € Lim.

Mowimy, ze liczba s jest nieosiggalna, jezeli jest ona alefem granicznym regular-
nym.

Wykazaé, ze:

(a) Kazda liczba nieosiagalna jest alefem krytycznym.

(b) Wszystkie alefy graniczne postaci Ny, gdzie a € Ord, « # 0, sa syngularne;
cf gt = w.
(¢) VAeLim:cf Ry =w = Ny #2%.

7.3. Odpowiedzi
1. Dowody sprowadzaja sie do wskazania odpowiedniej bijekcji lub injekeji (dla nie-
rownosci). Na przyklad, dla dowodu prawa (1) bierzemy f : Map(y, Map(8, a)) —»
Map(8 x v, «), ktadac dla ¢ : v — Map(8, «)
fo=A{y,2) = (v2)y | (y,2) € Bx 7}

(piszemy fx = f(x) itp.).
2. HP: 3)a € Ord : a + 1 € Card\w. Wowczas:

Aoy e ¢ o

0 1 2 a a1

f={a—»0}U{nn+l|n<wlU{{—Elw<E<a}l:a+l—a awie

atl=|a|<a<a+14%

3.

(a) Korzystamy z kryterium Tarskiego:

1°) Spojnosé relacji R wynika ze spojnosci relacji naturalnego porzadku w klasie Ord.

2°) Odcinki S(445 = {(a,p) € Ord* | (a,B) E (v,0)} sa zbiorami, gdyz dla
(,B) € Sy @ < aUB < e := (aUf)+ 1, i analogicznie § < ¢, a wige
S(%g) CeXe.

3°) W kazdym zbiorze @ # X C Ord x Ord istnieje element R-minimalny.
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(Naszkicujmy diagram relacji R:

1, 2,
(0.1) ( ‘u) (2, 1) ”“\7(“’“)
0.3) (1,3)
(072) (1v (2ﬂ2) (,u72)
(0,1) (I\D)¢(2,1) (1, 1)
(0,0) (1,0) (2,0) (1.0)

Niech p =min{a US| (o, 8) € X}.
JRamka” A = {(a, 8 € Ord® | «US = pu} rozpada sie na dwa zbiory, A = BUC, gdzie
B={(a,p)|a<p}, C={(upB)|B<n}
G£ANX =(BNX)U(CNX).
Jezeli BN X # @, to — jak latwo wida¢ — elementem R-minimalnym zbioru X jest
(6, 1), gdzie 6 = min{a | (o, u) € BN X}.
Jezeli zas BN X = &, to CNX # &, i element minimalnym jest (u,d), gdzie
5 = min{3 | (1, 8) € C XY,

2

(b) Niech f = ord(a X a, R), f = nataxa,r : 8 —» a x a. Wowczas |5 = o = a,

a wiec a < f.

HP: o < 8. Wowezas f(a) = (7,0) €eax a,awiecy<yUd<e:=(yUI) +1<a,

i analogicznie § < € < «, czyli (7,8) € e x ¢, fla: a — e x e, a < g%, € > w,

le]> =lel, a < el e < ab.

(c) Ord® = Ord x Ord ¢ V, gdyz Ord ¢ Vi {a — (a,0) | & € Ord} : Ord —— Ord?.
Jesli A = ord(Ord®,R), to A < Ord i F = nato.qz p 1 A —» Ord?, a wiec

A = Ord.

4. W ZFC + GCH:

1°) Jezeli a < B3, to Ngﬁ =2% = N5 .

2°) Jezeli f < a+ 1, to Ny2, = 2Re®s — Ve =R\

3°) Jezeli B < A € Lim, to Xy < R{® < X\7, = Nyy1, a wiee RY* € {Ry, Ryyq}-

5. Podobnie jak w zadaniu 1 wystarczy wskaza¢ odpowiednia bijekcje lub injekcje.
Na przyktad

ad (j): a>/ = [Map(3 f,a) = [Map(L| f, )], IG_IXOéf(””) = | I;IXMap(f(x),a)|~
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Oznaczmy dla z € X:

T ={{ (o) [E< f@)} w0 fle) —> f(@) x {z} | |/
Okreslamy bijekcje

F: Map(|_|f,a) — |_| Map(f(z), o),
ktadac dla ¢ : | | f — e
Flo)={z— pom, |z € X}

6.
i) Va<w Y rIn< Y r,awieco:= |J drln <> 7.
n<w
HP:o <) 7=wU U 7n.
n<w

Dwa przypadki:

1) 0 < w.
Wowezas Vn < w: Y. 7|n < 0. Jednak > 7ln= > 7, > > 1 =n, a wiec dla
n=c+1l.0+1<04% k<n k<n

2) o< U

n<w

Nn<w:o<, <Y 7|(n+1) <04
(ii) Nieréwnos$¢ wykazujemy analogicznie jak w (i).
Jezeli 7 = w x {2}, to
I_IT = |_| 2=2Y=¢, natomiast
n<w

U|—|T|n= U |_|2: U2":w<c.

n<w n<w k<n n<w

7. Jest to ogdlna prawidlowosé.
Jezeli ciag f : Ord — Ord jest normalny, tzn.

1°) VE&meOrd:E<n = f(§) <f(n) i
2°) VA € Lim : f(\) =£L<J)\f(§),

to ma dowolnie duze punkty krytyczne (rozdzial 5. zadanie 29), a wiec ich ogot K =
{a € Ord | f(a) = a} jest klasa wlasciwa i jej naturalna numeracja f’ = naty :
Ord —» K tez jest ciagiem normalnym  (Nalezy wykazaé, ze VA € Lim : f'(A) =

U f(€). HP: 3) € Lim : () # 59 f'(8)-

£<A
O<znaczmy o= U f'(&). Wowczas V& < p: f/(&) < f'(n), a wiec o < f/'(p), czyli
o< f'(n). o

oc€Llim (HP:3)aeOrd:o=a+1 Wowczas a <o, NE< pu:a < f'(§);
a< fla) < f(f'()=Fr<fE+l)<o=a+19%).
o= flo) (HP:o < f(o)= 69 .- DE<o:0 < fE) )< p:&<fn),
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L wowezas o < f(§) < f(f'(n)) = f'(n) <o 9).
Zatem J) o € Ord : 0 = f/'(a).
a<p  (HP: p<a Wowezas f/(p) < f(a) =0 < f'(u) %),
awieco = f'(a) < flla+1) <o %).
Tak wiec funkcja X’ : Ord — Ord jest normalna, klasa A" jej punktow krytycz-
nych jest wlasciwa; jej numeracja X" : Ord — Ord jest normalna itd.
Zauwazmy, ze wszystko to dzieje sie w ZFC.

8% Okreslamy ciag 7 : w — Card; 19 = w, Tp41 = 2™
Liczba a:= |J 7, € Card  (wedlug (6)). o <711 < ... < a.
n<w
7 aksjomatu wyboru wynika, ze istnieje ciag bijekcji ¢, : P71y —» 741, 1 < w.
Okreslmy injekcie f : Pa —— Map(w, «), ktadac dla X C a: fx = {n— @, (XN7y,) |
n <w} (Jest to iniekcja, gdyz X Ca = X = |J X N7p).

n<w

Zatem 2% < a¥.

Jednak a < 2%, a wiec o < 29% = 29, Tak wiec a¥ = 20 = 2¢° = (2%)2, czyli
a<2% w<aiaY = (2%

(Uwaga: okreslajac ciag 7, mozemy jako 19 wzia¢ dowolng liczbe kardynalna nieskon-
czona,).

9. S:= > 2"=|CardNa|Uoc, gdziec= |J 2% (€ Card).
beCardNa beCardNa

=) Trzy przypadki:

1) a =Ry (=w).
Woéwezas 0 = |J 2° =w, CardNa = w, a wiec S =wUw =w = a.
b<w
2) a =Nyy1, @ € Ord.
Wowcezas 0 = |J 2% =28« =R,,q, |CardNal < a =N,p1, a wiec S = Royq.
BLa
3) a =Ry, \ € Lim.
Wowezas 0 = |J 2% = |J R =Ry, [CardNal < Ry, a wiee S = R,.
B<A B
<) Niech a € Ord. Wezmy a = N,y1. Wowezas S = [CardNRqyq| U |J 28 =
BLa
| Card NV, 41| U2%e; ale | Card NNy 1] < Nogyq < 2% a wiee S = 28 czyli Nyyq =
28,
10* Wystarczy udowodnié, ze [ | f > 0%, gdzie 0 := |J f(&).

(<a
Niech R bedzie dobrym porzadkiem w Ord x Ord (zadanie 3.(a)); ord(a X o, R) =

(zadanie 3.(b)), a wiec ¢ = nataxa,r: @ —» axa, VE<n<a:p() < (77)

Rozwazmy podziat {A¢ | £ < a} zbioru a, gdzie dla { < oz A¢ = {%({5} X ).
Tak wiec [1f= [T [1 f(C).
E<a CeA,
Zauwazmy, ze V§ < a : |J f(A¢) = o (zob. rysunek) (HP: 3){ < a: o' =
U f(Ae) < 0. Wowezas 3) 5 < a: 0’/ < f(B), awiec V(€ As 1 f({) < f(B), ¢ < B

<
czyli Ae C 8 (bo gdyby B <, to f(B) < f(C) 4).
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Ord
' £ % {a} = p(Ae) axa

Ord

Tak wige Vi <z 1 (§m) < B, (§n) < (3,0) = @(B), idlan = (yUd) +1 <
n<EUN<YUI<(YUd)+1=n%).
Poniewaz dla £ < a, V(' € Ag - f(¢') < [] f(¢), wieco < [] f(¢),skad []f >

N o=om = o
(<
11. HP: 2% = " 7,.
n<w
Wowcezas @ 2 w (2% > > 1 =w), awiec 2% < []| Tp41 < [] 2% = (2”‘)w =
n<w n<w n<w
gorw — 90 4,
12. |[PanFin|= Y ()= Y a"= Y a=a-w=o
n<w n<w 0<n<w

13. Perm(a) C Map(a, a), a wiec a! < a® = 2%,

Dla dowodu nieréwnosci w drugg strone zauwazmy, ze kazdy zbior nietrywialny (t].
mocy > 2) ma permutacje bez punktow statych.  (Jezeli 2 < n < w, to mozna wziaé¢
permutacje cykliczng {0 — 1,1—2,....n—2—n—-1n—1— 0} :n—» n.

Dla « € Card\w mozna wzia¢ na przyktad

U {PA+2ne=A+2n+ LA+ 2n+ 1= A4+ 2n} i a—» a).

A€Limp N
n<w

Zbior A = {A C a | |A| > 2} jest mocy 2. Dla A € A niech ¢ 4 bedzie permutacja
bez punktow statych zbioru A (AC).

Okreslamy injekcje f : A —» Perm(c), ktadac dla A € A : fa = @4 Uida\a
esli fa = fp dla A, B € A to A= {€ < al| fa(§) #& = {¢ < a | fu(€) # &} = B).

Zatem 2% = |A| < | Perm(a)| = al.

14*. Rodzina {5, | @ € A} jest podzialem zbioru X.
Okreglamy injekcje F' : N* —— PA, kladac dla i € N*, F(i) = {a € A| S, C 4;}
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(HP: 3)4,5 e N*, i # j, x € A;\ A;, F(i) = F(j). Wowczas J)a € A: 2z € S, =
AYP C Ay Zatem o € F(i) = F(j), Sa CAj, x € A; %).
k=1
Zatem |PA| > w, a wiec |A| > w, |PA| > 2v.
Nastepnie okreslamy injekcje G : PA —— m, kladac dla B C A, G(B) = U Ss
peB
(HP: 3)B,C Cc A, B € B\C, G(B) = G(C). Wowczas J)z € Sz C G(B), z € G(C),
NyeC:zelSy; f#y,x€S3NS, =0 9.
Zatem |m| > |PA| > 2¥.

15. (a)—(d) to natychmiastowe wnioski z przyjetych definicji.
(e): Im f € Cf A, a wiec cf A < |Im f| < |a].

16. X eCtA: | X|=a=cfX I)f:a—» X.
Okreslamy indukeyjnie ciag g, ktadac dla £ € Ord:

9(&) =({neOrd| f(§) <n<X A Im(g¢) Cn}.
Niech g = Dom g.
Wowezas VE < B: f(€) < g(§) <A A Tm(gl¢) C g(§).

Zatem B <a A V(<E<B:g(C) <g(é).
Jest f=a (HP: § < a. Wowczas g(f) =V, a wiec

{nelrd| f(B)<n< A A ImgCn}=0.

Zatem Vn € Ord : f(B) <n< XA = FE<a:n<g(),awe JImg = A, czyli
Img € CEA, a < |Img| = |8] < 8 5).
Tak wiec dla Y =Img: naty =g, |Y| =ordY =cf \.

17% Oznaczmy « = cf A, f = cf pu. Z faktu udowodnionego w zadaniu 16 wynika, ze
istnieja injekcje rosnace ¢ : o = A, ¢ : f — p takie, ze JImp = A, JIm ¢ = p.
Wowcezas fot: f— Aoraz | JIm(fop)) =X (Niechn <A < p:n < f(Q).
e < B¢ < (8, awiee F(Q) < F((E)). Zatem n < (f o) (€)).
Tak wiec a = ef A < |Im(f o 9)| < B.
Wykazemy, ze 5 < «, a wiec a = . Okreslamy indukcyjnie ciag g, ktadac

Ve Ord:g(¢) = [{¢ < n|Im(glé) C¢ A »(§) < f(O}

Oznaczmy o’ = Dom g. Wowczas

Ve <a 1 g(€) < p, Im(glé) C g(é), @(§) < f(g(§))-

Zatem o' < a (gdyz & <o = £ € Domp =a),oraz g:a —> pu, g —
rosnaca.
Ulmg =p  (HP: 0 = JImg < p. Wowcezas f(o) < A\, )& < a: flo) < (&) <
X=Umf, 3)¢ < s o) < £O), a wice f(0) < f(€), skad 0 < ¢ (HP: € < 0.
Wowezas f(¢) < f(o) < f(C) %)

Img c ¢ (V¢ < a :g(¢)
¢e{ <p|Im(gll) CC A o
p(&) < f(9(€)), flo) < f(9(&)), o <

Zatem B =cfp <o’ < a.

o < (), 1 tym bardziej Im(g|§) C &, a wiec
< f(Q)}, skad wynika, ze g(§) < ¢, £ < o/,
) <o)

o — /N
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Zalozenie monotonicznosci funkcji f jest konieczne.
Przyktad:
= Nyipn [ n<wh:w— R, awiee efN, =w =cfw (w = Ny), oraz cf R} = N
(zob. zadanie 18.(c)).
1°) 3) f: N, = Ny [fI¥y Cid], 1 wowezas [JIm f =Ry i Rg = cf R, <Ny =cf ¥y
2°9) N s2w=R [fw) Cw],UImf=w:w=cfRy <Ry =cfRy.

18. Dowody praw (a)—(d) sa bezproblemowe.

(e): Jest cf A < A HP: v =cf A < A =Ryy1. Wowezas v < R,

XA UX =X |X|=1.

Wowcezas A = | JX| < D] € <X Ra=7-Ry =Ry < A4
§<X

19.

(a) =) Hpra<ecfsx I p:a—xnCard O ¢ = ).

Wowcezas 0 = JImep < 3¢ (HP: 5 < 0. Jednak Im ¢ C s, a wiec 0 = JIm ¢ < s,
czyli 2 = 0. Zatem cf 3 < |[Imy| < |a] < a 4).

<) ) frcfx M (zadanie 18.(a)).

Niech ¢ = cardof. Wowczas ¢ : cf 2z — 3N Card, V& < cf s : (&) = | f(E)]-

Zatem % = Ul f = U f(€) < % @l€) < x-cfx = 2 awice S (€)=

E<cf s E<cf E<ctf s
Y=

Dla a > cf s bierzemy ¢’ = oU{{ — 0| cfsr < E< a}iwowezasd ¢ =D ¢ = .
(b) Jest to wniosek z (a).
(¢) ¢ : cfx — xNCard, Y. = »» (wg. (a)). Na mocy twierdzenia Koniga
w< [ »=xtx

E<ctf 5
(d) HP: cf o < ».
Wowezas 3)p @ » — o N Card, Y ¢ = o Zatem o = > (&) < [] o™ =

<x <

(a")% =a* =a” 4 ‘ ‘
20.
(a) Niech A € Lim i cf Xy = ;.
RIA:A /ARy, awiee Ry =cf Ny =cf A< AR,

(b) {n = Noyn | n<w}:w M Raqy, awiee cfRpyy, = cfw =w.

(c) HP: Ry =2v.
Woéwezas na mocy 19(d): w < cf 2% = c¢f Ny = w 4.
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Kategorie i struktury

8.1. Wstep

8.1.1. Kategoria zwyczajna T = (T, 0) jest okreslona przez dwa odwzorowania:
T:V —V,0:(0ObT)? - V, gdzie ObT = {(4,a) | A € V,a € T(A)} — klasa
obiektow kategorii 7T dla dwoch takich obiektow X = (A,a), Y = (B, ) zachodzi
inkluzja: o(X,Y) C Map(A, B).

Postulujemy:
1° XY, ZeObT AN feoX,Y) N geo(Y,Z) = gofeo(X,Z) (postulat
ztozenia)
2° X =(A,0) eO0ObT AN f:A—» B = Y =(B,5) € ObT: feo(X,Y),
f~tea(Y, X) (postulat przeniesienia).

8.1.2. Odwzorowania nalezace do o(X,Y) nazywamy morfizmami z X do Y
dla poszczegdlnych kategorii zwyczajnych, np. grup czy przestrzeni topologicznych,
morfizmy maja specjalne nazwy — odpowiednio: homomorfizmy, odwzorowania ciagte
itp.

Dla X = (A,a) € ObT zbiér A nazywamy zbiorem podktadowym obiektu X;
notacja: set X = X := A; element « to struktura X; str X = a. Zwykle dla X € ObT
piszemy X zamiast X lub set X, zdajac si¢ na kontekst; np. zapis £ € X rozumiemy
jako x € X itp.

Dla morfizmu f € o(X,Y) piszemy tez f : X — Y lub f : X T) Y'; zapis
f: X — Y moze juz prowadzi¢ do nieporozumien.

Zauwazmy, ze dla X = (A,a) € ObT; ida : X — X — jest to tzw. morfizm
identycznosciowy obiektu X. (Wg2° A B e T(A):ida: X — Y, id;‘l =1idy :
Y — X, gdzieY = (4, 5). Terazwg 1°,idg : X — X (1 X =Y, znéow wedlug 2°)).

8.1.3. Przyktady:

1) Kategoria systemow relacyjnych.
T(A) = PA% dla X = (A,a), Y = (B,8) € ObT: a C A%, 8 C B% o(X,Y) =
{f:A=>B|Va,tecA:x<t = f(x) < f(t)}.

a 3

Tak wiec morfizmami w tej kategorii sa odwzorowania rosngce (w sensie stabym).

2) Kategoria Pretop przestrzeni pretopologicznych.
T(A) = P?A = PPA; dla X = (4,a),Y = (B,8) € ObT : a C PA, B C PB,
o(X,)Y)={f: A= B|VYU€eB: fY(U)€a}.

181
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Morfizmy tej kategorii nazywamy odwzorowaniami ciggtyms.
3) Kategoria grupoidéw.
T(A) = Map(A?,A) x A; dla X = (A, (p,a)), Y = (B, (,b)) € ObT: ¢ : A2 — A,
a€ A v :B?> = B, be B, o(X,)Y)={f:A— B|Va,t € Al[flelz,t) =
([ (), f() A fla) = b}

Dla grupoidéw morfizmy nazywamy homomorfizmams.

4) Kategoria Set wszystkich zbioréw (i ich odwzorowan dowolnych).

T(A) =1={@}. Tak wiec ObT = {(A, @) | A € V} i mozemy utozsamiaé: ObT = V.

Po tym utozsamieniu o (A, B) = Map(A, B) dla dowolnych zbioréw A i B.
Sprawdzenie postulatow zlozenia i przeniesienia (1°, 2°) we wszystkich tych czte-

rech przypadkach sprowadza sie do mechanicznych przeliczeri.

8.1.4. W definicji kategorii zwyczajnej kluczowe znaczenie ma postulat przenie-
sienia stwierdzajacy ,nieistotno$¢” zbioru podkladowego (nie materia, tylko formal).

Jezeli X = (A,a) € ObT, f: A —» BiY = (B,f) jest jedynym takim
obiektem kategorii T, ze

f:X—Y i f7l1vy ——X,
to bijekcje f nazywamy izomorfizmem X na Y i méwimy, ze obiekty X i Y sa izo-
morficzne; Zapis:f:XL)Y,f:X%Y,XzY = df: X =Y.
Tak wiec
X 2Y «—= f: X —=YANf: X—YANf1Y — X

Latwo widaé, ze relacja izomorfizmu ,,~” jest rownowazno$cia w klasie ObT
wszystkich obiektow kategorii T .

8.1.5. W klasie Ob T wszystkich obiektow kategorii T okreslamy porzadek (cze-
Sciowy):
X<Y «—= X=Y=F AN idg:Y —X;
moéwimy, ze X jest stabszy od Y, Y jest silniejszy od X.
Na przyktad dla systemow relacyjnych X = (E,«), Y = (E,0): X <Y —
Va,z€ E:(z,2) € = (x,2) €a] < aDp.
Dla przestrzeni pretopologicznych X = (E,a), Y = (E,(): X <Y < «a C f.

8.1.6. Dla dwu kategorii zwyczajnych 7 = (T,0), T' = (T’,¢') méwimy, ze T’
jest podkategorig kategorii T, co notujemy: 7' C T, gdy
1° ObT" C ObT (ré6wnowaznie: VA : T'(A) C T(A))
2° VXY €eObT:0/(X,Y) Co(X,Y).

Mowimy, ze T’ jest podkategorig petng kategorii T, notujemy: 7' - T, gdy wa-
runek 2° zastapimy mocniejszym:

2°°VX,Y € ObT' : ¢/(X,Y) = o(X,Y).
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Podkategoria pelna T’ kategorii 7 moze by¢ utozsamiana z klasa K C ObT
zamknieta ze wzgledu na izomorfizmy, to jest spelniajaca warunek:

VXeKYeObT: X~Y = YeK,
i wowcezas K = ObT”. Klase taka nazywamy tez niezmiennikiem kategorii T.
Na przyktad, jezeli T jest kategorig systemow relacyjnych, to
WOS - LOS - POS - T,

gdzie odpowiednio POS, LOS i WOS sg kategoriami posetow, zbioréw liniowo upo-
rzadkowanych (laricuchow); zbior6w dobrze uporzadkowanych i ich odwzorowari ro-
snacych (w sensie stabym); réwniez Set - T, Set - Pretop.

Jezeli T jest kategoria grupoidow, to okreslamy podkategorie petne:
AbC GrC Sgr; CT.
o o o

Kategoria Sgr; to kategoria pdtgrup z jedynka, czyli takich grupoidow G = (A, (p, a)),
w ktorych dziatanie jest fgczne, tzn. Va,y, 2 € A : o(z,0(y, 2)) = ¢(p(z,y), 2), oraz
element wyrozniony a € A jest neutralny wzgledem dzialania ¢, tzn. Vo € A :
pla,r) = p(z,a) = x.

W dalszym ciagu termin pdtgrupa bedzie oznaczal potgrupe z jedynka, chyba ze
postanowimy inaczej.

Zwyczajowo dla poélgrup przyjmujemy notacje multyplikatywng; dla potgrupy G =
(A, (p,a)) dziatanie ¢ oznaczamy jako mnozenie, xy = z -y = & oY= o(x,y), zas
element neutralny nazywamy jedynka, 1 = 1 1= a.

Przyktadowo, dla zbioru A mamy polgrupe odwzorowan A w siebie, Map A =
(Map(A4, A), (o,id4)).

Gr to wazna kategoria grup; pdlgrupe G € Sgr; nazywamy grupg, gdy kazdy
element jest w niej odwracalny, Vo € Gdy € G:zy =yx = 1.
Dla zbioru A mamy grupe permutacji A:

Perm A := ({o |0 : A —» A}, (0,ida)).

Ogolniej dla obiektu X ustalonej kategorii zwyczajnej mamy grupe automorfi-
zmow AutX = {f : f : X =5 X} i polgrupe endomorfizméow End X =
{flf: X — X}

Jezeli dodatkowo zazadamy, zeby dziatanie w potgrupie bylo przemienne, to otrzy-
mamy kategorie potgrup przemiennych lub komutatywnych Sgrc,.
Opuszczajac element neutralny, otrzymamy kategorie potgrup (bez jedynki) Sgr.

Grupe przemienng nazywamy tez abelows (od nazwiska norweskiego matematyka
N. H. Abela); ich kategorie oznaczamy Ab.

Tak wiec Ab - Sgre, - Sgry, Ab - Gr.
Dla grup abelowych (i tylko dla takich) najczesciej uzywamy notacji addytywnej,
oznaczajac wynik dziatania jako x + y; zas element neutralny jako 0.
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8.1.7. Dla dwu kategorii zwyczajnych 7 = (T,0) i T' = (T”,0’) okreslamy ich
zestawienie T AT’ jako kategorie zwyczajna 7" = (T",0") taka, ze
1°VA: T"(A)=T(A) x T'(A)
2°VX = (A (o, ), Y = (B,(8,8") € ObT" : ¢""(X,Y) = o((4,),(B,5)) N
o'((A,a'),(B,5")).

Dla kategorii zwyczajnych taczenie operacji zestawiania i przechodzenia do pod-
kategorii (na ogol pelnej) jest typowym sposobem otrzymywania zlozonych struktur
matematycznych.

Przyktady:
1. Kategoria grup uporzgdkowanych OrdGr - Ab APOS. Dla G € Ab APOS:

G €OrdGr <= Vz,y,z€G:a<y = z+2<y+z

2. Kategoria pierscieni (z jedynkag): Riny - Ab A Sgry; dla R € Ab A Sgry:

ReRin <= Va,y,z€R: (z+y)z=2z+yz AN z(x+vy)=z2x+ 2y.

Dotaczajac postulat przemiennosci mnozenia, otrzymamy kategorie Rincy pier-
Scieni przemiennych.

8.1.8. Funktorem zwyczajnym z kategorii T = (T, o) do kategorii 77 = (T",0”)
nazywany funkcje F': ObT — Ob T’ taka, ze:
1° VX € ObT :set F(X) =set X
2° VX,YObT : 0(X,Y) C o (F(X), F(Y));
zapisujemy: F : T — T,

Jezeli w punkcie 2° zachodzi zawsze rownosé zamiast inkluzji, to méwimy, ze
funktor F' jest pefny, co notujemy: F: T —= T".

Na przyklad, jezeli 7" = T A T', to mamy tzw. funktory zapominajgce
F:T"—T,F:T"—T;VX =(4,(,a) € T": F(X) = (A,a), F/(X) =
(A, ).

Oczywiscie, jezeli T' C T, to idopr @ 7' —= T (idobr : T' —=> T, jesli
T ).

8.1.9. Dla dwu kategorii zwyczajnych 7 i 7' moéwimy, ze funktor zwyczajny
F . T —— T’ ustala ich réwnowaznosé, co notujemy: F : T = T’ gdy
F:0bT — ObT' i F~': T — T.

Kategorie takie mozemy identyfikowaé¢, uwzgledniajac oczywiscie odpowiedni funk-
tor ustalajacy ich rownowazno$¢. Na przyklad, piszemy 7 A 7' ~ 7' A T, majac na
my$li funktor F' okreslony wzorem F((A, (o, ') = (4, (¢, a)).

Rownowaznos$é kategorii zwyczajnych 7 i T’ ustala sie zwykle przez wskazanie
dwoch funktorow F : T — 7' i G : T’ —— T takich, ze GoF Cidi Fo G C id,
gdyz wowezas F: T = T'iG=F~L
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Na przyktad w rozdziale 4 w zadaniach 4.28 i 4.29 podano dwie réwnowazne defini-
cje pojecia kraty. W gruncie rzeczy uzyskaliSmy dwie rownowazne kategorie zwyczajne
krat i ich (homo)morfizmoéw:
1° Kategoria Latt (lattices) systemow algebraicznych (X, V,A) takich, ze dzialania
V,A: X% = X sa laczne, przemienne i spelniaja postulat absorpcji:

Va,be X :aV(aNb)=aA(aVDd)=a.

Morfizmami sg homomorfizmy, czyli odwzorowania f : X — Y (X,Y € Latt)
zgodne z dzialaniami, to jest takie, ze:

(*) Va.be X : faVh) = f(a)V f(b), flanb) = fla)AF(b).

2° Kategoria Latt’ C POS; w kategorii tej obiektami sg posety X, w ktorych kazdy
dubleton {a,b} C X ma kresy: a V b = sup{a, b}, a A b = inf{a, b}, za$ morfizmami
sa odwzorowania rosnace (w sensie stabym) f : X — Y zachowujace kresy, czyli
speliajace warunek (*).

Funktory ustalajace rownowaznos¢ Latt . Latt’ przedstawiono w zadaniu 4.29

(1°), 2°)). Majac na uwadze te funktory, kategorie Latt i Latt’ mozemy identyfikowac.
Zauwazmy, ze odwzorowanie rosnace na ogo6! nie zachowuje kresow (zadanie 4.26);

zachodza tylko nieréwnosci f(a VvV b) = f(a) V f(b), f(a Ab) < f(a) A f(D).

Tak wiec - Latt - POS.

Podobnie w zadaniu 4.40 znajdziemy dwie réwnowazne wersje kategorii Bool al-
gebr Boole’a.
Zwykle rozwazamy kategorie Bool jako kategorie zwyczajng systemow algebraicz-
nych postaci (X,V,A,7,0,1) takich, ze dzialania V,A : X? — X sa laczne, prze-
mienne, spelniajace postulat absorpcji i wzajemnie rozdzielne (postulaty (1)—(4)),
stale 0,1 € X sa elementami neutralnymi odpowiednio dla dziatan vV, A (aV0=a =
a1, postulat (5)), zas dziatanie 7: X — X jest tak zwanym dopelnieniem, to znaczy
aVa'=1aNa'=0 (postulat (6)).

Morfizmami sg odwzorowania f : X — Y (X,Y € Bool) zgodne ze wszystkimi
dziataniami, czyli tak zwane homomorfizmy.

Typowym przyktadem algebry Boole’a jest algebra wszystkich podzbioréw usta-
lonego zbioru wraz ze zwyklymi dziatlaniami teoriomnogosciowymi.

Dowodzi sie, ze kategoria algebra Boole’a jest rownowazna kategorii pierscieni
przemiennych z idempotentnym mnozeniem (warunek a? = a), R g Rinc; .

(Zadanie 2 — zakladamy znajomos¢ elementarnych praw dla pierscieni i ich homomor-
fizmow).

8.1.10. Pojecie kategorii zwyczajnej prowadzi do bardziej ogélnego pojecia kate-
gorii (abstrakeyjnej) jako klasy C, ktorej elementy nazywamy morfizmami lub strzat-
kami, z dziataniem czesciowym - : C? —o— C takim, ze:

(C1) Oznaczajac Ob C = obickty kategorii C :=

{aelC|VzeC:(axeC = ax=2)A(zaceC = za=2x)}
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mamy: Vz € C Fa,be ObC :ax,zb e C.
Dla x € C jednoznacznie wyznaczone obiekty a,b takie, ze ax = x = xb, nazywamy
odpowiednio dziedzing i kodziedzing morfizmu x; notacja: domz = a, codx = b.

Dla a,b € Ob C oznaczamy Mor(a,b) = {z € C' | domz = a,cod z = b}; piszemy tez
r:a—bluba -2 b, gdy x € Mor(a, b).
(C2) Vz,ye C:ay € C = dom(zy) = domz A cod(zy) = cody A codz = domy
(C3) Va,ye C:codz =domy = zyeC
(C4) Va,y,z € C: (zy)z = z(yz).

Dla kategorii zwyczajnej T = (T, o), ktadac

C={(X,£,Y)| X, Y €ObT,feo(X,Y)}

i okreslajac dziatanie czesciowe - : C? —— C wzorem:

(X,g0f.Z), gdy Y =Y’
V, w przeciwnym wypadku

otrzymamy kategorie w powyzszym sensie; klase ObC = {(X,idx,X) | X € ObT}
mozemy identyfikowaé z klasg ObT obiektow kategorii T .

W praktyce T i C identyfikujemy, uzywajac tego samego symbolu, na przykltad
Gr dla kategorii grup.

8.1.11. Jezeli dla klasy C i dzialania - : C? —— C przyjmiemy tylko postulaty
(C1) i (C2), to otrzymamy pojecie grafu (multyplikatywnego).
Dla dwu grafow C' i C’ odwzorowanie f : C — C’ nazywamy funktorem, jezeli

f(ObC) cObC" A Va,yeClayeC = flay) = f(2)f(y)];

notacja: f : C —— C’. Jezeli f : C — C" iz € C, to f(domz) = dom f(x)
i f(codz) = cod f(x) (jezeli np. a = domx, to ax = z, a wiec f(a)f(z) = f(x),
i poniewaz f(a) € Ob(C’, wiec f(a) = dom f(z)).

Graf C (i odpowiednio kategorie) nazywamy:
(1°) lokalnie matym, gdy Va,b € ObC : Mor(a,b) € V,
(2°) matym, gdy C € V.

Tak na przyktad kategoria zwyczajna C jest lokalnie mala.

Mozemy wiec moéwi¢ o kategoriach zwyczajnych Graph graféw malych
i Cat - Graph kategorii matych i ich funktoréw. Zauwazmy, ze Gr - Sgry - Cat.

Graf maly S nazywamy tez schematem diagramowym i w tej sytuacji, dla danej
kategorii C, funktor D : S —— C' nazywamy tez diagramem w C o schemacie S.

8.1.12. W dalszym ciggu tego rozdzialu ustalamy kategorie zwyczajna T =
(T, o). Pojecia, ktore mozna sformutowaé w odpowiadajacej jej kategorii (abstrakcyj-
nej) C, a wiec bez korzystania z pojecia przynaleznosci elementu do zbioru, nazywamy
ogdlnokategorialnymi. Najwazniejsze z nich jest pojecie uniwersalnosc:.
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Dla rodziny X : I — ObT, I € V obiektéow kategorii 7 stozkiem projektywnym
nad X nazywamy pare (Y, f) taka, ze:

YEObX,fZI—)V, VZEI(fZY—>XZ),

obiekt Y nazywamy wierzchotkiem stozka — morfizm f; to jego i-ta projekcja.

Ogol takich stozkow oznaczamy Con X.

Stozek (Y, f) € Con X nazywany produktem rodziny X, gdy spelnia ponizszy warunek
uniwersalnosci:

* V', fYeConXJg:Y —YViel(fl=/fiog).

Z warunku uniwersalnosci (*) wynika, ze produkt rodziny X, jezeli istnieje, to jest
wyznaczony jednoznacznie z dokladnoscia do izomorfizmu; doktadniej, jezeli (Y, f)
i (Y, ") sa dwoma produktami nad X i g: Y’ — Y jest wyznaczonym jednoznacznie
morfizmem takim, ze Vi € I : f/ = fiog,tog: Y =Y. (@AYh:Y —Y'Viel:
fi = floh,awiec f; = fiogoh, iz warunku (*) wynika, ze goh = idy. Analogicznie
hog=idy, awiecg:Y' — Y, h=g"1).

Jezeli dla liczby kardynalnej « istnieje produkt kazdej rodziny X : I — ObT,
gdzie card I = «, to mowimy, ze kategoria T jest z produktami w mocy «. Mowimy,
ze kategoria T jest z produktami, jezeli jest z produktami w kazdej mocy, tzn. istnieje
w niej produkt kazdej rodziny obiektow.

8.1.13. Kategorii (abstrakcyjnej) (C,-) odpowiada kategoria dualna (C,o),
0:C? —= C, xoy = yr. Na mocy zasady dualnosci kazdemu pojeciu i twierdzeniu
ogolnokategorialnemu odpowiada twierdzenie i pojecie dualne otrzymane przez me-
chaniczne ,odwrécenie strzalek”, i wprowadzajac takie pojecia, wystarczy ograniczyé
sie do przedstawienia terminologii i oznaczei.

I tak dla rodziny X : I — ObT, I € V obiektéow kategorii T stozkiem induktyw-
nym nad X bedzie para (Y, f) taka, 22 Y e Ob X, f: I -V, Viel (f;: X; —Y);
stozek taki nazywamy koproduktem rodziny X, gdy spenia (dualny) warunek uniwer-
salnosci.

8.1.14. Kategoria Set wszystkich zbioréw i ich odwzorowari dowolnych (zob.
8.1.3) jest z produktami i koproduktami. Dla rodziny zbiorow X : I — V, I € V
produktem jest para (Y, f), gdzie Y = {z: I - U X; | Vi € I : z; € X,}, oraz

iel
dlaiel, f;: Y — X;, fi(x) = z;; produkt taki nazywamy iloczynem kartezjariskim
rodziny X, oznaczamy: [ | X = [| X; :=Y, pr; = f; (i-ta projekcja).
iel
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Koproduktem rodziny X jest para (Y, f), gdzie Y = {(z,7) | : € I, z € X}, oraz
dlaiel, fi: X; =Y, fi(x) = (x,i); koprodukt ten nazywamy sumaq kartezjarnskq
rodziny X, oznaczamy: | | X = | | X; =Y, in; = f; (i-ta iniekcja).

iel

W przypadku rodziny skoriczonej, np. gdy I = {1,2} uzywamy standardowej
notacji X1 x Xo, X; U X5, (Sprawdzenie warunku uniwersalnosci w obu dualnych
przypadkach sprowadza si¢ do mechanicznego przeliczenia).

8.1.15. Dla rodziny obiektow X : I — ObT, I € V stozek projektywny (Y, f)
nazywamy poczatkowym (pojecie dualne: stozek induktywny koricowy), gdy jest spel-
niony ponizszy warunek poczgtkowosci:

VZeObT,g:Z—-Y|[Viel fiog:Z —X;) = g:Z—Y]
(oczywiscie pojecia poczatkowosci 1 koricowosci nie sa juz ogblnokategorialne).

Jezeli tak jest, to obiekt Y jest najstabszy ze wszystkich obiektow Z € ObT o tym
samym zbiorze podktadowym co Y; Z =Y = E i takich,zeViel: f;: Z — X;

Z

(Istotnie, wowczas f; = fioildg : Z — X;, Vi € I, a wiec idg : Z — Y, czyli
Y <Z).

Tak wiec, jezeli na zbiorze E istnieje struktura Y € ObT, Y = E taka, ze stozek
(Y, f) jest poczatkowy, to jest ona wyznaczona jednoznacznie — nazywamy ja strukturg
poczgtkowq indukowang na zbiorze E przez X i f.

8.1.16. Twierdzenie: Jezeli X : I — ObT, I € V, E =[] X;, f: 1 =V,
el
Viel(fi=pr;:E—X;),Y €ObT,Y =FEi(Y,f) jest stozkiem projektywnym
poczatkowym nad X, to (Y, f) jest produktem rodziny X w kategorii 7.

(Jezeli (Y, f') jest stozkiem projektywnym nad X i g : Y/ — Y jest jedynym od-
wzorowaniem takim, ze Vi € I : f/ = f; o g, to z warunku poczatkowosci wynika, iz
g: Y —Y).

Tak okreslony produkt nazywamy zwyczajnym i oznaczamy [ X, [ X, [ Xj,
X1 X X2. i€l
(Koprodukt zwyczajny, | | X, ...).

Tak wiec, chcac znalezé produkt zwyczajny rodziny obiektow X : I — ObT,
nalezy:

1° W zbiorze wszystkich struktur na [] X; takich, ze wszystkie projekcje pr; sa
il

morfizmami, znalezé odpowiednig strukture (najstabsza).

2° Sprawdzié¢, czy struktura znaleziona w punkcie 1° jest poczatkowa.
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8.1.17. Obiekt Y kategorii T nazywany koricowym, gdy jest produktem rodziny
pustej, a wiec spelnia warunek:

vY' eObT 3 f:Y —Y.

W kategorii Set produktem zwyczajnym rodziny pustej jest zbior [ |@ = {@} = 1;
kazdy zbior jednoelementowy (singleton) jest obiektem koricowym. Koproduktem zwy-
czajuym rodziny pustej i jedynym obiektem poczatkowym jest zbidr pusty.

Jezeli w jakiejs kategorii istnieje obiekt, ktory jest jednoczesnie obiektem poczat-
kowym i konicowym, to nazywamy go obiektem zerowym; w kategorii grup Gr takim
obiektem jest kazda grupa jednoelementowa (trywialna).

8.1.18. Stozek projektywny jednoelementowy mozemy identyfikowaé¢ z morfi-
zmem f: X — Y (X,Y € ObT). Warunek poczatkowosci oznacza w tym przy-
padku, ze:

VZeObT, g:Z—>X[fog:Z—Y = g:Z— X|;

nasz morfizm nazywamy wowczas poczgtkowym (pojecie dualne: morfizm koricowy).

8.1.19. Dla X,Y € ObT moéwimy, ze Y jest podobiektem X, co notujemy:
Y CX,Y 7@ X, gdy Y C X oraz idy jest morfizmem poczatkowym Y w X, to

jestidy : Y — X iVZeObT, f: Z=Y|[f:Z—X = f:Z—Y]

Podzbior £ C X nazywany zgodnym z X, notacja: £ C X, gdy istnieje po-
dobiekt Y C X o zbiorze podkladowym Y = F; podobiekt taki istnieje wowczas
dokladnie jeden — nazywamy go podobiektem indukowany na F przez X (w kategorii
T) i oznaczamy X|FE lub po prostu E. Dopuszczamy tez dwuznacznosé (zdajac sie
na kontekst), gdy oznaczamy symbolem Sub(X) og6! podobiektéow obiektu X i ogot
podzbioréw zbioru X zgodnych z X.

Dla injekcji f: X —— Y (X,Y € ObT) réwnowazne sg warunki:
() ImfcY A f: X =Y|Imf
(ii) f — morfizm poczatkowy X w Y.

Morfizm injektywny spetniajacy ktorys z tych warunkow nazywany zanurzeniem
lub immersjg X w Y; notacja: f: X <= Y.

8.1.20. Pojeciem dualnym do pojecia podobiektu jest pojecie obiektu ilorazo-
wego. Dla XY € ObT moéwimy, ze Y jest obiektem ilorazowym lub faktorobiektem
obiektu X (konkretnie — grupa ilorazows, przestrzenia ilorazowa, itp.), gdy ¥ = X /R
dla pewnej (jednoznacznie wyzaczonej) rownowaznosci R w zbiorze X i surjekcja na-
turalna natr : X —» Y jest morfizmem koncowym X w Y.

Moéwimy, ze réwnowaznosé R w zbiorze X jest zgodna z X lub ze jest kongruencjq
w X, gdy istnieje obiekt ilorazowy Y obiektu X, dla ktorego: ¥ = X /R; obiekt taki
istnieje wowczas dokladnie jeden — nazywamy go ilorazem lub obiektem ilorazowym
X przez R (w kategorii T) 1 oznaczamy X/R.

Ogot kongruencji w X oznaczamy Congr(X), dokladniej Congr(X).
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Jezeli f jest surjektywnym morfizmem koricowym X na Y (X,Y € ObT), to
ker f € Congr(X), gdyz w rozktadzie kanonicznym funkcji f (zadanie 4.5)

X—J_C»Y
natl 7
Z =X/ker f

bijekcja odwrotna do bijekcji kanonicznej g przenosi jednoznacznie strukture z obiektu
Y na zbior X/ker f; otrzymujemy wiec Z € ObT taki, ze Z = X/ker f oraz
g:Z ==Y, iwowczas Z = X/ker f {(gdyznat = g~ 1o f jest morfizmem koticowym
jako zlozenie dwoch morfizméw koricowych (izomorfizm jest morfizmem koncowym)).

Tak wiec w kategorii zwyczajnej z koricowoscig surjekcji (morfizmy surjektywne
sa koricowe) obrazami danego obiektu przez morfizmy surjektywne sg — z doktadnoscia
do naturalnego izomorfizmu — obiekty ilorazowe tego obiektu.

8.1.21. Dla obiektu X kategorii zwyczajnej T = (T, 0) podzbior A C X nazy-
wamy generujgcym, gdy VY C X (A CY = Y = X); ogot takich podzbiorow
oznaczamy G(X). Oczywiscie X €e G(X)iG(X)2ACBC X = BegGX).

Mowimy, ze obiekt X jest skoriczenie generowany, gdy G(X)NFin # &. Elementy
zbioru generujacego (ustalonego) nazywamy zwyczajowo generatorami obiektu X.

8.1.22. O kategorii zwyczajnej T moéwimy, ze jest z multyplikatywnosciq podo-
biektow, gdy

VX €ObT, @# ACSub(X):()ACX;

jezeli tak jest, to dla X € ObT i A C X oznaczamy przez A~ lub (A), dokladniej
(A)x 7, podobiekt ({B € Sub(X) | A C B}. A~ jest najmniejszym podobiektem X
zawierajacym zbior A; A € G(A™); mowimy, ze A~ jest podobiektem generowanym
przez A.

Operacja przejscia od A do A~ jest operacja domkniecia w X (tzn. VA, B C X :
ACA A" =A",ACB = A~ C B, zob. zadania 4.17 1 4.18).

Jezeli jeszcze kategoria T jest z obrazami i z przeciwobrazami, tzn.
VX,Y€EObT, f: X — Y, ACX, BCY [f(A)CY, f1(B)cCX],
todlaf: X —YiACX:
fA)” = f(A7)

(C) AC A~ awige f(A) C f(A7) CY,skad f(A)~ C f(A7).
D) f(A) C f(A)7, awiec A C fT(f(A) C fH(f(A)7), A= C fAHF(A)),
FAT) CFFHF(A)7) C f(A)).
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8.1.23. Podzbiér A obiektu X nazywamy bazowym lub bazg X, gdy
VY eObT, p: A=Y JdpCf: X —Y

(kazde odwzorowanie tego zbioru w dowolny obiekt naszej kategorii ma doktadnie
jedno rozszerzenie do morfizmu); ogo6t takich podzbioréw oznaczamy B(X). Obiekt X
nazywamy wolnym, gdy B(X) # &.

Obiekt wolny jest wyznaczony przez swoja baze jednoznacznie z doktadnoscia do
izomorfizmu identycznosciowego na bazie. Dokladniej, jezeli X, Y € ObT, A € B(X),
BeBY),p:A—»B,oCf: X —Y,tof: X =Y.

(Mt cg: Y — X, plop=idsg Cgof:X — X; ale rowniez ids C
idy : X — X, a wiec go f = idx. Analogicznie f o g =idy. Zatem f: X =Y,
g=f1.

Mowimy, ze kategoria T jest z obiektami wolnymi, jesliVA I X € ObT: A € B(X).

8.1.24. Oddzielajac istnienie od jednoznacznosci, otrzymamy dla X € ObT:
B(X)=Z(X)ND(X), gdzie

IX) ={AC X |VY eObT, o : A=Y Jp C f: X — Y} = podzbiory
niezalezne w X,
DX)={AC X |VY €eObT, f,g: X — Y (flJA=g|A = [ =g} = podzbiory
geste w X.

7 definicji wynika wprost, ze nadzbior zbioru gestego jest gesty i niepusty, pod-
zbidr zbioru niezaleznego jest niezalezny.

8.1.25. Powyzsze definicje (8.1.23-24) mozna sformulowaé ogdlniej, mowiac, za-
miast o podzbiorach, o rodzinach elementéw obiektu X.

Na przyktad dla X € ObT,a: I — X, I € V moéwimy, ze rodzina a jest niezalezna
w X, gdy

VY eObT, ¢: I =Y 3f: X —Y (p=foa)

I—%s X
%/
Y

Uogolnienie to jest pozorne, gdyz jezeli kategoria 7T jest nietrywialna, tzn.
dY € ObT : cardY > 2, to rodzina niezalezna a : I — X elementéw obiektu
X € ObT jest injektywna; a : [ —— X.

(HP: 3)i,jel:i#j,a;=a;. Y € ObT :cardY > 2. F)p: I =Y, ¢(i) # ¢(j).
3)f: X Y, ¢ = f oa. Woweaas o(i) = f(as) = flay) = 0(j) %)
Zatem dla nietrywialnej kategorii zwyczajnej 7 niezaleznosé (gestosé, bazowosc)

rodziny a : I — X (I € V) elementow obiektu X jest rownowazna niezaleznosci
(gestosci, bazowosci) podzbioru Ima = a(I) zbioru X.
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8.1.26. Jezeli kategoria T jest nietrywialna, to baza obiektu wolnego X jest
maksymalnym podzbiorem niezaleznym i minimalnym podzbiorem gestym, to znaczy:

ACBcCcCCX,BeB(X), AeDX),CeI(X) = A=B=C.

(Y €ObT :cardY > 2.

HP: A ¢ C.

e, p:C =Y, A=A ¢ # .

NeCf: X Y, NPCg: X —Y.

Wowezas f # g, ale f|A = ¢|A =1|A=g|A, awiec f=g5%).

8.1.27. W dowolnej kategorii zwyczajnej T = (T, 0) baza obiektu wolnego jest
podzbiorem generujacym:

VX eObT:B(X)CGX).

(HP: 3) X € ObT, B € B(X) \ G(X).
HNBCYCX,Y¢X,AMidgC f: X — Y. Wowczas f: X — X. Ale rowniez
idp Cidy : X — X, awiec f =idx,skad Imf =X CY %).

8.1.28. Bedziemy mowili, ze kategoria T jest z jgdrami par morfizméw, gdy dla
dowolnych XY € ObT i dwoch morfizmow f,g: X — Y

Ker(f,g) :=={x € X | f(x) = g(x)} C X.

W kategorii z jadrami par morfizméw podzbiér generujacy jest gesty;
VX eObT:G(X)CDX)

(HP: 3) A € G(X) \ D(X).
Wowezas 3)Y € ObT; f,g: X — Y, flA=g|A, f #g.
A CKer(f,g) C X, Ker(f,9) =X, f=9g9%).

Zatem w kategorii z jadrami par morfizméow
VX eObT:B(X)=Z(X)NG(X)
(B(X)CZ(X)ND(X)NG(X) CZ(X)ND(X) = B(X)).
W zwiazku z tym w takiej kategorii baze obiektu wolnego nazywamy tez zbiorem

wolnych (lub niezaleznych) generatorow.

8.1.29. Jezeli kategoria z jadrami par morfizméw jest nietrywialna, to baza obiektu
wolnego jest minimalnym zbiorem generujacym.

(HP: 3)A € G(X), A C B € B(X). Wowezas B € G(X) (8.127) i A € D(X)
(8.1.28), a wiec wedlug 8.1.26 A = B 4).
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8.1.30. Przez analogie do algebry uniwersalnej (zob. rozdz. 9) teorie kategorii
zwyczajnych, czyli ogdlng teorie struktur matematycznych, mozna by nazwaé mate-
matykg uniwersalng. Pozwala ona uwolnié¢ sie od rozpatrywania w konkretnych przy-
padkach (grupy, piericienie, przestrzenie topologiczne itp.) réznych podstawowych
prawidtowosci, ktore zazwyczaj sa w takim ogélnym ujeciu dosyé proste i tatwe do
udowodnienia (np. zgodno$é¢ obrazu z generowaniem podobiektu lub zgodno$é pro-
duktu z podobiektami — por. komentarz do zadania 17), umozliwiajac skupienie sie
na tym, co jest istotne w danej teorii. Dochodzi do tego uporzadkowanie i usystema-
tyzowanie podstawowego aparatu pojeciowego.

Niektore z wyzej wspomnianych prawidtowosci sg jednak trudniejsze do udowod-
nienia.

Na przykltad operacje domkniecia {A — A~ | A C X} w zbiorze X nazywamy
algebraiczng, gdy spelnia warunek:

VACX, x€ ATdBCA:|B|<w A z€B.

(Nazwe te usprawiedliwia twierdzenie Schmidta moéwiace, ze operacja domkniecia
@ :PX — PX w zbiorze X jest algebraiczna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje algebra
ogolna (X, a) o podkladzie X, dla ktorej ¢ jest operacja przejscia od podzbioru do
podalgebry generowanej — zob. rozdzial 9, zadanie 3).

Kategorie zwyczajng T nazwijmy algebraiczng, gdy jest nietrywialna, z jadrami
par morfizméw, z multyplikatywnoscia podobiektéw i taka, ze dla dowolnego obiektu
X operacja przejscia od podzbioru A C X do podobiektu generowanego A~ C X jest
algebraiczna.

Wazne twierdzenie glosi, ze w takiej kategorii obiekt z baza nieskoniczona ma
wszystkie bazy rownoliczne:

X eObT, BeB(X), |Bl>w = VAecB(X):|Al =|B|.
(Zadanie 22).

Jezeli dodatkowo zalozymy, ze w kategorii algebraicznej T = (T, o) istnieje obiekt
Z skoniczony i nietrywialny; 2 < |Z] = n < w, to wszystkie bazy obiektu wolnego X
kategorii 7 sa réwnoliczne — ich wspélna moc nazywamy rangg X.

Istotnie, jezeli obiekt X ma baze skoriczong A, to na mocy powyzszego twierdze-
nia kazda inna baza B € B(X) jest skonczona, i wowczas |Map(B, Z)| = |o(X, Z)|
{f— fIB...}:0(X,Z) —» Map(B, Z)).

Analogicznie |Map(A4,Z)| = |o(X,Z)|, a wiec |Map(4,Z)| = |Map(B, Z)|,
nlAl =nlBl Al = |B.

Sytuacja taka ma miejsce dla kategorii algebraicznych: Sgr,, Gr, Ab, Rin;, Rinc;
itp. (ale np. nie dla kategorii Vectx przestrzeni wektorowych nad ciatem nieskoriczo-
nym K; teza o rownolicznosci baz tez jest w tym wypadku prawdziwa, ale w dowodzie
trzeba zastosowa¢ np. tzw. mechanizm wymiany).

Na tego rodzaju prawidlowosciach zasadza sie gtéwnie ,sita redukujaca” matema-
tyki uniwersalnej.
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8.2. Tematy

1. Udowodnié, ze dla kategorii zwyczajnej T = (T, 0) ponizsze dwa warunki sg row-
nowazne:

(i) morfizmy bijektywne sa izomorfizmami
(i) VX, YeObT: X <Y = X =Y.
Podaé przyktady.

2. Okreslamy kategorie pierscieni boolowskich R g Rincy; dla X € Rincy:

XeR < Vae X:d’=a.

Nastepnie okreslamy funktory zwyczajne:
Bool <:F) R.
G
(i) Dla X = (X,V, A, 7,0,1)
F(X) = (X,+,-,0,1),
gdzie dla a,b € X:
a+b=(aAbT)V(aTAD), a-b=aAb.

(ii) Dla X = (X, +,-,0,1) € R
G(X) = (X,V,A,7,0,1),
gdzie dla a,b € X:
aVb=a+ b+ ab, aANb=ab, a'=a+1.
Udowodnié, ze funktory F' i G sa dobrze okreslone i ustalaja rownowaznosé kate-

gorii Bool i R.
3. Wykazaé, ze klasa C z dzialaniem cze$ciowym - : C? —o— C, jest kategorig wtt,
gdy dla kazdych z,y, z € C, oznaczajac
U={aeC|VzeC:areC = axr =1z} (jednosci lewostronne),
U.={beC|VxelC:axbe(C = xb=uxa} (jednosci prawostronne),

zachodzi:

(Cl) JaeU, belU,:ax,zbe C

2 zy,yz € C = (ay)z=2x(yz) € C
3) (zy)z€C = yzeC

C4) z(yz) e C = zyeC.

(C
(C
(

4. Morfizm z : a — b w kategorii C' nazywamy:
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(i) monomorfizmem lub morfizmem korncowo skracalnym, gdy
Vy,zeC:yr=zx € C = y=z;
ich ogo6l oznaczamy Mono C' = Mono (litere C' tu i w innych oznaczeniach tego rodzaju

opuszczamy, gdy wiadomo, o jaka kategorie chodzi),
(ii) epimorfizmem lub morfizmem poczatkowo skracalnym, gdy

Vy,zeC:axy=x2€C = y=z ich ogol: Epi,
(iii) morfizmem regularnym lub skracalnym, gdy
x € Reg := Mono N Epi;

(iv) sekcjg lub morfizmem koricowo odwracalnym, gdy

dJu e C:au=aq; ich ogotl: Sect,
(v) retrakcjg lub morfizmem poczgtkowo odwracalnym, gdy

Jv e C :vx =b; ich ogol: Retr,
(vi) izomorfizmem lub morfizmem odwracalnym, gdy

Jw e C:zw=a,wx = b; ich ogot: Iso.

Wykazaé, ze (formuly dualne opuszczamy):
1) Vz,yeC (x,y € Mono = zy € Mono = x € Mono)
codx = domy
2) Sect C Mono, Vz,yeC (z,y € Sect = zy € Sect = y € Sect)
codz = domy
3) Jezeli dla u,v € C : zu = a, ve = b, to u = v, a wiec Iso = Sect NRetr. Dla
x € Iso jedyny izomorfizm w € C' taki, ze zw = a i wr = b nazywamy odwrotnym
do x i oznaczamy z ! = w; wowezas (1)t =zi Va,y €lso (zy) ' =y ta!
codx = domy
4) Mono N Retr = Iso.

5. Oznaczmy dla kategorii zwyczajnej T = (T, o) symbolami Inj, Sur, Bij klasy mor-
fizméw odpowiednio injektywnych, surjektywnych i bijektywnych. Wykazaé, ze:
(i) Sect C Inj C Mono
(ii) Retr C Sur C Epi
(iii) Iso C Bij C Reg.

6. Zachowujac oznaczenia z zadania 5 wykazaé, ze dla kategorii Set wszystkich zbio-
réow i ich odwzorowan dowolnych:
(i) Sect & Inj = Mono
(ii) Retr = Sur = Epi
(iii) Iso = Bij = Reg.
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7. Niech C bedzie kategoria z obiektem zerowym 0 (8.1.17).

Dla a,b € ObC niech wyp = uv, gdzie u : a — 0, v : 0 — b. Udowodnié¢, ze morfizm
wep nie zalezy od wyboru obiektu zerowego — nazywamy go morfizmem zerowym z a
do b.

8. Udowodnié, ze w kategorii C' z obiektem zerowym kazda projekcja w produkcie
jest retrakcja (morfizmem poczatkowo odwracalnym).

9% Typowym przyktadem kategorii z obiektem zerowym jest kategoria grup Gr.
Kazda grupa trywialna (jednoelementowa) jest takim obiektem. W tym zadaniu za-
ktadamy znajomosé¢ podstawowych faktow z kategorii grup i kategorii Top g Pretop

przestrzeni topologicznych. Zaktadamy, ze dysponujemy funktorem H : Top — Gr
takim, ze dla kuli K = {x € R | |z| = 1} i jej brzegu (sfery) S = {z € R® | |z| = 1}
grupa H(K) jest trywialna, natomiast grupa H(S) jest nietrywialna (H to funktor
homologii, moze on wychodzi¢ z jakiej§ podkategorii 7 C Top i takiej, ze K,S € T).
Wykazaé, ze:

(i) Nie istnieje retrakcja (ciagta) r: K — S.

(ii) Kazde odwzorowanie ciagte f : K — K ma punkt staly (Twierdzenie Brouwera
o punkcie statym — ogdlnie w R™).

10*. W tym zadaniu bedziemy konsekwentnie oznaczaé przez af wartos¢ f na argu-
mencie a; af := f(a). Tak np. dla
f:A— Map(B,C),ac A, be B:blaf) = (f(a))(b) € C.

Jezeli G jest grafem, C' — kategoria, to dla funktoréw f,g : G —— C transfor-
macjg naturalng f w g nazywamy odwzorowanie ¢ : Ob G — C takie, ze dla obiektu
a € ObG; ap:af — ag oraz dla G 5 x : a — b kwadrat

af&ag

2 fl ng

bf —5= by
jest przemienny, tzn. ap - xg = zf - byp.
Notacja: ¢ : f — g.
Ustalmy kategori¢ lokalnie mata C' (Va,b € ObC : Mor(a,b) € V):
(i) Kazdemu obiektowip € Ob C' przyporzadkowujemy odwzorowanie 7 C — Set,
ktadacdlaC > 2 :a — b
7 Mor(p,a) = Mox(p,b), ¥y € Mor(p,a) : y(aF) = ya.
Wykazaé, ze i jest funktorem, 7 C — Set (dla a € ObC : ap = Mor(p, a)).
Nazywamy go funktorem gtéwnym C' w Set indukowanym przez obiekt p.

(ii) Jesli mamy dany obiekt p € Ob C, funktor f : C' — Set i punkt ¢ € pf, okreslamy
odwzorowanie t : Ob C — Set, ktadac dla a € ObC),

at :ap — af, YyeapP =Mor(p,a): y(at) = t(yf) € af.
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Sprawdzi¢, ze otrzymalismy w ten sposob transformacje naturalng ¢ : g —— f.
(iii) Udowodnié¢ Lemat Yonedy:

peObC, f:C —Set, p: P — f = tepf:p=1.

Tak wiec dla obiektu p € ObC' i funktora f : C — Set transformacje naturalne
¢ : P —— f mozna identyfikowaé z elementami zbioru pf = f (p).

(iv) Niech p,q € Ob C'. Korzystajac z lematu Yonedy ((iii)) scharakteryzowaé trans-
formacje naturalne ¢ : g — ¢.

11* Pojecie granicy projektywnej (induktywnej) diagramu jest uogdlnieniem pojecia
produktu (koproduktu).

Niech beda dane: schemat diagramowy S (S € Graph), kategoria C' i diagram
f:5 ——C. Oznaczmy I = Ob S.

Stozkiem projektywnym nad diagramem f nazywamy pare (a,x) taka, ze
anbC,x:I%C,VieI:xi:a?fioraZVs:i?j(mi-fsza:j).
Ogol takich stozkow oznaczmy Con(f). Dla (a,x) € Con(f), a to wierzchotek x; —
projekcje.

Jesli S = I, to nasz schemat mozemy identyfikowa¢ ze zbiorem, f jest rodzina
obiektow kategorii C' i otrzymujemy pojecie produktu rodziny f.

Stozek (a,z) € Con(f) nazywamy granicg projektywng diagramu f, gdy spelnia
warunek uniwersalnosci:

V(a',z') € Con(f) Iy :d TaViEI:xé = yx;.

Jednoznacznie wyznaczony morfizm y to
sprowadzenie stozka (a’, z") do stozka (gra-

nicy) (a, x).

Oznaczmy Limpr(f) := klasa wszystkich granic projektywnych diagramu f.
W przypadku gdy f jest rodzing obiektow kategorii C (S = I), granice projektywne to
produkty — ich ogot oznaczamy Prod(f) — dla rodziny skoriczonej np. dwuelementowej,
b,c € Ob C, notujemy: Prod(a,b).

Granica projektywna (a,z) € Limpr(f), jezeli istnieje, jest wyznaczona jedno-
znacznie z dokladnoscia do komutujacego izomorfizmu, tzn. jezeli jeszcze (a/,2') €
Lim pr f, to morfizm sprowadzajacy y jest izomorfizmem y : ' = a.

Kategorie C' nazywamy projektywnie zupetng (induktywnie zupetng), jezeli dla
kazdego schematu S i diagramu f : S — C istnieje granica projektywna (induktywna)
— Limpr(f) # @ (Limind(f) # @).

Przykladowo pare morfizmoéw (u,v) € C? taka, ze domu = domv i codu = cod v
mozemy traktowaé jako diagram o schemacie

S
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Stozek projektywny nad tym diagramem moze by¢ identyfikowany z morfizmem z € C
takim, ze zu = zv € C.

Kazdy taki morfizm z nazywamy ekwalizatorem pary (u,v); granice projektywna na-
zywamy tez uniwersalnym ekwalizatorem lub jgdrem pary (u,v); oznaczamy:

Ker(u,v) ={x € Clau=2ve CAV2 € C [Z'u=2'veC = Iz e C (2’ =yz)]}.
(i) Udowodni¢, ze (zob. zadanie 4)

Vu,v € C [domu = domv A codu = codv = Ker(u,v) C Mono].

(ii) Scharakteryzowaé jadra par morfizméw w kategorii zbiorow Set (por. rozdzial
4, zadanie 8) — beda to tzw. jadra zwyczajne.

(iii) Udowodni¢, ze jezeli kategoria C' jest z produktami i jadrami par morfizmow
(tzn. Vu,v € C : domu = domv A codu = codv = Ker(u,v) # ©), to granice
projektywna diagramu b <% a Ysew kategorii C' mozna uzyska¢ w nastepujacy
sposob:

Bierzemy (d,(p,q,r7)) € Prod(a,b,c),
(e,(q,7)) € Prod(b,c), z = morfizm
sprowadzajacy stozek (d, (¢q,r)) do stozka
(e,(q,7)), t = morfizm sprowadzajacy
stozek (d, (pz,py)) do stozka (e, (q,7)),
u € Ker(z,t), m = domu. Stozek
(m, (up, uq,ur)) jest szukana granica pro-
jektywna naszego diagramu.

V ~~-- e -~

(iv) Stosujac metode z (iii) udowodnié¢, ze kategoria C' z produktami i jadrami par
morfizméw jest projektywnie zupelna.

(v) Udowodnié, ze kategoria zbioréw Set jest z jadrami i kojadrami par morfizméow;
dla odwzorowan f,g: X - Y (X,Y €V):

1°) jadrem jest zbior K = Ker(f,g) = {z € X | f(z) = g(x)}, doktadniej morfizm
(K,idg, K)

2°) kojadrem jest zbior Coker(f,g) = VY/R, dokladniej surjekcja naturalna
natp : Y —» Y/R, gdzie R jest domknieciem réwnowaznogciowym relacji R =

{(f(2),9(x)) | x € X},
R=(){S€Bq(Y)|RC S}
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Tak okreslone jadra i kojadra w kategorii Set nazywamy zwyczajnymi. Dla dia-
gramu w kategorii Set jego granice projektywna, okreslona przez produkty zwyczajne
i jadra zwyczajne, tak jak pokazano w punkcie (iv), nazywamy zwyczajng. Mowimy,
ze kategoria Set jest projektywnie i induktywnie zupelna w sposdb zwyczajny.

Pojecia te przenosi sic w sposéb naturalny na (niektore) kategorie zwyczajne
— nalezy jedynie zamiast o podzbiorach i réwnowaznosciach méwié¢ o podobiektach
i kongruencjach.

12*  Granica projektywna diagramu .—g—.—%—. w kategorii C' jest wyznaczona

przez pare morfizmow u,v € C taka, ze przemienny jest kwadrat (z,y,u,v)

X
o
U Y
w -
- v
v
- V'

to znaczy ux = vy € C i spelniony jest warunek uniwersalnosci

Vu',o' e Clu'z=1vyeC = Fwel:u =wu, v =wv;
kwadrat taki nazywamy produktem wtdknistym pary x,y lub pullbackiem (pojecie du-
alne: pushout), méwimy ze morfizm w (wyznaczony jednoznacznie) sprowadza kwa-

drat przemienny (z,y,u’,v’) do pullbacku (z,y,u,v).

Wykazaé, ze:
(i) Jezeli kwadrat (z,y,u,v) jest pullbackiem, i € Mono, to y € Mono.

(ii) Pullbacki mozemy zestawiaé, jak pokazuje ponizszy rysunek,

w T

to znaczy, jezeli kwadraty (z,y,u,v) i (w,u,zt) sa pullbackami, to kwadrat
(wz,y, z,tv) tez jest pullbackiem.

(iii) Jezeli w sytuacji (ii) kwadraty (wx,y, z,tv) i (z,y, u, v) sa pullbackami, zas kwa-
drat (w,u, z,t) jest przemienny, to kwadrat ten tez jest pullbackiem.
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(iv) Jezeli w sze$cianie przemiennym (tzn. wszystkie Sciany sg kwadratami przemien-
nymi) podloga i $ciany boczne sa pullbackami, to sufit (2’4, 2/, ') tez jest pullbac-
kiem.

tl

13" Przyjmijmy notacje i terminologie jak w zadaniu 10*.
Dana jest kategoria C' i schemat diagramowy (graf maly) S # @, I = Ob S. Transfor-
macje naturalne diagramow (funktorow) z S do C mozemy skladaé, jezeli
figh: S —C,0: f—>g9,1%: 9 —— h, to okreslamy transformacje naturalna
o : f — h, ktadac dla i € I: i(oy)) = i@ - ).

(i) Wykazad, ze okreslilismy w ten sposob kategorie D = Diag(S, C') diagraméw w C
o schemacie S i ich transformacji naturalnych. Sformulowaé $cisty definicja, kategorii
D; jakie beda jej obiekty? izomorfizmy? (Iso D =7).

(ii) Okreslamy odwzorowanie A : C' — D, przyporzadkowujac kazdemu morfizmowi
C > x : a — b transformacje naturalng zX : aA —— bA, gdzie dla a € Ob(C :
a) jest diagramem stalym, a\ : S — C, Vs € S : s(a)\) = a; zas a2 : I — C}
Viel:i(z)) =z, i(a)) = 1(bA) (i(a) = a, i(bA) = D).

Wykazaé, ze okresliliémy w ten sposob funktor injektywny A : C —— D, ktory
mozemy traktowaé jako utozsamienie, C' C D.

Czym bedzie w kategorii D granica projektywna diagramu f : S — C' (zadanie
11%)?
14. Wykazaé, ze dla izomorfizm f : X =+ Y obiektow kategorii zwyczajnej T i po-
dobiektu Z C X jego obraz f(Z) jest podobiektem obiektu Y; f(Z) C Y.

Jest to ilustracja ogblnego faktu, ze ,izomorfizm zachowuje wszystko” — mozna go
traktowaé jako ,zmiane nazw”, ,utozsamienie”, czyli odwzorowanie identycznosciowe
— oczywiscie w ramach ustalonej kategorii zwyczajne;j.

15. Posetowi P przyporzadkujmy kategorie mata
C = F(P) :={(a,b) € P? | a < b}, 1 C? —oy O

(a,d), gdyb=c
V, w przeciwnym wypadku.

(a,b) - (Cv d) = {

Pokazaé, ze w ten sposob rzeczywiscie okreslilismy kategorie mata C' z obiektami
ObC = {(a,b) € P? | a = b}, ktére mozemy identyfikowaé¢ z punktami posetu P, oraz
ze F mozna traktowaé jako funktor F' : POS —— Cat.



8.2. TEMATY 201

Scharakteryzowaé produkty i koprodukty rodziny a : I — P, I € V, obiektow
kategorii C' = F(P).

16. Oznaczmy przez Fltr podkategorie pelna kategorii Pretop przestrzeni pretopo-
logicznych i ich odwzorowan ciaglych; obiekty kategorii Fltr, zwane przestrzeniami
filtrowymi, sa postaci X = (A4,«), gdzie « jest filtrem na zbiorze A (zadania 7 1 8
z rozdzialu 4.), to jest:

AcaCPA N VUVea:UnNWea N VUeca, WCA:UCW = Wea.

Wykazaé, ze kategoria Fltr jest z produktami zwyczajnymi; doktadniej dla rodziny
X : I — Fltr przestrzeni filtrowych, gdzie X; = (4;,q;) dla i € I, jej produktem
zwyczajnym jest przestrzen filtrowa Y = (B, 8), gdzie B = [| A;,

icl
B={UCB|3V:I-V[Viel:Viea)N{i €I|V;# A} eFinn[ |Vi C U]}
il

Filtr 8 na produkcie B nazywamy filtrem Tichonowa indukowanym przez rodzine

X przestrzeni filtrowych.

17. Wykazaé, ze jezeli kategoria T jest z produktami zwyczajnymioraz X: I — ObT),
IeV,A:I—=VorazViel:A CX; (tzn. zbior A; jest zgodny ze struktura X;),
to

1) TTACTIX

2°) XA = i[;]IXi|AZ-.
W szczegblnodci dla X, Y € ObT, A C X, B C Y bedziemy mieli:

AxBCXxY AN (XxY)|(AxB)=(X|A)x (Y|B)

(zgodno$é podobiektow z produktem).

18. Udowodnié¢, ze jezeli kategoria zwyczajna T = (T,0) jest z przeciwobrazami
(podobiektéw), z przeciwobrazami kongruencji (tzn. VX,Y € ObT, f : X — Y,
R € Congr(Y) : f7Y(R) = {(a,t) € X2 | (f(z), f(t)) € R} € Congr(X)) oraz morfi-
zmy bijektywne sa w niej izomorfizmami (por. zadanie 1), to podobiekt obiektu ilora-
zowego danego obiektu X kategorii 7 jest obiektem ilorazowym pewnego podobiektu
obiektu X. (Natomiast obiekt ilorazowy podobiektu obiektu X nie musi by¢ izomor-
ficzny z jakims$ podobiektem obiektu ilorazowego X. Kontrprzyklad mozna podaé dla
kategorii grup).

19* Udowodnié, ze operacja domkniecia {A — A~ | A C X} w zbiorze X jest
algebraiczna (tzn. VA C X, 2 € A~ 3B CA:|B|<wAxz€B7)

wtedy i tylko wtedy,
gdy suma kazdego niepustego laricucha zbioré6w domknietych jest zbiorem domknie-
tym, tzn. oznaczajac przez Cl rodzine podzbioréw domknietych w X, Cl={A C X |
A = A}, gdy jest spetniony warunek sumy taricucha:

Vo#ACCl:(VABEA:ACBVBCA) = | JAeCl
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Wskazowka: W dowodzie nie wprost implikacji ,warunek sumy tanicucha = alge-
braicznos¢” wzia¢ najmniejszej mocy « podzbior A zbioru X realizujacy niealgebra-
icznosé oraz numeracje a : o« —» A zbioru A. Rozpatrzy¢ zbiory He = {a, | n < §}
dla £ < o (oczywiscie A = |J Hy).

{<a
20. Trzy twierdzenia Emmy Nother o izomorfizmach struktur algebraicznych (wyni-
kajace z odpowiednich twierdzen dla zbioréw — por. zadania 4.11-13) mozna sformu-
towaé — przy pewnych dodatkowych zatozeniach — dla kategorii zwyczajnej T

Oto te twierdzenia w kolejnosci takiej, jak w monografii [Cohn 65, II, 3].

Nalezy sformutowaé dla kategorii 7 zalozenia, przy ktorych wszystkie trzy twier-
dzenia sa prawdziwe i naszkicowa¢ dowody.

(I) Morfizm f: X — Y ma rozktad kanoniczny
f

X —41 5y

nat Tia

X/kerf%lmf

Jezeli ponadto R € Congr X, to zachodzi rownowaznosé:

Jdg: X/R—Y (f =gonatg) <= R Ckerf

f

X ——Y
natl' /
X/R
Inkluzja R C ker f zwana jest warunkiem faktoryzacji f przez R; jezeli warunek ten
jest spelniony, to komutujacy morfizm g istnieje doktadnie jeden.
(IT) Jezeli Y C X, R € CongrX, to RNY? € CongrY, {[ylg | y € Y} C X/R
1Y/RONY? = {lylr |y €Y}
(IIT) Jezeli R, S € Congr X i R C S, to wedlug (I) istnieje doktadnie jeden morfizm
h:X/R —» X/S taki, ze natg = g o natp.

t
p g——

natRl /
X/R
h
nabtker hl
(X/R)/ker h

X/S

Wowczas S/R := ker h € Congr(X/R), i w rozktadzie kanonicznym morfizm A indu-
kuje izomorfizm

h:(X/R)/(S/R) =+ X/8.
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Dla ustalonej kongruencji R € Congr X otrzymujemy bijekcje kanoniczna

{S—S/R|RCSeCongrX}:{SeCongrX|RCS}—» Congr(X/R).

21. Okreslamy kategorie zwyczajna T = (T,0) przestrzeni z operacjg domkniccia
(por. zadania 4.17 i 4.18):

1°) ObT = {(z,¢) | ¢ — operacja domkniacia w X }; przy ustalonym (znanym) ¢ no-
tujemy: A~ = p(A), dla A C X.

2 VX,)YeObT:o(X,)Y)={f: X =Y |VACX: f(A7)C(f(A) }

O punktach zbioru X, ktore naleza do A~, gdzie A C X, méwimy, ze sg przylegte
do A.

Warunek okreslajacy o(X,Y) moéwi, ze morfizm f ,nie odrywa” od A punktow
przylegtych do zbioru A C X; jezeli z przylega do A, to f(x) przylega do f(A).
W zwiazku z tym morfizmy obiektow kategorii T nazywamy tez odwzorowaniami
ciggtymi — okaze sie (zob. (4)), ze kategorie T mozna utozsamia¢ z pewna podkategoriag
pelna przestrzeni pretopologicznych.

Jezeli zazadamy, zeby operacja domkniecia spetniata dodatkowo dwa postulaty:

(i) o~ =2,

(i) VA, BC X : (AUB)" = A~ UB™,
to przejdziemy do jeszcze wezszej podkategorii pelnej Top przestrzeni topologicznych.
(1) Udowodni¢ poprawnos$¢ powyzszej definicji.

(2) Podzbior A przestrzeni z operacja domkniecia X nazywamy domknietym, gdy
A~ = A; ich og6t oznaczamy F = Fx; F={AC X | A~ = A}.
Wykazaé, ze:

(a) cala przestrzen jest zbiorem domknietym; X € F,

(b) przeciecie niepustej rodziny zbioréw domknietych jest zbiorem domknietym;
GF+ACF = (AeF.

(3) Przeciwobraz zbioru domknietego przez odwzorowanie ciagle jest zbiorem do-
mknietym;
VX,Y€ObT, f: X — Y, B€ Fy = fY(B)c Fx.

(4) Okreslamy kategorie zwyczajna T’ = (T7,0”):
1°0bT={(X,F)| FCPX N XeF NVOFACF:NAecF}

20 v i:ﬂ;ﬂ‘;ﬁ;} cObT :o'(X,Y)={f: X 5 Y |[VBeH: f1(B)ecF).

Na mocy (2) i (3) odwzorowanie F' : ObT — Ob 1", F(z,¢) = (X, Fx) jest funktorem
zwyczajnym; F : T —— T'.

Udowodni¢, ze funktor F ustala rownowaznosé¢ kategorii 7 1 7'; F : T — T'.
Kategorie 7 i 7' mozemy wiec utozsamiacé.

(5) Udowodni¢, ze dla przestrzeni z operacja domkniecia X, Y odwzorowanie
f: X =Y jest ciagle wtt, gdy

VBCY:(fYB)” cfHB).
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(6) Podzbior A przestrzeni z operacja domkniecia X nazywamy otwartym, gdy jego
dopetienie A7 = X \ A jest podzbiorem domknietym; ogol takich podzbioréw ozna-
czamy przez Gx.

Udowodni¢, ze dla przestrzeni z operacja domkniecia X, Y odwzorowanie f : X — Y
jest ciagle wtt, gdy VB € Gy : f1(B) € Gx.

22. Wykazac, ze jezeli kategoria zwyczajna T = (T,0) jest algebraiczna (tzn. nie-
trywialna, z jadrami par morfizméw, z multyplikatywnoscia podobiektow i taka, ze
operacja przejscia od podzbioru do podobiektu generowanego jest algebraiczna), oraz

X eObT, Be B(X), |B| >w, GeG(X),

to |B| < |G].

Wynika stad, ze dla dowolnej innej bazy A € B(X) zachodzi rownosé: |A| = |B|
(gdyz baza A jest zbiorem generujacym (8.1.27), a wiec |B| < |A|, skad |A| > w
i, zamieniajac rolami A i B, otrzymujemy nieréwnosé |A| < |B|).

Weskazowka: Z przyjetych zalozen o kategorii 7 wynika, ze baza B jest minimalnym
zbiorem generujacym (1.8.29), B~ =X, 3)F: X - PBNFinVez € X :z € F(z)".
Zbadaé zbior B’ := |J F(z) C B

zeG

8.3. Odpowiedzi

1.

(i) = (i) Jezeli X = (4,a) <Y = (B,f),to A=Biids: X =Y, a wiec, na
mocy postulatu przeniesienia, X =Y.

(ii) = (1)) Jezelidla X = (A,a), Y = (B,f), f: A—>» Bjest f: X — Y, to
istnieje dokladnie jeden obiekt Z = (B,~) taki, ze f : X = Z (postulat przenie-
sienia), czyli f : X — Z i f~!: Z —— X. Zatem, na mocy postulatu zlozenia,
idp=fof1':Z—Y awiecY<Z Y=2f:X Y.

W kategorii systemow relacyjnych X = (N, <) <Y = (N,=) i X # Y, a wiec obydwa
warunki (i) i (ii) nie sa spelnione.

Podobnie jest w kategorii przestrzeni pretopologicznych.

W kategorii grupoidéw dla dwu obiektow X = (A, (v,a)), Y = (B, (¥, b)), jezeli
f:A;—»Bif X«—%Y to f71(b) = f71 (f() = a, oraz dla y,t € B, ozna-
crajac @ = f1(y), = = f~1(1), bedziemy micli 1 (b(y,1) = FL((f(@), f
FH (S (e, Z))) = oz, ) e(f7Hy), 1), a wiee [T 0 Y — X, czyli
f: X =Y.

Tak wiec w kategorii tej obydwa warunki (i) i (ii) sg spelnione.

1°) F:Bool — R (mechaniczny rachunek).
2°) G: R — Bool (jak w 1°)).
3°) GoF Cid
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(Niech X € Bool, X’ = (X', V/,\,7,0/,1") = G(F(X)).

X' =X,gdyzdlaa,be X:aV'b=a+b+ab=[aAnbd?)V(aT7Ab)]+ (aNb) =
([(anb) V(a7 AD) A (@A T))V((aVB)A(aVD ) A(aAb)) = (aAD)V(anb)V(aAb) = aVb,
aNb=ab=aAb,

a’=a+1=(@A1)V(a'Al)=(aA0)Va'=0Va'=a").

4°) FoG Cid (Analogiczne przeliczenia jak w 3°)).

3. Sprawdzenie, ze kategoria (C,-) spelnia warunki (C1’)—(C4’), jest natychmiastowe
(ObC =U;NU,).

Zatozmy teraz, ze dla mnozenia - : C2 —o— C' zachodzi (C1")—(C4').

Wowcezas:

Dla a € U istnieje b € U, : ab € C, a wiec a = ab = b, czyli a € U,. Zatem
U, C U,.. Analogicznie U,. C U;, a wiec U; = U, = ObC.

Jezelix € C oraz a,c € ObC : ax,cx € C, to ax = cx = x, a wiec z = ax = a(cx),
i wedlug (C4') ac € C, czyli a = ac = c.

Podobnie dla mnozenia prawostronnego. Tak wiec punkt (C1) zostal udowod-
niony, i dla morfizmu « : @ — b mozemy wprowadzi¢ oznaczenia: domz = a, codz = b.

Dowod punktow (C2), (C3) i (C4) nie sprawi juz wiekszych trudnosci.

4.
1) Jezeli z,y € Mono i dla z,t € C zaxy = tay € C, to zx = tx, z = t, a wiec
zy € Mono.

Jezeli zy € Mono idla z,t € C' zx = tx € C, to zzy = tay, z = t, czyli * € Mono.
2) Jezeli x € Sect, to I)u € C : zu = a. Teraz jezeli dla z,t € C zx = tx € C, to
zxu = txu, za = ta, z = t, a wiec z € Mono.

Zalozmy teraz, ze codx = domy = b.

Jezeli z,y € Sect to Nu,v € C:zu=a,yv =b a é b é c, a wiec
xyvu = zbu = ru = a, czyli xy € Sect. ' ’

Jezeli zy € Sect to J)w € C' : zyw = a, a wiec x € Sect.

u

3) Jest a%b,u:bu:vxuzva:v.

Zatem Sect N f{etr = Iso 1 morfizm odwrotny do z jest wyznaczony jednoznacznie.
Jezeli z,y € Iso i codw = domy, to ryy lz~! = xbx™ = z2~! = a, a wiec (zy)~! =
y~taeL.

4) TIso = Sect NRetr C Mono N Retr.

Teraz jezeli x € MonoNRetr, to I)v € C : vz = b = codz. a é b. Wowczas
rvxr = b = x = az, a wiec xv = a, czyli x € Iso. ’
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5. Niech X, Y € ObT, f € o(X,Y).
Ad (i):
1°) HP: f € Sect \ Inj.
NgeoY,X):gof=idx, INa,z€ X :x#z, f(x)=f(2).
Wowezas & = g(f(2)) = g(/(2)) = = 5.
2°) HP: f € Inj\ Mono.
HNZeObT; gheo(Z,X): fog=foh, g#h.
NzeZ:g(z)#h(z).
Wowezas f(g(2)) £ f(h(2)), a wiee fog £ foh b,
Ad (ii):
1°) HP: f € Retr\ Sur.
NgeoV,X): fog=idy, HyeY \Im /.
Wowczas y = f(g(y)) € Im f 4.
2°) HP: f € Sur\ Epi.
HNZeObT; gheo(Y,Z):gof=hof, g#h.
Ny eY gy # My).
Wowezas 3)z € X 1y = f(z), a wiee g(y) = g(f(2)) = h(f(x)) = h(y) %
(iii) Jest wnioskiem z (i) 1 (ii).
6. W kategorii Set: Sect ¢ Inj, gdyz dla f = @ : @ —— Y, gdzie Y # O jest
f € Inj\ Sect.

Dowody pozostatych réwnosci sa bezproblemowe.

7. Niech 0’ bedzie innym obiektem zerowym kategorii C, v’ : a — 0/, v : 0/ — b,
F:0=50.

a ¥ p  Wowezas u/'v' = uf f~1v = wv.

O/
8. Niech (b, f) bedzie produktem rodziny a : I — ObC o wierzchotku b € ObC
i projekcjach f; : b — a,. Ustalmy ¢ € I. Nalezy wykazad, ze istnieje morfizm g : a; — b
taki, ze gf; = a;.
Rozwazmy stozek projektywny (a;, f') nad rodzing a taki, ze dla j € I:

i, gdy j =i :

= .. (zadanie 7).
7 | Waiays  gdy j#i

Wowczas 3)g :a; > bVjel: fj’ = gfj; w szczegdlnodci dla j = ¢ otrzymujemy:

a; = gfi.

9%

(i) HP:3J)r: K — S retrakcja. Wowczas 3) f : S — K;ro f =idg, H(r)o H(f) =

H(ids) = idg(g) — homomorfizm zerowy % (gdyz grupa H(S) jest nietrywialna).
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(ii) Przypusémy, ze istnieje odwzorowanie ciagte f : K — K bez punktow stalych.
Oznaczajac przez r(x) punkt przeciecia sfery S polprosta o poczatku x € K i wektorze
kierujacym = — f(z) otrzymamy retrakcje ciagta f : K — S 4.

r(z)

10*%

(i) Dlaae€ ObC, ayp Mor(p,a) — Mor(p,a), Vy € Mor(p,a) : y(a?) =ya =y,

czyli a = idMor(p,a) — utozsamiane ze zbiorem Mor(p, a).

Dla C Sa-Lsp -2 c (2y) 7 - Mor p, a) — Mor(p, ¢), ¥z € Mor(p, a) : z((xy)P) =
2@ V) T) = o)y P) = (za)y = 2(xy), coyli (xy) T =2 -y P

(11) Nalezy wykazaé, ze dla morfizmu C' 5 x : @ — b przemienny jest kwadrat:

a?%af

o7 ) fo

b —2 bf

Daycap = Mor(p, a):

y(at)(xf) = t(yf)(scf)

y(@ ) (bt) = (ya)(bt) = t(ya) f = t(yf)(xf).
(iii)

1°) Jednoznacznosé:

Jezeli o = t dla pewnego ¢ € pf, to Va € ObC : ap = at : ap — af,

w szezegolnosci pp = pt : Mor(p,p) — pf, i biorac p € Mor(p,p), otrzymamy:
p(pe) = p(pt) = t(pf) = t.

2°) Istnienie:

Niech ¢ = p(py) (pge\: p? = Mor(p,p) — pf).
Wykazemy, ze ¢ = t, czyli ze

YaeObC :apa=at (: AP — af).
Ustalmy a € Ob C)| i niech y € Mor(p,a), tj. C 2y : p — a.
Wykazemy, ze y(ap) = y(at).
Zachodzi rownosé y(atA) =t(yf) = p(pe)(yf), a wiec, korzystajac z komutatywnosci
kwadratu

p € Mor(p,p) =pP 22— pf

yﬂ lyf

Mor(p,a) = a7 —ap > af,
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otrzymujemy R
y(at) = p(y P )(ap) = (py)(ap) = y(ap).
(iv) Niech p,g e ObC1ip: 7T — 7.
Wedtug (iii) ¢ =t dla jednoznacznie wyznaczonego t € pq = Mor(g, p).
Tak wiec dla a € ObC:
ap=at:ap —a{q.

Zatem ayp : Mor(p,a) — Mor(q,a), i dla y € Mor(p, a) zachodzi r6wnos¢:
ylap) = y(al) =t(yq) =ty (¢t =p(py) € Mor(q, p)).

11*%

(i) Natychmiastowy wniosek z definicji monomorfizmu jako morfizmu koricowo skra-
calnego.

(ii) Dla odwzorowan f,g : X — Y (X,Y € V) jadrem jest zbior Ker(f,g) =
{zr € X | f(z) = g(x)}; dokladniej w kategorii Set morfizm (K,idg,X), gdzie
K = Ker(f, g).

(i)

1°) (m, (up,uq,ur)) jest stozkiem projektywnym nad diagramem b «%— q Y, c,
gdyz pr = tq, py = tr, a wiec upxr = utq = uzq = uq, i analogicznie upy = ur.

2°) Stozek (m, (up,uq, ur)) jest uniwersalny.

(Niech (d', (p',¢', ")) bedzie jakim$ innym stozkiem projektywnym nad naszym dia-
gramem, tj. p'z =¢ ip'y=r'.
M eC:p =up, g =uq, " =u'r.

Morfizm v’z przeprowadza stozek projektywny (d’, (¢’, ")) nad rodzing (b, ¢) przez
produkt (e, (g, 7)) tej rodziny, gdyz u'2¢ = w'q = ¢' i v'2F = u'r =1'.

Podobnie zachowuje si¢ morfizm u't;

Wtg=upr=p'r=q¢, WtFr=upy=py=r.

Zatem u'z = u't, a wiec I v € C : v = vu.

Morfizm v : d — m sprowadza stozek (d’, (p’,¢’,r")) nad naszym diagramem do
stozka (m, (up,ug,ur)), to jest vup = u'p = p', vuqg = vw'q = ¢, vur = u'r =r', i jezeli
jeszeze v' 1 d — m, v'up = p’, v'uq = ¢, v'ur =1/, to morfizmy vu i v'u sprowadzaja
stozek (d', (p',q¢’,7")) nad rodzina (a, b, c) do produktu (d, (p,q,r)), a wiec vu = v'u,
skad wynika, ze v = v’, gdyz u € Ker(z,t) C Mono).

(iv) Majac diagram f : S — C ustalamy produkty (d,p) € Prod(f|I), (e,q) €
Prod({a — f(coda) | @ € S}). Nastepnie bierzemy morfizmy z,t : d — e sprowa-
dzajace odpowiednio stozki (d, {a — p(coda) | @« € S}) i (d,{a — p(doma) - f(a) |
a € S}) nad rodzing {a — f(coda) | « € S} do produktu (e, q).

J)u € Ker(z,t), u: m — d (zob. rysunek ponizej).

Stozek o = (m, {i — w-p(i) | i € I'}) jest granica projektywna diagramu f.

Dowdd tego faktu jest niemal wierna kopia dowodu punktu (iii).
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Dla S 3> «a:i— j mamy: C 3 f(a): f(i) = f(j), cod f(a) = f(coda) = f(j),
dom f(a) = f(dom(a) = /(i)

Va €S [z-g() = plcoda), ¢ - g(a) = p(doma) - f(a)]

1°) o jest stozkiem projektywnym nad diagramem f, tzn.

VS a:i—ju-pi)- fla)=u pQ)
Istot(n.i)e p(i) - fla) =t q(a), p(j) = z - q(a), a wiec up(i) f(a) = utq(a) = uzq(a) =
u-p(j).
2°) Stozek o spelnia warunek uniwersalnosci.

(Niech (m/,p’) bedzie jakim§ innym stozkiem projektywnym nad diagramem f, tzn.
m e ObC,Viel:p'(i):m' — f(i)iVSoa:i—jp'@) - fla)=p(5)].

M cm/ > dViel:u- pi)=p(G) ((m,p') jest stozkiem projektywnym nad
rodzing f|I, zas (d,p) € Prod(f|I)).

Wowczas uw'z = w't, gdyz obydwa te morfizmy sprowadzaja stozek
(m/, {a— p'(coda) | & € S}) nad rodzing {« — f(coda) | @ € S} do produktu (e, q)
tej rodziny (VS 3> a:i— j [u'zqla) =u'p(j) =p'(j) = p'(coda) A v'tgla) =
u'p(d) f(a) =p' (i) f(a) = p'(§) = p'(cod )]}, i poniewaz morfizm u jest uniwersalnym
ekwalizatorem pary (z,t), wiec ) v :m’ = m (v = vu).

Morfizm v jest sprowadzeniem stozka (m',p’) nad diagramem f do stozka o.

(2°1) Viel:vup(i) =u'p() =p'(7).

2°2) Jezeli jeszcze morfizm v';m’ — m ma te wlasnosé, ze Vi € I : v'up(i) = p' (i), to
vu =v'u  (morfizmy vu, v'u sprowadzaja stozek (d’, p’) nad rodzina f|I do produktu
(d,p) tej rodziny), a wiec v =v" {gdyz wg (i) u € Ker(z,t) C Mono))).

(v) Dowdd punktu 1°) jest bezproblemowy. Udowodnimy 2°). koekw(a/i)lizator?
Latwo wida¢, ze odwzorowanie ¢ = natp : Y — Y/R jest koekwalizatorem pary (f,g) definicja?
(Vo e X : (f(x),9(x)) € RC R, awige o(f(x)) = [f(@)lr = [9(2)]r = ¢(9()), czyli
pof=ypog)
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Dla dowodu uniwersalnosci wezmy jeszcze odwzorowanie h : Y — Z takie, ze
hof=hog.

f
x~ vy -5 V/R
~_ ‘
7 -
x e
Z
Jezeli b : Y/R — Zih op="h,todlan = [ylg, y € Y: k' (n) =k (p(y) = h(y),
a wiec odwzorowanie h’ jest wyznaczone jednoznacznie wzorem: n = [y|g, y € Y =

h'(n) = h(y).
Powyzsze okreslenie jest poprawne, tzn. nie zalezy od wyboru reprezentanta y war-
stwy n.

( Niech y,t € n € Y/R; wowczas (y,t) € R.
Zauwazmy, ze:

(u,v) € R = Jz e X: (u,v) = (f(x),9(x)), h(u) = h(f(z)) = h(g(x)) = h(v).
Zatem R C kerh € Equ(Y), a wiec R C ker h, skad wynika, ze h(y) = h(t)).

12%
(i) Niech z,t € Cizv=tv =" € C.

x

u/

U )

z
0
UI

Wowcezas zux = zvy = tvy = tux, i poniewaz x € Mono, wiec zu = tu = v’ € C.
Kwadrat (x,y,u,v") jest przemienny (u'x = zuz = zvy = v'y) 1 obydwa morfizmy
z, t sprowadzaja go do pullbacku (z,y,u,v), a wiec z = t. Zatem v € Mono.

(ii) Kwadrat (wz,y, z,tv) jest przemienny, gdyz zwx = tux = tvy. Dla sprawdzenia
uniwersalnosci wezmy morfizmy p, g € C takie, ze pwzx = qy € C.
MrelC:ru=pw, rv=y, gdyz (x,y,u,v) jest pullbackiem.

Lewy kwadrat tez jest pullbackiem, a wiec

M) s e C:sz=p, st =r. Zatem stv =rv =q.

Jezeli jeszcze morfizm s € C jest taki, ze s’z = p, s'tv = ¢, to s = s’ (morfizm
s't podobnie jak morfizm r sprowadza kwadrat (z,y, pw,q) do pullbacku (z,y, u,v),
gdyz s'tu = s'zw = pw, a wiec 't = ).

(iii) Wezmy morfizmy p, ¢ € C takie, ze pw = qu € C.

Wowezas pwr = qua = quy, 1 poniewaz kwadrat (wzx, y, z, tv) jest pullbackiem, zatem
MreC:rz=p, rtv=qu.

Oba morfizmy ¢ i rt sprowadzaja kwadrat przemienny (z,y,pw,qv) do pullbacku
(z,y,u,v), a wiec rt = q.
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Jezeli jeszcze 'z = pir't = q, to r'tv = qu, a wiec r =1'.
(iv) Postepujemy podobnie jak w (ii) i (iii) — jest to tzw. chodzenie po diagramie.
Koniecznie trzeba wykorzystaé zalozenie, ze wszystkie pie¢ wymienianych Scian sg
pullbackami.
13%
(i) Definicja ztozenia i) transformacji naturalnych ¢ : f — g i : g — h jest
poprawna, gdyz dla S 5 x : @ — b mamy dwa kwadraty przemienne

af&ag&ah

d e e

a wiec kwadrat zewnetrzny tez jest przemienny.
Lacznosé sktadania transformacji naturalnych wynika natychmiast z tacznosci mno-
zenia morfizmoéw kategorii C'.

W scistym sformutowaniu kategoria D = Diag(S, C) to klasa wszystkich trojek
(f,¢,9), gdzie f,g: S — C, ¢ : f — g, z mnozeniem czesciowym:

(fv‘)o?g) ' (971/)7}1) = (f,@¢,h)

ObD ={(f,ids,f) | f: S — C}, gdzie idy : f — f,idy ={a > af |a € ObS}.
Klase obiektow kategorii D w naturalny sposob identyfikujemy z klasa wszystkich
diagramow f : S — C, ktora zwykle oznaczamy tym samym symbolem Diag(.S, C),
zdajac sie na kontekst.

IsoD ={(f,¢,9) € D|Yac€ObS:ap:af = ag}.

(ii) Z przyjetych okreslenn wynika natychmiast, ze A jest funktorem, A : C — D.
Funktor ten jest injektywny (HP: )z, 2’ e C:x# 2/, d=2'\, czyliViel : z =
iz =i(@'\) =2 . Ale [ A2 (gdyz S # @), a wiec )i € I, czyli © = 2’ 4).

Granicy projektywnej (a,z) diagramu f : S —— C odpowiada transformacja
naturalna ¢ : e\ — f taka, ze Vi € I : ip = iz : a(= i(a)\)) — if spelniajace

C
warunek uniwersalno$ci:

VG/GC',go’:a’)\A,—>fE|!y;a/AC—>a(y)\.4p:<p’),
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14. Mechaniczny dowod wykorzystujacy tylko definicje. Dla ulatwienia mozna nary-
sowaé odpowiedni diagram.

15. Sprawdzenie warunkow definicji kategorii i funktora jest w tym przypadku mecha-
niczne. Produktem rodziny a : I — P jest najwiekszy element (jesli takowy istnieje)
zbioru {p € P | Vi € I : p < a;}, czyli kres dolny zbioru {a; | i € I}; dualnie
koproduktem bedzie kres gérny tego zbioru.

16.
1) f jest filtrem na B.

(1°Be B, gdyzViel: A € .
2°Jezeli U,U’ € BiV,V': I — V sa takie jak w opisie 3, to UNU’' D ([1Vi) N

[V =TNVin Vi), vinVy € ai, (el|VinV #A)C{i|Vi# A)U{i| V] #

A;} € Fin, a wiec UNU’ € 5.
3°Jezeli U C W C B, to W € 3, co wynika wprost z definicji g).

2) Dla i € I projekcja pr; : B — A; jest ciagla, pr; : ¥ —— X, gdyz dla

W dv i — i
Wea:pr ' (W)={zxe€B|x € W} =[]V, gdzie V; = gy]. Z,,
jel Aj  gdyj#i
a wiec pr=H(W) € B.
3) Warunek poczatkowosci jest spelniany.

(Niech Z = (C,v) bedzie przestrzenia filtrowa, g : C — BiVie I :pr,og: Z — X.
Wowczas g: Z — Y, gdyzdlaU € 81V : I — V takiego jak w opisie 3:
o U) 5 0 (V) = (= € Ol 9(2) € NV} = (2 € C | Vi € I pry(g(2)) € Vi) =

K3
N (pr;o9) ' (Vi), (priog) '(Vi) € 7, 1 jezeli V; = A;, to (pr;og) (Vi) = C, a wiec
iel
w naszym iloczynie mnogosciowym tylko skoniczona liczba czynnikéw jest rézna od
C (w tym miejscu interweniuje warunek skornczonosci: {i € I | V; # A;} € Fin
z definicji B), zatem g~ ([ V;) € v, skad g1 (U) € 7).

13

17. Dowdd metoda ,chodzenia po diagramie™
Oznaczmy ¢; = ida, dlai € I, ¥ =idm a:

Mnx «%- nxa « z

i€l
PiJ lq’:

Xi 52— Xi|A;
(p1, ¢; — projekcje kanoniczne).
Nalezy wykazaé, ze 1 jest morfizmem poczatkowym:

1°) Poniewaz dla kazdego i € I odwzorowanie p; o) = ; o ¢; jest morfizmem, wiec
z warunku poczatkowosci dla produktu zwyczajnego []X wynika, ze ¢ jest morfi-
zmem;
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2°) Dla sprawdzenia poczatkowosci morfizmu ¢ wezmy Z € ObT, odwzorowanie
f:Z —=[]Aizalozmy, ze f € o(Z,[1X). Wowczas dla ustalonego i € I, p;o f =
pioo f=p;0q;0f jest morfizmem Z w X;, a wiec — z warunku poczatkowosci dla
podobiektu X;|A; — wynika, ze ¢; o f jest morfizmem. Teraz z warunku poczatkowosci
dla produktu [] X;|4; wynika, ze f € o(Z, [] X;|A:).

i€l iel

KOMENTARZ. Udowodnione elementarne twierdzenie méwiace o przemiennoéci pro-
duktowania i przechodzenia do podstruktur nalezy do matematyki uniwersalne; —
jednym z jej zadan jest ustalenie poje¢ i faktow ogolnostrukturalnych, co uwalnia
nas od koniecznosci dowodzenia tego rodzaju podstawowych prawd w konkretnych
przypadkach grup, pierscieni, przestrzeni topologicznych itp.

18. Niech X € ObT, R € Congr(X), Y C X/R.
Woéwezas Z :=natj' (V) C X,
S :=id,'(R) = RN Z? € Congr(Z).
Z|S =set(Z/S) =setY =Y,
natp |Z =idy onatg.
Tak wigc mamy diagram przemienny:

id
natg Z *>Z X

Z/S / JnatRZ J{natR

PTY o X/R.

Zatem idy : Z/S —— Y, i poniewaz idy : Z/S «—» Y, wiec idy : Z/S = Y, skad
Z/S=Y.

19* Algebraiczno$¢ = warunek sumy lancucha.

HP: ) o #ACClLVABcAACBVBCA),UJAZCL

Nze (A \UA).HBCcJA:|B|<wAz€B™.

Indukcja na |B| dowodzimy, ze 3) A € A: B C A. Wowczas B~ C A~ = A, a wiec
reAcC|ASs.

Warunek sumy laricucha = algebraicznos¢.

Oznaczmy Alg={AC X |Ve € A-3BCA:|B|<wAz€ B }.
HP: Alg # PX.
NACX:AgAlg ANVBeX:|B|<|Al = BeAlg
Niech a = |A]. Oczywiscie o > w.
Nrxe A VBCA(B|<w = ¢ B™).
Ha:a—» A
Oznaczmy dla § < a: He = {a, | n < &};
wowcezas |He| = |€] < € < a, a wige He € Alg.
Oczywiscie A= |J He C U H .
{<a (<a
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Rodzina {H; | { < o} jest niepustym laficuchem zbioréw domknigtych, a wigc

fL<JQH§‘ECL
Zatemz € A“C (U H; )" =UH;,IE{<a:azeH, ,awigc3) B C He 1 |B| <wA
(<a (E<a

x € B™. Jednak He C A zatem B C A, |B| < w, a wiecx € B~ 4.
20. Mozna przyjac¢ nastepujace zalozenia:
(1) jezeli f: X — Y, toker f € Congr X, Im f C Y,
(2) jezeli f : X —» Y, to f : X = Y; tzn. morfizmy bijektywne sa izomorfi-
zmami,
lub
(1) jezeli f: X — Y, toIm f CY,

(2’) morfizmy surjektywne sa koricowe (wowczas f: X —» Y = ker f € Congr X
oraz f: X —»Y = f: X =5Y).

Szkice dowodow:
(I) Dowdd jest taki sam jak dla zbiorow (por. zadania 4.11 i 4.12).
(IT) Wystarczy zastosowaé (I) do morfizmu f = natgoidy : Y — X/R.
(III) Jak dla zbiorow.

21.
(1) Sprawdzenie postulatow definicji kategorii zwyczajnej sprowadza sie do mecha-
nicznych rachunkéw. Na przyklad ztozenie odwzorowan ciaglych f : X — Y
ig:Y —— Z jest ciagte, gdyz dla A C X, fA~ C (fA)~ (opuszczamy zbedne
nawiasy), a wiec gfA~ C g(fA)~ C (gfA)~.
(2)
Ad(a): X~ Cc X CX ,wiec X~ =X, X € Fx.
Ad (b):VAe A:NACA (NA)- CcA =A awiec (WA~ CcNA NAE Fx.
(3) Tu i dalej opuszczamy zbedne nawiasy.
A= f1BCX, fA- C (fA)~ = (ff'B)",ale ff"'B C B, wiec (ff'B)” C
B~ =B, czyli fATCB,skad A~ C fTlfA-C ff'B=A awicc A= f"'Bc F.
(4) Okreslamy funktor zwyczajny G : T' — T V(X,F) € ObT' : G(X,F) =
(X,p), gdzie ¢ : PX — PX, VA C X : pA = A" =(|{Be F| AC B}
(e F, gdyz A C X € F); operacja ¢ spelia wszystkie trzy postulaty natozone na
operacje domkniecia.

1° AcA ,gdyz AC X € F,

2° jezeli AC B,to AC B~ € F,wiec A~ C B™,

3°VBe F: B~ CB (gdyz B C B), a wiec B~ = B. Poniewaz A~ € F, wiec
A" =A".

Nalezy jeszcze wykazaé, ze:
(a) Go F Cid,

(b) FoG Cid.
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Ad (a). Niech (X, ) € ObT, F(X,p) = (X, F), G(X,F) = (X,¢).
Wowczas ¢ = ¢/, to jest VA C X : A = @' A.

(Niech AcX. o’/A=(\{BeF|ACB}, ACpAcF, awiec ¢’ AC pA.
Jednakze A C ¢’A € F, wiec A C pp'A = ¢’ A).

Ad (b). Niech (z,F) € ObT’, G(X,F) = (X,¢), F(X,p) = (X,F'). Wowczas
F=F (AeF << pA=A < AcF).

(5)

=) Jezeli f : X — Y i B C Y, todla A = f!B bedziemy mieli: fA~ C
(fA)~ € Fy, awiegc A C f7(fA)~ € Fx, skad A= C f~'(fA)~, i poniewaz
fA=ff"'BcC B, wiec (f"'B)- C f'B~.

<) Zaktadamy, ze odwzorowanie f : X —— Y spelnia podany warunek. Wowczas
dlaAC X, A~ C(f~1fA)~ C f~Y(fA)~,awiec fA~ C ff L (fA)~ C (fA)~.

(6)

=) Jezeli f : X — Y i B € Gy, to B € Fy, awiec f~ !B = (f"'B)" € Fx,
skad f~'B € Gx.

<) Jezeli odwzorowanie f : X — Y spelnia podany w temacie warunek i B € Fy,
to B1€ Gy, f'B7 = (f"'B)" € Gx, awiec f'B € Fx.

22. B egX) (VxeG:xzeF(x)"CB ,awiecGCB~,X=G CB,
czyli B~ = X), zatem B’ = B, |B| = |B'| < Y. |F(x)].
zeG

Z ostatniej nieréwnosci wynika, ze |G| > w, a wiec |B| < |G| -w = |G]|.
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Podstawowe struktury matematyczne

9.1. Wstep

9.1.1. Algebry ogélne. Dla ustalonej funkcji v : 2 — N zwanej sygnaturg
algebr ogdlnych (uniwersalnych), gdzie {2 jest zbiorem, ktorego elementy nazywamy
symbolami funkcyjnymi lub operatorami, okreslamy kategorie zwyczajna A, = (T, 0)
algebr o sygnaturze v:
1° VA:T(A) ={a: 02— | Map(A™, A) |Vw € 2: a(w) : A¥@) — A}

neN
Tak wiec obiekty kategorii A, sa postaci X = (A, «), gdzie a: 2 - Vidlaw € £,

n = v(w), a(w) : A" — A; dziatanie n-argumentowe o(w) w zbiorze podktadowym
A = X algebry X oznaczamy tez wy. Liczbe naturalna n = v(w) nazywamy argu-
mentowoscig symbolu funkcyjnego w.

Oznaczmy 2(n) := {w € 2 | a(w) =n}.

W przypadku gdy n = 0 mamy A° = 1 = {0}, a wiec dzialanie 0-argumentowe
wx : 1 — A mozemy utozsamiaé¢ z elementem zbioru A — méwimy wowczas, ze wy
jest statq algebry X odpowiadajaca operatorowi w; wx € A.

2° Dla dwu algebr X,Y € A, morfizmy X w Y zwane homomorfizmami, to odwzo-
rowania f : X — Y zgodne ze wszystkimi dzialaniami, to jest spelniajace warunek:

Vw€97n=V(§) [flwx(a,...,an)) =wy(f(a1),..., f(an))]

a1,...,an €

Zbior o(X,Y) wszystkich homomorfizméw X w Y oznaczamy tradycyjnie Hom(X,Y).

9.1.2. Grupoidy. Dla dwuelementowego zbioru 2 = {m,e} i sygnatury
v ={m— 2 e 0} algebry kategorii G; = A, nazywamy grupoidami (por. 8.1.3)
(z elementem wyrdznionym). Symbolem G oznaczamy kategorie algebr o sygnaturze
{m — 2}; jej obiekty tez bedziemy nazywaé grupoidami — znaczenie stowa uzalez-
niamy od kontekstu — na ogo6t, moéwiac ,,grupoid” bedziemy mieli na mys$li grupoid
z elementem wyréznionym. Zwyczajowo dla X € G, dzialanie mx : X2 — X nazy-
wamy mnozeniem i dla a,b € X notujemy ab = a - b= mx(a,b) (notacja multyplika-
tywna); stala ex oznaczamy zwykle 1 lub 1y i nazywamy jedynkq grupoidu X.

Tak wiec dla dwoch grupoidow X, Y i odwzorowania f : X — Y zachodzi row-
nowaznoscé

fe€Hom(X,Y) < Va,be X : f(ab) = f(a)f(b) AN f(lx)=1y.
Mnozenie w grupoidzie X nazywamy
(i)  tgeznym lub asocjatywnym, gdy
Ya,b,ce X : (ab)c = a(bc),

217
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(ii)  przemiennym lub komutatywnym, gdy
Va,be X : ab = ba.

Element e = 1y jest elementem neutralnym dla dzialania - : X2 — X, gdy
Va € X : ea = a = ae; element taki, jesli istnieje, to istnieje doktadnie jeden  (bo
gdyby jeszcze e’ bylo takie, to e = ¢’e = ¢’). Dla dzialania przemiennego uzywamy
chetniej notacji addytywnej (a + b) i wowczas element wyrdzniony nazywamy zerem
i oznaczamy 0 = Ox.

9.1.3. Wtlasnosci algebr ogdlnych. Latwo sprawdzi¢, ze kategoria A, algebr
o sygnaturze v : {2 — N ma nizej wymienione wlasnosci (1)—(9). Wystarczy to wykazaé
dla kategorii G; grupoidow — w sytuacji ogdlnej dowody beda analogiczne (zadanie 2).
(1) Homomorfizmy injektywne — zwane tez zwyczajowo monomorfizmamsi — sg po-
czatkowe. Homomorfizmy surjektywne — inaczej epimorfizmy — sa koricowe.

UwAGA: Homomorfizmy injektywne (surjektywne) sa monomorfizmami (epimor-
fizmami) w sensie ogolnokategorialnym, ale pojecia te nie pokrywaja sie.
(2) Homomorfizmy bijektywne sa izomorfizmami, a wiec relacja < poréwnywania
algebr jest relacja identycznosci (zob. zadanie 1 z rozdziatu 8).
(3) Kategoria A, jest z produktami zwyczajnymi; dziatania w produkcie okreslamy
»po wspotrzednych”. W przypadku grupoidow dla X : I — Gy, Iqx = {i = 1x,[i € I}
orazVx,y €[ X raxy={i— zy; | i € I}.

Produktami w mocy 0, czyli obiektami koricowymi kategorii A, , sa algebry jed-
noelementowe zwane tez trywialnymi.
(4) Podzbior E algebry X jest zgodny z X, jest — jak moéwimy — podalgebrg X,
gdy jest zamkniety ze wzgledu na wszystkie dziatania; jezeli tak jest, to podalgebre
indukowana X|F utozsamiamy w zapisie z F.

Ogot takich podzbioréow — i ogot podalgebr, w zaleznosci od kontekstu — oznaczamy
Sub X.

Dla grupoidu G izbioru ECG: ECG <= 1€ E A Vx,yc E:zyc k.
Zauwazmy, ze X € SubX oraz @ € SubX <— Vwe 2:v(w)>0.
(5) Kategoria A, jest z obrazami i z przeciwobrazami.

(6) Rownowaznosé R w algebrze X jest zgodna z X — jest kongruencjg w X — wtt,
gdy jest zgodna ze wszystkimi dziataniami o dodatniej argumentowosci. Ogol takich
rownowaznosci oznaczamy Congr X.

Tak wiec dla grupoidu X i réwnowazno$ci R w zbiorze X:

ReCongrX < Vuz,y,2,te X:2a Rz N yRt = zy R zt.

(7) Kategoria A, jest z multyplikatywnoscia podobiektow. Operacja domkniecia
w algebrze X polegajaca na przejsciu od podzbioru E C X do generowanej przez
niego podalgebry E~ = (E) = (E)x jest algebraiczna.
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Na przyktad dla grupoidu X i podzbioru £ C X:
E™ = | Fu, gdzie Fy = E, F1 = F, U{lx}U{ay | 2,y € F,}

n=0
i analogicznie w przypadku ogélnym.
(8) Kategoria A, jest z jadrami par morfizméow.

(9) Baza algebry wolnej X (w A,) jest maksymalnym podzbiorem niezaleznym i mi-
nimalnym podzbiorem generujacym; dwie bazy takiej algebry sa rownoliczne  (gdyz
w A, istnieje algebra skoriczona i nietrywialna; np. X = 2, Vw € 2, v(w) = n,
x €2":wx(z) =0).

Dla dowolnej algebry X: G(X) € D(X) i B(X) = G(X)NZ(X) (oznaczenia
z rozdziatu 8.).

9.1.4. Polgrupy. Kategorie Sgry pdtgrup (z jedynka) okreslilismy jako podka-
tegorie pelna kategorii grupoidow (X, (-,e)) € Gy takich, ze

Va,y,z€ X : (zy)z=x(yz) N ex=x=uze (8.1.6);

element wyrozniony e nazywamy elementem neutralnym lub — w notacji multyplika-
tywnej — jedynkq i oznaczamy 1x lub krotko 1.

W notacji addytywnej (preferowanej, gdy dzialanie w poélgrupie X jest prze-
mienne) moéwimy o dodawaniu i piszemy = +y, 0x =0 =e.

Latwo sprawdzi¢, ze kategoria polgrup ma wszystkie whasnosei (1)—(9).

Dla X € Sgr; i A C X podgrupa generowana przez A ma postaé:

A‘:{l_laz’“ |neN,a: I, —+ A, a:I, =+ N}
k=1
gdzie
dlaze X,keN:2" =1, zFtl =2Fz
oraz dlan € N, b: I, —» X, element [ |b = [] by € X zwany iloczynem uktadu b
k=1
okreslamy indukcja na n:

|_|®:1
n—1

n>0 = []o=[1]0bk-bn
k=1

Stosujac dla poétgrupy przemiennej X € Sgrc; notacje addytywna, moéwimy o sumie:
n

>°b, Y. bx; mozemy wowcezas dla dowolnej rodziny b : T — X takiej, ze prawie
k=1
wszystkie by sa rowne zeru (tzn. {t € T | by # 0} € Fin) okresli¢ > b= > b € X.
teT
9.1.5. Poélgrupy wolne. Kategoria Sgr; poélgrup jest z obiektami wolnymi. Dla
zbioru A, ktory nazywamy w tym kontekscie alfabetem, okreslamy pdtgrupe stéw nad
A; W(A) € Sgry, oraz injekcje kanoniczna ¢ : A —— W(A).

W(A4) = U Map(l,, A), Map(I,,A) = stowa o dlugosci n.
neN
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Dzialanie x : W(A)? — W(A) zwane (kon)katenacjq lub sktadaniem okreslamy na-

stepujaco:

dlaa:I, = Ab: L, —A nméeN
axb=aU{k—byr|n<k<n+m}: Litm = A

Elementem neutralnym jest stowo puste @ : Iy = A; v = {a— {1 —a} | a € A}.

Po utozsamieniu A = (A) tatwo sprawdzi¢, ze W(A) jest polgrupa wolna (obiek-
tem wolnym w kategorii Sgr;) o bazie A. Tak wiec otrzymalismy funktor
W : Set — Sgr,, ktory na kazdym zbiorze A rozpina polgrupe wolna W(A).

9.1.6. Algebry wolne. Termy. Dla dowolnej sygnatury v : 2 — N, 2 € V
kategoria A, algebr o sygnaturze v jest z obiektami wolnymi. Majac dany zbior V,
ktorego elementy zwyczajowo nazywamy zmiennymi (formalnymi), okreslamy algebre
termdw o sygnaturze v nad V, Term = Term, (V') € A,, w nastepujacy sposob:
1°  Dla uproszczenia zapisu zakladamy, ze V N {2 = @ — bez tego zalozenia trzeba
by sume V' U {2 zastapi¢ sumg roztaczna VU2 = (V x {0}) U (£2 x {1}) — i jako zbior
podktadowy algebry Term przyjmujemy zbior: |J T, C W(VUS2), gdzie Ty =V (po

N
identyfikacji: V ¢ W(V U Q)), "e
Tor1 =T, U{wty ... txy |we 2, k=v(w)ty,...,txr € Ty}

Najmniejsze n takie, ze t € T,, nazywamy stopniem ztozenia lub ztozZonosScig
termu. Indukcja na ztozonosé termu t¢ niebedacego zmienng latwo wykazaé jedno-
znaczno$¢ jego przedstawienia w postaci t = wty ... tx. Wygodnie jest przedtem udo-
wodni¢ lemat: ¢t € Term, w € W(VU ), tw € Teem = w =& (dowod lematu
indukcja na dlugosé¢ termu t).
2° Jezeliw € 2, k = v(w); ty,...tx € Term, t0 wrerm(t1,...tx) = wiy ... t.

Algebra Term jest obiektem wolnym o bazie V' w kategorii Alg,, to znaczy
v X\/GﬁB(E”(p C f : Term — X; w tej sytuacji odwzorowanie ¢ nazywamy war-

©:

toSciowaniem zmiennych w algebrze X, i dla ¢ € Term element t[p]x df ft) e X
nazywamy wartoscig termu t w algebrze X przy wartosciowaniu ¢ (Jednoznacznosé
f ... Istnienie f ...).

Symbolem Frt oznaczamy ogél zmiennych wystepujacych w termie ¢; $cista defi-
nicja jest indukcyjna:
1° teV = Frt={t}
2° Fr(wtl...tk) =Frt; U...UFrt,.

Indukcja na ztozonosé termu ¢t dowodzimy, ze

XeA, o0: V=X, p|Frt =¢|Frt = tlp]lx = t[t]x;

w szczegolnosel jezeli Frt € {vy,...,v,}, n € N, v : I, —— X, to notujemy
t =t(vy,...,on) 1dlaay,...,an, € X tlay,...,an]x = tlplx, gdzie {v1 — ay,...,
Up > ant C oV — X. W szezegolnodei dla sy, ..., s, € Term okreslamy podstawie-
nie: t(s1,...,8n) ift[sl, <+ 8n]Term € Term.

Term ¢ (€ Term) nazywamy statym, gdy Frt = &; jego wartos¢ w dowolnej algebrze
X nie zalezy od warto$ciowania — oznaczamy ja cx.
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O funkcji {a — tlay,...,an]x | a = (a1,...,a,) € X"} : X" — X mowimy, ze jest to
funkcja algebraiczna wyznaczona przez term ¢ i zmienne vy, ..., v, (Frt C{vy,...,v,}).
Funkcje algebraiczne tworza podzbior Alg(X™, X) C Map(X™, X); dla X € A4,.
Zbiér E C X™ nazywamy algebraicznym, gdy E = Ker(f,g) (={z € X | f(z) = g(x)})
dla pewnych f,g € Alg(X™, X).

Ponizszy lemat o zgodnosci homomorfizmu z warto$ciowaniem jest czesto stoso-
wany:

X, YeA, h: X —Y, ¢: V=X, t€Term = h(tfp]x) =tlhoply
W szczego6lnosci w wyzej opisanej sytuacji:

h(tlay,...,an]lx) = tlh(a1),...,h(an)]y,
h(Cx) = Cy.

(Indukcja na zlozonosé termu ¢ ... ).

9.1.7. Algebry definiowalne réwnosciowo. Ustalmy sygnature v : 2 — N,
przeliczalny zbior ,zmiennych formalnych” V' = {vg,v1,v9,... } rozlaczny ze zbiorem
2, VN2 =g irelacje p (toisamosci formalne) w algebrze T = Term, (V); p C T?.

Latwo sprawdzié, ze klasa

C={XeA [V(ts)epVp:V =X [tfe]x = sle]x]}
jest zamknieta ze wzgledu na izomorfizmy oraz ze
C={XeA |V(ts)epVf:T— X[f(t)=f(s)]}

(Wpierw sprawdzamy powyzsza rownosé, a nastepnie implikacje: X € C, Y € A,
g: X =Y = Yeo).

Klasa C wyznacza wiec podkategorie petng A, , kategorii A,. Méwimy, ze jest
to kategoria definiowalna réwnosciowo (rozmaitosé, warieta) algebr o sygnaturze v
wyznaczona przez relacje p.

Mechanicznym rachunkiem sprawdzamy, ze kategoria A, , ma wszystkie wtasnosci
(1)—(9) przystugujace kategorii A,, przy czym:

Ad (3). (MNX)a, =(X)a, dlaT eV, X: I A,
(Wystarczy sprawdzi¢, ze ([1X)a, € Aup).

Ad (4) SubAVpX = SubAUX dla X € .A,,p oraz (X|A)Al/p = (X‘A)Ay dla

A € Suby, X.

Ad (6). Congry, X = Congry, dla X € A,, oraz (X/R)a,, = (X/R)a, dla

R € Congry X.

Ad (7). (E)a,, = (E)a, dla X € Ay, E C X oraz G4,,(X) = Ga,(X) (te same

podzbiory generujace).

Ad (9). Dla X € Ay, : Za,,(X) = T4, (X) = I(X
)

) analogicznie dla podzbioréw
gestych i bazowych; B(X ) D(X) ( ), B(X

)i
=ZI(X)NG(X).
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Jezeli kategoria A,, jest nietrywialna, tzn. card Z > 2 dla pewnego Z € A,,, to
baza obiektu wolnego w A,, jest maksymalnym podzbiorem niezaleznym i minimal-
nym podzbiorem generujacym; jezeli przy tym nietrywialna algebra Z jest skonczona,
to dowolne dwie bazy algebry wolnej w A, , sa réwnoliczne i mozna méwié¢ o randze
takiej algebry.

9.1.8. Algebry wolno definiowalne réwno$ciowo. Na dowolnym zbiorze F
mozna rozpiaé¢ algebre wolng w kategorii A,,, w nastepujacy sposob:

W algebrze terméw S = Term, (E) okreslamy kongruencje:

o={(u,v) € S*|VX €A, h:S — X [h(u) = h(v)]}.

Wowcezas Sjoc € Ay, v = {a — [a], | a € E} : E —— S/o i S/0 jest algebra
wolnag w A,, o bazie ¢« : E —— S/o. (Dowdd ogélny nie rozni sie istotnie od
bezproblemowego dowodu dla grupoidow).

Latwo sprawdzi¢, ze kategorie A, i A,, sa z multyplikatywnoscia kongruencii,
tzn. dla dowolnej algebry X:

@ #F C Congr X — ﬂfe Congr X.

Algebre X € A,, mozna okredli¢, podajac jej tak zwang reprezentacje van Dycka
(E,R), czyli zbior E traktowany jako baza algebry wolnej Y w kategorii A, ,, oraz
relacje R C Y2 taka, ze X ~ Y/R, gdzie R = ({S € CongrY | R C S} — domkniccie
kongruencyjne relacji S.

9.1.9. Elementy odwracalne i regularne w pélgrupie. Grupy. Dla poél-
grupy G € Sgr; okreslamy dwa podzbiory:
1) UG):={aeG|3Ibe G:ab=ba=1} - elementy odwracalne, jednosci.
2) R(G):={ac€G|VbceG:(ab=ac = b=c¢c) N (ba=ca = b=c)} -
elementy regularne, elementy skracalne.

Podstawowe fakty:

(1) Dla a € U(G) element b € G taki, ze ab = ba = 1 istnieje dokladnie jeden
(jezeli jeszcze ac = ca = 1, to ¢ = ¢-1 = ¢(ab) = (ca)b = 1-b = b); nazywamy
go elementem odwrotnym do a i oznaczamy a~'. W przypadku notacji addytywnej
uzywamy terminu element przeciwny i oznaczenie: —a.

(2) 1eU(Q),Ya,beU(G):ab,a=t €eU(G), (ab)~t =b"ta™t, (a7t =a.

(3) U(G) C R(G).

(4) Va,be R(G):abe R(G), a wigc U(G) C R(G) C G.

(5) Jezeli jeszcze H € Sgry i f : G — H, to

VacU(G): fla) eUH) N fla)™t = fla™h).

(Dowody praw (2)—(5) sprowadzaja sie¢ do mechanicznych przeliczen).

Grupg nazywamy polgrupe G € Sgry, w ktorej kazdy element jest odwracalny;
UG) =aG.
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9.1.10. Wtasnosci grup. Klasa Gr wszystkich grup tworzy podkategorie pelna
kategorii Sgry; Gr g Sgry .

Chcac traktowaé kategorie Gr jako rozmaitosé (czyli kategorie algebr definiowalna
rownosciowo), okreslamy ja w sposob réwnowazny jako podkategorie pelna kategorii
Alg,, algebr o sygnaturze v = {e — 0,\ — 1,w — 2} zdefiniowana przez réwnosci
(oznaczamy z~! = Az, 1y = wzy):

(i) (xy)z =z(yz) - lacznosé
(i) ex=zxze==x — element neutralny
(iii) 2z~ ! =27tz = e — elementy odwrotne.

Dotaczajac jeszcze postulat przemiennosci: zy = yz, otrzymujemy, tez definio-
walng rownosciowo, kategorie Ab grup przemiennych lub abelowych.

Poniewaz element neutralny jest wyznaczony jednoznacznie, wiec okreslajac grupe
G podaje sie zwykle tylko dziatanie - : G2 — G.

Jezeli dla G, G’ € Gr odwzorowanie f : G — G’ spelia warunek Va,b € G : f(ab) =
F@)fb), to flg) = Tar =1 (1=1-1, f(1) = £(1) - f(1), F(1)F(1)"" = 1", skad
1" = f(1)), a wiec f jest homomorfizmem grupy G w grupe G, f : G — G'.

9.1.11. Podgrupy, podgrupy normalne. Dla grupy G i zbioru H C G:
HCG < 1€H A Vabe H:ab,a™' € H.

(Kategoria grup jest definiowalna réwnosciowo).
Kongruencje w grupie G sa to dokladnie rownowaznosci R € EquG spetniajace
warunek

Va,b,c,d€G(aRc N bRd = abRed AN a ' Rc™h).

Jezeli f : G — G’ jest homomorfizmem grup, to Ker f := {a € G | f(a)
1} ¢ G. Homomorfizm f jest injektywny wtt, gdy Ker f = {1} (f(a) = f
flab™) =1« ...). Jadro H = Ker f homomorfizmu f spetnia warunek:

(*) Va,beG:be H = aba '€ H

lub, w postaci rownowaznej:

(**) Va,b€ G:aH =Ha (aH :={azx|x € H} itp.).

Podgrupy o tej wtasnosci nazywamy normalnymi; ich ogét oznaczamy NSub G. Zwy-
czajowo notujemy: H < G & HCG, H<1G & H e NSubG.

Oczywiscie {1},G € NSubG, G € Ab = NSubG = SubG.

Kongruencje w grupie G mozemy utozsamiac z jej podgrupami normalnymi, gdyz
mamy bijekcje kanoniczne:

o={H— {(a,b) € G*|a"'be H}...} : NSubG — Congr G,
v={R—{aeG|aR1}...} : CongrG — NSubG; ol =1

(Sprawdzamy, ze ¢ : NSub — Congr G, ¥ : Congr G — NSub G, Yo C id, potp C id,
...); dla H < G oznaczamy G/H = G/p(H).
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9.1.12. Warstwy podgrupy w grupie. Twierdzenie Lagrange’a. Dla do-
wolnej podgrupy H grupy G mozemy utworzy¢ zbiory: (G/H), := {aH | a € G} —
warstwy lewostronne H w G, (G/H), = {Ha | a € G} — warstwy prawostronne H
w G. Oczywiscie H <G = (G/H),=(G/H), =G/H.

W przypadku ogdlnym zbiory te sa réownoliczne  ({aH — Ha | a € G} :
(G/H); —» (G/H), ...); ich wspolng moc nazywamy indeksem podgrupy H w gru-
pie G i oznaczamy [G : H].

Ze wzgledu na dualno$é, w dalszym ciagu moéwiac ,warstwa”’, bedziemy mieli na
mysli warstwy lewostronne i bedziemy notowa¢ G/H = (G/H);.

Warstwy sa parami roztaczne (aH # bH = aH NbVH = & ...) oraz row-
noliczne z H  ({z — ax | ¢ € H} : H —» aH ...). Ponadto G = |J aH

(aeG = a=a-1€aH). o€C
7 powyzszego wynika wazne twierdzenie Lagrange’a
GeGr N H<G = |G| =|H| |G : H].
Zwyczajowo dla grupy skoriczonej G jej moc nazywamy rzedem i oznaczamy rk G;

jesli G jest nieskoriczona, notujemy: rtk G = oco. Tak wiec dla grupy skoriczonej rzad
podgrupy jest dzielnikiem rzedu grupy; ilorazem jest indeks podgrupy w grupie.

9.1.13. Poélgrupa ulamkéw poélgrupy G. Dla danej polgrupy przemiennej
G € Sgre; okreSlamy w polgrupie G X R(G) (zob. 9.1.9) relacje proporcjonalnosci

(a,b) = (¢,d) <= ad = be.
(i) Relacja = jest kongruencja w G x R(G); mozemy wiec okresli¢ potgrupe ilorazowa
G = (G x R(G))/= zwana pdtgrupg utamkéw pétgrupy G. Dla a € G, b € R(G).
Oznaczamy ¢ := [(a,b)]r. Mowiac zwyczajowo, ze ¢ jest utamkiem o liczniku a
i mianowniku b, nalezy zachowaé ostroznosé, gdyz w istocie rzeczy terminy te odnosza
si¢ do pary (a,b) reprezentujacej element §. Tak wiec

a c a c ac 1
V(a,b),(c,d)EGXR(G):g:E <:>G/d:bc,g'g:b*, 1G‘:I
(ii) Injekcja kanoniczna v = {a +— ...} : G —— G jest homomorfizmem, a wiec

wlozeniem; traktujemy ja jako utozsamienie G C G.

~

(iii) R(G) C U(G),

V(a,h) €G X R(G): § €U@) = acRG) A (%)71:3

(iv) Injekcja kanoniczna ¢ jest w kategorii Sgre; uniwersalnym homomorfizmem prze-
prowadzajacym elementy regularne w elementy odwracalne, tzn.

VH eSgre,, f:G— H{f(R(G)) CUH) = Ng:G— H[f=god}.

G%H

1.
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Dowody faktow (i)—(iv) nie przedstawiaja wickszych trudnosci (zadanie 14).

9.1.14. Pierscien Z liczb calkowitych. Jezeli polgrupa przemienna G jest
reqularna, tzn. R(G) = G, to G jest grupa. W szczeg6lnosci, biorac poétgrupe addy-
tywna (N, +,0) liczb naturalnych, otrzymamy grupe addytywna Z liczb catkowitych.
Ze wzgledu na notacje addytywna zamiast o ulamkach méwimy w tym przypadku
o roznicach.

Po utozsamieniu N C Z  (n = n — 0) latwo widaé, ze Z =NU{—n | n € N*}.
(Dla k € Z\N: k = m —n, gdzie m,n € N*, i wowczas k =0— (n—m) = —(n —m),
n—m € N¥).

W zbiorze Z wprowadzamy w naturalny sposob porzadek liniowy: Z = {..., -2, —1,0,
1,2,...}, otrzymujac w ten sposéb grupe uporzadkowana (Z,+,0, <).

Oznaczamy Z, =N, Z5 =N*, Z_ ={-n|ne N}, Z* =Z_\{0},Z* = Z\{0}.
Analogiczne oznaczenia przyjmiemy dla wprowadzonych pozniej ciat liczbowych Q i R.

W Z okreslamy tez w naturalny sposéb mnozenie bedace rozszerzeniem mnozenia
w N, ktadac dla a,b € N*, ¢ € N: (—a)c = ¢(—a) = —ac, (—a)(—b) = ab.
Otrzymujemy w ten sposob pierscien Z (€ Rincy ) — pierscien liczb catkowitych (.. .).

Zachowujemy dla a, b, ¢ € Z standardowa notacje, np. a+bc=a+ (b-¢),a | b &
dceZ:b=ac,alb&s -IpeP:ipla A p|bitp.

Podstawowe prawa tez w spos6b naturalny przenosza sie na Z. Tak na przyktad
mamy twierdzenie o dzieleniu z resztq:

VaecZ, beN'dlgreZ:a=bg+r N 0<r<b;

oznaczamy (%] = ¢ (iloraz), @ (mod b) = r (reszta). (Rozpatrujemy przypadki ...).
Wykorzystujac algorytm Euklidesa (rozdziat 5) tatwo udowodnié ponizsze kryte-
rium pierwszosci wzgledem siebie dwu liczb naturalnych:

Va,beN* (a Lb < Ja,€Z:aa+pb=1).

9.1.15. Cialo ulamkéw pierscienia catkowitego Z C Q. Pierscien prze-
mienny R (€ Rincy) nietrywialny (0 # 1) nazywamy:

a) ciatem, gdy U(R*) = R*, tj. kazdy element niezerowy jest odwracalny
(Vae R* =R\{0}3be R* :ab=1,b=a"));

b) pierscieniem catkowitym, gdy R(R*) = R*, tj. kazdy element niezerowy jest
regularny (warunek réwnowazny: Va,b € R* : ab € R*); element a € R* nazywamy
zwyczajowo dzielnikiem zera, gdy 3b € R* : ab = 0. Tak wiec pierscienl calkowity
to pierscieni przemienny, nietrywialny, bez dzielnikow zera). Typowym przyktadem
takiego pierscienia jest pierscien Z liczb catkowitych.

Traktujac dany pierscieri catkowity Z jako potgrupe multyplikatywna (Z, -, 1) mo-
zemy utworzy¢ dla niego potgrupe utamkow @ (9.1.10, Q = {$ | a € Z, b € Z*}).
W @ okreslamy dodawanie: § + ¢ = %, otrzymujac w ten sposob cialo — ciato
utamkdw pierscienia Z  (...)

Iniekcja kanoniczna ¢ = {a + §...} : Z — @ daje utozsamienie Z C Q. Jest
ona uniwersalnym homomorfizmem injektywnym pierscienia Z w cialo. Oznaczajac
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przez Fld (od Fields) kategorie cial mozemy ten fakt zapisa¢ symbolicznie:
VKeFId, f:Z—K3Jg:Q—K:f=gour

(Homomorfizm cial jest zawsze injektywny, g : Q@ — K  (HP: g(z) = 0, z # 0.
Woéwezas 1 = g(1) = g(zz™1) = g(x) - g(z™1) =0 %)).
Tak wiec @ jest minimalnym rozszerzeniem Z do ciala.  (Mechanicznym rachunkiem
sprawdzamy zgodno$é odwzorowania g z 9.1.19 z dodawaniem ... ).

Stosujac te konstrukcje do pierscienia Z liczb catkowitych otrzymujemy ciatlo Q
liczb wymiernych.

9.1.16. Podpierscienie i idealy. Kategoria Rin; piericieni (z jedynka) jest
definiowalna réwnosciowo (9.1.7), a wiec stosuje sie do niej cala teoria algebr tego
rodzaju. W szczegdlnosci, dla R € Rin; podpierscienie R stanowig zbior:

Sub(R) = {ACR|(A+A)U(A—A)UAAC A, 1€ A}

(A+A={a+b|abe A} itp.,,0=1—-1€ A).
Natomiast kazdej kongruencji w R odpowiada podgrupa Z grupy addytywnej
(R, +) pierscienia R; podgrupa ta spelnia dodatkowo warunek:

*) Va,bec,d€ R:a—b,c—del = ac—bd e,
ktory jest rownowazny warunkowi:
(**%) TRURT CT.

((x%) = (%)  (Jezelia—b,c—d € Z, to ac—bd = ac—ad+ad—bd = a(c—d)+(a—b)d €
I). (x) = (xx) (Jezelia€Z,z € R, to ax,za € Z, gdyz a — 0,z — x € I)).

Podgrupy o tej wtasnosci nazywamy ideatami w pierscieniu R; oznaczamy
I(R):={TCR|0€Z,7T4+ZICZ, IRURTI C R} (jedlia€Z,to —a=(-1)a €T,
czyli —Z C I).

Zauwazmy, ze dla Z € Z(R) : 1 € T & Z = R, a wigc Z(R) N Sub(R) = {R}.
Moéwimy, ze R jest ideatem niewtasSciwym i podpierscieniem niewtasciwym pierécienia
R; wszystkie pozostate idealy i podpiericienie R sa wtasciwe.

Tak wiec kongruencje w pierscieniu R mozemy identyfikowaé¢ z idealami w tym
pierscieniu (podobnie jak kongruencje w grupie identyfikujemy z podgrupami nor-
malnymi tej grupy — por. 1.9.11), dla idealu Z € Z(R) odpowiadajacy mu pierécien
ilorazowy oznaczamy R/Z.

Kategoria Fld (g Rinj) cial juz nie jest definiowalna réwnosciowo; np. Q € Fld,

Q2 = Q x Q € Riny \ Fld.

9.1.17. Kongruencje w pierscieniu Z. W szczeg6lnodci dla pierécienia Z liczb
caltkowitych: Sub(Z) = {Z}, Z(Z) = {mZ | m ¢ N}  ( ...); w przypadku gdy m > 2
otrzymujemy pierscieni reszt modulo m, Z,, = Z/mZ. Kongruencje odpowiadajaca
idealowi mZ (m > 1) nazywamy przystawaniem modulo m, i oznaczamy tradycyjnie
= (mod m).

Tak wiec dla a,b € Z:

a=b (modm) < a—bemZ < a (mod m)=">b (mod m);
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kongruencje takie mozemy dodawa¢ i mnozy¢ stronami. Dzieli¢ stronami mozemy
tylko przez liczbe d € Z* taka, ze d |a,d |bid L m (jeSlia=kd,b=1dim|a—Db,
tom | (k—1)d, awiecm | (k—1), czyli k =1 (mod m)).

Dla dowolnego pierscienia R (€ Riny) grupe jednosci, czyli ogot elementéow od-
wracalnych polgrupy multyplikatywnej (R, -, 1), oznaczamy U(R) = {a € R | 3b €
R : ab = ba = 1}. W szczegolnosei dla pierscienia Z,, = ({0,1,...,m — 1}, +, -)
(m>=22)U(Zy,) ={ac{l,...,m—1} | a L m}. Rzad grupy U(Z,,) oznaczamy za
Eulerem ¢(m) (funkcja Eulera).

Na przyklad ¢(12) = |{1,5,7,11}| =4, peP = p(p)=p—1.

Z funkcja ta wiaze sie wazne twierdzenie Eulera:

VmeNy={2,3,...}, aeZaLm = a*™ =1 (mod m)|.

(Wniosek z twierdzenia Lagrange’a: w grupie skoriczonej U(Z,,) rzad elementu jest
dzielnikiem rzedu grupy).

Jako szczego6lny przypadek twierdzenia Eulera otrzymujemy mate twierdzenie Fer-
mata:

VpeP,acZlpta = a» =1 (mod p)].

9.1.18. Q jako cialo uporzadkowane. Liczba wymierna a € Q ma jednoznacz-
nie wyrézniona postaé kanoniczng a = g, gdziepe Z,qe N*ip L q. W Q okreslamy
naturalny porzadek liniowy, ktadac dla liczb a,b € Q w postaci kanonicznej a = %,
b==L:

S

a<b <= ps<qr

Porzadek ten jest zgodny z dodawaniem; (Q,+, <) € OrdGr (zob. 8.1.7. — spel-
niony jest warunek: Va,y,z € Q:z <y = =+ 2z < y+ z). Jest on rowniez zgodny
z mnozeniem, w tym sensie, ze Vx,y € Q:x >0 A y >0 = zy > 0. Ciala i ogdl-
niej pierscienie zaopatrzone w tego rodzaju porzadek nazywamy uporzgdkowanymi —
kategorie: OrdFld i OrdRin.

Cialo Q jest przeliczalne (|Q| = RNg), gdyz np. N C Q i {% — (p,q) | p € Z,
geN*, pLlqg}:Q——ZxN*

Jako zbior liniowo uporzadkowany ciato Q jest geste, tzn. Va(,llbe JeeQ:a<e<d

(np. ¢ = %“’), i nie ma elementéw ekstremalnych; Va € Qdb,c€ Q:b<a < c.

Zbior liniowo uporzadkowany X nazywamy cigglym, gdy kazdy jego niepusty
i ograniczony od gory podzbiér ma kres gorny (V@ # A C X [M(A) = majoranty
A+ @ = supA € X]); rownowaznie (dualnie): gdy kazdy jego niepusty i ograniczony
od dotu podzbiér na kres dolny  (jesli @ # B C X 1 m(B) = minoranty B # &, to
zbior A = m(B) jest niepusty i M(A) # @ gdyz B C M(A), i jak latwo sprawdzi¢
inf B = sup A. Analogicznie uzasadniamy implikacje w przeciwnym kierunku).

Moéwiac o ciaglosci grupy uporzadkowanej lub ciata uporzadkowanego mamy na
mysli ciagtosé odpowiedniego zbioru liniowo uporzadkowanego.

Ciato uporzadkowane Q nie jest ciagte, gdyz np. zbior A= {a € Q|0 < a Aa® < 2}
nie posiada kresu gornego w Q (zadanie 22).
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9.1.19. Cialo R liczb rzeczywistych. Rozszerzamy ciato Q liczb wymiernych
do ciagtego ciata R liczb rzeczywistych (konstrukcja Dedekinda):

R={a|@#aCQ, Vr,yeQ(z<y N yca = zx€a),VrcaIzcar <z}

(sa to tzw. przekroje zbioru Q — niepuste i niepelne podzbiory Q, lewostronnie po-
rzadkowo wysycone i bez elementéw najwickszych).

Strukture ciala uporzadkowanego wprowadzamy w R, ktadac dla «, 8 € R:
1°) a<f < acCp
2°) a+pf={z+y|lzeca, yep},0={xeQ|x<0}
3)dlaa,f>20 = af={zy|0<z€a,0<yepf}UQ_,
w pozostatych przypadkach
a<0 A 820 = af=—(—a)B,
az0 A <0 = af=—a(-0),
a<0 A <0 = af=(—a)(—p).

Okreglamy rowniez injekcje kanoniczng ¢ : Q —— R, Vo € Q : 1(z) = {y € Q |
y <a}=(-00,2)qQ.

W ten sposoéb otrzymujemy cialo uporzadkowane ciagte R, przy czym injekcja ¢
jest homomorfizmem w kategorii OrdFld — traktujemy ja jako identyfikacje: Q C R
(zadanie 23).

9.1.20. Potegowanie. Funkcje exp, i log, (1 # a > 0). W ciele R, wyko-
rzystujac jego ciaglosé, okreslamy funkcje elementarne: funkcje wyktadniczq i funkcje
logarytmiczng.

I tak:

1) VneNaeR,  ={rcR|z>0}3beR; " =a.

Dowdd tego faktu znajdziemy w zadaniu 24.
Dowody stwierdzeni z nastepnych punktow 2)—4) sa analogiczne.
Jednoznacznie okreslong liczbe b > 0 nazywamy pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby
a, oznaczamy: /a. Dla n = 2 mowimy po prostu o pierwiastku — notacja: v/a.

2) Po ustaleniu praw pierwiastkowania definiujemy potege o dowolnym wyktadniku
wymiernym, kladac dla a € R}, p € Z, ¢ € N™: as = ab. Przy takim okresleniu
spelnione sa standardowe prawa potegowania: potega potegi, iloczyn poteg o réwnych
podstawach, potega iloczynu.
3) Teraz mozemy juz zdefiniowaé potege o dowolnym wyktadniku rzeczywistym x.
Dla a > 1 kladziemy: a” = sup{a” | w € Q, w < z}. Jezeli 0 < a < 1, to a® =
((a™h)")~H 17 =1.

Standardowe prawa potegowania sg zachowane. Dla a € R% \ {1} funkcje exp, =
{z — a” | © € R} nazywamy wyktadniczq (a — podstawa, x — wyktadnik).
4) Dlal < a € R funkcja exp, : R — R jest silnie rosngca. Ponadto Vy € R} 3z €
R:y=a" (x=sup{weQla” <y}).

Tak wiec w tym przypadku exp, : R < R ; jest to izomorfizm grupy uporzad-
kowanej (R, +, <) na grupe uporzadkowana (R, -, <).
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a>1 0<ax<l1

Jezeli 0 < a < 1, to funkcja exp, : R — R} jest silnie malejaca i rowniez
odwracalna. (Dlay € RY :y = a”, gdzie z = —z, (a™')* = y).

Zatem dla a € R%. \ {1}, exp, : R —» R%. Bijekcja odwrotna log, = (exp,)~",
to funkcja logarytmiczna (logarytm) o podstawie a.

9.1.21. Dzialanie grupy na zbiorze. Dla ustalonej grupy G (ogodlniej, pot-
grupy G € Sgr;) okreslamy kategorie zwyczajna T = T zbioréw, na ktdrych dziata
grupa G, krotko — G-przestrzeni:
1°) obiekty kategorii T sa postaci (X, -), gdzie - : G x X - X (dlaa e G,z € X
notujemy ax = a - x) i

Va,8€ G, € X :afz) =(af)z, lr=z(tul=1lg),

2°) morfizmami sa odwzorowania f : X — X’ takie, ze Va € G, z € X : f(az) =
af(z).

Natychmiast widaé, ze kategoria T¢ jest definiowalna réwnosciowo kategoria al-
gebr ogolnych o sygnaturze v : G — {1}.

9.1.22. Moduly i przestrzenie wektorowe. Przy ustalonym pierscieniu
R € Rin; okreslamy kategorie zwyczajna Modg modutéw (lewostronnych) nad R jako
podkategorie pelna zestawienia Ab A T, gdzie T jest kategoria (R, -, 1)-przestrzeni.

Obiekty kategorii Modg postaci (X, 4+, ) ((X,4+) € Ab, (X, ) € T) spelniaja
warunek:

Va,€R, z,ye X : (a+ Bz = ax+ Bz, a(z+y) = ar + ay.

Tak wiec:
(X,4, ) € Modg <= [(X,+) —grupa abelowa, -: Rx X — X, Vo, € R,
z,y € X :a(fz) = (af)z, lx =z, (a+ p)r = ax + Bz, alr +y) = ax + ay.
Kategoria Mod g jest definiowalna rownosciowo kategoria algebr ogdlnych i homo-
morfizmami w tej kategorii sa odwzorowania f : X — X' (X, X’ € Modg) spelniajace
warunek:

Va,ye X, a€ R[f(x+y) = f(2) + f(y), flaz) = af(z)].

Sam pierscien R mozemy traktowaé¢ jako modul nad sobag samym; mamy wiec
moduly produktowe R2, R?, ... € Modg.

W przypadku gdy R jest cialem, moduly nazywamy przestrzeniami wektorowymi
nad R i kategorie Modp oznaczamy Vectg; dla X € Vectr elementy zbioru X nazy-
wamy wektorams; elementy ciata R to skalary.
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Jesli R jest ciatem liczb rzeczywistych i n € N, to R™ nazywamy przestrzeniq kar-
tezjariskg n-wymiarowq; R' = R — prosta kartezyanska R? — plaszczyzna kartezjatiska.

9.1.23. Liniowa niezaleznosé. Baza przestrzeni wektorowej. Jezeli K jest
cialem, X € Vectg i A C X, to (A )—{Za,az|neN a:I, = A a:1I, - K}

jest podprzestrzenia X generowana przez A Zbiér A nazywamy liniowo niezaleznym,

gdy Vae A:a & (A\ {a}).
Latwo wida¢, ze (zadanie 26):

(i) Zbior A C X jest liniowo niezalezny wtt, gdy

vneN*,a;Inr—>A,a:In—>K[Zaiai:o — Viel,:a; =0|.
=1

(ii) Z lematu Zorna wynika, ze zbior liniowo niezalezny mozna rozszerzy¢ do maksy-
malnego zbioru liniowo niezaleznego.
(iii) Maksymalny zbior liniowo niezalezny A C X jest generujgcy (tzn. (A) = X).

(iv) Zbior liniowo niezalezny i generujacy jest niezalezny (w sensie strukturalnym —
rozdzial 8), a wiec jest baza przestrzeni X.

Z (i)—(iv) wynika, ze kazda przestrzenn wektorowa X € Vectg jest wolna i kazdy jej
podzbidr liniowo niezalezny mozna rozszerzyé do bazy.

9.1.24. Roéwnania liniowe, macierze, wyznaczniki. Przy ustalonym ciele
(ogoblniej — pierscieniu przemiennym) R jednym z typowych problemow jest rozwia-
zywanie uktadéw réwnarn liniowych:

a1+ ...+ a1y, = b1
(*)

Am1%1 + o+ Oy @y = bma
gdzie n,m € N*; a;5,b; € R.

Funkcje a : I, x I, = R nazywamy macierzg o m wierszach i n kolumnach
i tradycyjnie notujemy w postaci tabeli:

11, --.5 Qln
A =
am1l, -+, Omn
W przypadku m = n macierz nazywamy kwadratowg; odpowiedni uktad (*)

n rownan o n niewiadomych rozwigzujemy metoda ,przeciwnych wspotczynnikow”,
starajac sie — w przypadku ogélnym — nie wyr6zniaé¢ zadnej niewiadomej. Dla n = 3
otrzymujemy np. (—ai1a23a32 + a13a21032 + A11022a33 — (13022031 — Q12021033 +
a12023031)r1 = —biaszaze + baaizaze + biasaaszs — bzaizasy — baaizass + bzaizass,
itd.
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Prowadzi to w przypadku ogélnym do definicji wyznacznika macierzy kwadratowej
a: 12— R;

ailr ... Qin
deta =|... :ngna-alal...anan,
Apl  --. Gpp| €S
gdzie S,, = Perm I,,, i dla permutacji a € S,, jej znak sgna = (—1)"Ve inva =
liczba inwersji w o := card{(i,j) € I2 | i < j, a; > oy} =[] 2=,

1<i<j<n
Z powyzszego wzoru natychmiast wynika, ze dla «,f é Sp :osgn(foa) =
sgnf - sgna, a wiec sgna~! = sgna (sgn : S, — ({—1,1}, -) — homomorfizm
grup).
Dla dowolnej macierzy a : I, x I, — R okreSlamy macierz transponowang
a® Iy x Iy, — R; aj; = aij.
W przypadku macierzy kwadratowej (m = n): deta’” = deta (deta” = Y sgna-
acS,

-1
Goql - Ao, = Y. S Uyt O = > sgnf-aig, ---ans, = deta).
a€S, BESH
Bezposrednio z definicji wynika liniowosé¢ wyznacznika ze wzgledu na kazdy wiersz

(wieloliniowo$?), a wiec takze ze wzgledu na kazda kolumne.

Ponizsze twierdzenie Laplace’a moéwi o rozwinieciu wyznacznika wzgledem wiersza
lub kolumny.
Minorem dowolnej macierzy nazywamy macierz kwadratowa lub jej wyznacznik —
zaleznie od kontekstu — otrzymana z danej macierzy przez opuszczenie pewnej liczby
wierszy i kolumn. W szczegdlnosei dla macierzy kwadratowej a : 12 — R i wskaznikéw
i,j € I, oznaczamy przez M;; minor otrzymany z danej macierzy po opuszczeniu
i-tego wiersza i j-tej kolumny; wowczas

n

deta = Zaij(—l)i-‘rjMij = Zaij(—l)i-‘rjMij.
J=1 =1

(Wykorzystujac wieloliniowo$¢ wyznacznika wystarczy dla dowodu na przyktad pierw-

szej rownosci wykazac, ze jezeli i-ty wiersz danej macierzy ma postaé a;. = (0,...,0,1,
0,...,0) — z jedynka na j-tym miejscu, to deta = (—1)**7M;;.
Istotnie deta = ) sgna - @ia, .. Gi—1a;Qiflais, -« - Gna,, gdzie S) =
a€S],
{a € S, | a; = j}. Permutacji a € S], odpowiada jednoznacznie bijekcja
o/:{1|—>a1,...,i—1>—>o¢i_1,i+1|—>ai+1,...,n0—>an}:In\{i};»ln\{j},

tej za$ odpowiada kanonicznie permutacja 8 € S, _1, i — jak tatwo przeliczyé¢ — inva =
inv 3 +i+j (mod 2), a wigc sgna = (—1)""7 sgn 3).
7 twierdzenia Laplace’a otrzymujemy dalsze wtasnosci wyznacznikow:
—  Przestawienie w wyznaczniku dwoch wierszy (lub kolumn) zmienia jego znak na
przeciwny  (Indukcja).
—  Wyznacznik o dwoch wierszach (kolumnach) identycznych jest zerowy.
—  Wyznacznik nie zmieni wartosci, gdy do elementéw jednego wiersza (kolumny)

dodamy odpowiednie elementy innego wiersza (kolumny) pomnozone przez skalar
z R.
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9.1.25. Rzad macierzy. Lemat o minorze bazowym. Niecha : I,,xI, — R,
gdzie m,n € N* za§ R jest cialem. Rzedem macierzy a, rka nazywamy najwyzszy
stopieri niezerowego minora tej macierzy — kazdy taki minor nazywamy bazowym.

Lemat o minorze bazowym: Wiersze (kolumny) macierzy a : I, X I, = R wcho-
dzace w minor bazowy stanowia baze przestrzeni wektorowej rozpietej na wszystkich
wierszach (kolumnach) danej macierzy.

( 1° Liniowa niezalezno$¢ wierszy wchodzacych w minor bazowy wynika z jego nie-
zerowania sie.

2° Dla udowodnienia generowania wystarczy wykazaé, ze kazdy wiersz macierzy
a jest kombinacja liniowg wierszy wchodzacych w dany minor bazowy. Dla uprosz-
czenia notacji przyjmijmy, ze minor bazowy jest stopnia r < m i lezy w lewym gor-
nym rogu naszej macierzy. Wowczas np. m-ty wiersz jest kombinacja liniows wier-
szy wchodzacych w minor bazowy, gdyz dla j € I, minor stopnia r + 1 otrzy-
many przez dopisanie do minora bazowego wiersza (@m1, ..., Qmr,@m;) 1 kolumny
(a1j,...,0ar;,am;) jest zerowy, a wiec, rozwijajac go wedtug ostatniej kolumny, otrzy-

T
mujemy: 0 = > a;;a;5 + fan;, gdzie wspolezynniki «;; nie zalezg od j, zas 8 =

i=1
r

det(alI?) # 0, czyli Umj = Z(—aijﬂ_l)aij>.

i=1

9.1.26. Rozwigzywanie ukladéw réwnan liniowych. Natychmiastowym
wnioskiem z lematu o minorze bazowym jest ponizsze twierdzenie Kroneckera—Capel-
lego:

Jezeli myn € N*, R jest cialem, a : I, x I, — R, b : I, = R, to uklad (%)
z 9.1.24 ma rozwiazanie wtt, gdy rzad macierzy a (tzw. macierzy wspétczynnikow) jest
rowny rzedowi macierzy otrzymanej z macierzy a przez dopisanie kolumny (b1, ..., by,)
wyrazow wolnych (tzw. macierzy uzupetnionej).

(<) Jezeli warunek rownosci rzedéw jest spelniony, to minor bazowy macierzy wspol-
czynnikéw jest jednoczesnie minorem bazowym macierzy uzupelnionej, i z lematu
w wersji dla kolumn wynika istnienie rozwiazania uktadu (x)

=) HP: Uklad (*) ma rozwiazanie i r = rka < rka’, gdzie a’ jest macierza uzu-
pelniona. Kolumna wyrazéw wolnych jest kombinacja liniowa kolumn macierzy a.
Ustalmy minor bazowy macierzy uzupetnionej, niech np. bedzie on usytuowany w pra-
wym goérnym rogu macierzy a’. Jeden z jego minoréw stopnia r bedzie minorem bazo-
wym macierzy a — ustalmy 6w minor. (Wniosek z twierdzenia Laplace’a o rozwinie-
ciu wyznacznika). Z lematu o minorze bazowym wynika, ze kazda z n — r poczatko-
wych kolumn macierzy a jest kombinacja liniowa ustalonego minora bazowego, a wiec
kolumna wyrazéw wolnych tez jest kombinacja liniowa tych r kolumn, co pociaga
zerowanie sie naszego minora bazowego macierzy uzupelnionej %).

W przypadku, gdy m = n i det a # 0 uktad rownaii (%) z 9.1.24 nazywany crame-
rowskim; jezeli taki uktad ma rozwiazanie (z1,...,2,) € R"™, rowniez w przypadku,
gdy R jest pierscieniem (R € Rincy), to spelnia ono ponizsze wzory Cramera:

(**) z;-deta =deta?, i=1,...,n,
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gdzie a(?) jest macierza otrzymana z macierzy a przez zastapienie i-tej kolumny ko-
lumna wyrazow wolnych.  (Na przyklad dla ¢ = 1 rownosé (xx) otrzymamy mnozac
stronami réwnosci () z 9.1.24. odpowiednio przez (—1)77M; 1, j = 1,...,n, i dodajac
je stronami).

Jezeli R jest cialem i uklad jest cramerowski, to posiada on doktadnie jedno
rozwiazanie spelniajace (xx). (Warunek rownosci rzedéw z twierdzenia Kroneckera—
Capellego jest spelniony).

Tak wiec chcac rozwiaza¢ uklad (x) z 9.1.24 nalezy:

1°  Sprawdzi¢ warunek réwnosci rzedow.
2° W przypadku pozytywnym ustali¢ minor bazowy macierzy wspélczynnikoéw i opu-
$ci¢ réwnania nie wchodzace w ten minor.
3° Niewiadome ze wspolczynnikami niewchodzacymi w minor z 2° przenie$¢ na
prawa strone, traktujac je jako parametry, i rozwiazaé otrzymany uktad cramerowski.

9.1.27. Wymiar przestrzeni wektorowej. Niech R bedzie cialem. Mowimy,
ze przestrzen wektorowa X nad R jest skoriczenie wymiarowa, jezeli ma baze skon-
czona; jezeli tak jest, to wszystkie inne bazy tej przestrzeni sa skoriczone, a przy tym
réwnoliczne, co wynika niemal natychmiast z lematu o minorze bazowym — ich wspoélna
moc nazywamy wymiarem przestrzeni X i oznaczamy dim X (por. zadanie 33).

Mozna udowodnié¢ wiecej:

Jezeli n,m € N, e: I, = X jest ukladem liniowo niezaleznym i v : I,,, =& X ukladem
generujacym przestrzenn wektorowa X, to n < m.

(HP: m <n, awigcn>m+1.
m

Wowczas dla i € In11, e; = Y a;;v; dla pewnych a;; € R.
j=1

Mamy wiec macierz a : I, +1 X I, = R, 1 oczywiscie rk a < m. Z lematu o minorze
bazowym wynika, ze wiersze macierzy a sa liniowo zalezne. Istnieje wiec niezerowy

m+1
uktad skalarow a, . .., a1 € Rtaki, ze Y aza;. =0, gdzie a;. = (a;1,- .., Gim) ER™
i=1
jest i-tym wierszem macierzy a, czyli
m+1
Vj el,: Zaiaij =0,
i=1
m+1 m m—+1
skad natychmiast wynika, ze > aje; = > vj( > oziaij) = 0, a wiec liniowa zalez-
i=1 j=1 i=1
nos$é wektorow eq, ..., em11 %).
9.1.28. Liczby zespolone. Jednostka urojona i taka, ze i = —1, oraz liczby

zespolone a + bi, a,b € R pojawily sie w szesnastowiecznej Italii (Cardano, Tartaglia)
przy badaniu réwnania trzeciego stopnia:

* az® +bx* +cx+d=0, gdzea,bc,d€Ria#0.
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Dzielac obustronnie (x) przez wspdtczynnik kierunkowy a oraz stosujac podsta-
wienie z = y + a z odpowiednio dobranym « uzyskujemy réwnanie typu:
(**%) >4 pr+q=0, gdziep,q€R,
przy czym mozna zalozy¢, ze p # 0 # q.

Teraz kluczowe jest podstawienie z = y + %, ktore, jak tatwo sprawdzi¢, dla
p = —% daje rownanie

3
v+ = +q=0,
Y

to za$ z kolei po przemnozeniu przez z = y* daje rownanie drugiego stopnia: (réwnanie
kwadratowe):

24 qz+p=0.
Jezeli wyroznik tego ostatniego réwnania A = ¢? — 443 = 4 [(%)3 + (£)?] jest nie-
ujemny, to potrafimy je, a wiec i wyjsciowe réwnanie (%), rozwiaza¢ w ciele R liczb
rzeczywistych.

Jednak dla A < 0 bez wprowadzenia liczb zespolonych (a pédzniej funkeji trygo-
nometrycznych i cyklometrycznych) jestesmy zablokowani, pomimo zZe rownanie (x)
ma zawsze rozwiazanie w R.

Scisle definiujemy liczby zespolone jako punkty grupy addytywnej R? (dodawanie
po wspolrzednych (a, b) + (¢, d) = (a+¢,b+d)) z mnozeniem uzyskanym z formalnego
rachunku

(a+bi)(c+di) = ac — bd + (ad + be)i, (i* = —1),
czyli (a,b) - (c,d) = (ac—bd, ad+bc). Otrzymujemy w ten sposob ciato C = (R?, +, -),
ktore po identyfikacji przez injekcje kanoniczng
{r— (2,0) |]zeR}: R——C

jest rozszerzeniem ciala R, 1c = (1,0) = 1. Oznaczajac i := (0, 1) otrzymamy i* = —1
oraz (a,b) = a+ bi, przy czym oznaczajac dla z = a+bi Z = a — bi (liczba sprzezona)
bedziemy mieli: 2z = a® + b = |z|%, a wiec 2 #0 = 27! = % (Przeliczenie).

Latwo sprawdzi¢, ze dla z,w € C Zw = Z - 0, a wiec |zw| = |z] - |w].

Pelniejszy wglad w strukture ciala C daje wprowadzenie wspomnianych juz funk-
cji trygonometrycznych (zadanie 35). Podstawowa jego wlasnosé to tzw. algebraiczna
domknietosé: Kazdy wielomian stopnia n > 1 o wspoélczynnikach z C ma w C miejsce
zerowe (pierwiastek).

9.1.29. Przestrzenie afiniczne. Przy ustalonym ciele K przestrzen afiniczna
nad K jest to obiekt postaci X = (E, V), gdzie V : E — {Y € Vecty | Y = E}, przy
czym dla a,b € E:
1°) 0, =a

2)Ta7b::{xl—>x—(|l—b|a:€E}:Vame,

gdzie 0, jest wektorem zerowym, za$ + : E? — E dodawaniem wektoréw w przestrzeni
wektorowej Vg, oznaczanej tez X,; 74,5 to translacja w tej przestrzeni o wektor b.

Przestrzen afiniczna jest wiec jakby przestrzenia wektorows, w ktorej zapomniano
o potozeniu punktu zerowego.



9.1. WSTEP 235

Kategorie Afyi przestrzeni afinicznych nad K okreslamy przyjmujac dla dwu
przestrzeni afinicznych X, Y jako morfizmy odwzorowania f : X — Y takie, ze
Vae X [f: X, Vecin Y}(q)]; mowimy, ze sa to odwzorowania afiniczne z X do Y.

Przestrzenn wektorowa X € Vectx mozna w naturalny sposob uwazaé za prze-
strzen afiniczng i méwié¢ o pojeciach afinicznych w z, na przyktad w R%, R3, itp.

Doktadniej mowiac mamy naturalny funktor zwyczajny F : Vecty —— Afg,
ktory przestrzeni wektorowej X = (E,+, -) przyporzadkowuje przestrzen afiniczng
F(X)=(E,V) taka, ze

Van:Ta:{xHx—&—aMcEE}:XWVG.

Fakt ten, jak réwniez ponizsze wlasnosci przestrzeni afinicznych, tatwo sprawdzié
bezposrednim rachunkiem (zadanie 36):

(i) Jezeli w przestrzeni afinicznej X ustalimy punkt p (np. p = 0 w przypadku
przestrzeni wektorowej), to dla a,z,y € X, a € K; notujac x+y =z jgy iaxr = LT,
bedziemy mieli:

ryy=z+y—a, a,z=oax+(1-aa.

(ii) Dla przestrzeni X € Afy oznaczmy T(X) = {7up | a,b € X} = ogo!l translacji
przestrzeni X . Przy ustalonym p € X many bijekcje {z +— 7, | 2 € X}: X —»T(X),
ktoéra przenosi strukture przestrzeni wektorowej z X, na T'(X). Latwo sprawdzié, ze
otrzymana w ten sposéb przestrzen wektorowa nie zalezy od wyboru punktu p, przy
czym
Va,bc,d€ X, 0« € X : Top + Ted = Tab © Te,ds
Tab = Te,d < Q +d=b+ C, ATab = Ta,a+a(b—a)s
gdzie znak + oznacza —}4; dla pewnego ustalonego p € X.

(i) Jezeli X € Vect i @ # U C X, to
UCX «— 3V C X,aeX:U=V+a (={v+al|lveV}),
Af Vect

przy czym podprzestrzenn wektorowa V' jest wyznaczona jednoznacznie — nazywamy
ja kierunkiem podprzestrzeni afinicznej U.

9.1.30. Kwaterniony. Odkryte w 1843 r. przez Williama Hamiltona kwater-
niony mozna okreslié na podobienstwo liczb zespolonych jako wyrazenia postaci
z + wj, gdzie z,w € C, za$ j jest nowa ,jednostka urojona’, j2 = —1. Dodawa-
nie okre§lamy w sposéb naturalny, z + wj + u +vj = z + u + (w + v)j. Natomiast
przy okresleniu mnozenia rezygnujemy z przemiennosci, ktadac jw = wj, gdzie dla
w=c+di € Cw=c—di € C jest liczba zespolong sprzezona z w. Zachowana zo-
staje wowczas, jak tatwo sprawdzié, tacznosé mnozenia oraz obustronna rozdzielnosé
mnozenia wzgledem dodawania.

Tak wiec dla z,w,u,v € C:

(z+wj)(u+vj) = zu — wo + (20 + wa)j,
lub bardziej formalnie:
(z,w) - (u,v) := (zu — W, 2v + WA).
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Dla kwaternionu ¢ = z 4+ wj okre$lamy kwaternion sprzezony q :=zZ —wj i wow-
czas, jezeli jeszcze r = u+vj €K, toq+r=q+7, qr =74, ¢ = q, @ = qq = |q/?,
gdzie |g| = /|z|? + |w]|?.

Latwo sprawdzi¢, ze otrzymana struktura (K, +, - ) jest pierscieniem z dzieleniem;

jezeli ¢ € K* =K\ {0}, to ¢~ = ‘qq‘z
Pierscien kwaternionéw przy naturalnym zanurzeniu (identyfikacja) {z — (z,0) |
..} : C — K jest rozszerzeniem ciata C, przy czym dla j = (0,1) € C?, j2 = —1,

i dla z,w € C: jw=wj, (z,w) =z + wj.

Oznaczmy k := ij. Wowczas k? = ijij = —i’j2 = —1 oraz dla a,b,c,d € R,
z=a+bi,w=c+di:q=z+wj =a+bi+cj+dk. Jezeli jeszcze ¢ = x+yi+zj+tk,
gdzie z,y, z,t € R, to q¢' = ax—by—cz—dt+ (ay+br+ct— dz)i—l—(az bt+cx+dy)j+
(at + bz — cy — dx)k. Wstawiajac ten wynik do réwnosci |qq’'|? = |q|?|¢'|? otrzymamy
formute czterokwadratowsa Eulera prawdziwa w kazdym pierScieniu przemiennym.

Kwaterniony maja wazne zastosowanie w geometrii przestrzeni R® (zadanie 38*).

9.1.31. Przestrzenie filtrowe. Ogoélne pojecie granicy. Obiekty kategorii
Fltr przestrzeni filtrowych (rozdzial 8, zadanie 16) sa postaci (X, F), gdzie F jest
filtrem na zbiorze X, tzn. F C PX, X € F

i VA BCX:(ALBeF = ANBeF) N (F3ACB = BeF).

Dla dwu przestrzeni filtrowych (X, F) i (Y,G) morfizmami pierwszej w druga
sa, odwzorowania ciggte, to jest odwzorowania f : X — Y spelniajace warunek
VB € G: fY(B) € F, lub rownowaznie: VB € G 34 € F : f(A) C B; w tej
sytuacji mowimy tez, ze funkcja f zmierza (jest zbiezna) do granicy G, gdy jej argu-
ment zmierza do F, co notujemy: f(z) — G.

z—F

Ogot filtrow na zbiorze X oznaczamy Fil(X). Injekcje ¢ : PX —— Fil(X),
1(A) = {B| A C B C X} nazywamy kanoniczng; filtry postaci t(4), gdzie A C X,
nazywamy gtownymi. Pozostate filtry to filtry niegtdwne — mozna je traktowaé jako
wlasnosci ,nieostre” elementéw zbioru X. Natychmiast widaé, ze na zbiorze skoiczo-
nym X kazdy filtr F jest gltowny; F = ([ F).

W zbiorze Fil(X) wszystkich filtrow na zbiorze X wyrozniamy filtry wtasciwe:

FiI'(X) ={F eFil(X) | o &€ F} =Fil(X) \ {PX};

jedynym filtrem niewtasciwym na X jest wiec filtr glowny (@) = PX.

Jezeli dane sg zbiory X, Y, funkcja f : X — Y ifiltr G na zbiorze Y, to oczywiscie

flx) —G.
z—PX

W zwiazku z tym w dalszym ciagu, mowiac o granicach, bedziemy zaktadali (cze-
sto milczaco), ze odpowiednie filtry sa wlasciwe. Kazdy filtr niegtowny jest wlasciwy.

Waznymi przyktadami filtrow niegléwnych (por. zadanie 39) sa:
1) Filtr Frécheta na zbiorze nieskoriczonym X:
{AC X | X\ A € Fin}, czyli filtr dopelnien zbioréw skonczonych w X (dla X = N
jest to nieostra wlasnosé ,bycia duza liczba naturalng”).

2) Filtr otoczeri punktu a € R:
«={UCR|3r>0:(a—r;a+r)CU}



9.1. WSTEP 237

(wlasnosc ,bycia blisko” punktu a), oraz
&r ={U\ {a} |U € 9.} — filtr sgsiedztw punktu a.

Analogicznie dla a € C mamy:
P, ={UCC|Ir>0VzeC(z—a|l<r = z€U)},
P, ={U\{a} | U € @4}

3)
DPioo ={UCR|Ta,beR:(—00,a)U (b,c0) CU}
— filtr sasiedztw nieskonczonosci w R,
Poo =Pioo ={UCR|Ta€eR: (a,0) CU}

— filtr sasiedztw plus nieskoriczonosci w R,
i analogicznie @_ .

Dla funkeji liczbowej f : X — R (i analogicznie f : X — C), punktu a € R i filtru
F na X piszemy f(x) — a, gdy f(z) — P,; jesli tak jest, to mowimy, ze f(x)

T— T—
zmierza do punktu a, gdy x — F; tak wiec
f(z) —a < Ve>03AeFVzeA:|f(z)—a|<e.
x— F
Analogiczny sens maja zapisy: f(z) — oo, f(x) — —o0, itp.
x—F x—F

9.1.32. Granica ciggu. Jezeli G jest filtrem na zbiorze Y i z : N — Y, to zapis

x(n) — G oznaczaé bedzie, ze x(n) — G, gdzie F jest filtrem Frécheta na N;
n—oo n—F
natychmiast wida¢, ze

z(n) — G <= VGegGIkeNVneNn=k = =z, €G).
n—»co
W szczegoblnosci dla a € R notujemy =z, — a,gdy x, — P, ianalogicznie
n—oo n—oo

dla a = oo lub a = —o0; tak wiec dla a skoriczonego:
z(n) —a < Ve>03keNVneNn=k = |z, —a|<e).
n—oo

9.1.33. Generowanie filtrow. Bazy filtrowe. Dla zbioru X irodziny A C PX
oznaczmy (A) :=[|{F € Fil(X) | A C F} = najmniejszy filtr na X zawierajacy A;
mowimy ze jest to filtr generowany przez A; tatwo widac, ze

(Ay={X}u{BCcX|3IneN" A:I,—> A (ﬁAicB)}.
i=1

Latwo tez widac, ze filtr (A) jest wlasciwy wtt, gdy X #@ A VneN* A: I, - A
( N A; # @); rodzine A podzbioréw zbioru X spelniajaca powyzszy warunek nazy-
i=1

wamy scentrowang.

Bazq filtru F na zbiorze X nazywamy podzbior B C F taki, ze VA € F 3B €
B:BCA; wowczas F =(B)={ACX |3BecB:BC A}

Rodzineg B C PX nazywamy bazq filtrowg na X, gdy jest baza jakiegos filtru
wladciwego na X; jest tak wtt, gdy

B#o N @¢B N VA BeB3ICeB:CCANB.
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Jezeli A i B sa bazami filtrow wlasciwych F i G odpowiednio na zbiorach X i Y
oraz f: X =Y, to f(z) — G <= VBeB3IAcA: f(A) CB.

x—F
Dwie bazy filtrowe A i B na zbiorze X nazywany réwnowaznymi, gdy generuja
ten sam filtr na X, jest tak wtt, gdy

(VAe A3IBeB:BCA) N (VWBeB3AcA: AC B).
Tak na przyktad:

1) Baza filtrow Frécheta na N jest rodzina {Ny | &k € N}, gdzie dla k € N : N, =
{neN|n >k}
1

2) Baza filtru @, otoczeri punktu a € R jest rodzina przedzialow {(a — 2,a + 1) |
n € N*}.

3) Baza filtru @, sasiedztw nieskoriczonosci w R jest rodzina {(n,o0) | n € N},
i podobnie dla filtrow @_ ., P4 o.

9.1.34. Filtry typu przeliczalnego. Warunek Heinego. Méwimy, ze filtr
wlasciwy F na zbiorze X jest typu przeliczalnego, jezeli ma baze przeliczalna B;
card B = Ny; istnieje wowczas ciag B : N — F taki, ze rodzina {B,, | n € N} jest
baza filtru F oraz Vn € N: Bpy1 C B,  (3) A : N —» B; dla n € N bierzemy
B, =ApN...NA,). Ciag taki bedziemy nazywaé¢ bazq monotoniczng filtru.
Weszystkie filtry z poprzedniego ustepu sa tego rodzaju.

Natychmiast wida¢, ze VX, Y, F € FilI"(X), G e FilI*"(Y), f: X - Y

[f(z) — G = Vu:N= X ((u, —F = f(u,)— G)].
x—F n—00 n—00

Warunek konieczny zbieznosci, stanowiacy nastepnik powyzszej implikacji, zwany
warunkiem Heinego, jest rowniez warunkiem wystarczajacym w przypadku, gdy filtr
F jest typu przeliczalnego (zadanie 45).

9.1.35. Przestrzenie topologiczne. Obiekty kategorii zwyczajnej Top prze-

strzeni topologicznych sa postaci (X, @), gdzie & : X — Fil(X), przy czym
VaeX, UeP,lacU N TV P, VbeV :U € Pyl.

W powyzszej sytuacji mowimy, ze @, jest filtrem otoczern punktu a w przestrzeni
X; oczywiscie @, € Fil*(X).

Dla dwu przestrzeni topologicznych (X, ®), (Y, %) i punktu a € X moéwimy, ze
odwzorowanie f : X — Y jest ciggle w punkcie a, gdy f jest odwzorowaniem ciggltym
przestrzeni filtrowej (X, ®,) w przestrzen filtrowa (Y, ¥s(,)), tzn.

YV €W U € P, : f(U) CV.

Morfizmami w kategorii Top sa odwzorowania ciggle w tym sensie, ze sg ciagle
w kazdym punkcie x € X.

Zbiory R i C moga by¢ w naturalny sposob traktowane jako przestrzenie topolo-
giczne (por. 9.1.31.).

Dla przestrzeni topologicznej (X, @), punktu a € X, zbioru T z filtrem F i funkcji
f: T — X piszemy f(t) — a, gdy f(t) — Pg, to jest, gdy VU € &, FA € F:

t—F t—F
f(A) C U. Oznaczamy Lim f(t) := {a € X | f(t) — Do} — granice funkcji f wedlug
=7 t—F
filtru F.
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Rozwazamy tez szerszy zbior punktow skupienia f wedtug filtru F:
;Adjk_lf(t):{anWUe@a, AeF: f(ANU # &} DtLi%f(t).
— —

W kategorii Top, podobnie jak w kategorii Fltr, kazdy podzbior A C X (€ Top)
jest zgodny z X; dla a € A filtrem otoczen punktu ¢ w podprzestrzeni X|A jest
{UNA|U€ed,}.

Kategoria Top jest tez z produktami zwyczajnymi. Dla rodziny X : I — Top
przestrzeni topologicznych i punktu a € [] X; filtr otoczen:

iel
P, = {VC|_|X|E|UI—>VVZEI [Uz E@i(a,‘)

AN {iel|U;#X;} €Fin A |_| U, C V]} (produkt Tichonowa),
iel
gdzie dla i € I, @;(a;) jest filtrem otoczen a; w X;.

9.1.36. Przestrzenie Hausdorffa. Przestrzen topologiczna (X, ®) nazywamy
przestrzenig Hausdorffa lub przestrzeniq rozdzielczq albo tez przestrzenmig typu Ts —
ich podkategoria to Top(T») — gdy

Va,bfbx AU e€®,,Ved,:UNV =0.
a

Formulowane sg tez dwa stabsze warunki rozdzielczosci:
(To) Vabex [QUEP,:b¢gU) V BV ed,:adV),

a#b
(Ty) Vabex 3U €D, :b& U.
a#b
Jezeli X € Top(Ts),a € X, f: T — X, F € Fil"(X) oraz f(t) — a, to punkt

a jest wyznaczony jednoznacznie; notacja: tler} fit) =a (HPtg)]%i)é : f(t) — b.
NU P, Ved, : UNV =@. HNA,Be F: f(A) CcU, f(B) CV.Wowczas
@ =ANB e F4%); tak wiec | Lim f(t)| < 1, lim f(t) = (\Lim f(t).
t—F t—F t—F

Wtasnos$é jednoznacznosci granicy w pelni charakteryzuje przestrzenie topolo-
giczne rozdzielcze (zadanie 46).

Podstawowe wtasnosci granic funkcji liczbowych zostaly zebrane w zadaniu 47.

Najwazniejsze pojecia topologiczne (domkniecie i wnetrze zbioru, zbiory domkniete,
zbiory otwarte) i zalezno$ci miedzy nimi zebrano w zadaniu 48.

9.1.37. Zwartos$é. Mowimy, ze przestrzen topologiczna X jest zwarta albo ze
jest kompaktem, gdy z kazdego jej pokrycia zbiorami otwartymi mozna wyjaé¢ pokrycie
skoniczone; lub rownowaznie kazda rodzina scentrowana podzbioréw domknietych ma
niepuste przeciecie.

Symbolicznie, oznaczajac przez T ogot podzbioréw otwartych przestrzeni X:

X — zwarta <= VACT(X:UA: HBCA:X:UB A BEFin).

Moéwimy, ze podzbior E C X jest zwarty, jezeli jest przestrzenig zwarta w topo-
logii indukowane;j.
Podstawowym faktem jest zwarto$¢ przedziatu domknietego i ograniczonego [a, b] w R.
(Dla C := {c € [a,b] | [a, c] ma pokrycie skoiiczone} mamy: s =supC € C i s = b).
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Comp (% Top) := kategoria przestrzeni topologicznych zwartych; Comp(Tz) :=
Comp N Top(T3).

Mozna tatwo wykazaé, ze przestrzen topologiczna jest zwarta wtt, gdy kazda
funkcja wchodzaca do tej przestrzeni i okreslona na zbiorze z filtrem ma punkt sku-
pienia, oraz wtt, gdy kazda funkcja wchodzaca do tej przestrzeni i okreslona na zbiorze
z ultrafiltrem ma granice (zadanie 50).

Whioskiem z powyzszej charakteryzacji jest podstawowe w topologii twierdzenie
Tichonowa o zwartosei iloczynu kartezjatiskiego rodziny przestrzeni zwartych (zada-
nie 51).

Wprost z definicji wynika, ze podzbior domkniety przestrzeni zwartej jest zwarty.
Natomiast podzbior zwarty C przestrzeni topologicznej Hausdorffa X jest domkniety
(HP: 3)z € C~\C. U,V : C — 7 = podzbiory otwarte w X Vy € C :z € Uy,
yeV,, U,NV,=0.3)ACC:AeFin. CC | V,. Wowczas W = () U, € &,

acA acC
awiec CNW =0, 2 ¢ C™ 4).

Whioskiem z powyzszego jest stwierdzenie, ze podzbior A C R jest zwarty wtt,
gdy jest domkniety i ograniczony, tzn. zawarty w pewnym przedziale [—a,a], a € RT.
(Zbior nieograniczony nie moze by¢ zwarty, gdyz jego pokrycie {(—a,a) | @ € Ry} nie
ma podpokrycia skoriczonego).

Dalsze wtlasnosci przestrzeni topologicznych zwartych zebrane zostaly w zada-
niu 52.

9.1.38. Przestrzenie jednostajne, metryczne, unormowane. Bliska kate-
gorii Top przestrzeni topologicznych jest kategoria Unif przestrzeni jednostajnych; jej
obiekty sa postaci (X,U), gdzie U jest filtrem na X? (U € Fil(X?)) spetniajacym
ponizsze trzy warunki:

(1) VReU:idx CR
(2) VReU:RtelU
(3) VReUUISeU:SoSCR.

Dla dwu takich przestrzeni (X,U), (X',U’') morfizmami sa odwzorowania
f:+ X — X’ speliajace warunek VR € U’ 35 € U : f(S) C R, gdzie f(S) =
{(f(x), f(2)) ]| (x,2) € S}; mowimy, ze sa to odwzorowania jednostajnie ciggte.

Dla przestrzeni jednostajnej (X,U) elementy filtru U nazywamy otoczeniami prze-
kagtnej; jezeli przestrzen taka oznaczamy jedna litera, np. X, to jej filtr otoczen prze-
katnej notujemy jako Ux; symbolem Sym X oznaczamy ogdl symetrycznych otoczen
przekatnej — Sym X = {S € Uy | S~ = S} — zbior ten jest baza filtru Ux. (Dla
R €Ux : SymX > RNR™! C R). Dla X € Unif wygodnie jest ograniczaé¢ sie do
symetrycznych otoczen przekatnej.

W przestrzeni jednostajnej X okreslamy topologie: dla © € X jako baze filtru
otoczenn punktu x przyjmujemy zbior {K(z,R) | R € Sym X}, gdzie K(X,R) =
{y € X | (z,y) € R}. W ten sposdb otrzymujemy naturalny funktor zwyczajny

F : Unif — Top.

O przestrzeni topologicznej, ktéra mozna uzyska¢ w ten sposoéb (tj. nalezacej do

Im F'), méwimy, ze jest uniformizowalna.
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Wazne kategorie zwyczajne podporzadkowane kategorii Unif — w tym sensie, ze
z kazdej z nich mamy naturalny funktor zwyczajny do kategorii Unif — to:
—  Metr — kategoria przestrzeni metrycznych i ich kontrakeji (przestrzenn metryczna
(X,p), p: X% = R, ma przeliczalng baze otoczen przekatnej: {S, | n € N*}, gdzie
Sn={(z,y) € X* | p(z,y) < 3}
— TVS = TVSg — kategoria przestrzeni wektorowych topologicznych (Topological
Vector Spaces) nad cialem R i ich odwzorowan liniowych ciagglych (i analogicznie
TVSc).
— NVS = NVSg — kategoria przestrzeni wektorowych unormowanych i ich kontrakcji
liniowych.
— Unit — kategoria przestrzeni unitarnych, to jest przestrzeni wektorowych z iloczy-
nem skalarnym, i ich odwzorowari liniowych zachowujacych iloczyn skalarny.
Ponizszy diagram przedstawia odpowiednie funktory zwyczajne:

Metr

- N

Top +—— Unif «—— TVS NVS Unit .

9.2. Tematy

1. Niech n € N. Przez ,dzialanie” rozumieé¢ bedziemy dzialanie dwuargumentowe.
(1)
(2) Tle jest dziatan przemiennych w zbiorze n-elementowym?
(3)

(4) Ile jest w zbiorze n-elementowym dziatan przemiennych i posiadajacych element
neutralny?

Ile jest dziatan w zbiorze n-elementowym?

Ile jest w zbiorze n-elementowym dzialai posiadajacych element neutralny?

(5) Majac dany grupoid X € G (tylko mnozenie) okreslamy A(X) = {a € X |Va,y €
X : (za)y = z(ay)} = centrum asocjatywnosci X.

Mnozenie w X jest taczne wtt, gdy A(X) = X. Wykaza¢, ze zbior A(X) jest
zamkniety ze wzgledu na mnozenie, tzn. Va,b € A(X) : ab € A(X).
(6) Niech n € N, X — grupoid n-elementowy (X € G). Jak sprawdzi¢, majac do
dyspozycji tabelke mnozenia w gropoidzie X (jest to macierz a : I2 — X taka, ze —
uprzednio porzadkujemy nasz grupoid, X : I, = X — a;; = x;x;), czy mnozenie to
jest taczne?

(7) Te jest dziatan tacznych w zbiorze 2-elementowym? Podac ich tabelki.

2. Udowodni¢ wlasnosci (1)—(9) kategorii algebr A, o danej sygnaturze v.

3% (J. Schmidt, zob. np. [Cohn 65])
W zbiorze E dana jest algebraiczna operacja domkniecia {A — A~ | A C E}
(zob. 8.1.).

Niech 2 = {(n,a,b) | n € N, a = (a1,...,a,) € E", b € {a1,...,a,}"},
v={(n,a,b) —nl(n,ab) e R}
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Na zbiorze E okreslamy strukture algebry X o sygnaturze v, kladac dla w =
b, gdy z =a

r, glyrz#a’
Wykazaé, ze operacja przejscia od podzbioru A C E do podalgebry (A) genero-
wanej przez A pokrywa sie z wyjSciowa operacja domkniecia w F, to jest VA C E :
A~ = (A).
Tak wiec algebraiczna operacja domkniecia w zbiorze E jest zawsze operacja

przejécia od podzbioru do podalgebry generowanej w pewnej algebrze ogolnej o pod-
ktadzie F.

(n,a,b) € 2, wx : E™ - E,Vax = (x1,...,2,) € E" twx(z) =

4. Rozwazamy algebry o ustalonej sygnaturze v : 2 — N. Niech X,Y,Z € A,,
ACX,ReEquX =réwnowaznosciw X, FC X xY,GCY xZ, f: X =Y.
Wykazaé, ze:

(i) Im(F|A) (={yeY |JacA:(a,y)€F})CY
(ii) R € CongrX <= RC X?

(i) F7lCY x X

(iv) GoFC X x Z

(v) [: X —=Y < fCXxY.

5. Udowodni¢, ze dla X € Sgr; (= kategoria poélgrup z jedynka), n,m € N,
a: I, - X, b: I, —» X zachodzi rownos¢ [|(a xb) = ([1a)([]b) (tu a xb =
aU{b,—r | n+1<k<n+m} — katenacja).

6% ([Cohn 65], II5, ex.2)

Dla algebry X € A, (= kategoria algebr o sygnaturze v) niech F(X) = {a € X |
VAC X :(AU{a})” =X = A = X} = elementy niegenerujgce X (A~ to
podalgebra generowana przez A C X).

Wykazaé, ze:

(1) F(X)={aeX|VYCX:(YU{a}) =X = Y =X}

(2) F(X)CX.

F(X) - podalgebra Frattiniego algebry X.

B) [ X =YeA = f(F(X)) =F().

(4) Jezeli w algebrze X nie ma podalgebr wiasciwych maksymalnych (VY ¢ X 3V ¢
7 ¢ X), to F(X) = X.

(5) Jezeli rodzina M podalgebr X wlasciwych maksymalnych jest niepusta, to F'(X) =
NM.

WSKAZOWKA:
W dowodzie nie wprost punktow (4) i (5) zastosowaé lemat Zorna do rodziny

N=Ne={V CX|(¥Ufa) =X A ¥#X},
gdzie a € X (wlasciwie, do posetu (N, C)).
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7* Udowodnié, ze w algebrze skoriczenie generowanej X (€ A,):

(1) kazda podalgebra wlasciwa moze by¢ rozszerzana do podalgebry wlasciwej mak-
symalnej,

(2) kazdy podzbiér generujacy zawiera podzbior generujacy skoriczony.

WSKAZOWKA: Jezeli {aj,...,a,}~ = X 1Y jest podalgebra wlasciwag X, to a; € Y
dla pewnego i € I,,.

8. Wykaza¢, ze jezeli w algebrze X (€ A,) zbior B C X jest minimalnym zbiorem
generujacym i | B| > w, to dla kazdego podzbioru generujacego G zachodzi nieréwnosé:
B < |G-

9% Dany jest grupoid X € G (tylko mnozenie).

(i) Dla a,b,c € X elementy (ab)c i a(bc) moga by¢ rozne. Podobnie dla czterech
elementow a,b, c,d € X elementy ((ab)c)d, (a(bc))d, (ab)(cd), a((be)d), a(b(cd)) moga
byé¢ parami rézne.

Poda¢ przyklady.

(ii) Niech «, oznacza maksymalna liczbe elementéw grupoidu X, ktére mozna uzy-
skaé przy réznych rozstawieniach nawiaséw w iloczynie aj ... ay.

Tak wiec vy =g =1, ag =2, agy = 5.

Podagé $ciste okreslenie ciagu a.

Jak obliczy¢ a;,?

Q7 = ?

10. Udowodni¢ nastepujace uogodlnienie twierdzenia Lagrange’a (9.1.11):
Dlagrup K < H<G:[G:K|=[G:H]-[H: K]
(Jesli K = {1}, to [G : K| = [G/K] = |G]).

11. Rzedem elementu a grupy G nazywamy rzad podgrupy (a); rka := rk{a).

Niech G bedzie grupa skoiiczong i a € G.
(i) Wykazaé, ze (a) = {1,a,...,a" "'}, gdzie r € N* jest najmniejsza liczba taka, ze
a” =1, i wbéwczas tka = r.

(i) Wykazaé, ze jeslitkG =2n+1 (n€N), toVa € GIbe G :a = b

(iil) Wykorzystujac twierdzenie Cauchy’ego moéwiace, ze w grupie skoriczonej, kto-

rej rzad jest podzielny przez liczbe pierwsza p, istnieje podgrupa rzedu p (zob. np.
[Hungerford 74, s. 93]), wykaza¢, ze jesli rkG = 2n (n € N*), to Ja € G\ {1} :
2

a=1.

(iv) Udowodnié, ze grupa G speliajaca warunek: Va € G : a®> = 1 jest abelowa.
Podacé nietrywialny przyktad takiej grupy. Wykazaé, ze nietrywialna grupa skoriczona
spelniajaca powyzszy warunek jest rzedu parzystego. (Ze wspomnianego w (iii) twier-
dzenia Cauchy’ego wynika, ze skoriczona grupa G spelniajaca ten warunek jest rzedu
2k k € N).

12. Niech G bedzie grupoidem tacznym (Va,b,c € G : (ab)c = a(bc)) z elementem
wyréznionym e € G. Wykazaé, ze jezeli
1°) Ya € G : ea = a (e jest jedynka lewostronna),
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2°) Va € G3be G:ba=e (dlakazdego a € G istnieje element b € G lewostronnie
odwrotny do a),
to G jest grupa.
13. Dana jest grupa G.
(i) Wykazag, ze dla a € G-
0qi={r—aza ...} : G G.
Automorfizmy postaci o, nazywamy wewnetrznyma.
NSubG = {H € SubG |Va e G:0,(H) C H}.
(ii) 0: G — AutG.
(iii) Centrum grupy G = Z(G) :={a € G |Vz € G : ax = za} = Ker o; w rozkladzie
kanonicznym otrzymujemy wiec izomorfizm ¢ : G/Z(G) = Inn G :=Imo < Aut G.
(iv) Centrum Z(G) grupy G jest zamkniete ze wzgledu na wszystkie automorfizmy;
VfeAutG: f(Z(G)) C Z(G).
Podgrupy o tej wlasnosci nazywamy charakterystycznymsi; tak wiec kazda podgrupa
charakterystyczna jest normalna.

14. Udowodni¢ whasnosci (i)—(iv) potgrupy utamkow danej potgrupy G (9.1.13).
15. Rozwazmy grupe addytywna Z liczb calkowitych,
(i) Wykazac, ze SubZ = {nZ | n € N}.
(ii) Oznaczmy dla m € Ny = {2,3,...}: Z,, = Z/mZ — grupa reszt modulo m. Jest
to grupa rzedu m — jej elementy mozna w naturalny sposéb utozsamiaé z liczbami
0,1,...,m — 1. Dzialanie w grupie Z,, nazywamy dodawaniem modulo m. Z,, jest
grupa, cykliczng (grupa skoriczona generowana przez jeden element) — jej generatorem
jest liczba 1.

Wykazaé, ze wszystkie liczby k € {1,...,m — 1} pierwsze wzgledem m (k L m)
sy, generatorami grupy Z,,.
(iil) Wykazacé, ze dla m,n € Ny pierwszych wzgledem siebie (m L n):

Zon 22y X 2.

(Symbol 2 oznacza tu izomorficznosé w kategorii grup abelowych).

16. Dana jest grupa G i element a € G. Okresli¢ na zbiorze G dziatanie * tak, aby
obiekt G* = (G,*) byl grupa i f = {z— za™! |2 € G} : G = G*.
Jaki bedzie element neutralny grupy G*?

17. Udowodnié, ze grupa addytywna Q liczb wymiernych nie jest skoniczenie genero-
wana.

18* Wykazaé, ze grupa addytywna Q liczb wymiernych:

(1) Nie posiada maksymalnej podgrupy wlasciwe;j.
(2) Nie posiada minimalnego zbioru generujacego.
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19. Wspomagajac sie prostym kalkulatorem (8 cyfr) wyznaczy¢ ostatnia cyfre naj-
wiekszej znanej aktualnie (2020) liczby pierwszej p = 282589933 _ 1 (vozdz. 5);
p(mod 10) =7

20. Udowodnié, ze dwa zbiory liniowo uporzadkowane X,Y przeliczalne, geste (tzn.
spelniajace warunek: a < b = Jc¢:a < ¢ <b) i bez elementow ekstremalnych (bez
minimum i maksimum) sa izomorficzne (podobne).

Wskazowka: Po ustaleniu numeracji tych zbioréw skonstruowaé ich izomorfizm, do-
bierajac na przemian do elementéw jednego z nich odpowiedni element drugiego.

21. Grupe uporzadkowang G nazywany archimedesowg, gdy

VaecaVr e GIdneN:x < na.
a>0
r P

Na przyktad grupa Q jest archimedesowa. (Dla p,q,7,5 € N*: T < ng & qr < nps,

co zachodzi np. dla n = ¢r).
Udowodnié¢, ze grupa ciagta jest archimedesowa.

22. Udowodni¢, ze zbior A = {a € Q | 0 < a, a® < 2} niepusty (1 € A) i ograni-
czony od gory (2 € M(A)) nie ma kresu gornego w Q.

23. Udowodnié¢ wlasnosci ciata R zebrane w zakonczeniu Wstepu 9.1.19.

24. Udowodni¢ 9.1.20 (poprawnosé definicji pierwiastka; /a, dla a € R%, n € N*).
Naszkicowa¢ dowody punktow 2)—4).

25. Dana jest grupa G oraz G-przestrzen X.

(i) Dla z € X zbior Gz = {ax | o € G} nazywamy orbitg elementu © w prze-
strzeni X.

Wykazaé, ze {Gz | x € X} jest podzialem X.

(ii) Wykazac, ze dla ¢ € X zbior S, = {a € G | ax = z}, zwany stabilizatorem
elementu z, jest podgrupa grupy G; S, < G.

(iii) Wykazaé, ze dla o € G, x € X, y = ax (elementy z,y leza na jednej orbicie):
0a(Sz) = Sy, gdzie o, jest automorfizmem wewnetrznym grupy G wyznaczonym
przez element « (zadanie 13),

on={(—atat|E€G): G =G

O podgrupach, ktore sa izomorficzne przez automorfizm wewnetrzny, méowimy, ze
sa sprzezone. 1 tak stabilizatory elementéw lezacych na tej samej orbicie sa sprzezone.

(iv) Wykazac ze dla z € X:
{az — aS; | a € G} : Gz —» G/S;,.

Tak wiec dla danej orbity Gz liczba |Gz| zwana diugoscig orbity réwna jest in-
deksowi stabilizatora dowolnego punktu lezacego na tej orbicie; |Gz| = [G : S;]. Jest
to tzw. formuta orbit.

(v) Zakladajac elementarng znajomos$é geometrii mozna za pomoca formuty orbit
wyznaczaé rzedy grup izometrii wlasnych réznych obiektéw geometrycznych. Na przy-
ktad dla grupy G izometrii wtasnych czworoscianu foremnego zbiér X Scian tego czwo-
roscianu mozna traktowaé jako G-przestrzen. Wowczas dla dowolnej Sciany ¢ € X jej
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orbita pokrywa si¢ z X; |Gy| = |X| = 4. Natomiast stabilizator S, Sciany ¢ jest
rzedu 6 (trzy symetrie i trzy obroty) — zatem |Gyl = [G : S;] = |G|/|S:|, skad
Gl = |G| - |S,] = 4-6 = 24,

Stosujac te metode wyznaczyé rzad grupy izometrii wlasnych sze$cianu i ogélnie
kostki n-wymiarowej ([0, 1]™).

26. Dla ciala K, przestrzeni wektorowej X nad K i zbioru A C X udowodnié¢ prawa
(i)-(iv) z 9.1.23.

27. Udowodnié, ze podzbior A przestrzeni X € Vectg jest liniowo niezalezny wtt,
gdy jest niezalezny (w sensie strukturalnym, w kategorii Vectg).

28* Rozwazmy réwnanie funkcyjne, w ktérym szukamy funkcji f : R — R spelnia-
jacej warunek:
(*) fle+y) = flz)+ fy) (rownanie Cauchy’ego).
(i) Udowodni¢, ze przy dodatkowym zalozeniu:

Jo,B,MeR:a< B8 N Ve (a,f): flx) <M lub...>M
rozwiazaniem roéwnania (*) sa funkcje liniowe f(z) = cz, c € R.
Wskazowka: skorzystaé z faktu, ze miedzy dwiema liczbami rzeczywistymi znajdziemy
zawsze liczbe wymierna.
(ii) Wykazaé, ze bez dodatkowego warunku z (i) rownanie (*) ma jeszcze inne ,egzo-
tyczne” rozwiazania.

Wskazowka: Potraktowaé R jako przestrzeinn wektorowa nad cialem Q.

29. Udowodnié¢ nieréwnos$¢ Cauchy’ego:

r1+...+x
* Tlyeno, Ty >0 = e L Nk S/ S

n
Wykazaé, ze réwnosé zachodzi wtt, gdy =1 = ... = x,,.

Wskazowka: Wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku, gdy 1 + ...+ 2, = n. W dowo-
dzie indukcyjnym wykorzysta¢ lemat: 0 <z <1<y = xz+y>axy+ 1.

30. Dla n € N wyznaczy¢ W,, = det a, gdzie

1 dy |1 — j] <1
a:]i—)Z, ajj =1 gdy | .]|
0, w przeciwnym wypadku.

Wioo =7

31. Niech R bedzie pierscieniem catkowitym. Dla n € N* wyznacznikiem Vander-
monde’a uktadu z : I, - R nazywamy skalar:

1 1 1

T To R

V(z):= :
xlfl x271 xl{‘l

Wykazaé, ze:
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32. Rozwiagzaé uktad rownan:
MNe+y+z+t=1
r+Ay+z+t=2A
THy+dz+t=M\2
THy+z+ A=\
gdzie A € R jest parametrem.

33. Udowodni¢ ponizszy lemat Steinitza o zamianie (natychmiastowym wnioskiem

z niego jest rownoliczno$é baz przestrzeni wektorowej skoriczenie wymiarowej):
Jezeli X jest przestrzenia wektorowa nad cialem R, n,m € N, e : I,,, = X jest

uktadem liniowo niezaleznym i v : I,, — X jest ukltadem generujacym, to m < n

i mozna wymieni¢ m wektoréw sposréd vy, ..., v, na wektory eq,...,e,, tak, aby ten

nowy uklad byt dalej generujacy.

WSKAZOWKA: Zastosowaé indukcje na m.

34. Rozwiaza¢ w R, dokladnie, réwnanie 23 — 22 — 2 — 1 = 0.

35. W tym zadaniu zakladamy elementarng znajomo$¢ funkcji trygonometrycznych
sin, cos : R — R i geometrii plaszczyzny R?.

Niezerowa liczbe zespolona z = x + iy (z,y € R) mozna przedstawi¢ w postaci
trygonometrycznej z = r(cos +isin ), gdzie r = |z| = /x2 + y2 > 0 jest modutem
liczby z, za$ liczba ¢ € R jest miara kata miedzy wektorami 1 i z; kat ten, okreslony
z dokladnoscia do catkowitej wielokrotnosci 2w (moéwimy: modulo 27), nazywamy
argumentem liczby z.

Y

/’r z=x+ 1y
2 T

Notujemy tez: ¥ = cos ¢ + isin . Jezeli jeszcze w = se™, s > 0, 1 € R, to, jak
latwo przeliczy¢, zw = rse'(#+¥),
Tak wiec mnozenie niezerowych liczb zespolonych sprowadza sie do mnozenia ich
moduléw i dodawania (modulo 27) argumentéw. Fakt ten ulatwia operowanie prze-
ksztalceniami ptaszczyzny, w ktérych wystepuja obroty.

Oznaczmy dla a € C, ¢ € R: Rot, , = obrét plaszczyzny R? o kat ¢ woko! punktu
a; Rot, = Rotg,,. Wowezas dla z € C = R?:

Rot,(2) = ze"?, Roty,(2) = (2 — a)e™® +a.

(1) ObllCZYé R,Ot(3’4)’600 (1, 2)

(2) Niech a,b e C, ¢,¢ €R.
f=RotyyoRoty, =7

36. Udowodni¢ wlasnosci (i)—(iii) przestrzeni afinicznych z 9.1.29.
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37. Znalezé¢ centrum Z = Z(K*) grupy multyplikatywnej K*(= K\ {0}) kwaternionow
niezerowych.

38% W tym zadaniu zakltadamy elementarna znajomosé trygonometrii oraz dla
a,b, c € R? wlasnosci geometrycznych i algebraicznych iloczynu skalarnego aob (€ R)
i iloczynu wektorowego a x b (€ R3); w szczegolnosci: (a x b) x ¢ = —(boc)a+ (aoc)b.

Kwaternion a = xt + yj + 2k, gdzie x,y, 2z € R, nazywamy wektorowym; mozna
go utozsamiaé¢ z punktem (z,y,z) € R®, traktujac 4, j, k jako wektory barowe,
tj. « = (1,0,0), 5 = (0,1,0), &k = (0,0,1). Prostym rachunkiem sprawdzamy, ze

ab= —aob+axb, awiec ba =—aob—a xb. Dodajac i odejmujac stronami te dwie
rownosci otrzymujemy: aob = —2(ab+ba), a x b = 1(ab—ba). Jezeli [a| =1, a € R,
to a? = —1.

Wykazaé, ze obrét punktu p € R? o kat ¢ € R wokot osi R, gdzie v € R3, |v| = 1,
wyraza si¢ wzorem p' = gpq~ ', gdzie ¢ = cos ¥ + vsin £ (wowcezas ¢ = 1, a wigc
¢ ' =7).

Wskazowka: Przej$é na iloczyny skalarne i wektorowe. Rozpatrzy¢ wpierw przypadek
szczegblny, gdy $rodek obrotu jest poczatkiem uktadu.

Przyktady:

(1) Obrocié punkt p = (x,9,2) € R? wokoét osi Rw, gdzie w = (1,1,1) = i + j + k,
okat o =120° (v = fw)

(2) Obroci¢ punkt p = (1,0,1) =i+k o kat ¢ = 120° woko! osi k + Rw, gdzie wektor
w jest taki jak w ().

UwaGA: W przypadku (ii) o$ obrotu nie przechodzi przez poczatek ukladu, a wiec
P=aqlp—klg +k

39. Wykazaé, ze:

(i) Jezeli do filtru nalezy zbior skonczony, to filtr ten jest gtowny.

(ii) Filtr Frécheta F na zbiorze nieskoniczonym X (F = {A C X | A7 = X\ A € Fin})
nie jest glowny.

(iii) Filtr ¢, otoczen punktu a € R nie jest glowny.

40. Dany jest zbior X mocy a > Ng. Wykazaé, ze:
(i) BeCad AN Ry<f<a = Fg={ACX||X\A|<p}eFil"(X).
(ii) Kazdy z filtrow Fz z (i) jest nieglowny.
(iil) Jezeli @ = Reyq, € € Ord, to filtr F, jest a-zupelny, tzn.
VAC Fo (0#£ Al <o = (A€ Fa)

41. Wykazaé, ze w zbiorze Fil*(X) filtrow wlasciwych na zbiorze nietrywialnym X
(|X| = 2) nie istnieje filtr najwiekszy.

42. Udowodni¢, ze filtr F na zbiorze X jest niegtowny wtt, gdy VA € F 3B € F :
B¢ A
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43. Elementy maksymalne w zbiorze Fil*(X) nazywamy wultrafiltrami na X; ich ogo?
oznaczamy Ultr(X). Z lematu Zorna (a wiec z AC) wynika, ze VF € Fil*(X) 3U €
Ultr(X) : F cU. (Dla niepustego taiicucha v w {G € Fil*(X) | F C G} majoranta
jest 7).

Wykazaé, ze dla filtru wlasciwego U na zbiorze X réwnowazne sg warunki:
(a) U € Ultr(X)
(b) VAABCX:AUBelU = AU VvV Bel
(c) VACX:AelUU v A7=X\Aecl.

44. Wykaza¢ ze kazdy ultrafiltr niegtowny U na N zawiera filtr Frécheta F =
{ACN| A" € Fin}.

45. Wykazac, ze jezeli f: X — Y, F € Fil*(X), G € FilI*(Y), przy czym filtr F jest
typu przeliczalnego, to

f(@) — G < Vu:N—= X [ u,
z—F n—o0
Prawa strona tej réwnowaznosci znana jest jako warunek Heinego granicy.

— F <= fL(g&))—> Gl.

46. Wykazaé, ze przestrzenn topologiczna X jest przestrzenia Hausdorffa wtt, gdy
kazda funkcja wchodzaca do tej przestrzeni i okreslona na zbiorze z filtrem wtasciwym
ma co najwyzej jedna granice.
Symbolicznie:
X € Top(Tz) <— V}‘Qg‘;‘)gﬁ) [f(t)—a A f(t)—b = a=b].
a,beX t—F t—F

47. Dany jest zbior X z filtrem wlasciwym F.
Udowodni¢, ze:
(i) Jezeli f,g,h: X - R, a €R,
Vee X: f(x) < g(z) < h(x) oraz lin}__f(x) = lim h(z) = aq,
r—

z—F

to lin}: f(z) = a (Twierdzenie o trzech funkcjach).
T—

(ii) Jezeli f,g: X — C, a,beC, f(x) — a, g(x) — b, to

T—F T—F
fx)+g(x)—a+b i f(z) g(x)— a-b.
T—F z—F
(iii) Jezeli f: X — C*, a € C*, f(z) — a, to ﬁ — %
= F z—F

Podobnie mozna sformutowaé¢ i udowodnié¢ twierdzenia o nieréwnosciach dla gra-
nic funkeji wehodzacych do R, dla granicy funkcji monotonicznej (na N lub w prze-
dziale) itp.

48. Cztery pojecia topologiczne sa podstawowe.

Dla przestrzeni topologicznej (X, ®) i zbioru A C X:

1) A=A  =clA=clxA={z€ X |VU €, :UNA+#I}— domkniecie A

o

2) A=A=intA=intx A:={x e X |Aecd,} —wnetrze A
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3) T=7x:={AC X |A° = A} - zbiory otwarte w X
4) o=o0x:={AC X | A" = A} — zbiory domkniete.

Kazde z tych poje¢ moze stuzy¢ do definicji kategorii przestrzeni topologicznych.
Mamy wiec pie¢ formalnie réznych kategorii zwyczajnych, ktére sa rownowazne przez
funktory zwyczajne, jak zaznaczono na diagramie na stronie 251.

Nalezy:
1°) Udowodni¢, ze przedstawione ponizej odwzorowania sa rzeczywiscie wzajemnie
odwrotnymi funktorami zwyczajnymi.
2°) Wykaza¢, ze funkcja f : X — X’ (X, X’ € Top) jest ciagta wtt, gdy VA C X :
f(A7) C f(A)~. Czy mamy odpowiednik tego faktu dla operacji wnetrza?

49. Udowodni¢, ze dla przestrzeni topologicznej X i podzbioru E C X ponizsze trzy
warunki sg rownowazne:

(1) E jest domkniety

(2) V1,Feri*(T) : Lim f(t) C E
ST—E  t=>F

(3) V1,Feri*(T) : Adh f(¢) C E.
fT—E t—F

50. Udowodnié, ze dla przestrzeni topologicznej X ponizsze trzy warunki sg réwno-
wazne:
(1) X jest zwarta
(2) VT, ?eTFjX(T) : 75A_():ljkrl fit)y A2
(3) VT,Z;IgU_l)t;((T) : {irltf{l ft) # 2.
(Ultr(T) to ogol ultrafiltrow na T').
Wskazowka: Dowdd réwnowaznosci (1) < (2) jest bezproblemowy. Dla dowodu row-
nowaznosci (2) < (3) wykaza¢ wstepnie, ze dla U € Ultr(T):
Adh f(t) = Lim f(¢).
t—U t—U

51.
(i) Udowodni¢ twierdzenie Tichonowa:

VX :I— Comp (|_|X € Comp).

(ii)* Twierdzenie Tichonowa jest wnioskiem z AC.

W roku 1950 J. Kelly (Fund. Math. 37) wykazal rownowaznos¢ w ZF aksjomatu
wyboru (AC) i twierdzenia Tichonowa. Udowodnié ten fakt.
Wskazowka: W dowodzie nie wprost implikacji Tw.Tichonowa = AC, majac rodzine
zbioréw niepustych X : I — V wziaé¢ ,element zewnetrzny” b, i kazdy ze zbioréw
X! =X;U{b} (i€l potraktowaé jako przestrzen topologiczna zwarta z topologia
okreslong przez odpowiednio dobrang rodzine zbioréw otwartych.

52. Udowodnié¢ ponizsze wlasnosci przestrzeni topologicznych zwartych:

(1) X €Comp,Y €Top, f: X —»Y = Y € Comp.
(Obraz przestrzeni zwartej przez odwzorowanie ciagle jest zwarty).
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(2) X € Comp, Y € Top(Tz), f : X — Y, A € ox = podzbiory domkniete
wX = f(A) €oy.

(Odwzorowanie ciagte kompaktu w przestrzen Hausdorffa przeprowadza zbiory do-
mkniete w zbiory domkniete).

(3) X eComp,Y € Top(Ts), f: X —»Y = f: X =Y.
W szczegolnosci:
(3.1) W kategorii Comp(T5) bijekcje ciaglte sa homeomorfizmami.

(3.2) W kategorii Top(T5) przestrzeni Hausdorffa przestrzenie zwarte sa elementami
<-minimalnymi.

(4) Zwarta przestrzen Hausdorffa X jest normalna, tzn. dwa jej podzbiory do-
mkniete i rozlaczne mozna rozszerzy¢ do podzbioréw otwartych roztacznych.
(Jest to warunek rozdzielczosci Ty:

VA,BEUX E'G,HETX A C G, B C H)
ANB=g GNH=9

53. Dla przestrzeni jednostajnej X uzyteczny jest lemat:
VReUx,neN*"ISeSymX:S0...05=S5"CR.
—

n

Udowodni¢ ten fakt.

54. Wykazac, ze dla przestrzeni jednostajnej X traktowanej jako przestrzen topolo-
giczna zachodzi réwnowaznosé:

X jest przestrzenia Hausdorffa <= m Sym X =idx .

55. Wykazaé¢, ze kazdy punkt przestrzeni topologicznej uniformizowalnej ma baze
otoczen domknietych, tzn. kazde jego otoczenie zawiera otoczenie domkniete.

(Do przestrzeni takich stosuje si¢ wiec I-e twierdzenie o granicy podwodjnej z nastep-
nego zadania 56).

56. Udowodnié I-e twierdzenie o granicy podwdjine;:
Zakladamy, ze f : X xY — Z, F € FiI"(X), G € FiI*(Y), Z € Top, punkt z € Z
posiada baze C otoczen domknietych,  f(z,y) — c (ten ostatni zapis oznacza, ze
xr—>F,y—>G
flz,y)  — ¢, gdzie F X G jest filtrem produktowym na iloczynie kartezjanskim
(z,y) > FXG
X xXY; mowimy wowcezas, ze ¢ jest granicg podwdjng), p: Y = Z Ny €Y : f(z,y) —
x—F
o(y)-
Teza: p(y) — c.
y—G
Jezeli Z jest przestrzenig Hausdorffa, to granice w niej sa wyznaczone jednoznacz-
nie i teze twierdzenia mozna zapisa¢ w postaci rownosci
Jim. timy f(2,y) = lim_f(z,y),
y—g
ktorej lewa strona to granica iterowana — jedna z dwu.
Przy wskazanych zalozeniach o przestrzeni Z i punkcie c teza gtosi, ze jezeli istnieje
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granica podwdjna réowna ¢ i w granicy iterowanej istnieje granica wewnetrzna, to
istnieje granica iterowana réwna granicy podwojnej.

57. Jezeli f: TxX =Y, ¢:X — Y, gdzie X,Y € Top, F € Fil'(T), Vz € X :
f(t,z) — () 1 wszystkie funkcje f; = {x — f(t,z) |z € X} : X — Y sa ciagle, to
t—F

funkcja graniczna ¢ nie musi byé ciagta.

Sytuacja sie zmienia, gdy Y € Unif i zbieznosé¢ jest jednostajna (zapis:
f(t,z) = o(x), gdy t — F, jednostajnie dla z € X), tzn.
VReSymY JAe FVte A, z € X : f(t,x) € K(p(z),R) (e(f(t z),9o(x)) € R).

Woéweczas z ciaglosci wszystkich funkcji fy, ¢ € T wynika ciaglosé funkcji ¢ (mo-
wimy: zbiezno$é jednostajna zachowuje ciaglosé).

Udowodni¢ ten fakt.

58. Jezeli f : T — X, gdzie X € Unif, F € Fil*(T), to moéwimy, ze funkcja f spelnia
warunek Cauchy’ego, gdy VR € Sym X A € FVt,s€ A: (f(t), f(s)) €R.
Wykazaé, ze dla x € X:

(i) Jezeli f(t) — z, to f spelnia warunek Cauchy’ego.
t—F

(ii) Jezeli f spelia warunek Cauchy’ego i z € tAd;_l f(t)
—

(tzn.VAe F, Re SymX : f(A)N K(z, R) # @),

to f(t) — x.
t—F

59. Mowimy, ze przestrzen jednostajna jest zupetna, jezeli kazda funkcja wchodzaca
do niej, okreslona na zbiorze z filtrem i spelniajaca warunek Cauchy’ego, ma granice.
Wykazaé, ze:

(i) Jezeli przestrzen jednostajna X jest typu przeliczalnego (tzn. filtr otoczen prze-
katnej ma baze przeliczalng), to do jej zupelnosci wystarczy, aby kazdy ciag z : N — X
speliajacy warunek Cauchy’ego byl zbiezny.

(ii) Przestrzen kartezjanska R™ jest zupelna.

60. Niech f : T x X — Y, F € FilI*(X), Y € Unif. Mowimy, ze funkcja f spefnia
jednostagnie wzgledem x € X warunek Cauchy’ego, gdy t — F, jezeli
VReSymY 3Ae€ FVt,s€ A, ze€ X :(f(t,z),f(s,z)) € R.

Wykazaé, ze jezeli tak jest i przestrzen Y jest zupelna, to istnieje funkcjap: X — Y

taka, ze f(t,z) — @(z) jednostajnie dla = € X.
t—F

61*. Udowodni¢ II-e twierdzenie o granicy podwdjnej:

Jezeli funkcja okreslona na iloczynie kartezjariskim dwoch zbioréw z filtrami
i wchodzaca do przestrzeni jednostajnej zupelnej Z ma w obu granicach iterowa-
nych granice wewnetrzne (zob. zadanie 56) i jedno z tych przej$¢ granicznych jest
jednostajne, to dla funkcji tej istnieje granica podwojna.
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Symbolicznie:
[f:XxY—>Z, FeFil"(X), GeFil"Y), p: X - Z,¢¥:Y — Z,
VeeX: f(z,y)— ¢(x), flz,y) = ¥(y), gdy © — F, jednostajnie dla y € Y]
y—
= JceZ: flz,y) —ec
x—=F,y—=Gg
(Jezeli dodatkowo zalozymy, ze przestrzen Z jest rozdzielcza, to granice w niej sa wy-
znaczone jednoznacznie i, wykorzystujac I-e twierdzenie o granicy podwojnej, mozemy
teze drugiego twierdzenia o granicy podwojnej zapisaé:
Jee Z: lim f(z,y) = lim lim f(z,y) = lim lim f(z,y) =c.
z—F z—F y—G

y—G x—F
y—g N————r ———
©(x) ¥(y)
Twierdzenie powyzsze stanowi silne i czesto wykorzystywane narzedzie do wy-
znaczania réznych granic; w sytuacji, gdy znamy lir% ¥(y) = e, uzyskujemy
Yy—r

lim_p(z) = c).

62* (N. Bourbaki) Wykazac, ze przestrzen topologiczna X zwarta i rozdzielcza jest
jednoznacznie uniformizowalna, to znaczy istnieje doktadnie jedna struktura jedno-
stajna U na zbiorze X (U € Fil(X?)) indukujaca topologie przestrzeni X. Filtr U
otoczen przekatnej tej struktury jednostajnej jest zbiorem otoczeri przekatnej idx
w przestrzeni topologicznej X2 = X x X.
Otrzymana w ten sposob przestrzen jednostajna (X,U) jest zupelna.
Wskazowka: Udowodnié¢é wpierw, ze zbiér U otoczen przekatnej w przestrzeni to-
pologicznej X? jest struktura jednostajna. W dowodzie nie wprost prawa VR € U
3S €U :SoS C R wykorzystaé zwartosé przestrzeni X x X = X2
(Taki dowdd twierdzenia o jednostajnosci i zupelnosci zwartej przestrzeni Hausdorffa
pochodzi od N. Bourbakiego: Topologie générale, chap. 11, §4, th.1).

9.3. Odpowiedzi

1.
(1) cardMap(I2,1,) = n"
2) W tabelce dziatania m : I2 — I, trzeba wypelni¢ miejsca pod przekatna i na

+n

. Odpowiedz: n" =2

_ n’4n
2

(
przekatne;j;
(3) Element neutralny wybieramy na n sposobéw, po czym mamy do zapelnienia
(n — 1)? miejsc n elementami.

Odpowiedz: n - n(n=1* = pn’—2n+2,

(4) Jak wyzej, tyle ze w kwadracie (n—1) X (n—1) zapelniamy miejsca pod przekatna
(n—1)24+(n—1) n? 7271.+2
2

n2—n
i na przekatnej w liczbie "22_ . Odpowiedz: n-n~2z =mn

(5) Jezeli a,b € A(X), to Va,y € X : (z(ab))y = ((za)b)y = (za)(by) = z(a(by)) =
z((ab)y).

(6) Nlech X ={z1,...,z,}; sprawdzamy, czy x € A(X), wykorzystujac (5) i biorac
k(= .,n) w odpowiedniej kolejnosci.
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(7) W 2-elementowym zbiorze X = {a,b} jest 16 dziatan. Klasyfikujemy je wedlug
glownej przekatnej tabelki dzialania na cztery klasy: (a a), (a b), (b a), (bb).
a b

I) (aa) ala a,

bla a
FLacznym jest oczywiscie dziatanie okreslone przez pierwsza tabelke.
Dla dziatania: - : X2 — X okreslonego druga tabelka wystarczy (wedtug (5)) spraw-
dzi¢, czy b € A = centrum asocjacyjne (gdyz b*> = a). Nalezy wiec sprawdzié, czy
Vaz,y € X : (zb)y = z(by). Probujemy kolejno: (x,y) = (a,a), (a,b), (b,a), (b,b).
Odpowiedz jest negatywna, gdyz a = (bb)b # b(bb) = b.
Analogicznie stwierdzamy, ze dzialanie wyznaczone trzeciag tabelka nie jest taczne (sy-
metrial).
Dziatanie okreslone czwarta tabelka jest taczne, gdyz b € A, co stwierdzamy spraw-
dzajac rownos¢ (zb)y = x(by) kolejno dla (z,y) = (a,a), (a,b), (b,a), (b,b).

a a b a b

a
b a’ a a’ b a’

IT) (ab) Po przeliczeniu stwierdzamy, ze wszystkie cztery dziatania okreslone tabel-

a a a a a b a b
b’ b b’ a b’ b b

I1) (b a) Zadne z odpowiednich czterech dziataii nie jest taczne.

kami: sa taczne.

IV) (bb) Laczne sa dzialania o tabelkach b Z , Z Z .

- 1. .. a a a b a a a a a b a b
Odpowiedz: 8. Tabelki: 0 a’ b oa 0 b b b a b b b
b a b b
a b’ b b~

2. Dowody sa bezproblemowe — wykorzystujemy definicje.
Przyktadowo:

Ad(1). Niech XY, Z € G;.
1) Jezeli f: X —Y,9:Z—>Xifog:Z—Y, tog: 72— X, gdyz
1°. dlaa,b e Z: f(g(ab)) = F(9(a))-F(g(b) = f(g(a)-9(b), a wice g(ab) = g(a)-g(b).
2°. fg(ez)) = ey = f(ex), a wigc g(ez) = ex.
2) Jezeli f: X —»Y,g:Y 5 Zigof: X —Z,tog:Y — Z, gdyz
1°. dlaa,beY:3)d,b € X :a= f(a'), b= f(V')iwowczas g(ab) = g(f(a’)f(V)) =
g(f(a"))g(f(V') = g(a)g(b).
2°. gley) = g(f(ex)) = ez.

o0

Ad (7). Niech X € G;, E C X, E' = F,, gdzie Fy = E, F,11 = F, U{ex} U
n=0
{zy | 2,y € F,}.
Wowczas E~ = E’, poniewaz

1°. E'C X,gdyzex € E'idlaa,be E' 3IneN:abec F, (FyCF C...),
wystarczy wiec indukcja na n € N wykazaé, ze a,b € F,, = ab € F,,;1, co wynika
wprost z definicji ciagu F.

2°. Jezeil EC AC X, to B' C A, gdyzVneN:F, CA (indukcja na n).
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W og6lnym przypadku, gdy X € A,, v: 2 — N, todla £ C X:

(oo}
E = U F,, gdzie
n=0
Fo=E, Fo,1=F,U{wx(al,...,ar)|we N, k=vw), (a1,...,ar) € EF}.
3" Nalezy wykaza¢, ze dla A C E: A~ = (A).
C) Dla b € A~ istnieja aq,...,a, € A takie, ze b € {ai,...,a,}"; wowczas dla
w=(n,a,b):b=wx(ay,...,a,) € (4).

D) Jezelibe (A) = |J Fy, gdzie Fy = A,
keN

Fri1 = FyU{wx(a1,...,a,) |w € 2, v(w) =n; a1,...,a, € Fi},
to 3k € N : b € Fy. Wystarczy wiec wykazaé¢ indukcja na k € N, ze F, C A™.
Fo=AcCA~.

(HP: F, CA™, Fri1 ¢ A=. b e Frin \ A7, b=wx(a1,...,a,), w € 2, v(w) = n;
a1,...,0n € Fy. Wowczas 3)a’ = (df,...,a),) € E", b € {d},...,a,}” : w =

(n,a’,b'), 1 — na mocy definicji dzialania wy:
b, gdya=d

Jeslia=d,tob=V € {ai,...,an}” CF, CA™ 4.
Jedlizas a #a', tob=a; € F, C A~ %).

4. Dowody bezproblemowe. Przyktadowo, dla grupoidow:

Ad (1) ly € III’I(F‘|14)7 gdyz lxxy = (1x,1y) eFilx eA, a wiec 1y € {y ey ‘
dz e A: (z,y) € F} =Im(F|A).

Jezeliy, z € Im(F|A), to )z, t € A: (x,y), (t,2) € F; i wowczas (zt,yz) € F, xt € A,
a wiec yz € Im(F|A).

Ad (ii).

=) 1x2 = (1x,1x) € R (zwrotnoi¢ R).

Jezeli (z,t), (y,z) € R, to (zy,tz) € R.

<) Analogicznie.

5. Intuicyjnie jest to oczywiste, gdyz majac tacznos¢ mozemy dowolnie rozstawiaé
nawiasy. Dowod $cisty indukcja na m € N moégltby wygladaé nastepujaco:

I) m=0 Wowczasb=@,[|b=1,axb=a.

IT) Jezeli m > 11 réwnosé zachodzi dla m — 1, to ([a)([10) = ([1a)(([1(0|Lm-1)) -
bm) = (M) (101 Im—1)))bm = [1(a * (blIm—1)) - b =[(a * b).

6"

(1) Rownosé ta wynika natychmiast z twierdzenia o redundancji dla operacji do-
mkniecia (A~ UB)” = (AUB)7).

(2) Dowod przeprowadzimy dla grupoidu X € Gi; dowod ogdlny bedzie analogiczny.
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1°) e =ex € F(X) (HP:3)A C X : (AU{e})” = X, A~ # X. Poniewaz
AU{e} C A, wigc X = (AU{e})” C A~ 9.
2°) a,be F(X) = abe F(X).

(HP: 3)a,be F(X):abg F(X). I CC X : (CU{ab})” =X,C™ # X.
(Cu{a})~#X (HP: (CU{a})” = X. Wowczas C~ = X %).

(CU{a,b})” #X (HP: (CU{a}) U{b})” = X. Wowczas (CU{a})” = X %).
Ale CU {ab} C (CU{a,b})",skad X = (CU{ab})” C (CU{a,b})” %).

(3) Mechaniczne przeliczanie — izomorfizm ,zachowuje wszystko”.
(4) HP: 3)a € X \ F(X). Wowczas wedtug (1):
N={YcX|(YU{a}) =X, Y #X}#0.
Wedlug lematu Zorna 3)Y — element maksymalny w A. Poniewaz Y ¢ X, wiec
NZ CX:Y G Z G X. Zatem Z ¢ N, skad (Z U {a})” # X. Jednakze X =
Y u{a})- Cc(ZU{a})” 4
(5)
1°) F(X) c M.

(HP: Hac FX)\((M. Y eM:agY.Y ¢ (YU{a}) ,awiec (YU{a})” =X,
Y =X 94).

2°) M C F(X).

(HP: 3)a € NM\ F(X). Wedtug (1):

N={Y CX|(YU{a}) =X, Y £X} £,
a wiec znow wedlug lematu Zorna 3) Y — element maksymalny w N. Y e M (HP:
NZ CX:Y G Z G X. Wowczas Z ¢ N, a wiec (ZU {a})” # X. Ale X =
(Y U{a})™ c(ZU{a})” %)
Zatem (\MCY,czyliaeY,Y =Y U{a})” =X %).

7% Dana jest algebra skoriczenie generowana X = {a1,...,a,}".

(1) Niech Y ¢ X.

YeF df {Z ¢ X |Y C Z}. Jezeli C jest taricuchem niepustym w F, to (JC € F
(HP: | JC = X. WowezasVi€ I, 3Z€C:a; € Z,a wiec — poniewaz C jest taricuchem
-NZel:a,...,a, € Z,skad X = {a1,...,an}" C Z & X %). Zatem, na mocy
lematu Zorna, istnieje w F element maksymalny.

(2) HP:3)BCX:B =X A VCCB(C =X = |C]>w). Wowczas § =
|IB] > w. Mozna przyja¢, ze liczba [ jest mozliwie najmniejsza;
VDc X [(IDl<B8 AN D =X) = 3CcD(C =X AN |C <w)
)b : B —» B. Dla n < (8 oznaczmy H, = {b¢ | & < n}; wowczas |H,| <
i U Hy,=DB.Zatem V< p3:H #X.

n<p
H)jefnvn<ﬁzaj¢H; (HP: Vi e I, 3n; < B :a; € H;

s wowezas dla



258 9. PODSTAWOWE STRUKTURY MATEMATYCZNE

N =max{n,...,0n} : {a1,...,a,} C H, awigc H = X %). Zatem a; ¢ |J H,;

n<p
Bc U H,,X=B"C U H, (gdyz suma niepustego taricucha podalgebr jest
n<p n<pB
podalgebra). Tak wiec X = | H, ,a; € U H, %).
n<pB n<p

8. Dowdd nie ro6zni sie w sposob istotny od dowodu ostatniego zadania z rozdziatu 8
(8.22).
9%
(i) Dla grupoidu (N,"), a"b = a®
(27'2)"3 = (2%) = 20 #£ 2/ (2"3) = 2.

Podobnie, jak tatwo sprawdzié¢, pie¢ réznych rozstawien nawiaséw w wyrazeniu
272373 daje pie¢ réznych wynikow: 218, 224, 254 264 9256
(ii) Kategoria G grupoidéow to kategoria A, algebr o sygnaturze v = {w — 2}.

Niech V = {v} bedzie jednoelementowym zbiorem ,zmiennych formalnych”.

Woéwcezas a., jest liczba terméw o sygnaturze v nad zbiorom V', w ktérych zmienna v
ma dokladnie n wystapien.

Przypomnijmy: 7' = Term,, (V) = |J Fh,
neN
Fo=V =A{v}, Fuy1=F,U{wts|t,s€F,}.
Tak wiec
Fy = {v}
F, = Fy U {wov}
Fy = F; U {wowvn, wwovw, wwovwov }

Formalnie «,, = |A,|, gdzie
A, ={teT||{keN"|tk)=v} =n}.
Tak wiec
Ay = {v}, Ay = {wov}, As = {wowvw, wwvvv},

Ay = {wrwrw v, WIWWY LY, WWIWUVY, WWWUVVV }, . ..

n—1
Zauwazmy, ze n > 2 = A, = J{wts |t € Ay, s € An_r}. Zatem a; = 1,
ke

n—1 1

nZ22 = a,= Y., QpQn_k.
k=1

a5 = aray + asas +agas +aga; =2(1-5+2-1)=14
g = Q105 + ooy + agas + agas + asaq =2(14+5) +4 =42
a7 = 10 + Qs + azoy + gy + asaie + gy = 2(42 + 14 + 10) = 132.

Jezeli zauwazymy, ze kolejne wyrazy ciagu (n — 1), dlan =2,3,..., to 1 = (g),
4= (11)7 15 = (g)7 56 = (g), 210 = (140), 792 = (152)7 to otrzymamy wzoér jawny:

59 o 1 2n — 2
n > ay = —— .
n—1\n—-—2
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Scisty dowod tego wzoru — dosy¢ wyrafinowany — znajdziemy np. w: The Otto Dunkel
Memorial Problem Book, New York 1957, zadanie 155. Liczby «,, sa znane w kombi-
natoryce jako liczby Catalana.

10. 3)7 : PG\ {@} — G — funkcja wyboru. Wowczas funkcja f = {(A,B) —
T(A)T(B)K | A€ G/H, B € H/K} jest bijekcja, f: (G/H) x (H/K) —» G/K, co
sprawdzamy mechanicznym rachunkiem.

11.
(i) Jeslia=1,to (a) = {1} = {1°}, r = 1.

Zatozmy, ze a # 1 i niech H = {1,a,...,a""'}.
Wowezas a € H < G (k<r = (a*)'=a"% orazae K <G = HCG,
a wiec (a) = H.
tka = |H| = r, gdyz k <1l <r = a* #d (HP: o = d. a'7*d* = d,
ad F=d(@) T =d(d) P =1, r<l—-k<r4).
(ii) HP: 3)a € GVb € G : a # b?. Niech r = rka. Na mocy twierdzenia Lagrange’a
rl2n + 1, a wiec a®" ! =1, ¢®"*2 = (a"*1)2 = a 4.
(iii) Wedlug twierdzenia Cauchy’ego istnieje w grupie G podgrupa {1,a} rzedu 2,
i wowcezas a € G\ {1}. a® = 1.
(iv) a,b€ G = (ab)? = abab = 1, a wigc bab = a, ab = ba.

Jako przyklad takiej grupy moze stuzy¢ grupa addytywna dowolnego pierscienia
Boole’a, np. (PX, =) dla X € V.

Zalozmy, 7ze Va € G : a® = 1.
HP: kG =2n+1,neN*. J)ae G\ {1}. Namocy (i) Ibe G:a=b>=1%.
12. Niecha € G. 3)be G :ba =e. 3)c € G : cb = e. Dla d = ae mamy bd = bae =
e? =e, a wiec d = ed = cbd = ce = cba = ea = a, czyli ae = a.
Zatem e jest elementem neutralnym (jedynka) w G oraz ¢ = ce = cba = ea = a, czyli
ab=e, b=a"".

13. Mechaniczne rachunki. Na przyktad:
ad (ii): Va,b,2 € G : ogp(x) = abx(ab)™! = abzb~ta™t = o,(0p(x)), a wiec oap =
Oq O Op.

14. Dowody sa bezproblemowe. Wykazemy np. (iv).
Schemat jest typowy.
(I) Jednoznacznosé:

Przypus$émy, ze taki homomorfizm g : G— H juz mamy. Wowczas dla a € G,
b € R(G) : g(}) = g(t(a) - u(d)") = g((a)) - g(t(b)™") = g(ua)) - g(e(b))" =
Fa) FB)
(IT) Istnienie:

Okreglamy odwzorowanie g : G — H jak w (I); okreslenie jest poprawne, tzn. nie
zalezy od wyboru reprezentanta (a,b) utamka ¢

Istotnie, jezeli § = &, gdme a,a’ € Gi b b’ € R(G), to at! = a'b. f(a)f(V) =

f(a)f(b), a wiee f(a)f(b)~" = f(a’) f(0') 7
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Mechanicznym rachunkiem sprawdzamy, ze ¢ jest homomorfizmem G w H oraz
f=gout
15.
(i) Natychmiast wida¢, ze dlan € N:nZ < Z, przy czym 0-Z={0},1-Z = Z.

Niech teraz H < Z, H # {0}, H # Z. Wezmy najmniejsze n € Np = {2,3,...}
takie,zen € H (k€ H = —k € H). nZ C H. Dla dowolnegoa € H, 3lq,r € Z:
a=ng+r,0<r <n,iponiewaz nq € H, wiecr € H, r =0, a = nqg € nZ. Zatem
H CnZ, czyli H=nZ.
(ii) Niech k € {1,...,m — 1}, k L m. Wowczas I) o, € Z : ak + pm = 1. Jezeli
a €{l,...,m—1}, to a = aak + afm. Przechodzac przez surjekcje naturalng do Z,,
otrzymujemy: a = [aalk ([aa] € {1,...,m —1}).
(iii) Okreslamy f : Zpn — Zim X Z,, kladac dla x € Z,,,,:

f(z) = (x (mod m),z (mod n)).

Latwo sprawdzié, ze f jest izomorfizmem.
16. f:G—» G, f~1(2) = za.

Dzialanie * otrzymujemy przez transport struktury z grupy G; Vz,y € G:

zxy=f(fH(2)f(y) = zayaa™" = zay,
elementem neutralnym grupy G jest f(lg) =a~ .
17. Przypusémy, ze n-elementowy (n € N*) zbior E = {%,,T’Z—" (ki € Z,
kn

m; € N*) generuje grupe Q, czyli (F) = {a1% +ootanyr o, an € Z}=Q

(o)

Wezmy liczbe pierwsza p niebedaca dzielnikiem zadnej z liczb myq, ..., m,.
Wowczas 3) aq,...,an €Z: ]l) :oq% +"'+o‘"%’ a wiec
kimi...m knmy...m
mi...Mpy :p(allln—&—...—i—annln)
mq Lz

czyli plmy...my, 31 € L, : plm; 5.

18%

(i) Przypusémy, ze G jest maksymalna podgrupa wlasciwa grupy Q.

0eG. Va,beGya,8€Z:aa+ PbeQG.

NkezZ' neN:£ecQ\G, kLn

G#{0} ({0} <Z<@G).

ImeNN\NG (@)reZ-seN:ZecG Wowczasr =s-- € G, rc G & —re).
H={-lreG}<Q (...)

GCH (zxeG:z=nm-_>¢cH).

G#H (HP:G=H.Woéwczas L =m --L eH czylileG 2=k -LeGY).
Zatem H = Q.

NreG: =2 Leq E=okmLl Gy

(ii) Przypu$émy, ze A jest minimalnym zbiorem generujacym Q.
J)ae€ A. Dla B=A\{a}, (B) #Q (z minimalnodci A).
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Z (i) wynika, ze Q = F(Q) = podgrupa Frattiniego grupy Q (zadanie 6*), a wiec,
poniewaz (B U {a}) = (4) =Q, to (B) =Q 4.

KOMENTARZ: Nieznaczna modyfikacja powyzszego dowodu daje twierdzenie: Zbior
generujacy grupe addytywna Q po usunieciu podzbioru skoriczonego jest dalej zbiorem
generujacym.

19. Zauwazmy, ze 2° = 2 (mod 10); w dalszym ciagu dopisek ,,mod 10” bedziemy

opuszczali. Réwniez 2° = 2.
D41 — 282580033 _ 99-9176650+2 — 99176659 . 4

99176659 _ 99-1019628+7 — 91019628 _ 98
91019628 _ 99113202 — 9113202 __ 9912588 — 912588 _ 95-2517+43 — 92517 . g
92517 _ 9927946 — 9279 _ Gy
2279 = 2931 = 231 = 25611 =926.2 =128 = 8.

Zatem
2WIT = 8.4 =2, 21019628 = 9.8 = 29176659 = 5.8 = 8 i ostatecznie p+1=8-4 =2,
a wiec p =1 (mod 10).

20. Nax:N—» X y:N—>»Y,.
Izomorfizm f = {(%ay,Yay)s (Tars Yoy )s--- } + X —> Y otrzymamy, definiujac induk-
cyjnie ciagi a, 5 : N — N. ag = By = 0. Dla n > 0 ktadziemy na przemian:

1) Dla n nieparzystego: o, = min(N\ {aq,...,an-1}),
Br, =min{k € N\ {Bo,...,Bn=1} | Vi<n (ys, <Yp, © Ta; < Ta, )}

2) Dla n parzystego: 8, = min(N\ {fo,...,Bn-1}),
an, =min{k € N\ {ag,...,an_1} | Vi <n(za, < Ta, < Ys, <Yp,)}

21. HP: —.... Istnieja wiec elementy a,z € G, a > 0 takie, ze Vn € N : na < z.
Rozwazmy zbior A = {na |n € N}, A#£ @ (a€ A), M(A) #2 (z € M(A)),
a wiec z claglosci G wynika, ze s = sup A € G. Teraz s € M (A), czyliVn € N : na < s,
awiecVneN:(n+1l)a<s,na<s—a. Zatems—a € M(A),s<s—a,a<0%

22. Przypusémy, ze dla A = {a € Q | 0 < a, a®> < 2}, s = supA € Q, s # 2
Bp,geN*:pLlg, s=2 HP: s> =2 p* =2¢°, 2]p?, 2Ip, 412¢°, 2/¢*, 2|q. p £ ¢ %)
Mozliwe sa dwa przypadki:

1) s? < 2. Woéwczas dla dostatecznie duzych n naturalnych: (s + 1)? <2 (2 <
(s+1)P=+2+ 5L <+ 20 o2 <2H on
n> 224.  (archimedesowos¢ Q!), to (s + )2 < 2) 4.

2—s2

2) 2 < s?. Woéwczas dla dostatecznie duzych n: 2 < (s — 2)2 (s — 1 & M(A).

. Zatem, jezeli

NacAdis—Lt<a2>a®>(s—2)P2 =524 5> 4228 5 ywiecn < 2.
Zatem, jezeli n > 55 to (s — 1)2 > 2), czylis — L € M(A) 4.

23. Udowodnienie prawdziwosci tych faktow nie sprawia wiekszych trudnosci, ale jest
dosy¢ zmudne. Latwo widaé, ze dla niepustego i ograniczonego od gory zbioru A C R:
sup A = |J A.
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Nieco trudniejsze momenty to:
1°) wskazanie elementu przeciwnego do liczby « € R;
—a={zxeQ|IyeQ\a:z < —y},
2°) wskazanie elementu odwrotnego do liczby o € R* = R\ {0};
jezelia >0,toa ' ={r€Q|IyeQ\a:z<y '},daa<0:atl=—(-a)L

24. Jednoznacznosé¢ wynika z prawa:

0<b<ec = b"<c" (indukcjanan=1,2...).

W dowodzie istnienia wystarczy ograniczyé¢ sie do przypadku, gdy a > 1  (dla
0<a<l: Ya=1/%/1/a).

Bierzemy wowczas b = sup X, gdzie X = {x e R| 2" <al; beR (...). 0" =a
(HP: ™ # a. Dwa przypadki.

L. b < a Woéwezas b =maxX.Vm € N* : b+ L & X, awieca < (b+ 1) =
b+ > (Z)b”_k . # <O+ % Sk < a, jezeli Y bR <a—b" 4.
k=1 k=1 k=1
2. a<?b'. Wowczas b ¢ X, b=min M(X),1 <b, Vm € N*Jx € X : b—% <z,
(b— )" < 2" < a. Dla oszacowania od dohu potegi (b — L)
z nierdwnosci Bernoullego:
Ve>-1,neN:(1+2)" >21+nz (Indukcja na n).

Tak wiec (b — %)n = (1 — 1 (1= ) = b — b1

bm ~ bm m

mozna np. skorzystaé

JeZelimeN*i%ﬁl<b"fa,to b—L)m>akb

25.

(i) =1z eGr,awieccGr#2 AN |J Gzx=X.
zeX

Ponadto dla 2,y € X : y € Gz = Gr =Gy (Ja € G:y = axr. Zatem
Gy C Gz, i poniewaz x = a 'y, wiec takze Gz C Gy), a wiec orbity sa parami
rozlaczne.
(ii) lz =z, awiec 1 =15 € S,.

Jezelia, B € Sy, czyliar = fr =z, t0oaB €S, (afr=axr=2z)oraza"! eSS,
(a7lr =a"lax =12 =2).
(iii) Jesli € € Sy, to & =z, 04(§)y = ala™ly = alxr = ax = y, a wigc 0,(£) € Sy,
czyli 04(S;) C Sy. Analogicznie x = a™ 'y, 0,-1(Sy) C Ss, a wiec 04(04-1(Sy)) C
00 (Sz).
Jednak o, 0 0,1 = idg, zatem Sy C 04(S5).
(iv) Wystarczy wykazaé, ze dla o, 8 € G:

ar = fr < aS; = (5S,.

=) Wykazemy np. ze S, C BS,. Niech ¢ € S,. Wowczas £z = 2. S lals =
B lax = BBz =z, a wiec B aé € S, af € BS,.
<) HP: ax # fx. Wowezas B~ ax # x, B a € S,. Jednakze a = a-1 € aS, = 3S,,
czyli 3)y € S; 1 a = By, i wowezas B lax = 7 18ye =yr =1 4.
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(v) Zbior X $cian szedcianu traktujemy jako G-przestrzen (G = grupa izometrii wla-
snych szescianu). Dla ¢ € X orbita Gy = X, a wiec |Gp| = | X| = 6.

Natomiast stabilizator S, < G ciany ¢ € X jest rzedu 8 (cztery symetrie i cztery
obroty). Zatem, dla p € X : |G| = |Gy| - [S,| =6 -8 = 48.

Oznaczajac przez r, (n € N) rzad grupy izometrii kostki [0, 1]™ bedziemy mieli
rn = 2"n!, gdyz jest tak dlan < 3. Jezelin > 4ir, ; =2""1.(n—1)!, to stosujac
formute orbit i uwzgledniajac fakt, ze kostka n-wymiarowa ma 2n $cian ((n — 1)-
wymiarowych), otrzymujemy: r, = 2n - r,—1 = 2" - nl.

26.
n
(i) =)HP: YneNa: L, — A, a: I, = K; > aa; =0, o, # 0. Wowczas

n—1 =1

an = 3 (—eiag)ai € (A\ {an}) &

i=1
<)HP: 3)a € A, a € (A\ {a}). Wowczas I)n € N* b: I, — A\ {a}, f: I, — K;

i=1 1=1

(ii) Dla podzbioru liniowo niezaleznego A C X niech B={B| A C B C X A
B — liniowo niezalezny}. B # &, gdyz A € B.

Jezeli @ # C C B i C jest taricuchem, to |JC € B, gdyz A C UCT} zbior |JC
jest liniowo niezalezny (HP: 3)n e N, a: I, — UC, a: I, » K; > aya; = 0,
an #9.3)celC:a:1, - C (gdyzC jest lancuchem) 4). =t
Zatem istnieje w B element maksymalny.

(iii) Niech X € Vectg i niech A C X bedzie maksymalnym liniowo niezaleznym
podzbiorem X. Wowczas (A) = X (z maksymalnosci A wynika, ze Vo € X \ A :
x € (A)).

(iv) Niech Y € Vectg, ¢ : A = Y, gdzie A jest podzbiorem liniowo niezaleznym
i generujacym przestrzeni X € Vectyx. Wowcezas dla kazdego = € X istnieje doktadnie
jedno odwzorowanie £ : A — K takie, ze {a € A | &, #0} € Finiz = > & - a;

K
ktadac teraz dla takiego x: acA

flx) = Z & - p(a) otrzymujemy rozszerzenie ¢ C f: X — Y.
acA

27.

=) Podzbiér liniowo niezalezny A C X ma rozszerzenie do bazy A C B C X prze-
strzeni X, i wowczas odwzorowanie ¢ : A — Y, gdzie Y € Vectx ma rozszerzenie
pCoU{z—0|lzeB\A}Cf: X —Y.

<) HP: 3)a € A:a € (A\ {a}); wowczas odwzorowanie ¢ = ((A \ {a}) x {0}) U
{a = 1} : A - K (K € Vectg) nie ma rozszerzenia liniowego ¢ C f : X — K

(fla) =0#1=¢(a)) 7.



264 9. PODSTAWOWE STRUKTURY MATEMATYCZNE

28*%
(i) Zalozmy, ze funkcja f : R — R spelnia rownanie (x). Latwo widaé, ze
VeeQ: f(x) =cx, gdziec= f(1).

Zaltozmy, ze funkcja f spelnia dodatkowo warunek ograniczonosci od gory w pew-
nym przedziale (o, f); a <z < f = f(z) < M.
HP: 3)z € R: f(x) # cx.

Mozliwe sa dwa przypadki

1) f(z)>cx

Wowczas dla n € N* iloczyn n[f(z) — cz] moze przyjmowaé¢ dowolnie duze wartosci;
jednak w € Q:nzx —w € (a,8) (...nzx—f < w < nzr— «a) i dla takiego w:
n[f(x)—cz] = f(nz)—cw+cw—ncz = f(nr—w)—c(nz—w) < M+|c|-max(|al, |8]) 4.
2) f(z)<cx

Analogicznie dla n € N* iloczyn n[cx — f(z)] moze byé dowolnie duzy;
NweQ:w—nze(a,B) (...a+nx<w<P+nx)nfce— f(x)] =nce —cw+
cw — f(nz) = c(nz —w) — f(w—nz) < M+ |c| - max(|al, |[]) 4.

(ii) Zakladamy tylko, ze funkcja f : R — R spelnia rownanie ().

Ciato R mozna traktowac jako przestrzeri wektorowa nad Q; R € Vectg.
Istnieje wiec baza B C R przestrzeni R w kategorii Vectq (tzw. baza Hamela), 1 wow-
czasdlaz € R: M) y=+9":B—=Q,x= > v*(b) b, {b€ B|~%() # 0} € Fin.
beB

Przy ustalonym b € B funkcja f : R = R, f(z) = v*(b) (= wspolrzedna elementu x
stojaca przy wektorze b bazy Hamela B) jest takim nietypowym rozwiazanie rownania
(¥)  (przyjmuje tylko wartosci wymierne).

n;

29. W przypadku ogolnym wziaé¢ z} = FTE———

Dowod w przypadku gdy x1 + ... 4+ 2, = n prowadzimy indukcja na n. Dlan =1
twierdzenie jest oczywiste. Zalézmy, ze n > 2 i teza zachodzi dla n — 1. Wystarczy
wykazaé, ze (34,7 : x; # x;) = z1...2, < 1. Wykorzystamy lemat:
0<zez<l<y = z+y>ay+1 (z4+y—ay—-1=yll-—2)—(1—-2)=
(1= 2)(y—1)>0).

Niech na przyktad z,_1 <1 < x,. Woéwczas 1 + ... + (xn_1 +T,) = n — 1, a wiec
Z1... Ty <1...(Tp—1+ 2z, —1) < 1 na mocy zalozenia indukcyjnego i lematu.

30. Po rozpisaniu:

Wo=W1 =1, Wy =0.
Dla n > 3 rozwiniecie wedtug pierwszego wiersza daje wzér rekurencyjny W, =
anl - Wn72~
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Kolejne wyrazy naszego ciggu przedstawia tabelka
n |of1]2]3 |4 |5[6[7[8]...
W, T[]0 =T [=1]0[T1[T]0]...
Tak wiec Wa, = Wak1 = (—1)%; Wapo =0 dla k € N, czyli
{0 gdy n =2 (mod 3)
Wy, =

(Indukcja . .. ).

n

(—1)[3] w pozostalych przypadkach
W szezegolnosci ajgp = (—1)33 = —1.
n
31. Wystarczy wykazac, ze V,, = [ (z; — x;).
ij=1
e
Dodajac do n-tego wiersza naszego wyznacznika wiersz (n — 1)-y przemnozony
przez —x1, nastepnie do (n — 1)-ego wiersza wiersz (n — 2)-1 przemnozony przez —1
itd. otrzymamy wyznacznik, ktéry po rozwinieciu wzgledem pierwszej kolumny daje
formute rekurencyjna:
Viz)=(xa —21)...(xp — 1)V (22,...,2,),

dla n > 2, i dalej prosta indukcja uzyskujemy zadang rownosé.

32. Wyznacznik macierzy wspolczynnikow = (A — 1)3(\ + 3).
Jezeli A # 11 A # —3, to uktad ma dokladnie jedno rozwiazanie:

1
(x,y7z,t):m(—)\2—2)\—2, AT AL 201, AP 3AT 20+ 1).

Dla A = 1 uktad ma nieskoriczenie wiele rozwiazan postaci

r=1—-y—2—1; y,z,t €R.
Dla A = —3 uklad nie ma rozwiazania (rzad macierzy wspotczynnikow < 4 = rzad
macierzy uzupetnionej).

33. Dla m < 1 teza jest oczywista  (wektor a € X jest liniowo niezalezny wtt, gdy
a #0).

Zalozmy, ze m > 2 i lemat jest prawdziwy dla m — 1.

Woéwezas m — 1 < n i mozna wymieni¢ m — 1 wektoréow sposrod vy, ..., Un,
na przyktad wektory vq,...,v,,—1, na wektory ej,...,e,_1 tak, aby nowy uklad
(é1,--+y€m—1,Vm,---,Un) byl tez generujacy. Wowczas

€m = Q161 + ...+ Op—1€m—1 + QU + ... + Qp Uy,
dla pewnych skalarow aq,...,a, € R. Ktory$ ze skalarow ay,, ..., a, jest niezerowy,
na przyktad a,, #0  (bo inaczej uklad ey,..., e, bylby liniowo zalezny), i wowczas
Um € (€1, €m—1,€m,Vmt1,---,Un), a wiec uklad (e1,...,€m, Vmr1,---,0n) jest
generujacy.

34. Po przesunieciu niewiadomej: . =y + o, a = %, otrzymujemy réwnanie:

. 4 38
3
——y— —=0.
N T
Podstawienie y = z + g, 8= % prowadzi do réwnania:
3 64 38

2%+ =0,

72923 27
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ktére po podstawieniu t = 23 daje réwnanie kwadratowe
729t — 1026t + 64 = 0.

Roéwnanie to ma dwa pierwiastki rzeczywiste:
194333
tl 2 = 27 .

)

3/
Biorac pierwszy z nich otrzymamy z = M, a wiec
3/ 1
= VIAVE L 4 4 - —1.839...
34/19+3v33 3

Wrziecie drugiego pierwiastka da ten sam wynik, gdyz

{/19+3¢£-{/19—3ﬁ=4.

Latwo sprawdzié (przez wydzielenie albo badajac przebieg funkeji), ze réwnanie
wyjéciowe innych pierwiastkéw rzeczywistych nie ma.

Y y=a3—2?—z—-1

35.
(i) Rot(za)600(1,2) = ((1,2) — (3,4))e’s + (3,4) = (=2 — 20)(2 + i) +3+4i =
o =V34+2+i3-v3) = (V3+2,3-3).

gdy o +¢ #0 (mgd 2m)
. 1—e*?)e'"Ya+(1—e"")b
gdzie ¢ = ( 1)_ei(¢ +(,¢,) )

Rote, gt
(i) Roty 0Rotg,, =

w przeciwnym wypadku,
T,U:{Z0—>Z+’U|ZEC} gdzieUZ(b—a)(l—e“l’)

(z ((z—a)e'? +a — bV + b= 2 #H¥) _ el 4 qet¥ — be'¥ 4 b = 2e!(¥H¥) 4
ae’ (1 — e') + b(1 — e'?).

Jezeli ¢ +v¢ = 0 (mod 27), to z + z + v, gdzie v = ae’¥(1 — ™) 4+ b(1 — &) =
(b—a)(1 —e¥).

W przeciwnym wypadku z + (z — ¢)e!?T¥) 4 ¢ = 2! ¢H¥) 4 ¢(1 — €9t gdzie
c(1 — e #H9)) = qe™ (1 — %) 4 b(1 — ™).

e
c
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UwaGA: W przypadku, gdy zlozenie dwoch obrotéow jest obrotem, formuta na nowy
$rodek obrotu ¢ nie ma praktycznego znaczenia. Natomiast punkt ¢ tatwo wyznaczy¢
konstrukcyjnie jako jedyny punkt staty naszego ztozenia.

36. Przy ustalonym p € X (X € Afg) oznaczmy przez + i - dzialania j; i, doda-

wania punktéw przestrzeni X i mnozenia ich przez skalary z ciala K w przestrzeni
wektorowej X,.

Wowczas dla a € X mamy izomorfizm przestrzeni wektorowych 7 =7, 4 : X, —
X, 7(z) =2+ a. Zatem dlaz,y € X; a € K:

ry=r(r N a+y) = (@) 47 Y) = @—a+y—a) +a=aty—a
a;x=1(1"Nayz)=1(a 77 2)) =a(z —a) +a=az+ (1 — a)a.
Odwzorowanie F' : Vectxy — Afgx jest funktorem zwyczajnym, gdyz dla

X, X' € Vecti orazf:XVQ X' jeslia,z,ye X, a € K, to
K

flaty) =flz+y—a)=f2)+fy) - fla) = f(z) f?;)f(y),

flagz) = flax+ (1 -a)a) = af(@)+ (1 -a)f(a) =a f(z),

czyli f: Xy — X% ), awiec f: F(X) — F(X').
Vecty ~ /(@) Afg
Podobnie bezposrednim rachunkiem sprawdzamy wtasnosci (ii) i (iii):

Latwo widaé, ze dla V. C X, a€ X:V+a C X,atakteac U C X =
Vect Af Af
U—aVC X ANU=U-a)+a.
ect
JeZeliU,VVC X,ab e X1iU+a=V+btoU CcV. (Jedliu € U,
ect

tou+a € V+b awe v eV :iuta=v+b u=uv+(b—a) Jednak
a=04+a€U+a=V+b zatem Hw €V :a=w+b, i wowczas w = b — q,
u=v+weV).
Podobnie V C U, a wiec U = V.

37. Z=R* (Oczywiscie R* C Z. HP: 3)¢ = a+bi+cj+dk € Z\R*; a,b,c,d € R.
Latwo wida¢, ze ij = k, jk =i, ki = j, ji = —k, kj = —i, ik = —j, co mozna
zilustrowaé¢ diagramem:

f(a)

Teraz iq = qi, a wiec at —b+ck —dj = ai —b—ck +dj, czyli 2dj — 2ck = 0, skad
c=d =0, q=a+ bi. Réwniez jq = qj, zatem aj — bk = aj + bk, 2bk = 0, b = 0,
g=a€R" ).

38* Oznaczmy ¢ = cos %, s = sin £; wowczas ¢ = c¢+sv, |q]* = q7 = (c+sv)(c—sv) =
2 —s52?2 =c2452=1, awiec ¢! = §=c— sv. Niech p’ = wynik obrotu punktu p.

Rozwazmy wpierw przypadek szczegdlny, gdy $rodek obrotu jest w punkcie 0.
Wowezas p L v, pov = 0, gpg~! = (¢ + sv)p(c — sv) = (cp + svp)(c — sv) =
c2p — scpv + scvp — s2vpy = ¢*p — 2sc- %(vp —pv) — s2vpv = c2p+ 2sc(v x p) — s2vpv.
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Teraz vpv = (—vop+vXp)v = (VXP)v = —(VXpP)ov+ (VX)X v = (VXP) XV =
(vov)p—(pow)v = p, a wiec gpg ! = (c® —5%)p+2sc(vxp) = cos p-p+sing- (v xDp).

VX Dp

/

P sinp - (v x p) P
0 ﬁ
p

0 cosg-p p

7

Wektory cos ¢ p, sin@- (v x p) sa sktadowymi wektora p’ wzgledem osi wyznaczonych

przez wektory v, v X p, a wiec p’ = cosp - p+sing - (v X p) (formuta Rodriguesa).
W przypadku ogbélnym srodek obrotu jest punktem tv dla pewnego t € R. Wow-

czas p' = q(p —tv)g~t +tv = qpgt — tqug~! +tv = qpq~! + t(v — qug~!). Jednak

quq~t = v+ 2sc(v x v) — 8203 = v — 5203 = (? — 52 v = (2 + 5%)v = v, a wiec

P =qpg "t

(i) F =1(A), gdzie A € F jest zbiorem najmniejszej mocy nalezacym do F.

(i) HP: 3)A € F : F = 1(A). Wowczas A # @, gdyz @7 = X ¢ Fin. J)a € A.
(A\{a})?"=A"U{a} € Fin, a wiec A C A\ {a} %

(iii) HP: ) U € &, : &4 = 1(U). N7 >0:(a—r,a+7r) CU. (a - 5,a+ 5) € D,
a+2reUcC(a—%,a+1%)%

(i) Oczywiscie X € Fgorazdla A € Fgi A C B CY: |B7| <|A7| < B, a wiec
B c Fs.

Jezeli A, B € F3,t0 |[(ANB)7| = |[ATUB| < |A7|+|B7| < 8, a wiec ANB € Fg.
(i) HP: 3)A C X : Fs =1(A) = {B | AC B C X}. Wowczas A € Fg, |A7] < B,
A# @, Nac A, |(A\{a})T| <A U{a}| < B, A\{a} € Fg, AC A\{a} G A 4.
i) [(NA)T =1 U A< Y [AY < |A]-Re = Re < o, a wige (A € Fo.

acA AcA

41. HP: ) F e FiI'(X) VG e FII"(X) : G C F. F)a,b € X : a #b. 1({a}),({b}) €
Fil*(X), {a} € t({a}) C F, i analogicznie {b} € F, a wiec @ = {a} N {b} € F 4.

42. Natychmiast widaé, ze filtr spelniajacy podany warunek jest niegtéwny. Przypu-
$émy, ze istnieje filtr nieglowny F na zbiorze X taki, ze 3) A€ FVYB € F:-B ¢ A.
F#u(A), awiec t(A) G F.I)BeF:Bg(A), A¢ B.
Jednak ANBe F, ANBC A,awiecc ANB=A4, ACB4%.
43. Implikacje (b) = (c¢) = (a) sa oczywiste.

Dla dowodu implikacji (a) = (b) wystarczy zauwazy¢, ze gdyby AUB e U, A ¢ U
i B €U, tojedna z rodzin UU{A}, UU{B} bylaby scentrowana (bo w przeciwnym
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wypadku: ) C, D el : ANC =g, BND =g, iwowczas C C A7, D C B, a wiec
UCNDCA'NBY=(AUB)%).

44. Hp: F ¢ U. Wowczas 3) A € F\U, a wigc A7 € U  (zadanie 43). Jednak
A7 € Fin, wiec na mocy 39(i) filtr U jest glowny 4.

45. Trzeba udowodni¢ implikacje ,,<".

Niech B : N — F bedzie baza monotoniczng filtru F.

HP: = f(x) — G. Wowezas 3) G € GVn € N: f(B,)\G # @, czyli B,\ f1(G) # 2.
T—F

7 :PX\ {2} - X — funkcja wyboru.

Okreslamy ciag u: N — X, u, = 7(B, \ f~1(G)).

Wowezas Vn € N : w, € By, f(u,) € G. Zatem U — F, a wiec f(un) — G,

n
NkeNVneNn=k = f(u,) € G|, w szczegolnosci f(ux) € G 4.

46. Dla dowodu implikacji ,<" przypusémy, ze X ¢ Top(Ty). Wowczas
B)aex VU €@y, Ved,: UNV £ 2:

F={ACX|3)Ued,,Ved,:UNV C A} € FiI"(X).
Dla funkeji f =idx: f(x) — a, f(x) — b, a wiec a = b 4.
z—F z—F
47. Dowody sa typowe dla analizy matematycznej i polegaja na ,dopasowaniu” od-
powiedniego zbioru filtrowego do zadanego ¢ > 0.
Udowodnimy np. (iii).
2
Niech ¢ > 0, s'zmin{%,%}. NAeFVreA:|f(z)—a <£.
1 1| _ |f(®)=a < e’
f(@)a [f(@)]-]al’
Teraz |a] < |f(@) — a + |f(2)| < &'+ |f(@)], a wiee | f(x)] > o] —¢' > 2|, A5 < 2,

Niech z € A. Wowezas ‘

flz) a

czyli ‘ﬁ—% <%<5.
48. Dowody wszystkich tych zaleznosci sa proste i sprowadzaja sie jedynie do wy-
korzystania przyjetych definicji. Na przyktad dla przestrzeni topologicznych X, X'
z systemami filtrow otoczen @ i ¢ funkcja f : X — X’ ciagla w sensie ,centralnej”
definicji otoczeniowej spetnia warunek:
VBC X :f~YB7)> f4B)”

(HP: 3)B C X', z € f~YB)~ \ f~1(B7). Wéwczas f(z) ¢ B~, )V € Py
V' N B = @. Z ciaglosci funkeji f w punkcie wnioskujemy, ze ) U € &, : f(U) C V.

Teraz U N f~1(B) # @, a wiec f(z) € VN B 4%).

Nasza funkcja speklia réwniez warunek:
(*) VACX: f(A7)cC f(A)”
HP: A C X, z€ A : f(x) € f(A)",awiec )V € QS’f(w) VNflA) =o.
NUed,: fU CV.TerazUNA#@,I)zcUNAiwowezas f(z) € VN f(A) 4).
Latwo tez sprawdzi¢, ze funkcja spelniajaca warunek (x) jest ciagta — np. pokazujemy
domknietosé przeciwobrazéw zbioréw domknietych.
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Natomiast dla operacji wnetrza nie mamy zadnego uniwersalnego odpowiednika
prawa (x).

Na przyklad wezmy przestrzenie R i R? z topologia naturalng. Jezeli f : R> — R,
f(z,y) = z (rzutowanie), to dla A = {(x,0) | z € R} C R? bedziemy mieli A° = &,
a wiec & = f(A°) ¢ f(A)° =R° =R.

Teraz dla g : R — R?, g(x) = (x,0) (wloZenie), A = R otrzymamy f(A°) =
F(R) =R x {0} 2 f(4)° = (R x {0})° = 2.

49. (3) = (2) (Lim f(¢) C Adh f(1)).
Pozostaja jeszcze dwie implikacje:

(H)=(@3)) HP: ()A-3). HT,FeFI(T), f: T - E,z € é_()jl%lf(t), x & E.
Wowczas x e ET€ @,. TeF. f(T)NE # @, NteT: f(t) e ETY).

(2)= (1)) ®HP: (2)A-(1). Ve e X [(VU e, :UNE # @) = zx € E|. Zatem
NexeX:VUeP,:UNE+#D, 2 ¢FE.

Teraz ) F e FII"(E)\VACFE (Ae F&3U €d, :UNECA). f=idg: E—
E(C X).

f@t) — =z HP:-VUeP,FAcF:A=f(A)CU. Zatem ) U € $, VA€ F:

t—F

AU UNEeF.DteUNE:t¢U%).

Zatem x € E %).

50. (1) = (2) (HP: (1) A—(2). H)T,J;_eFil*(T) :Adh f(t) = @.

T—X t—F
Wowczas Ve € X 3U € $,, A e F: f(A)NU = @.
Niech 7 = ogdt podzbioréw otwartych w X.
Na mocy (AC) ) G: X -1, A: X 5> FVere X 2 €G,i f(Az) NGy = 2.

Z pokrycia {G, | = € X} przestrzeni X mozna wyja¢ pokrycie skonczone;
JEC X :E€Fin, X = (J Gy. Wowezas B = (| A, € F. B # @. )b € B.
rel zEE

Nz eE: f(b) e Gx, czyli G, € P, oraz f(b) € f(B)NG, =2 5).

(2) = (1) (HP: (2) A =(1). ) A — rodzina scentrowana podzbioréw domknigtych

w X taka, ze A =@. HF € FilI*(X): AC F.Dla f =idx : )z € AdEf(ac)
z—

i wowezas VU € &,, A € A: ANU # @,awiegcVA e A:zx € A~ = A, czyli
re(NA=0 9.

Dla dowodu réwnowaznosci (2)<(3) zauwazmy wpierw, ze:
VXETO;},?%Z&)}JIH(T) : é‘i(}g{lf(t) = {irlx} f(®)

(HP: )z € é_()igllf(t) cx tL_lg{lf(t)
VU € &, 3)A € U : f(A) c U. HU € &, VA € U : f(A) ¢ U. Wowczas
fHU) gU - (bogdyby f~H(U) €U, to f(fH(U)) CU %), awiec A=T\fH(U) €
U fFIANU £ 2. NteA: f(t)eU,te f7HU), tZ€ A%).
Zatem (2) = (3).
(3)=(2) (HP: (3)A~(2).

N 1, Ferir(T) : Adh f(t .
) Rl (T) Adh f(t)
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NUeUlte(T): FCU. )z € {Jiralf(t).
—

Wowczas x € tAd;_lf(t) (HP: —~... YA€ F,V e P, : f(AANV=@2.3)Beld:

—
f(B)cV.Jednak AcU, ANBelU, ANB#w@,3)te ANB. f(t) € f(B) CV,
f) e f(ANV ).
51.
(i) HP: )X : I — Comp, f : T — []X, U € Ultr(T), tLlrEf(t) = o.

—
Viel: %ir{{l(pri of)(t) # @, gdzie pr; : [ | X — X, jest i-ta projekcja; pr,(x) = z; dla
—
rze[]X.
Nxe[|XViel:x € Limpr,(f(t)) (namocy AC).
Wowczas z € %Hzr} f(t) (Niech U € ¢,. Wowczas [ |V C U, gdzie V : I =V,
—
Viel:V,ed,,, {iel|V,# X,}€Fin.
NA T U :Viel: (pryjof)(4;) C Vi, {i € T | A; # T} € Fin. Zatem
B:=NA;e€lUif(B)c[lVcCU) %
iel
(ii)* HP: = AC.
NX: IV, Viel: X, #0,[1X =o.
HbeV\ U Xi.
i€l
Dla ¢ € I zbior X| = X, U {b} traktujemy jako przestrzen topologiczna z rodzina

zbioréw otwartych

T,L:{ACXZ‘XZ\AEFID VA=9 V A:{b}},
przestrzen ta jest zwarta, a wiec na mocy twierdzenia Tichonowa przestrzen produk-
towa [ | X' (= [] X]) tez jest zwarta.

iel

Dla i € I niech G; = {z € [|X' | z; = b} (€ 7;). Wowezas [ X' = U G;
el

NVzel[l|X' iel:x;=0b,gdyz[|X = 2).

Zatem 3)J CI:J€Fin, Y G; =[1]X".

JjeJ
Teraz na mocy skonczonego aksjomatu wyboru (ACgy,): )y € [ X;.
jeJ

Niechz =yU{i—bliel\ J}.

Wowczas € [| X', a wiec 3)j € J: x € G;. Zatem z; = b, ale z; = y; € X, czyli

52.
(1) Niech a € 7y = zbiory otwarte w Y i | Ja =Y.

Wowcezas o = {f~1(A) | A€a} CrxilJo = X, awiec )3 C a: B € Fin,
U fY(B) = X,iwowezas U =Y. {Jedliy € Y, to Az € X :y = f(x).
Bep
NBep:xe f~YB), awiecy= f(z) € B).



272 9. PODSTAWOWE STRUKTURY MATEMATYCZNE

(2) Zbior A jako domkniety w przestrzeni zwartej jest zwarty. Zatem wedlug (1)
zbior f(A) jest zwarty, a wiec, poniewaz Y jest przestrzenia Hausdorffa, f(A) jest
domkniety w Y.
(3) Wniosek z (2).
(4) 1°) Wykazemy wpierw, ze przestrzeni X spelia warunek rozdzielczosei T, zwany
tez warunkiem regularnosci:

VA60X7xeX\AH)g,HeTX tACG, zeH.

NH=0

Dla y € A wybieramy zbiory otwarte Uy, V,, (€ 7x) takie, ze U,NV, = @, x € Uy,
yeV,.

Z pokrycia {V, | y € A} mozna wyja¢ pokrycie skoriczone A C V,, U... UV, =
G € 7x i wowezas bierzemy H =U,, N...NU,, .
2°) Wykorzystujemy 1°) i powtarzamy rozumowanie:

Dla x € A bierzemy U,, V, € 1x takie, ze x € U,, B C V.

Ze zwarto$ci A wynika, ze istnieje pokrycie skoriczone

ACcUz U...UU,, =G € Tx,

anastepnie H =V, N...NV, .
53. Oznaczmy RS = So R, R? = RR itp. dla R, S C X2

Dowdd lematu jest indukcyjny.
I. Dlan =1 jest tak, gdyz zbiér Sym X jest baza filtru Ux.
II. Dlan=2:3)TelUx:T*C R.I)SeSymX :S5CT;iwowczas S? C T? C R.
III. Zatézmy, ze n > 3 i nasz lemat jest prawdziwy dla k < n.
Wowcezas 3) S € Sym X : S"1 C R, oraz 3)T € Sym X : T? C S.

Jezeli n = 2k, to T" =T = (T?)* c S* c "1 C R.

Jezeli n = 2k — 1, to analogicznie T" C T?* C R.

54. =) HP: idx ¢ (Sym X, a wiec
3) (z,y) € Sym X : x # y, i dalej
HR,SeSymX : K(x,R)NK(y,S)=2; (x,y) e Ry e K(z,R)NK(y,S) 4.

S)HP:Ar,ye Xex#y A VYU e, Ved,:UNV # . Wowczas (x,y) ¢ idx,
awiec ) ReSymX : (z,y) € R. ) Se€SymX :SoSCR. K(z, S)NK(y,S) # @.
Hze K(z,S)NK(y,S), awiec (z,2), (y,2) € S, czyli (z,y) € S, (x,y) € SoS C R4%.

55. Niech X € Unif, x € X, R € Sym X.

3)SeSymX :S0S C R. Wowczas

K(z,8) ¢ K(z,R) (HP: Iy € K(z,5) \ K(z,R). K(y,5) N K(z,5) # @.
Nz € Ky, S) N K(z,9); (y,2), (z,2) € S, a wiec (z,y) € SoS C R, czyli
y € K(z,R) %).

56. HP: -VV € CI)B e G:p(B)CV,awiec

NV eCYBeG:p(B) ¢ V.
NAcF, BeG: f(AxB)CV.
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Ny e B:p(y) €V. Teraz f(x,y) — ¢(y) oraz p(y) € Z\V izbior Z\V jest otwarty,

z—=F
awiec ) A e FVe e A : f(z,y) € Z\V.Fax € AN A, wowczas f(x,y) € Z\ V.
Jednak (z,y) € A X B, a wiec f(z,y) €V 4.

57. HP: J)z € X : VR € SymY 3)U € &, : p(U) C K(p(z), R).

HReSymX VU € d,:o(U) ¢ K(p(x),R).

3)SeSymX:83=S0S0SCR.

NAecFVteA z€X: f(t,z) € K(o(2),S). (Jednostajna zbieznosc).

)t € A. Funkcja {z — f(t,2) | z € X} jest ciagla w x, a wiec U € o, Vz € U :
1(t,2) € K(f(t,2), 9).

J)zelU:p(z) € K(p(x),R).
Jednak f(t,z) € K(o(2),
(F(t,2), £(t,2), (F(ts2), ()
K(p(x),R) 4.

58.

(i) HP: ) ReSymXVAec F3It,sc A:(f(t), f(s) € R.
HNSeSymX:52=S0SCRINAcFVte A:(f(t),z)€S.
Nt,s € A:(f(t), f(s)) & R

Jednak (f(t),z), (f(s),z) € S, a wiec (f(t),f(s)) € S2C R 4.

(iil) HP: ) Re Sym X VA e F: f(A) ¢ K(z, R).
HNSeSymX:52=8S0SCRINAcFVt,scA:(f(t),f(s)eS.
NteA: f(t) € K(z,R).

fANK(x,S)#9,awiecI)s € A: (f(s),z) € S.

Tak wiec (f(t), f(s)), (f(s),z) € S, czyli (f(t),x) € S? C R, f(t) € K(z,R) 4.

59.
(i) Zakladamy, ze przestrzen jednostajna X ma przeliczalna baze otoczen przekatnej
{Sn|neN}, S, €SymX, S,41 CSp.

Zatézmy, ze funkcja f : T — X spelnia warunek Cauchy’ego wzgledem filtru
F € Fil*(X); tak wiec YVn € N 3A € F Vt,s € A: (f(t), f(s)) € Sp. Wowczas
HA:N—=FVneN, t,se€A,:(ft),f(s) eSS, (wgAC).
Nr:N=>TVneN: 1, € A,.
Ciag f o7 spelnia warunek Cauchy’ego (HP: —... I)p e NVk e NIn,m > k :
(f(70), f(Tm)) & Sp. )k EN: S? C S,
Dn,m >k (f( n) f(tm)) € Sp. A)t € Ap N Ap,. Wowezas (f(t), f(7n)) € Sn C Sk,
(f(t), f(m)) € Sm C Sy a wiee (f(7n), f(7m)) € S§ C Sp ).
Zatem )z € X : f(Tn)—)SL‘ i wowezas f(t) — a (HP:—-...3)peNVEkeN:

t—=F
f(Ar) ¢ K(x,5,). )k:eN SEcC Sy
Nn >k flm) € Kz, S), (f( n); )GSk
Nt e An: f(t) € K(z,5y), (f(t),2) & Sp.
Jednak (f(7,), f(t)) € S, C Sk, a wige (f(t),z) € S C S, 4).
(ii) R™ jest typu przeliczalnego (S, = {(z,y) € (R")? | [z —y| < 1}).
Wystarczy wiec wykazaé, ze ciag x : N* — R™ spelniajacy warunek Cauchy’ego

S), 1 f(t,e) € K(p(),9), cayli (p(2), f(t,2)),
) € S, a wiec (p(2),0(z)) € S* C R, ¢(2) €



274 9. PODSTAWOWE STRUKTURY MATEMATYCZNE

ma punkt skupienia  (zadanie 58.(ii)); ciag taki jest ogramiczony  (Latwy do-
wod nie wprost), a wiec wszystkie jego wyrazy naleza do pewnej kuli domknietej
K =K(0,7) ={z € R" | |z| < r}. Ze zwartosci kuli K wynika istnienie w niej punktu
skupienia ciggu x.

60. Z zupelnosci przestrzeni Y wynika, ze:
Nep: X =>YVeeX: f(t,r)— o(x) (AC).
t—F

Nalezy wykazaé, ze zbiezno$¢ jest jednostajna dla x € X.

HP: -VReSymY ) Aec FVte A,z € X : f(t,x) € K(o(z), R), a wiec

HReSymYVAecFIte A ze X f(t,z) & K(p(z),R).

3)S€SymY : 5?2 =S50S CR.

NAeFVt,se A,z e X:(f(tx),f(s,z)) €S.

Hte A xzeX:(f(t,x),p(z)) & R.

Teraz f(s,x) — ¢(z), a wiec I) B € FVs e B: f(s,x) € K(¢(z),S). I)s€ ANB.
s—F

Wowenas (f(t,2), f(s,2)), (f(5,2),0(2)) € S, a wice ((t,2),9(2)) € §? C R, cayli

ft,x) € K(p(z), R) 4.

61* Spelnione sa warunki Cauchy’ego zwyklej zbieznosci i jednostajnej zbieznosci
(zadania 58, 60):
()Vee XVReSymZ3IBeGVy,y € B: (f(z,y), f(z,y)) € R,
(2)VReSymZ3IAe FVx,2' € A,yeY : (f(z,y), f(2',y)) € R.
Przestrzen Z jest zupelna, wiec wystarczy wykazaé, ze funkcja f spelnia warunek
Cauchy’ego wzgledem filtru F X G.
HP: -VReSymZ dAe€ F, Be GV (x,y),(@,y) € Ax B: (f(x,y), f(«',¥)) €R,
awiec ) ReSymZVAeF,BeG3(x,y),@,y) e AxB: (f(z,y), f(«',y)) € R.
3)SeSymZ:5%=850850S5CR.
Wedlug (2): ) Ae FVz,2' € A,yeY : (f(z,y), f(a',y)) €S.
d)a e A
Wedlug (1): 3)Be GVy,y € B: (f(a,y), f(a,y
Teraz ) z,2’ € A, y,y' € B: (f(z,y), f(2',y)) ¢
Jednak:

(f(x,y), fa,y)), (f(a,y), fla,y), (f(a, "), f(2',y")) € S, awige (f(x,y), f(2',y)) €
S3C RS

627

1)  Wykazemy, ze zbior U = {R C X? |idx C R°}, gdzie R° oznacza wnetrze zbioru
R w topologii produktowej, jest struktura jednostajng (filtrem otoczeri przekatnej)
na zbiorze X. Latwo widaé, ze U jest filtrem na X2. Dla R e U : R~ e U  (gdyz
odwzorowanie {(z,y) — (y,z) | z,y € X} jest homeomorfizmem przestrzeni topolo-
gicznej X? na siebie).

HP: H)ReUVSeU:5*=505¢ R.

Wowezas zbior A = {S?\ R | S € U} jest baza filtrowa na X> (o€ A A+ @
(gdyz R?\ R € A),

VST eUU: (SNT)2\RC (S?\R)N(T*\R) (gdyz (SNT)>\ R C S?\R,
i analogicznie dla T)).

)) €S.
R.
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Zatem funkcja idx> : X? — X2 ma punkt skupienia wedlug filtru o bazie A

(przestrzen X? jest zwarta).
Da,ye XVSeU, W e, : WN(S?\R) # 2.
x#y (HP:z =y Wowczas R € &, ,), RN (R*\ R) # @ 4).

Przestrzen X jako zwarta przestrzen Hausdorffa jest normalna  (zadanie 52.(4)),
a wiec kazdy jej punkt ma baze otoczenn domknietych. Tak wiec
DUV, ULV CX U =U, Vo=V, UDU; =U] €d,,VOVi=V, €,
unv =o.

Niech S =U?UV2U[X \ (U; UV;))? (kwadraty kartezjaniskie). Wowczas idx C
S=5°CcX? (HP:3)z€X:(2,2) ¢S . Zatem 2 ¢ U, 2 ¢V, awiec z ¢ U UV,
z€ X\ (U1UW), czyli (z,2) € S 4).

Tak wiec S €U, S?\ R € A.
Teraz W = Uy x Vi € D, ), a wice 3) (2,t) € WN (5% \ R). Wowcezas z € Uy, t € Vy,
(z,6) € (SoS)\ R, awiec Jue X :(z,u),(ut)eS.
Wowezas (z,u) € U2 =U x U  (bo z € Uy).
Zatem u € U, (u,t) €U, t €U, czylit e UNV; =2 4.

2) Topologia @' na zbiorze X (¢’ : X — Fil(X)) indukowana na zbiorze X przez
strukture jednostajna U z 1) jest identyczna z topologia wyjsciowa @.

(1°) Topologia & jest rozdzielcza.

(Niech z,y € X, x # y.

HRecl:(x,y) €R.

NSeU:51=5i52=5085CR.

Wowczas K(x,S) N K(y,S) = 2).

2°) Topologia @ jest silniejsza od topologii ¢’ (¢’ < P), tzn. Ve € X : P/, C P,

(Niech U € .. )R e U : K(z,R) C U.

NVed,:VxVCR ((z,x) € R°).

Wowczas V C K(z,R) (2 €V = (z,2) € VXV CR), awiecV C U, skad
Ued,).

Topologie zwarte sa elementami minimalnymi w klasie wszystkich topologii Haus-
dorffa (zob. zadanie 52.(3.2)), a wiec, na mocy 1°) i 2°), &' = P).

3) Jezeli U’ jest strukturg jednostajna na zbiorze X indukujgca topologie wyjsciowa
&, to U' = U. Istnieje wiec dokladnie jedna struktura jednostajna na zbiorze X
indukujaca dang topologie zwarta i rozdzielczg.

(O)HP: HReU'\U. ) SecU' :S =5 SoSCR.

Ve e X : K(z,5) € &, (z,z) € K(z,S) x K(z,5) C R, a wiec idx C R°, czyli
Rels.

D)HP: ) ReU\U'.VSelU' :SZ R, S\R+#a.

Zbior A = {S\R | S € U'} jest baza filtrowana X? (€ A, A#2 (X2\Re A),
vS,Teld :(SNT)\RC (S\R)N(T\ R)).

Zatem funkcja idx2 : X2 — X2 ma punkt skupienia wedlug filtru o bazie A;
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Nr,ye XVSeld' , Wedy,,) : WN(S\R) # 2.

Jest x £y (HP: 2 =y. Wowczas R € P, ), a wiec RN (S\ R) # @ 9).

Z rozdzielczosci X wynika, ze 3) S € U' : K(z,S)NK(y,S)=2. )T el : T =T,
T3=ToToT CS. Wowczas [K(z,T) x K(y,T)]N (T \ R) # 2.

Nz € K, T),t € Ky, T) : (2t) € T\ R, a wiec (z,2), (2,t), (t,y) € T,
(z,y) €T3 C S, czyliy € K(z,S)NK(y,S) = @ 4).

4) Przestrzen jednostajna (X,U) jest zupelma. (Zalozmy, ze f : T — X, F €
Fil*(X) i f spelnia warunek Cauchy’ego.
Ze zwartosci przestrzeni topologicznej X wynika, ze )z € tAd]}__l f(t). Wowezas
—

f(t) — z (zadanie 58.(iii))).
t—F
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absolutna teoria mnogosci, 57
absorpcja, 79
aksjomat
dubletona, 45
ekstensjonalnosci, 45, 57
nieskoriczonosci, 50
potegi, 45
regularnosci, 48
ufundowania, 48
unii, 45
wyboru, 49
zakresu, 45
zbioru pustego, 45
aksjomatyka Robinsona, 39
alef, 166
graniczny, 173
krytyczny, 171
sekwensowy, 173
alfabet, 17, 219
algebra
Boole’a, 81, 185
Boole’a podzbioréow, 56
generowana przez rodzine zbioréw,
56
o sygnaturze v, 217
podzbioréw, 56
termow, 220
trywialna, 218
algebraiczna domknietosé, 234
algorytm, 22
algorytm Euklidesa, 110, 129
alternatywa, 17
elementarna, 26

Indeks

antynomia Russella, 36
argument liczby zespolonej, 247
argumentowos¢ symbolu funkcyjnego,
217

arytmetyka

kardynalna, 166

Peana, 40

porzadkowa, 100

Robinsona, 39
asocjatywnosé, 79
atom

algebry, 56

algebry zbioréw, 65
automorfizm, 183

wewnetrzny grupy, 244
Axiom of Choice, 22, 49

for finite sets, 156

B
baza
filtrowa, 237
filtru, 237
Hamela, 264
monotoniczna filtru, 238
obiektu, 191
bazy filtrowe rownowazne, 238
bijekcja, 46
kanoniczna, 70, 75, 76

C

centrum
asocjatywnosci, 241
grupy, 244

ciato, 225
liczb rzeczywistych, 228
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liczb wymiernych, 226
ulamkow pierscienia, 225
uporzadkowane, 227
ciag, 99
Ackermanna, 111
Goodsteina, 114
kumulacyjny, 120
normalny, 113
pierwotnie rekurencyjny, 111
przeliczalny, 99
rekurencyjny, 111
skoniczony, 99
zdefiniowany indukcyjnie, 99
continuum, 167
czesé
calkowita gorna, 116
graniczna liczby porzadkowej, 109
naturalna liczby porzadkowej, 109

D
definicja, 20
indukcyjna, 99
definiowanie indukcyjne, 18
diagram, 186
Hassego, 72
Venna, 37
dtugosé orbity, 245
dobry porzadek, 71
dodatkowe zalozenie, 21
dodawanie, 219
liczb kardynalnych, 166
liczb porzadkowych, 100
modulo m, 244
domkniecie, 249
kongruencyjne relacji, 222
réwnowaznosciowe relacji, 75
tranzytywne, 108
uniwersalne formuty, 18
dopelnienie, 36
elementu w kracie, 81
dowdd
nie wprost, 19
hipoteza, 20
wprost, 20
dubleton, 45

INDEKS

duzy kwantyfikator, 17
dzialanie

grupy na zbiorze, 229
taczne, 183
n-argumentowe, 217

dziedzina

morfizmu, 186
relacji, 46

dzielnik

E

liczby porzadkowej, 102
zera, 225

ekwalizator, 198
element

maksymalny, 69
minimalny, 69
neutralny, 183, 218, 219
niegenerujacy algebry, 242
odwracalny, 183
poétgrupy, 222
odwrotny, 222
przeciwny, 222
regularny potgrupy, 222
skracalny polgrupy, 222
wyrézniony, 217

elementy

nieporéwnywalne posetu, 120
nieprzywiedlne kraty, 81
poréwnywalne kraty modularnej, 81

endomorfizm, 183
epimorfizm, 195, 218

F

faktorial, 105
faktorobiekt, 189
faktorzbior, 70
filtr, 73, 236

[B-zupelny, 248

Frécheta, 236

generowany przez rodzine, 237
gltowny, 236

glowny generowany przez zbior, 85
nieglowny, 236

niewtasciwy, 236



otoczeni, 236, 238
sasiedztw, 237
Tichonowa, 201
typu przeliczalnego, 238
wlasciwy, 236

formuta, 18
atomiczna, 17, 25
bezkwantyfikatorowa, 24
dwumianowa, 106
klasy 0, 17
klasy n+ 1, 18
Legendre’a, 107
normalna, 24, 26

stopieni, 25

orbit, 245
posta¢ normalna, 25, 26
Rodriguesa, 268
stopien zlozenia, 25

teoriomnogosciowa Lagrange’a, 105

wlaczania-wylaczania, 105
ztozonosé, 25
formutly réwnowazne, 24
funkcja, 46
algebraiczna, 221
charakterystyczna zbioru, 166
ciggta, 113
czeéciowa, 46
Eulera, 227
logarytmiczna, 228, 229
na, 46
rangi, 121
restrykcja, 46
rosnaca wzgl. relacji, 69
silnie rosnaca wzgl. relacji, 69
warunek jednoznacznosci, 46
wyboru, 49
wykladnicza, 228
zaciesnienie, 46
funktor, 17
gtoéwny, 196
grafowy, 186
homologii, 196
pehy, 184
zapominajacy, 184
zwyczajny, 184
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G
generator
obiektu, 190
wolny (niezalezny), 192
G-przestrzen, 229
graf
lokalnie maty, 186
maly, 186
multyplikatywny, 186
granica
ciagu, 112
funkcji, 238
induktywna, 197
iterowana, 252
podwdjna, 252
projektywna, 197
zwyczajna, 199
warunek Heinego, 249
grupa, 183, 222
archimedesowa, 245
automorfizmow, 183
cykliczna, 244
jednosci pierscienia, 227
liczb caltkowitych, 225
permutacji, 183
przemienna (abelowa), 223
reszt modulo, 244
uporzadkowana, 184
grupoid, 217

H
hipoteza
continuum, 157, 167
Goldbacha, 157
homomorfizm, 182, 217

I
ideal
gtowny, 73
niewlasciwy, 226
wlasciwy, 226
ideal pierscienia, 226
idempotentnosé, 79
iloczyn, 219
kartezjanski, 45, 168, 187



282 INDEKS

mnogo$ciowy, 35 induktywnie zupelna, 197
rodziny, 167 lokalnie mata, 186
iloraz, 70, 189 mata, 186
liczb porzadkowych, 102 nietrywialna, 191
immersja, 189 pierscieni
implikacja, 17 (z jedynka), 184
indeks przemiennych, 184
klasy, 120 poéltgrup przemiennych, 183
podgrupy, 224 projektywnie zupelna, 197
infimum zbioru, 70 przestrzeni pretopologicznych, 181
injekcja, 46 z jadrami par morfizmow, 192
kanoniczna, 224, 234, 236 z koricowoscig surjekeji, 190
kanoniczna Q w R, 228 z multyplikatywnoscia
inkluzja, 20, 35 podobiektow, 190
silna, 35 z obiektami wolnymi, 191
intersekcja, 36 z obrazami, 190
izomorfizm, 182, 195 z produktami, 187
posetu, 71 z produktami w mocy «, 187
z przeciwobrazami, 190
J zupela w sposob zwyczajny, 199
jadro zwyczajna, 181
odwzorowania, 74 katenacja, 17, 220
pary morfizméw, 198 kierunek podprzestrzeni afinicznej,
zwyczajne, 198, 199 235
jednostka urojona, 233 klasa, 35
jednosé algebraiczna, 50
lewostronna, 194 domknieta, 77
pierscienia, 227 duza, 36
poétgrupy, 222 ekstensjonalna, 57, 122
prawostronna, 194 mala, 36
jedynka, 217, 219 pelna, 35
jezyk elementarny pusta, 35
algebry klas, 52 sekwensowo domknieta, 109
arytmetyki, 38 stata, 35
teoriomnogo$ciowo domknieta, 49
K tranzytywna, 38
kategoria, 185 uniwersalna, 49
abstrakcyjna, 185 wtasciwa, 36
algebr Boole’a, 185 klasyczny rachunek logiczny, 22
algebraiczna, 193 kodziedzina morfizmu, 186
definiowalna réwnosciowo, 221 kojadro zwyczajne, 199
dualna, 187 kombinatoryka, 104
grup, 183 nieskonczona, 169
uporzadkowanych, 184 kompakt, 239

grupoidéw, 182 komutatywnosé, 79



kongruencja, 189, 218
koniunkcja, 17
konkatenacja, 220
koprodukt
rodziny, 187
zwyczajny, 188
krata, 71, 79
dopelnienie elementu, 81
dystrybutywna, 80
elementy nieprzywiedlne, 81
modularna, 80
ograniczona, 81
z dopelnieniami, 81
zupetna, 71
kres
dolny zbioru, 70
gbérny zbioru, 70
kryterium Tarskiego, 72
kwantyfikator
duzy, 17
egzystencjalny, 17
istnienia, 17
maly, 17
og6lnosci, 17
kwaternion, 235
sprzezony, 236
wektorowy, 248

L

lemat, 21
Hartogsa, 157
o jednoznacznosci, 99
0 minorze bazowym, 232
o niecofaniu, 122
0 przesunieciu w prawo, 72
0 zgodnosci homomorfizmu

z warto$ciowaniem, 221

Steinitza o zamianie, 247
Teichmiillera—Tukey’ego, 156
Yonedy, 197
Zorna, 153

liczba
Bella, 117
epsilonowa, 113
Fermata, 108

INDEKS
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graniczna, 109
kardynalna, 104
regularna, 173
syngularna, 173
zbioru, 121, 165
Mersenne’a, 106
naturalna, 49, 98
nieosiagalna, 173
pierwsza, 106
porzadkowa, 97
graniczna, 98
rzeczywista, 228
sekwensowa, 109
Sterlinga
drugiego rodzaju, 117
pierwszego rodzaju, 117
zespolona
argument, 247
modut, 247
sprzezona, 234
ztozona, 106
liczby
Catalana, 259
pierwsze wzgledem siebie, 107
wzglednie pierwsze, 129
zespolone, 234
liczebnik, 39
licznik utamka, 224
logarytm, 229

L
taiicuch, 71
tacznosé, 79

M

macierz, 230
kwadratowa, 230
transponowana, 231
uzupeliona uktadu réwnan, 232
wspotczynnikow uktadu réwnan,

232

majoranta
silna, 154
zbioru, 70

maksimum, 69
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zbioru, 70
male twierdzenie Fermata, 227
matematyka uniwersalna, 193, 213
mianownik utamka, 224
minimum, 69

zbioru, 70
minor
bazowy, 232

macierzy, 231
minoranta zbioru, 70
mnozenie, 217

liczb kardynalnych, 166

liczb porzadkowych, 100

laczne (asocjatywne), 217

przemienne (komutatywne), 218
moc zbioru, 104, 121, 165
modulo, 247
modul

lewostronny, 229

liczby zespolonej, 247
modus

ponens, 19

tollens, 21
monomorfizm, 195, 218
morfizm, 181, 185

dziedzina, 186

identycznosciowy, 181

kodziedzina, 186

konicowo

odwracalny, 195
skracalny, 195

koricowy, 189

odwracalny, 195

odwrotny, 195

poczatkowo

odwracalny, 195
skracalny, 195

poczatkowy, 189

regularny, 195

skracalny, 195

zerowy, 196

N
najwiekszy wspoélny dzielnik, 129
nastepnik klasy, 48

INDEKS

naturalna numeracja wzgledem
porzadku, 100
naturalny porzadek w liczbie
porzadkowej, 97

nawias

lewy, 17

prawy, 17
negacja, 17
nierozstrzygalnosé, 22
nieré6wnosé

Bernoullego, 262

Cantora, 166
nieskoniczonosé

aktualna, 18

potencjalna, 18
niezalezny uktad klas, 37
niezmiennik kategorii, 183
nosnik funkcji, 112
notacja

addytywna, 183, 218

multyplikatywna, 183, 217

(0]
obiekt
ilorazowy, 189
kategorii
silniejszy, 182
stabszy, 182
koricowy, 189
poczatkowy, 188
skoniczenie generowany, 190

wolny, 191
zerowy, 189
obiekty

izomorficzne, 182

kategorii, 185
obraz

relacji, 46

zbioru przez funkcje, 47
odcinek wzgl. relacji, 69
odpowiednios$¢ Galois klas

domknietych, 78

odwrotnosé relacji, 46
odwzorowanie, 46

afiniczne, 235



ciagle, 203, 236, 238
w punkcie, 238
jednostajnie ciagte, 240
rosnace, 181
odwzorowanie ciagle, 182
operacja domkniecia, 76
algebraiczna, 193
operator, 217
orbita, 245
dhugosé¢, 245
ordering principle, 156
otoczenie przekatnej, 240

P
para uporzadkowana, 45
parametr, 35
pelne rozwiniecie liczby przy
podstawie, 114
permutacja, 47
pierécient
catkowity, 225
liczb catkowitych, 225
przemienny, 184
reszt modulo, 226
uporzadkowany, 227
z jedynka, 184
pierwiastek, 228
n-tego stopnia, 228
plaszczyzna kartezjanska, 230
podalgebra, 218
Frattiniego, 242
podgrupa
charakterystyczna, 244
indeks, 224
normalna, 223
podgrupy sprzezone, 245
podkategoria, 182
pelna, 182
podobiekt, 189
generowany przez klase, 190
podpierscieri
niewlasciwy, 226
wlasciwy, 226

podstawa funkcji wykladniczej, 228

podstawienie, 220

INDEKS

poprawne, 38
podzbiory wspoétkoricowe, 172
podzbiér
bazowy, 191
generujacy, 190
gesty, 191
niezalezny, 191
wspotkoricowy posetu, 155
zgodny, 189
podzialt
silniejszy, 74
stabszy, 74
zbioru, 70

285

podzielno$é liczb porzadkowych, 102

pojecie ogdlnokategorialne, 186
potaczenie, 35
poprzednik, 109
porzadek, 69
boole’owski, 81
czesciowy, 69
dobry, 71
kratowy, 71
zupely, 71
leksykograficzny, 17, 22, 159
prawostronny, 112
liniowy, 69
naturalny, 17
dobry, 155
liniowy, 155
poset, 71
autodualny, 71
dualny, 71
izomorfizm, 71
posety
izomorficzne, 71
podobne, 71
postaé
kanoniczna liczby
naturalnej, 107
wymiernej, 227
trygonometryczna, 247
postulat
przeniesienia, 181
ztozenia, 181
potega, 36
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kroczaca dolna, 105
potegowanie
liczb kardynalnych, 166
liczb porzadkowych, 100
rzedu n, 110
poélgrupa, 183
endomorfizméw, 183
komutatywna, 183
przemienna, 183
przemienna idempotentna, 79
regularna, 225
stow, 219
utamkow, 224
z jedynka, 183, 219
potkrata
dolna, 80
gbérna, 79
prawo
Claviusa, 23
de Morgana, 36, 48
dopelnien w kracie dystrybutywnej,
81
Dunsa Scotusa, 23
pelnej rozdzielnosci
intersekcji wzgledem unii, 55
unii wzgledem intersekcji, 56
Pierce’a, 23
podwdjnej negacji, 23
sprzecznosci, 23
transpozycji, 23
wytaczonego srodka, 23
predykat, 17
produkt
rodziny, 187
Tichonowa, 239
wléknisty, 199
zwyczajny, 188
projekcja stozka projektywnego, 187
prosta kartezjanska, 230
przeciecie, 35
przeciwobraz zbioru przez funkcje, 47
przedzial
domkniety, 76
otwarty, 76
reqularny kraty, 80

przeksztalcenie, 47

przemiennosé, 79

przestrzen
afiniczna nad cialem K, 234
filtrowa, 201, 236
Hausdorffa, 239
jednostajna, 240
kartezjanska, 230
normalna, 252
pretopologiczna, 181
rozdzielcza (typu Ts), 239
topologiczna, 203, 238

uniformizowalna, 240
wektorowa, 229
skoniczenie wymiarowa, 233

z operacja domkniecia, 203
zupela, 253
zwarta, 239

przynaleznosé, 17

przystawanie
modulo filtr, 85
modulo ideal, 73
modulo m, 226

pullback, 199

punkt
krytyczny ciagu, 113
przyleglty do zbioru, 203
skupienia, 239

pushout, 199

Q

quasiizomorfizm posetéw, 83

R
rachunek zdan, 25
ranga
algebry, 222
obiektu kategorii algebraicznej, 193
reguta
dotaczenia dodatkowego zalozenia,
21
odrywania implikacji, 19
pierwotna, 22
podstawiania réwnych za réwne, 21
rozpatrywania przypadkow, 21



wtorna, 21
reguly
wnioskowania pierwotne, 19
relacja, 46
antysymetryczna, 69
dziedzina, 46
identycznosé, 46
n-argumentowa, 46
obraz, 46
odwrotnosé, 46
pokrywania, 76
porzadku, 69
czesciowego, 69
liniowego, 69
proporcjonalnosci w polgrupie, 224
przechodnia, 69
réwnowaznosci, 69
spOjna, 69
symetryczna, 69
ufundowana, 122
zwrotna, 69
reprezentacja van Dycka, 222
restrykcja, 46
reszta z dzielenia liczb porzadkowych,
102
retrakcja, 195
rodzina
niezalezna w obiekcie, 191
scentrowana, 237
zbioré6w domknietych, 76
rozdzielnosé
alternatywy wzgledem koniunkcji,
23
koniunkcji wzgledem alternatywy,
23
mnozenia wzgledem réznicy
symetrycznej, 37
rozktad kanoniczny odwzorowania, 74
rozmaitosé, 221
rozszerzenie
zbioru standardowe, 48
rozszerzenie minimalne posetu, 78
rozwiniecie pozycyjne liczby
porzadkowej, 103
rownanie Cauchy’ego, 246

INDEKS
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réwnosé, 17
aksjomaty, 19
podstawianie rownych za réwne, 19
przechodniosé, 19
symetria, 19
zwrotnosé, 19
réwnowaznosé, 17, 69
indukowana przez filtr, 73
kategorii, 184
zgodna, 189
réznica
liczb porzadkowych, 101
mnogo$ciowa, 35
symetryczna, 37
tacznosé, 37
przemiennosé, 37
zredukowana, 126
rzad
grupy, 224
wielkosci liczby, 114
rzad macierzy, 232
rzutowanie
dolne kraty na przedzial, 80
gorne kraty na przedziat, 80

S
Schema of Axioms of Comprehension,
36
schemat
aksjomatow
indukgcji, 40
wyré6zniania, 46
zastepowania, 46
definiowania indukcyjnego, 99
diagramowy, 186
dowodzenia indukcyjnego, 99
rekursji prostej, 111
segment
wzgl. relacji, 69
sekcja, 195
sekwens klasy, 48
o-algebra, 172
silnia, 105
singleton, 45
skala alefow, 166
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skalar, 229 zdaniowa, 23

sktadanie, 220 zerojedynkowa, 26

sktadowa uktadu klas, 37 teoria

stowo, 17 rozstrzygalna, 22
dhugosci n, 219 zupelna, 40

sp6jnik zdaniowy, 17 term, 52

sprowadzanie do pullbacku, 199 elementarny, 52

sprzeczno$é, 19 jezyka arytmetyki, 38

stabilizator elementu, 245 postaé normalna, 52

stata algebry, 217 staty, 220
stopient podzielnosci, 107 stopienl zlozenia, 38
stopien zlozenia termu, 220 warto$¢ w przestrzeni, 53

stozek zlozonosé, 38
induktywny, 187 teza Churcha, 40, 111
koricowy, 188 tozsamosé formalna, 221
poczatkowy, 188 transformacja naturalna, 196
projektywny, 187, 197 translacja, 234

struktura, 181 trojkat Pascala, 106
poczatkowa indukowana, 188 twierdzenie, 19

strzalka, 185
suma, 219
kartezjariska, 168, 188
mnogosciowa, 35
rodziny, 167
superpozycja relacji, 46
suport funkcji, 112
supremum zbioru, 70
surjekcja, 46
naturalna ilorazu, 70
sygnatura algebr ogélnych, 217
sylogizm hipotetyczny, 23
symbol
dedukcji, 19
funkcyjny, 217
logiczny, 17
Newtona, 106
przynaleznodci, 17
relacyjny, 17
réwnosci, 17
system formalny, 22

T

tautologia, 21
czysta, 21
dedukcyjna, 25

Brouwera o punkcie statym, 196
Cantora, 165
Cantora o zbiorze potegowym, 55
Cantora—Bernsteina, 55, 165
Cauchy’ego, 243
Dilwortha—Gleasera, 83
Eulera, 227
Fermata (mate), 227
Goodsteina, 115, 157
klasy 0, 19
klasy n+ 1, 19
Koéniga, 169
Kroneckera—Capellego, 232
Lagrange’a, 224
Laplace’a, 231
Mostowskiego o kolapsie, 122
o definiowaniu indukcyjnym, 99
dla relacji ufundowanej, 122
wersja praktyczna, 99
o dobrym porzadku, 97
o dobrym uporzadkowaniu, 153
o dzieleniu z reszta, 102, 225
o granicy podwdjnej, I-e, 252
o granicy podwdjnej, II-e, 253
o indukcji
dla relacji ufundowanej, 122



ze wzgledu na przynaleznosé, 122

o kresach iterowanych, 78

o monotonicznosci, 165

o podzbiorach, 46

o prawdzie, 53

o redundancji, 20, 56

0 rozwinieciu pozycyjnym, 103

o sklejaniu funkcji, 47

o trzech funkcjach, 249

o uniwersalnosci liczb

porzadkowych, 100

o wypekieniu, 120

o zbytecznosci, 56

Tarskiego o punkcie stalym, 82

Tichonowa, 240, 250

zasadnicze arytmetyki, 107
typ porzadkowy, 89

wzgledem porzadku, 100

U
uktad
klas niesprzeczny, 51
nieuporzadkowany, 45
réwnan cramerowski, 232
ultrafiltr, 249
unia, 36
uniwersalnosé, 186
uniwersalny ekwalizator, 198
uniwersalny symbol nieoznaczonosci,
45
uniwersum, 49
zbioré6w dziedzicznie skoniczonych,
50, 57

L%
warieta, 221
warstwa

elementu wzgledem réwnowaznosci,

70
lewostronna, 224
prawostronna, 224
wartosciowanie
zmiennych w termie, 220
zmiennych zdaniowych, 25
wartos¢

289

funkcji na argumencie, 47
termu, 220
warunek
Cauchy’ego, 253
spelniany jednostajnie, 253
faktoryzacji, 74, 202
Heinego, 238
Heinego granicy, 249
indukcyjny, 99
poczatkowosci, 188
regularnosci (75), 272
sumy taricucha, 201
trichotomii, 157
uniwersalnoéci, 187, 199
uniwersalnosci stozka, 197
wektor, 229
wieloliniowo$¢, 231
wierzchotek stozka projektywnego,
187, 197
wlozenie posetu, 76
wnetrze, 249
wspoélczynnik dwumianowy, 106
wspotezynnik kierunkowy réwnania,
234
wspoltkoricowosé, 172
wyktadnik funkcji wykltadniczej, 228
wymiar przestrzeni wektorowej, 233
wyrazenie
boole’owskie, 52
klasowe, 35
wystapienie zmiennej, 18
wolne, 18
zwiazane, 18
wyznacznik
macierzy kwadratowej, 231
Vandermonde’a, 246
wzory Cramera, 232
wzor na rownolegle sumowanie, 117

Z
zacie$nienie, 46
zakres zwiazania zmiennej, 18
zanurzenie, 189
zasada
dualnosci, 79, 187
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elementu minimalnego, 122
indukcji, 18, 98
wersja praktyczna, 99
klasyfikacji, 105
maksimum
Hausdorffa, 154
Kuratowskiego, 156
minimum, 71
regularnosci, 109
szufladkowa Dirichleta, 104
zasadnicze twierdzenie arytmetyki,
107
zawieranie, 35
silne, 35
zbieznosé jednostajna, 253
zbiory réwnoliczne, 49
zbidr, 36
algebraiczny, 221
ciagty, 227
czesciowo uporzadkowany, 71
domkniety, 203, 250
finitarny, 156
generujacy, 230
gesty, 245
ilorazowy, 70
induktywny, 156
liczb
pierwszych, 106
liczb naturalnych, 98
liniowo niezalezny, 230
liniowo uporzadkowany, 71

INDEKS

n-elementowy, 49
nieprzeliczalny, 103
nieskonczony, 103
ograniczony, 240
otwarty, 204, 250
podktadowy, 181
przeliczalny, 103
pusty, 18
rozproszony, 157
rownowaznikow, 24
skorniczony, 103
dualnie w sensie Dedekinda, 116
w sensie Dedekinda, 116, 156
w sensie Tarskiego, 119
wolnych (niezaleznych)
generatorow, 192
zwarty, 239
zdanie, 18
dualne, 79
zero, 218
zestawienie kategorii, 184
ztozenie
relacji, 46
stow, 17
ztozonosé termu, 220
zmienna, 17
formalna, 220
wolna, 18, 35
zdaniowa, 25
zmierzanie funkcji do punktu, 237
znak permutacji, 231
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F o (symbol dedukcji) . ....oonioii 19
4 (Symbol SPrzecznosCi) .. .....ouin it 21
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Form (zbior formul) ... ... 24
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{z | F} (wyrazenie KIaSOWE) ........coniuiiuiuii i 35
Vo (klasa pelna) . ... 35
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=& C, & U N U N\, 7 (operacje klasowe: rownosé, przynaleznosé, inkluzja,

silna inkluzja, suma, iloczyn, unia, intersekcja, roznica, dopetnienie) ... .. 35
P(A) (potegaklasy A) ... oo 36
= (TOZNICA SYMEITYCZIIA) .. e vttt ittt et ettt 37
Lo (Jezyk arytmetyki) .....ooooioi 38
0%, S, +, - (symbole funkcyjne arytmetyki) ........... ... i 38
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3.
ZFC (aksjomatyka teorii mnogosci) ..........oueuiiiiiniiiiiiiiiiii i 45
(a,b), a — b (para uporzadkowana) ................coveiiiiiiiiiiiiiiiiiiiann.. 45
X (iloczyn kartezjanski) ..........o oo 45
id  (Identycznost) . ... 46
R (relacja OAWIOTIA) v vttt ettt ettt e et 46
0,0 (zlozenie relacil) .........oiuiiii 46
Dom (dziedzina relacji) .........ooniuiiniuii 46
Im  (0braz relacil) . .....oouie i 46
—o—  (funkcja czSCIOWA) ... ...t 46
— (funkeja) ..o 46
—  (SUTJERCIA) .« oottt 46
o (IJEKCIA) « vt 46
9 (DIJEKCIA) 46
flA (zaciesnienie funkcji f do klasy A) ..o 46
Map® (4, B), Map(A, B), Sur(4, B), Inj(A, B), Bij(4,B) (klasy funkcji) ........ 47
val(f,a) (warto$é funkeji na argumencie) .............o i, 47
seq  (mastepnik) .. ... 48
Univ  (Klasa UNIWETSOW) ... ..ttt ettt et 49
alg  (0gol algebr) ... . 56
A~ (algebra generowana przez rodzine A) ... 56
X (iloczyn kartezjanski wzgledny) ........ ..o i 56
4.

%, }<z (mniejsze lub réwne, MNiejsze) .........oueuii i 69
So (A, R) (SEGIMENT) ..ottt 69
EquX (ogol rownowaznosci w X)) ..o 70
Part X  (ogol podzialow X)) ... 70
m(A), M(A), min, max, inf, sup (og6é! minorant A, og6! majorant A, minimum,

maksimum, infimum, supremum) ............ .o 70
A,V (infimum, supremum w kracie) ............ ... i 71
~  (relacja TOWNOWAZINOSCL) .. .vutuit ettt 72
= (przystawanie modulo ideal) .......... ... . 73
= (przystawanie modulo filbr) .......... oo 73
Ker(f,g) (JAro pary) ......oeouoeii i e 73
Ker  (JAATO) .ottt 74
nat (naturalne odwzorowamnie) ...................iiiiiiiiiiiii 74
R~ (domkniecie rownowaznosciowe relacji) ...........oiiiiiiiiiiiiiii 75
[a,b], (a,b), [a,b), (a,b], [-,al, [-,a) = Sa(X), [a, -], [a, -) (przedzialy) ........ 76
A*, B~ (odpowiedniki, prawy i lewy, w odpowiedniogci Galois) ................ 7

ST(X), ST(X) (ogot segmentow lewych i prawych w posecie X) ............... 83
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5.
E (przynaleznosé lub rOwWnoSE) . .....vuiuini it 97
Ord (klasa wszystkich liczb porzadkowych) ........ ... ... . il 97
ord(C, R), ord C' (typ porzadkowy) ..ot 100
nate g, natc  (naturalna NUMeEracja) ............c.ooouoeiiiiiiiiiiiniaenn.. 100
+, -, N (arytmetyka liczb porzadkowych: dodawanie, mnozenie, potegowanie) ..100
— (rozmica liczb porzadkowych) ... 101
3), a (mod )  (dzielenie z reszta) ... 102
Fin (klasa wszystkich zbioréw skonczonych) ...t 103
nE  (potega kroczaca dolna) ..............eiiiiiii e 105
Pr(A)  (ogdt podzbiorow k-elementowych A) ... 106
P (ogol liczb plerwszych) ... 106
(a,b), [a,b] (najwiekszy wspolny dzielnik, najmniejsza wspolna wielokrotnosé) 107
D(a) (zbior dzielniKOW @) ...ovenii e 107
a Lbyal|b (relacje W IN) oo 108
natp (naturalna numeracja P) ...... ... .. 108
Z  (domknigcie tranZzytyWine) ..........o.ieiiii i 108
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