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Oznaczenia i konwencje

1. Moc zbioru X oznaczamy przez |X| lub #X.

2. Funkcja ,signum” jest okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych, nastepujaco

-1, gdya <0,
sgn(a) =40, a=0,
1, gdy a > 0.

Ponadto przyjmujemy oznaczenia:

N = zbior liczb naturalnych = {1,2,...},
Np = zbior liczb naturalnych z zerem = {0,1,2,...},

Z = zbior liczb caltkowitych, 7 =17\ {0},

Q = zbior liczb wymiernych, Q*=Q\ {0},

R = zbior liczb rzeczywistych, R* =R\ {0},

C = zbior liczb zespolonych, C* =C\ {0},

P = zbior liczb pierwszych = {2,3,5,...},

Az ={a € A: a >k}, gdzie A jest ustalonym zbiorem liczbowym.



Rozdzial 1

Podstawy teorii liczb

Celem tego rozdziatu jest zaznajomienie Czytelnika z podstawowymi wynikami teorii liczb, ktére sa interesujace nie
tylko same w sobie, ale znajda rowniez zastosowanie w dalszych rozdziatach i niejednokrotnie beda motywacja do
wprowadzenia nowych poje¢ (i badania ich wtasnosci).

1.1 Podzielnosé w Z

Definicja 1.1.1 (podzielnosé w Z). Niech a, b € Z. Mowimy, ze b dzieli a (lub inaczej b jest dzielnikiem a), gdy
istnieje taka liczba ¢ € Z, ze a = bc.

W dalszej czesci wyktadu dla oznaczenia podzielnosci a przez b, bedziemy krotko pisaé: bla; dla oznaczenia braku
podzielnosci pisa¢ bedziemy: b1 a.

Zauwazmy, ze wprost z definicji wynika zestaw ponizszych, podstawowych wlasnosci podzielnosci, ktérych uza-
sadnienie jest dobrym ¢wiczeniem — pozostawiamy je wiec Czytelnikowi.

Uwaga 1.1.2 (wtasnosci podzielnosci w Z). Niech a, b, c,m,n € Z. Wtedy:
(1) 1fa, al,
(2) jesli Ola, to a =0,
(3) relacja podzielnosci rozwazana na Z* jest zwrotna i przechodnia,
(4) (bla i alb) wtedy i tylko wtedy, gdy |a| = |b],
(5) jesli cla, c|b, to c[(am + nb),
(6) jeslialbib#0,to 1< |a| <0

Przedstawimy ponizej dwie wersje twierdzenia o algorytmie dzielenia z resztg w zbiorze liczb catkowitych. Pierw-
sza z tych wersji (wersja A) stanowi przygotowanie do przysztego uogodlnienia omawianej wtasnosci do bardziej abs-
trakcyjnej sytuacji pierscienia euklidesowego (por. . Druga — szerzej znana wersja (wersja B), jest szczegdlnie
wygodna w zastosowaniach.

Twierdzenie 1.1.3 (algorytm dzielenia z reszta — wersja A). Niech a, b — liczby catkowite, b # 0. Wtedy istnieje
para (q,r) € Z x 7 spetniajgca nastepujgcee warunki:

(1) a=bq+r, (2) |r| <1bl.

Liczbe q nazywamy wynikiem dzielenia, zas liczbe r — resztq z dzielenia.

Zaleta tej wersji twierdzenia jest pewna ,kanonicznosé wypowiedzi” drugiej z wlasnosci. Zauwazmy bowiem, ze
mowi ona o sposobie ,,poréwnania” ze soba reszty z dzielenia i dzielnika wystepujacego w zatozeniach: nie odwolujemy

sie tu do zadnych innych wtasnosci tych elementéw jak to bedzie we wspomnianym dalej ogélniejszym rezultacie,
z ktorego pierwszej czesci bezposrednim wnioskiem jest twierdzenie [I.1.3]
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Twierdzenie 1.1.4 (algorytm dzielenia z reszta — wersja B). Niech a,b € Z gdzie b # 0. Wtedy:
(o) istnieje doktadnie jedna taka para (q,r) € Z X 7, ze:
(1) a=0bqg+r, (2)0<r<lb,
(o) jesli dodatkowo b1 a, to istniejq doktadnie dwie takie pary (q,r) dla ktorych:
(1) a=0bqg+r, (2) |r] < |b].

Dowdd. Udowodnimy pierwsza czes¢ twierdzenia [1.1.4

Istnienie reszty. Niech S := {a — kb, k € Z, a — kb > 0}. Wtedy S jest niepustym podzbiorem Ny, wobec tego
ma element najmniejszy, ktéry oznaczymy jako r. Element ten jest postaci r = a — gb dla pewnego ¢ € Z, za$ z jego
okreslenia widzimy, ze spelniona jest nieréwnoéé 0 < r oraz zaleznos¢ a = gb + r.

Pozostaje jedynie pytanie, czy r < |b|? Udowodnimy te czes¢ nie wprost. Gdyby r > |b], to r — |b] > 0 oraz
r—1b] =a—qb—1|b] = a— (¢ +sgn(b))b, wiec r — |b] € S oraz r — |b| < r (skoro b # 0, to |b] > 1). Dostajemy
sprzeczno$é z wyborem 7.

Jednoznacznosé reszty nmieujemnej. Ponownie dla dowodu nie wprost zalézmy, ze a = bgr + r1 = bgo + 1o,
0 <7 < b, 0<re < |blina przykltad r1 < 7o, czyli oczywiscie g1 — g2 # 0. Poniewaz b(q1 — q2) = 2 — 11
otrzymujemy w konsekwencji |b| < |b||g1 —q2| = |ra—r1| = (ra—71) < |b|, co prowadzi do sprzecznosci. W analogiczny

sposob rozumujemy w przypadku, gdy ro < ry.

Zachecamy do udowodnienia we wlasnym zakresie drugiej czesci twierdzenia [I.1.4] O

1.2 NWD i NWW w Z

Pojecia najwiekszego wspolnego dzielnika i najmniejszej wspolnej wielokrotnosci liczb catkowitych sg fundamentalne
w teorii liczb. Ich podstawowa definicja jest $cisle zwiazana z istnieniem porzadku w zbiorze liczb caltkowitych. Nalezy
jednak zaznaczy¢, ze istnieje definicja tych poje¢ w ogolniejszych strukturach algebraicznych, w ktérych na ogo6t nie
mozemy moéwié o pojeciu ,najmniejszy”’ czy ,najwiekszy”. Wspomniang definicje przedstawimy w dalszej czesci
naszych rozwazan , gdy spojrzymy na zbioér liczb catkowitych przez pryzmat kanonicznie zadanej struktury
pierscienia.

Definicja 1.2.1 (NWD, NWW., wzgledna pierwszosc).

(1) Najwiekszym wspoélnym dzielnikiem liczb a4, ...,a, € Z (zakladamy, ze przynajmniej jedna z liczb jest
niezerowa), nazywamy najwieksza liczbe catkowita, ktora dzieli kazda z liczb aq, ..., a,
Oznaczenie:  NWD(ay, ..., a,) (w literaturze rowniez: (ai,...,a,))

(2) Najmniejsza wspo6lna wielokrotnoscia niezerowych liczb catkowitych aq,...,a, nazywamy najmniejsza
liczbe catkowita dodatnia, ktora jest podzielna przez kazda z liczb ay, ..., a,.
Oznaczenie:  NWW(ay,...,a,) (w literaturze rowniez: [ay,...,ar])

(3) Liczby ai,...,a, € Z, z ktérych przynajmniej jedna jest niezerowa, nazywamy wzglednie pierwszymi, gdy

NWD(ay,...,a,) = 1.
Uwaga 1.2.2. Zauwazmy, ze z okreslenia NWD(a, b) wynika, ze dla a,b € Z* prawdziwe sa rownosci:
NWD(a,b) = NWD(b,a) = NWD(=+a, £b),
dla dowolnej kombinacji znakéw =+.

Przedstawimy teraz metode wyznaczania najwickszego wspoélnego dzielnika dwoch liczb catkowitych a i b, ktora
nosi nazwe algorytmu Euklideszﬂ Oczywiscie, jesli a € Z*, b = 0, to NWD(a,b) = |a|. W dalszej czesci naszych
rozwazan zaktadamy wiec, ze obie liczby sa niezerowe.

1 Zauwazmy, ze stwierdzenie najwicksza liczba ma tutaj sens: rozwazamy naturalny porzadek w zbiorze liczb calkowitych, zas poten-
cjalne dzielniki sa ograniczone z gory przez kazde |a;|.

?Euklides: matematyk grecki, glownie dzialajacy w Aleksandrii (ok. 364-300 p.n.e. dokladne daty nie sa znane), autor m.in. jednego
z najbardziej znanych dziel matematycznych pt. Elementy.
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Algorytm Euklidesa]|
Ustalmy dwie liczby caltkowite a,b € Z*. Przyjmijmy: r_1 := a, ro := |b|.

Krok 1: Zgodnie z algorytmem dzielenia z reszta (1.3.(B) (e)) istnieja takie liczby catkowite ¢1,71 € Z dla
ktorych:

(1) a=r_1=qb] +r,

(2) 0 <71y < |ro|l =1b].

Jesli 71 = 0, to koniczymy algorytm. Jesli 1 # 0, to wykonujemy Krok 2.

Krok 2: Ponownie na podstawie algorytmu dzielenia z resztg tak dobieramy liczby catkowite go, 12 € Z aby:
(1) ro = gar1 + 12,

(2) 0 < rg <1y < |ro|l = 10].

Jesli ro = 0, to koriczymy algorytm. Jesli 79 # 0, to kontynuujemy analogicznie jak wyzej.

Ogolnie, majac r;,_o, r;—1 takie, ze r;_1 # 0, wykonujemy kolejny krok:

Krok (i >1): Istnieja liczby caltkowite g;,r; € Z:

(1) ri2 = qiri—1 + 14,

(2) 0<r <71

Ze wrzgledu na nieréwnosci: 0 < r; < ;1 istnieje takie N(a,b) € Ny dla ktorego ry(qp)+1 = 0, ale ry(qp) # 0.

Liczbe N(a,b) € Ny bedziemy nazywaé¢ dalej dlugoscia algorytmu Euklidesa dla liczb a i b (dlugosé moze by¢
rowna zero, gdy bla), zas r(a,b) := 7y(q,5) Wynikiem tego algorytmu.

Zanim przedstawimy zwiazek algorytmu Euklidesa z wyznaczaniem najwiekszego wspolnego dzielnika liczb a,b €
7* potrzebny nam bedzie jeszcze jeden wynik.

Lemat 1.2.3. Niech dla liczb a,b € Z* zachodzi a = qb + r, gdzie g,r € Z i 0 < r < |b|. Wtedy zachodzi réwnosé
NWD(a,b) = NWD(b, r).

Dowdd. Oznaczmy: d := NWD(a,b) i d := NWD(b,r) — wykazemy, ze d = d’. Poniewaz d|a i d|b, wiec istnieja takie
liczby k1, ke € Z, 7e a = dki, b = dka. Z zalozenia otrzymujemy réwnos¢ r = a — qgb = d(k; — gk2). Oznacza to,
ze d|r i w konsekwencji d|d’ (bo d = NWD(b,r)). W szczegolnosci d < d’. Niech teraz ks, ky € Z beda takie, ze
b=dks, r=dky Stad a = gb+r = d'(qks + k4) 1 dostajemy, ze d’|a. Oznacza to, ze d’ jest wspolnym dzielnikiem
a,r i prawdziwa jest nierownos¢ d’ < d (bo d = NWD(a,b)). Otrzymujemy zatem d = d’, co daje teze. O

Wykazemy teraz, ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 1.2.4. Dla dowolnych dwdch niezerowych liczb catkowitych a, b zachodzi NWD(a,b) = TN (ab)-

Dowdd. Dla uproszczenia oznaczmy n := N (a,b). By dowies¢ naszego twierdzenia wykazemy réwnos¢ NWD(a, b) =

rn. Z okreSlenia algorytmu FEuklidesa wynika, ze istnieja takie ciagi liczb catkowitych r;, ¢ = 1,...,n, ¢, © =
1,...,n+ 1, Ze spelnione sa rownosci
a=q bl + 71, [b| =q2r1 + 72 Th2 = @uTn—1 + Tny Tno1 = Gn41Tn,

gdzie 0 < 7, < rp—1 < ... <7y <r;. W konsekwencji, z lematu [1.2.3] otrzymujemy ciag réwnosci

NWD(a,b) = NWD([b|, 1) = NWD(r1,72) = ... = NWD(rp_2, 1)
=NWD(rp—1,7) = NWD(¢n+17n,7n) = Tn,

co dowodzi tezy. O

3Nazwa algorytm pochodzi od brzmienia fragmentu nazwiska arabskiego matematyka Muhammada ibn Musa al.-Chorezmiego, ktorego
uznaje si¢ za prekursora metod obliczeniowych w matematyce. Zy! on na przetomie VIII i IX wieku, przyczynil si¢ do upowszechnienia
systemu dziesietnego oraz wprowadzil stosowanie zera jako symbolu oznaczajacego ,nic”.



ROZDZIAL 1. PODSTAWY TEORII LICZB 7

Gdy juz wiemy, ze dla danej pary liczb a, b € Z* mozna tatwo wyznaczy¢ ich najwiekszy wspolny dzielnik pojawia
si¢ naturalne pytanie: jak duza jest liczba krokéw konieczna do wyznaczenia NWD(a, b)? Innymi stowy interesuje nas
rozsadne oszacowanie liczby N (a, b). Odpowiedz na tak sformutowane pytanie daje rezultat otrzymany przez Gabriela
Lamégoﬁ Zanim go sformulujemy przypomnijmy pojecie liczb Fibonacciego. By okresli¢ n-ta liczbe Fibonacciego
F, przyjmijmy Fy = 0, F} = 1, za$ dla n > 2 potézmy F,, = F,,—1 + Fp,—o. Jesli oznaczymy teraz przez ¢ dodatni
pierwiastek réwnania 22 — 2z — 1 =0, tzn. ¢ = %(1 ++/5), to mozna wykazaé, ze n-ta liczba Fibonacciego wyraza sie
tzw. wzorem Bineta postaci (dowod por. [5])

1 1
Foe Lo L),
G < (—o)"
Stosujac indukcje ze wzgledu na n oraz zalezno$é¢ rekurencyjng F,, = F,,_1 + F,_2 bez trudu mozna wykazaé, ze
F, > ¢" 2

Twierdzenie 1.2.5 (o liczbie krokow w algorytmie Euklidesa). Niech a,b € N i niech N(a,b) oznacza liczbe krokéw
w algorytmie Euklidesa wyznaczania NWD(a,b). Zatozmy, ze b < a. Wtedy N(a,b) < 5(|log;ob] +1) .

Dowdd. Dla a,b € N,b < a, oznaczmy n := N(a,b). Z twierdzenia wiemy, ze spelniona jest rownosé
NWD(a,b) = ry,. Z okreslenia algorytmu Euklidesa wynika, ze istnieja takie ciagi liczb catkowitych r;, i = 1,...,n,
q,1=1,...,n+ 1, ze spelnione sg rownosci:

a=qb+r, b=qri+r2...,Th—2 = qnTn—1+Tn, Tn—1 = Gn+17n,
0<rp<rp_1<...<rg<ry. Ponadto,dlai=1,...,n, mamy, ze ¢; > 1 oraz g,4+1 = 2. Otrzymujemy zatem, ze
T'n > 1= Fl,
Tn—1 2 21y 2 2F1 = Fy,
Tn—2 2 Tp—1+7p = Fo + F1 = F3,
Tn—3 2 Tn—2 +Tn—1 2 F3+ Fo = Fy,

> >Fn72+Fn73:Fn71y
ri=zro+r 2 F, 1+ F,0=F,
> >

W szczegdlnosci prawdziwa jest nierownosé b > Fy, 11 i jesli n > 2, to otrzymujemy b > ¢!

0.208988... > 1, wiec loggb > £(n — 1) lub réwnowaznie

. Poniewaz log,; ¢ =

n < dlog;nb+ 1.

Zauwazmy teraz, ze jesli b ma m cyfr w zapisie dziesietnym, to b < 10™ istad log;y b < m. W konsekwencji n < bm+1
i ostatecznie n < 5m. Poniewaz prawdziwa jest rownos¢ m = |log;qb] + 1, dostajemy teze. O

Uwaga 1.2.6. Nalezy zauwazy¢, ze teza w powyzszym twierdzeniu nie moze by¢é wzmocniona. Istotnie, z dowodu
wynika, jedli a = F,4+1,0 = F,, to w nieréwnoéciach wiazacych reszty r,—; z liczbami Fibonacciego F;4; dla ¢ =
0,...,n, mamy tak naprawde réwnosci, co jest konsekwencja rekurencji spetnianej przez liczby Fibonacciego.

Przejdziemy teraz do dowodu tak zwanej identycznosci Bacheta—Bézouta (dalej w skrocie: BB), ktora dla usta-
lonych liczb catkowitych ay, ..., a,, umozliwia przedstawienie liczby NWD(ayq, ..., a,) jako kombinacji liniowej liczb
Aly...,0np.

Twierdzenie 1.2.7 (identycznosé Bacheta-Bézouta). Niech aq,...,a, € Z i zalézmy, zZe co najmniej jedna z tych
liczb jest niezerowa. Wtedy istniejq takie liczby k1, ..., k, € Z, Ze spetniona jest rownosé

NWD(ay,...,an) = kiar + ... + knpay.

*Gabriel Lamé: matematyk i inzynier francuski, zyjacy w latach 1795-1870, znany m.in. z prac w zakresie geometrii rézniczkowej
i wkladu w dowdéd Wielkiego Twierdzenia Fermata, ktore wykazat dla n = 7.
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Dowdd. Najpierw udowodnimy teze dla dwoch liczb a, b z ktorych co najmniej jedna jest niezerowa. W tym celu
rozwazmy zbior D = {ax + by : ax + by > 0,2,y € Z}. Oczywiscie, jedna z liczb +a, +b nalezy do naszego zbioru,
wobec tego zbiér ten jest niepusty. Poniewaz D zawiera wytacznie liczby naturalne, to posiada element najmniejszy,
powiedzmy d > 0. Istnieja wiec takie liczby zo, yo € Z, ze d = axg + byo. Udowodnimy, ze d jest poszukiwanym
najwieckszym wspoélnym dzielnikiem a i b.

Udowodnimy najpierw, ze d|a. Z algorytmu dzielenia z reszta wiemy, ze istnieja takie liczby ¢, r, ze
a=dg+ri0<r<d. Wobec tego
r=a—dq=a(l—qzo) — byyo.
Jeslir > 0, tor € D i jest to element mniejszy od d — sprzecznos¢. W takim razie r = 0 i w konsekwencji dostajemy
d|la. W analogiczny sposob dowodzimy, ze d|b.

Zatozmy teraz, ze 0 < t jest taka liczba catkowita, ktora dzielii a i b. To oznacza, ze a = tm, b = tn, dla pewnych
liczb catkowitych m, n, skad d = axo + byg = t(mxzo + nyp) czyli t|d, wobec czego t < d. Tym samym kazdy wspolny
dzielnik liczb a i b jest dzielnikiem d, czyli wobec dodatniosci d mamy d = NWD(a, b).

Przypusémy teraz, ze n > 2 i nasze twierdzenie jest prawdziwe dla kazdego uktadu mniej niz n liczb, spetniajacego
zalozenia.

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:
dp := NWD(ay,...,an—1) > 0, d:=NWD(NWD(ay,...,an—1),a,) > 0.
Zgodnie z zalozeniem indukcyjnym wiemy, ze istnieja takie liczby Iy, ...,l,—1,k,l € Z, Ze
(%) do=lia1+ ...+ lp—1ap-1, d = kdy+ lap.

Udowodnimy, ze d jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb aq,...,a, (a przy okazji udowodnimy wtasnosé
rekurencyjnego obliczania NWD).

Z definicji wynika, ze d dzieli dy oraz a,. Poniewaz dy dzieli kazde a; dlai=1,...,n — 1, wiec z przechodnio$ci
relacji podzielnosci d jest wspolnym dzielnikiem wszystkich liczb aq, ..., ay.

7 drugiej strony, jesli deN jest wspélnym dzielnikiem aq, ..., a,, to z (x) mamy, ze J!dg, a tym samym, wobec
dodatniosci d, liczba d dzieli d. Oznacza to, ze d < d i wobec tego d = NWD(ay,...,ap).

Jednoczesnie, ponownie dzieki (x), wiemy, ze d = kdy+la, = k(lha1 +. ..+ lp—1an-1) +lay, 1 przyjmujac k; := ki,
dlai=1,...,n—11k, :=1 otrzymujemy teze. O

Z twierdzenia [1.2.7]1 jego dowodu otrzymujemy nastepujace wnioski.

Whiosek 1.2.8 (wnioski z BB). Niech ay,...,a, — liczby catkowite, sposrdd ktorych co najmniej jedna jest niezerowa,
a,b,c € Z. Wtedy zachodzq nastepujgce wtasnosci:

(1) liczby ay, ..., a, sq wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq takie liczby catkowite ky, . .., ky, Ze:
(%) 1=Fkia1+...+ kra,,

(2) jeslir > 2, to NWD(NWD(ay,...,a,—1),a,) = NWD(ay,...,a,),

(3) jesli (a,b) =1 i albe, to alc.

Odnotujmy jeszcze w tym miejscu fakt, ze znajomosé rozktadu liczb catkowitych a, b na czynniki pierwsze umoz-
liwia szybkie wyznaczenie NWD(a, b) bez wykorzystania algorytmu Euklidesa. Istotnie, jesli

l

k s _ l s
f-...-pf, b=sgn(b)py -...-ps,

a = sgn(a)p
to NWD(a,b) = p'il < ... pls gdzie t; = min(k;,l;) przy czym zakladamy, ze p; # p; dla i # j oraz t; > 0. Nie
wspominamy dokltadniej o tej metodzie, gdyz odwotluje sie ona do zasadniczego twierdzenia arytmetyki, o ktorym
opowiemy w dalszej czesci naszych rozwazan. Nalezy jednak zwrocié uwage, ze ta metoda wyznaczania NWD(a, b)
ma istotna stabosé¢, gdyz wymaga znajomosci rozktadu liczb a,b. Dla matych wartosci a, b nie jest to problem, ale
gdy liczby a, b sa duze, powiedzmy > 10'%, i wybrane w sposob losowy, to problem ich rozktadu na czynniki pierwsze
jest trudny.

Z podstawowych informacji odnotujmy na zakoriczenie zaleznosé taczaca NWD(a,b) i NWW(a,b), ktorej do-
woOd pozostawiamy jako ¢wiczenie. Zwro¢my przy okazji uwage, na fakt, ze réownos$é z ponizszego wniosku nie jest
prawdziwa, gdy rozwazamy wiecej niz dwie liczby catkowite.
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Whiosek 1.2.9 (zaleznos¢ miedzy NWD i NWW). Dia liczb a, b € N zachodzi réwnosé: NWD(a, b)-NWW (a, b) = ab.

Przedstawimy teraz proste zastosowanie tozsamosci BB: metode, ktéra umozliwia rozwiazywanie tak zwanych
liniowych réwnan diofantycznych. Dokladniej, przez liniowe réwnanie diofantyczne bedziemy rozumieé réwnanie
postaci:

axr + by = c,

gdzie a, b, ¢ s ustalonymi liczbami catkowitymi, za$ rozwigzan x,y poszukujemy réwniez w zbiorze liczbach catkowi-
tych.
Twierdzenie 1.2.10 (istnienie i posta¢ rozwiazan liniowego rownania diofantycznego). Niech a,b,c € Z takie, Ze

ab # 0. Zachodzq nastepujgce wtasnosci:

(1) liniowe réwnanie diofantyczne ax + by = ¢ posiada rozwigzanie w liczbach catkowitych x,y, wtedy i tylko wtedy,

gdy d :== NWD(a,b)|c,

(2) jesli (xo,yo) jest dowolnym rozwigzaniem réwnania ax + by = ¢, to kazde inne rozwigzanie jest postaci

+bt at
Tr = X — = —_ —
0 d” Yy Yo d”

dla pewnego t € Z.
Dowdd. Pierwsza cze$é naszego twierdzenia jest natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia

By dowiesé drugiej czedci na poczatek zauwazmy, ze dla dowolnej liczby calkowitej ¢ mamy réwnosé

b
a<azo+dt> -l—b(yo—%t) = axg + byy = c.

Oznacza to, ze para (SC() + gt, Yo — %t) roéwniez jest rozwigzaniem naszego réwnania.

Niech teraz para (X,Y) € Z x Z bedzie rozwiazaniem roéwnania ax + by = ¢, tzn. aX 4+ bY = c. Mamy zatem, ze
aX +bY = c = axo + byg i w konsekwencji

b
a(X —x9) =b(yo — Y) lub rownowaznie %(X —x9) = a(yo -Y).

Poniewaz NWD(a/d,b/d) = 1, wigc §|(yo —Y') oraz §|(X — xp). Oznacza to, ze istnieje taka liczba catkowita ¢, ze
spelnione sg réwnosci

_yo—Y_X—l‘o
= = b .

t

Qle

d

Innymi stowy X = xg + %t, Y = yo — gt, co koriczy dowod naszego twierdzenia. O

Przyktad 1.2.11. By pokazaé teraz dzialanie (rozszerzonej wersji, ktora pozwala jednoczesnie wyliczaé tez wspot-
czynniki w przedstawieniu Bézouta z|1.2.7)) algorytmu Euklidesa w akcji rozwiazemy liniowe rownanie diofantyczne

1716z + 420y = 24.

By rozwiaza¢ powyzsze réwnanie wyznaczymy najpierw NWD(1716,420) oraz takie liczby catkowite xg, yo, ze
NWD(1716,420) = 1716z¢ + 4206yo. Zanim jednak to zrobimy zauwazmy, ze przedstawienie NWD dwoch liczb
za pomocag kombinacji liczb wyjsciowych mozna oczywiscie uzyskaé ,wracajac” krok po kroku droga wykonywanego
algorytmu FEuklidesa. Jest to jednak czasochtonne, gdyz wymaga wielu operacji arytmetycznych. Procedure te mozna
uprosci¢ wyrazajac w kazdym kroku powstala reszte jako kombinacje liniowa (o wspolezynnikach catkowitych) liczb
1716 i 420.

Chcemy wyliczy¢ NWD(1716,420) oraz jednoczesnie przedstawic¢ te liczbe w postaci Bézouta (tak nazywaé be-
dziemy poszukiwang kombinacje).

Wypiszmy, dla przejrzystosci kolejne kroki w tabeli

1716 | 420
1716 1 0
420 0 1
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Wiemy teraz, ze 1716 = 4 - 420 + 36. Mnozac drugi wiersz przez 4 i odejmujac go od pierwszego dostajemy

1716 | 420
420 0 1
36 1 —4

Otrzymalismy zatem przedstawienie reszty: 36 = 1-1716 + (—4) - 420 w postaci kombinacji wyjsciowych liczb. Dalej
powtarzamy procedure zgodnie z algorytmem Euklidesa i otrzymujemy réwnosé 420 = 11 - 35 4+ 24. Ponownie wiec
mnozymy drugi wiersz ostatniej tabeli przez 11 i odejmujemy od pierwszego otrzymujac

1716 | 420
36 1 | 4],
24| —11 | 45

i w konsekwencji dostajemy rownosé 24 = (—11) - 1716 + 45 - 420. Kontynuujemy nasze rozumowanie wykorzystujac
rownosé 36 = 1-24 + 12 i otrzymujemy

1716 | 420
24 | =11 | 45
12| 12 | —49

Po wydzieleniu 24 przez 12 jako reszte otrzymamy zero, wobec tego NWD(1716,420) = 12 i otrzymalisSmy tez
przedstawienie 12 = 12 - 1716 + (—49) - 420. Mamy zatem, ze para (Xo, Yp) = (12, —49) jest rozwiazaniem réwnania
1716 X +420Y = 12. W konsekwencji, para (zg, yo) = (24, —98) jest szczegdlnym rozwiazaniem naszego wyjsciowego
rOwnania, za$ zgodnie z ogoblne rozwigzanie ma postaé

x=24+35t, y=-98—143t, teZ.

1.3 O liczbach pierwszych i ich wtasno$ciach

W niniejszym podrozdziale podamy podstawowe informacje i wlasnosci dotyczace liczb pierwszych. Liczby pierwsze
mozna widzie¢ jako podstawowe sktadniki, z ktérych zbudowane sa wszystkie liczby catkowite. Cho¢ wspominali-
$my o nich luzno wczesniej, zaktadajac znajomosé tego pojecia ze szkoly postawmy teraz formalng definicje liczby
pierwszej.

Definicja 1.3.1 (liczba pierwsza). Liczbe catkowita p € Z nazywamy liczba pierwsza, jesli spelnione sa nastepujace
warunki:

(1) p>1;
(2) VdeN: dp = d=1 lub d=p.

Zbior wszystkich liczb pierwszych oznaczamy dalej przez P. Kazdg liczbe naturalng wieksza od jedynki, nie
bedaca liczba pierwsza nazywamy liczba zlozona.

Pamietajmy dalej o umowie, iz liczba jeden nie jest ani liczbg pierwszg ani tez liczba ztozona.
Definicja liczby pierwszej i proste zastosowanie identycznosci Bézouta prowadzi nas do nastepujacego wniosku.
Wtasnosé 1.3.2 (podstawowe wlasnosci liczb pierwszych).
(1) Jeslip e P, k € Z, to NWD(p, k) =1 lub NWD(p, k) = p.
(2) JeslipeP, ky,...,kn €Z, plky- ... kyn, toplk; dla pewnegoi=1,...,n.

Warto zaznaczyé¢, ze wlasnosé M(Q) charakteryzuje liczby pierwsze. Doktadniej, stosujac te wlasnosé mozna
wprowadzi¢ rownowazng definicje liczby pierwszej. Jest to o tyle ciekawe z naszego punktu widzenia, ze w przyszlosci
wlasnosé ,braku istotnego rozkladu” elementu (jak to jest w przypadku liczby pierwszej, gdzie rozklada sie ona
wytacznie na iloczyn p-1, wzglednie (—p)-(—1)) oraz 2) okaza sie by¢ nieréwnowazne w ogdlniejszych strukturach.
Te problemy doprowadza nas do definicji odpowiednio elementéw nierozktadalnych i elementéw pierwszych .
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Wtasnosé m (2) w wersji dla n = 2 to tak zwany lemat Euklidesa, ktory pojawia sie w VII Ksiedze Elementow
w sformutowaniu dla przypadku dwoch liczb. Carl Friedrich Gaussﬂ w swoim dziele Disquisitiones arithmeticae
wypowiada lemat Euklidesa i dowodzi przy jego pomocy twierdzenie o rozktadzie liczb catkowitych na liczby pierwsze,
z ktorego to twierdzenia bezposrednio wynika tez gaussowskie uogélnienie lematu Euklidesa. Jak sie czesto podkresla
lemat ten pojawia si¢ juz jednak wczesniej w tekscie Nouveaux éléments de mathématiques Jeana Prestetaﬁ

Definicja, ktorg teraz wprowadzimy moze razi¢ przerostem formy nad treScia. Znéw wyttumaczeniem niech
beda nasze przyszte zamierzenia, gdzie stowo ,,jednosé¢” oznaczaé bedzie znacznie szersza klase elementéw niz jest to
w przypadku zbioru Z.

Definicja 1.3.3 (jednosé w Z). Jednosciami w Z nazywamy liczby —1 i 1. Zbior jednosci w Z bedziemy oznaczaé
przez U(Z) := {—1,1}.

Definicja 1.3.4 (rozktad jednoznaczny). Niech k € Z*. Mowimy, ze k posiada jednoznaczny rozktad na iloczyn liczb
pierwszych, jesli

(1) istnieja p1,...,pr € P, u € U(Z) takie, ze k =u-p1 - ...  Dp;

(2) dla dowolnych dwoch uktadow pi,...,pr €P, q1,...,qs € P, u,v € U(Z) takich, ze

k=u-p1-...-pp=v-q1 ... (s
mamy 7 = s oraz istnieje taka funkcja o — bijekcja zbioru {1,...,7} na siebie, ze: Vi € {1,...,7}: pi = q,()-

Twierdzenie 1.3.5 (Zasadnicze twierdzenie arytmetyki). Kazda niezerowa liczba catkowita, nie bedgca jednoscig
w 7, posiada jednoznaczny rozktad na iloczyn liczb pierwszych.

Dowdd. Wystarczy oczywiscie wykazaé twierdzenie dla liczb naturalnych wiekszych od jedynki. W naturalny sposob
dowdd rozbija sie na dwie czeéci: wykazanie istnienia rozktadu i wykazanie jego jednoznacznosci.
Istnienie. Indukcja wzgledem n: dla n = 2 teza jest spelniona.

Zalozmy, ze teza jest spelniona dla takich liczb naturalnych m, ze 1 < m < n. Jesli n jest liczba pierwsza, to
dowdd jest zakoriczony. Jesli n nie jest liczba pierwsza, to n = ab, gdzie 1 < a <nil < b < n. Wobec tego,
z zalozenia indukcyjnego liczby a i b sa liczbami pierwszymi badz iloczynami liczb pierwszych. W konsekwencji n
rowniez jest iloczynem liczb pierwszych.

Jednoznacznosé. Ponownie indukcja wzgledem n.

Dla n = 2 jednoznaczno$é¢ rozktadu jest oczywista ze wzgledu na pierwszosé tej liczby. Gdyby bowiem bylo
n=mp ... prgdzie p; € Pir > 1, to 2 musialaby dzieli¢ jedna z liczb p;, a tym samym by¢ jej rowna (wobec
pierwszosci). Wtedy dzielac obie strony przez 2 mieliby$my, ze pozostale liczby pierwsze p; dziela jedynke co jest
niemozliwe. Wobec tego r =11 p; = 2.

Zaktadajac teze dla liczb mniejszych lub réwnych (n—1), gdzie n > 2, przypusémy, ze dla n, mamy dwa rozktady:

n=py-...pr=9q1-...-gs,

gdzie p;,qj € Poraz p1 < ... <pr, 1 <... < gs. OczywiScie mozemy przyjac, ze r > 1. Istotnie, w przeciwnym razie
mamy do czynienia z liczba pierwsza i teza zachodzi. Niech zatem p bedzie najmniejsza liczba pierwsza dzielaca n.
Oznacza to, ze p dzieli p; dla pewnego i (1.3.2(2)). W konsekwencji p = p; i z minimalnosci p otrzymujemy réwnosé
p = p1. Rozumujac analogicznie dostajemy p = ¢q;.

Niech teraz m := % < n. Wobec tego mamy rozktad:

Mm=py-...-pr=¢q2"... G

Z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy r = s i istnieje taka bijekcja o zbioru {2,...,n} na siebie (permutacja
tego zbioru), ze Vi € {2,...,7} pi = q¢z(;)- Przyjmujac o(1) = 1, o(i) = o(i), dla i > 1 otrzymujemy poszukiwana
permutacje zbioru {1,...,n}. O

Twierdzenie 1.3.6 (Euklides). Istnieje nieskoniczenie wiele liczb pierwszych.

SCarl Friedrich Gauss: matematyk, fizyk i astronom niemiecki, (1777-1855), nazywany ,ksieciem matematykow”.

6Jean Prestet: ksigdz i matematyk francuski, (1648-1690), jego tekst Elemens des mathematiques byl bardzo popularny w nauczaniu
matematyki w szkotach francuskich XVII wieku — w szczego6lnosci z tej ksiazki uczyl sie m.in. Abraham de Moivre. Nouveauz éléments
de mathématiques to poprawione, drugie wydanie tego podrecznika.
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Dowdd. Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze P = {p1,...,p,} i zdefiniujmy liczbe M :=p;1-...-p, + 1. Jest jasne,
ze zadna z liczby p1, ..., p, nie dzieli M: w przeciwnym razie liczba 1 bylaby podzielna przez liczbe pierwszg. Niech
zatem p bedzie liczba pierwsza dzielaca M (taka istnieje na mocy . Wobec tego p ¢ P i p jest liczba pierwsza,
co prowadzi do sprzecznosci. ]

W tej chwili znamy wiele dowoddéw nieskoriczonosci zbioru wszystkich liczb pierwszych. Zaprezentowany wyzej
w dos¢ podobnej wersji jak w Elementach, jest uznawany za pierwszy zapisany dowdd przeprowadzony metoda nie
wprost i choéby z tego powodu jest tym dowodem, z ktéorym warto sie zapoznaé.

Skoro juz wiemy, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele powstaje naturalne pytanie: jak wiele jest liczb
pierwszych niewiekszych od x, gdzie x jest ustalong liczbg rzeczywista? Innymi stowy interesuje nas szybko$é wzrostu
funkcji

w(z)=|{p: p<z oraz peP}|.

Funkcja 7 nazywana jest funkcja zliczajaca liczby pierwsze. Gauss przypuszczal, zag J. Hadamardmi Ch. J. de la
Vallée—Poussinﬂ udowodnili niezaleznie tzw. Twierdzenie o liczbach pierwszych, tj. réwnosé

m(x)logx

lim 7(z)logx -1
Tr—+00 €T

Dowdd tego twierdzenia wymaga zastosowania zaawansowanego aparatu funkcji analitycznych. Mozna jednak podaé

zupelnie elementarny dowod dolnego oszacowania na warto$é 7(x), ktore wymaga tylko podstawowych wtasnosci

liczb catkowitych. Doktadniej, przedstawimy dowod Erdésaﬂ nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1.3.7. Dia n € N prawdziwa jest nierowno$é

logn
m(n) = .
(n) > 2log?2
Dowadd. Zanim rozpoczniemy dowdd przypomnijmy, ze liczba naturalna nazywana jest bezkwadratows, jesli nie jest
podzielna przez kwadrat zadnej liczby pierwszej. Oznaczmy zbior liczb bezkwadratowych przez B.

Dla n € N rozwazmy zbior
A(n) = {(a,b) e Nx B: a®*b < n}

i zauwazmy, ze |A(n)| = n. Istotnie, kazda liczba naturalna m mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci m = a?b, gdzie
aeNibe B.

Jesli (a,b) € A(n), to mamy oczywiscie a®* < n i b < n, i w konsekwencji a < y/n. Ponadto liczba b jest
bezkwadratowa, wiec jest iloczynem réznych liczb pierwszych, z ktorych kazda jest < n. Oznacza to, ze b daje sie
zapisa¢ jako iloczyn liczb ze zbioru {pi,po, ..., pw(n)}. Mozliwych iloczynéw mamy tyle ile podzbioréw rozwazanego

2

zbioru, czyli 27", Podsumowujac nasze rozwazania widzimy, ze jesli (a,b) € A(n), to mamy co najwyzej /n
mozliwych wyboréw liczby a oraz 27 mozliwych postaci liczby b. Stad |A(n)| < /n27™, ale |A(n)| = n, wiec
ostatecznie n < ﬁ2”(") i w konsekwencji

O

logn

m(n) 2 2log2’

Liczby pierwsze obecnie to punkt wyjscia do analizy calego bogactwa probleméw nie tylko stricte teorioliczbowych,
o ktorych nie sposdéb opowiedzie¢ w kilku stowach. Wspomnieé¢ jednak wypada o wciaz udoskonalanych testach
pierwszosci, ktorych celem jest zbadanie pierwszosci zadanej liczby (nie za$ jej rozklad na liczby pierwsze co jest
zagadnieniem znacznie trudniejszym). Juz w okolicach 200 p.n.e. grecki matematyk Eratostheneﬂ wprowadzit
metode wyznaczania liczb pierwszych nie wiekszych od ustalonej liczby n zwana odtad ,sitem Eratosthenesa”. Jej
dziatanie jest niezwykle proste — wypisujemy wszystkie liczby od 2 do n nastepnie zakreslamy 2 jako liczbe pierwsza
i wykreslamy jej wszystkie wielokrotnosci. Potem zakreslamy pierwsza pozostala liczbe i wykreslamy wszystkie jej
wielokrotnosci i tak kontynuujemy az nie ma ,nietknietych” liczb mniejszych lub réwnych od /n. W ten sposob
otrzymamy tablice liczb pierwszych nie wiekszych od liczby wyjsciowe;j.

"Jacques Hadamard: matematyk francuski (1865-1963).

8Charles Jean de la Vallée-Poussin: matematyk francuski (1866-1962).

9Paul Erdés: matematyk wegierski, jeden z najwybitniejszych matematykow XX w. Autor ponad 1500 artykutéw dotyczacych gtownie
teorii liczb, kombinatoryki i teorii grafow (1913-1996).

OFratosthenes: grecki matematyk, poeta, geograf, astronom i filozof (276-194 p.n.e.).
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Obecne, o wiele bardziej zaawansowane metody testowania pierwszosci dzielg sie na dwa rodzaje: testy deter-
ministyczne i probabilistyczne. Do tych pierwszych zaliczy¢ mozna m.in. test LucasafLehmeraH (przy uzyciu tego
testu znaleziono najwieksze liczby pierwsze, test dotyczy badania pierwszosci tzw. liczb Mersenne’a)B czy niektore
testy oparte na krzywych eliptycznych. Testy probabilistyczne, choé nie pozwalajg na zdecydowanie z pewnoécig, czy
dana liczba jest pierwsza maja te przewage, ze zwykle sa duzo szybsze od testéw deterministycznych. Liczby, ktorym
udaje sie przejéé¢ pozytywnie test probabilistyczny, ale mimo to okazujg sie by¢ jednak liczbami ztozonymi znane
sa w kontekscie liczb ,pseudopierwszych”. Istnieje wiele réznych rodzajow takich liczb, z ktorych bodaj najbardziej
znane to liczby pseudopierwsze Fermata, ktére mimo iz pozostajg liczbami ztozonymi to spetniaja zalozenia Matego
Twierdzenia Fermata, o ktéorym opowiemy dalej. Przy okazji testéw probabilistycznych wypada wspomnie¢ o dwodch
testach: te$cie Rabina-Millera, ktory jest wyjatkowo efektywnym testem probabilistycznym oraz o tzw. tescie AKS
(od nazwisk tworcow: Manindra Agrawala, Neeraja Kayala i Nitina Saxena, 2002), ktory to test deterministyczny
sprawdza pierwszo$¢ zadanej liczby w czasie wielomianowym, stowem jego czas dzialania jest ograniczony za pomoca
zaleznosci wielomianowej od rozmiaru danych wejsciowych. Do czasu pojawienia sie tego testu nie bylo dowodu na
to, iz test pierwszosci zadanej liczby jest problemem rozwigzywalnym w czasie wielomianowym mimo, iz uwazano ze
taka mozliwo$¢ istnieje.

1.4 Kongruencje i ich wlasnosci, twierdzenie chinskie o resztach

Na pierwszej stronie swego dzieta Disquisitiones Arithmeticae Gauss wprowadza pojecie ,kongruencji”’, czyli jak to
okreslaé¢ bedziemy dalej ,,przystawania”. Dzieki zastosowaniu tej notacji wiele wlasnosci i twierdzeri otrzymato prostsza
postaé, ale tez znacznie utatwito to przeprowadzanie niektérych operacji matematycznych.

Definicja 1.4.1 (relacja przystawania modulo). Niech m € N. Mowimy, ze liczby catkowite k, | przystaja modulo
m, gdy m|(k —1).

Oznaczenie: k=1 (mod m).
Liczbe m nazywa sie modulem kongruencji.

Uwaga 1.4.2. Relacja przystawania modulo m jest relacja réwnowaznosci w zbiorze liczb catkowitych.

Klase réownowaznosci liczby k € Z wzgledem relacji przystawania modulo m oznaczamy przez [kl,,, zas zbior
wszystkich klas rownowaznosci w relacji przystawania modulo m oznaczamy przez Z,,. W dalszym ciagu wyktadu
czesto bedziemy pisa¢ po prostu Z,, = {0,...,m — 1}, majac na mysli za kazdym razem klase réwnowaznosci
reprezentowang przez dang liczbe. Jest to poprawne, gdyz z algorytmu dzielenia z reszta wiemy, ze liczby 0,...,m—1
wyczerpuja wszystkie klasy rownowaznosci (por. tez .

Zauwazmy, ze relacja przystawania modulo jest zgodna z dzialaniami dodawania i mnozenia, co umozliwi w dalszej
czesci wyktadu wprowadzenie poprawnych dziatan w zbiorze Z,, — dokladniej, prawdziwe sa nastepujace wtasnosci,
ktorych dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Wlasnosé 1.4.3 (podstawowe wlasnosci kongruencji). Niech m € N oraz k, 1, k', l' € Z bedq takie, ze k = k' (mod m)
il =1 (mod m). Wtedy:

(1) k+1=Fk +1 (mod m),
(2) kl = K'l' (mod m).
7 powyzszej wlasnosci otrzymujemy natychmiastowy wniosek.
Whiosek 1.4.4. Jesli [ jest wielomianem o wspotczynnikach caikowityci@ oraz mamy dane takie a,b € Z,m € N,

ze a =b(mod m), to f(a) = f(b) (mod m).

Dowdd. Zapiszmy f w postaci: f(x) = 3. ¢;a?, gdzie ¢; € Z. Jedli a = b (mod m), to dla kazdego i € {0,...,n}

=0
mamy, ze ‘ ' ‘ ‘
a' =b" (mod m) oraz c;a' = ¢;b' (mod m).
Dodajac te kongruencje stronami przy zastosowaniu [I.4.3] otrzymujemy zadana wlasnosc. O

HEdouard Lucas: matematyk francuski 1842-1891, Derrick Henry Lehmer: matematyk amerykariski, 1905-1991.

2Liczby Mersenne’a: liczby postaci 2P — 1, gdzie p jest liczba pierwsza, nazwane tak na cze$¢ matematyka francuskiego Marina
Mersenne’a, autora pierwszej tablicy liczb pierwszych tego typu (niestety zawierajaca bledy) — Marin Mersenne: matematyk, filozof
i teolog francuski, (1588-1648).

3Bazujemy tu na wiedzy Czytelnika wyniesionej ze szkoly, formalne pojecie wielomianu zostanie okreslone w kolejnej czesci wyktadu.
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Kolejny zestaw wtasnosci relacji podzielnosci i kongruencji znajdzie zastosowanie wielokrotnie w dalszych rozwa-
zaniach, w tym przy rozwiazywaniu uktadéw réwnarni kongruencyjnych. Wtasnosci te tatwo wynikaja z zastosowania
zasadniczego twierdzenia arytmetyki lub tozsamosci Bézouta

Wtlasno$é 1.4.5 (wlasnosci kongruencji).
(1) Jesli k,l € Z, m € Z* sq takie, zZe m|kl oraz m i k sq wzglednie pierwsze, to mll.
(2) Jesli a,m € N, k,l € Z, to ak = al (mod am) <= k =1 (mod m).
(3) Jeslim €N, a,k,l € Z sq takie, ze NWD(a,m) = d i ak = al (mod m), to k =1 (mod 7).

(4) Jesli ay,...,ar € Z oraz liczba k € Z jest wzglednie pierwsza z a; dlai =1,...,r, to k jest wzglednie pierwsza
z iloczynem aq - ...+ .

(5) Jesli liczby my, ..., m, € Z* sq parami wzglednie pierwsze oraz k € 7 jest taka, ze m;|k dla kazdegoi =1,...,r,
tomy ... -mglk.

Dowdd. Dla dowodu (1) wystarczy zauwazy¢, ze wobec wzglednej pierwszosci m i k istnieja takie s, t € Z dla ktorych
zachodzi rownosé: sm-+tk = 1 — mnozac t¢ rownosé obustronnie przez [ i wykorzystujac zatozenie m|kl otrzymujemy
teze. Dowod (2) sprowadza sie do zapisania definicji obu kongruencji i skorzystania z faktu, ze a # 0, zas (3)
otrzymujemy natychmiast z (1), gdy zauwazymy, ze zalozenie oznacza |5 (k — 1) za$ 7 i § sa wzglednie pierwsze.

Dowdd (4) mozna przeprowadzi¢ nie wprost: gdyby liczba k miata wspélny z a; - ... - a, dzielnik wiekszy od 1,
to istniatby dla nich wspélny dzielnik bedacy liczbg pierwsza, co w polaczeniu z prowadzitoby do sprzecznosci.
Dowod wlasnosei (5), indukeyjny wzgledem r, pozostawiamy Czytelnikowi. O

Przejdziemy teraz do rozwazania réwnan oraz ukladéw réwnan kongruencyjnych. Latwo, rozpisujac wprost de-

finicje przystawania modulo sprawdzié¢, ze rownanie postaci ax = b (mod m) posiada rozwiazanie catkowite wtedy
i tylko wtedy, gdy NWD(a, m)|b. Rozwiniemy nieco te obserwacja w ponizszej wlasnosci.
Wtasnosé 1.4.6 (rozwiazanie kongruencji liniowej). Niech a, b € Z, m € N i potézmy d = NWD(a, m). Kongruencja
ax = b (mod m) ma rozwigzanie catkowite wtedy i tylko wtedy, gdy d|b. Dodatkowo, jesli d|b, to kongruencja ax =
b (mod m) ma doktadnie d niekongruentnych rozwiqzar catkowitych x; = xo + %i,i = 0,1,...,d — 1, gdzie xq jest
dowolnie wybranym, ustalonym rozwigzaniem.

Dowdd. Zauwazmy, ze istnienie rozwigzania naszej kongruencji jest réwnowazne temu, ze istnieje x € Z takie, ze
m|ax — b co z kolei jest rownowazne stwierdzeniu, iz istnieje y € Z takie, ze ax —b = my czyli ax —my = b. Rownanie
to ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy d|b, co jest konsekwencja twierdzenia [1.2.10]

Jesli teraz para (xo,yo) jest szczegdlnym rozwiazaniem réwnania ax — b = my, to korzystajac ponownie z twier-
dzenia [1.2.10] otrzymujemy, ze kazde inne rozwiazanie spelia warunki

:vzx()(mod %), yzyo(mod%).

Zauwazmy, ze liczby

m (d—1)m

o, $0+E,...7xO+T
sa niekongruentne modulo m. Istotnie, jesli zg + %m = x0 + ij (mod m) dla pewnych 4,5 € {0,. ced — 1}, to
i = j (mod d), co oznacza, ze i = j i dostajemy sprzecznos¢. W konsekwencji kazda z liczb zo + “* dla i € N
przystaje do jednej z liczb g + %% dla i € {0,...,d — 1}, co konczy dowod naszego twierdzenia. O

W zastosowaniach czesto istnieje koniecznosé rozwigzywania uktadéw kongruencji liniowych postaci
urx = v (mod my), ugx = vy (mod my), ..., upx = v, (mod my,),

gdzie u;,v; € Z,m; € N dla¢ = 1,...,n, sa ustalone, za§ x jest poszukiwang liczba. Jest jasne, ze warunkiem
koniecznym istnienia rozwiagzania jest istnienie rozwiazania kazdej z kongruencji wchodzacej w sktad uktadu. Jest
to réwnowazne koniunkcji warunkow NWD(u;, m;)|v; dla ¢ = 1,2,...,n. Oznacza to, ze bez straty dla ogdlnosci
mozemy zalozyé, ze nasz uktad ma postaé

x =aj (mod mq), x = ag (mod mya), ..., x = a, (mod my,).

Mozemy sformutowaé nastepujace ogolne, kluczowe twierdzenie.
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Twierdzenie 1.4.7 (chinskie o resztach, TCR, wersja ogolna). Dla ustalonych uktadow liczb mq,...,m, € N oraz
ai,...,0n € Z uktad kongruency
r = a1 (mod my), x = az (mod mya), ..., £ = a, (mod my,)

ma rozwigzanie catkowite x wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnych i,j € {1,...,n},i # j, spetniony jest warunek
NWD(mZ,mJ)|(al — aj).

Ponadto, jesli rozwigzanie powyzszego uktadu kongruencji istnieje, to jest ono jedyne modulo NWW (my, ..., my,).

Dowdd. Na poczatek wykazemy, ze sformutowany warunek jest konieczny. Zakladamy zatem, ze istnieje takie x,
ktore jest rozwiazaniem naszego wyjsciowego uktadu kongruencji. Niech i,5 € {1,...,n},i # j, i rozwazmy kongru-
encje

zo = a; (mod m;), o = a; (mod m;).

7 pierwszej kongruencji dostajemy, ze zo = a; + m;y dla pewnego yo € Z. Wstawiajagc wyznaczong wartos$é¢ xg do
drugiej kongruencji otrzymujemy kongruencje

miyo = aj — a; (mod mj).

Kongruencja ta ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(m;, m;)|(a; — a;). Jesli ten warunek jest spelniony,
to yo jest wyznaczony jednoznacznie modulo mj/ NWD(m;, m;), za$ xo jest wyznaczony jednoznacznie modulo

mimj/ NWD(ml, m]') == NWW(mZ, mj).

Poniewaz wlasnos¢ ta musi zachodzi¢ dla dowolnych i,5 € {1,...,n},i # j, wiec otrzymujemy koniecznosé
naszego warunku.

Wykazemy teraz, ze warunek NWD(m;, m;)|(a; — a;) dlai,j € {1,...,n},i # j, jest rowniez wystarczajacy. Bez
straty ogodlnosci mozemy zalozy¢, ze NWD(m;, m;) > 1 dla dowolnych 4,5 € {1,...,n}.

Rozwazmy dwie pierwsze kongruencje naszego uktadu, tj.

x =aj (mod my), =z = ag (mod mg)

1 przypusémy, ze
x = a (mod NWW (mq,ms))

jest rozwigzaniem. Naszym celem jest wykazanie, ze dla ¢ = 3,...,n spelniony jest warunek
NWD(m;, NWW (m1, m2))|(a; — a).

Dla wygody obliczeri wprowadzmy oznaczenie d; := NWD(m;, NWW (m1,mz)). Niech p € P bedzie liczba pierwsza
dzielaca d;, za$ « bedzie takie, ze p*|d;. Ponadto przez ; oznaczmy wykladnik liczby pierwszej p w rozktadzie liczby
m; na czynniki pierwsze dla j = 1,...,i. Wiemy, ze wykladnik p w rozktadzie NWW (m1, ms) wynosi max{/, 52}
W konsekwencji dostajemy, ze

a = min{f;, max{f, fo}} = max{min{ 3, 5;}, min{ B, 5;} }.

7 zalozenia widzimy, ze
pindBuBi (g — q;),  p@MB2B (ay — ).

Poniewaz p°*|(aj, — a) oraz aj, — a; = (a, — a) + (a — a;) dla k = 1,2, otrzymujemy
pmin{/ﬂ’lﬂi}’(ai —a), pmin{/ﬂ’mﬁi}’(ai —a),

i w konsekwencji p®|(a; — a). Poniewaz p® bylo dowolna potega liczby pierwszej dzielacej d;, wiec musi by¢
di = NWD(mi,NWW(ml, mg))](az — CL).

Zauwazmy teraz, ze nasze rozumowanie pokazuje, biorac ¢ = 1 lub ¢ = 2, ze uklad dwoch pierwszych kongruencji
ma rozwigzanie dokladnie wtedy, gdy spelnione jest nasze zalozenie. Daje to teze dla n = 2. Innymi stowy, przy
zatozeniu NWD(m1, ma)|a; — ag, uktad kongruencji

x =aj (mod my), x = as (mod my)
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jest rownowazny kongruencji

z = a (mod NWW(mq,ms)).

i posiada rozwiazanie. Rzecz jasna, rozwiazanie jest wyznaczone jednoznacznie modulo NWW (mq,my). Doda-
jac kongruencje x = agz (mod mg) i powtarzajac rozumowanie otrzymamy rozwiazanie ukladu kongruencji x =
a; (mod m;),i = 1,2, 3, ktore jest jednoznaczne modulo

NWW(m3, NWW(ml, mg)) = NWW(ml, ma, m:g).
Kontynuujac w ten sposéb, po n — 1 krokach, otrzymamy teze naszego twierdzenia. O

Powyzsze twierdzenie daje nam warunek konieczny i wystarczajacy istnienia rozwigzania ukladu kongruencji
liniowych. Warto jednak zanotowa¢ i udowodni¢ inng metoda szczegolna wersje twierdzenia [I.4.7, gdy moduly
mi, ..., my sa parami wzglednie pierwsze. Dowod (niezalezny od twierdzenia ogolnego) przeprowadzony ponizej wart
jest uwagi, gdyz daje, w polaczeniu z rozszerzonym algorytmem Euklidesa, mozliwo§é algorytmicznego rozwigzywania
uktadéw spetniajacych zatozenia szczegolnej wersji TCR.

Twierdzenie 1.4.8 (chinskie o resztach, TCR, wersja szczegolna). Niech my,...,m, € N bedq uktadem liczb parami
wzglednie pierwszych, ay,...,an € Z. Wtedy:

(1) istnieje x € Z takie, ze x = a; (mod m;) dla kazdego i =1,...,n.
(2) jesli x1, xo spetniajg (1), to x1 = xo (mod M), gdzie M = mq - ... my,.
Dowdd. By wykazaé¢ (1) podamy konstrukcje rozwiazania . Niech s; := mﬂl Wtedy s; jest iloczynem liczb m; dla
J # i wobec tego jest iloczynem liczb wzglednie pierwszych z m;. Z|1.4.5(4) wynika, ze rowniez liczby m; i s; sa
wzglednie pierwsze. Wobec tego istnieja uq, ..., up,v1, ..., v, € Z takie, ze
wum; +v;s;, =1 dla i=1,...,r.

Okreslmy teraz x := a1 (v1s1) +. ..+ an(vnsn). Wykazemy, ze tak dobrane x spetnia kongruencje = = a; (mod m;)
dlai=1,...,n.
Ustalmy ig € {1,...,n}. Wtedy

T — @i, = a1(v151) + ... + @iy (VigSip — 1) + ... + an(vpsp).

Mamy jednak mi,|ui,mi, =  — vi,si,. Ponadto s; dla ¢ # iy sa podzielne przez m;, czyli x = a;,(mod m;,), czego
oczekiwalismy:.

Niech teraz ' spelnia rowniez te kongruencje, to oznacza, ze =’ — x jest podzielne przez kazde m;. Wobec tego
z[L.4.5(5) wynika, ze 2’ — z jest podzielne przez iloczyn my - ... -m, i mamy teze. O

Jak wspomnielismy, zaleta powyzszego dowodu jest jego algorytmiczny charakter, gdyz kazdy uktad kongruen-
cji rozwazanej postaci o modutach wzglednie pierwszych moze by¢ rozwiazany w przedstawiony sposéb. Jednakze,
mankamentem tej metody jest liczba i wielko$é obliczen, ktore trzeba przeprowadzi¢ by otrzymaé poszukiwane roz-
wiazanie. Dlatego tez w przypadku malych uktadéw stosuje sie¢ metode eliminacji kongruencji, podobna do metody
Gaussa eliminacji zmiennych, ktoéra wykorzystuje sie przy rozwiazywaniu uktadéw réwnan liniowych. By podaé
przyktad zastosowania tej metody rozwazmy uktad kongruencji

x =2 (mod 3)
z =3 (mod 5)
x=1(mod 7)

7 pierwszej kongruencji dostajemy, ze = 3a+ 2 dla pewnego a € Z. Wstawiajac tak wyznaczona wartos¢ do drugiej
kongruencji otrzymujemy 3a + 2 = 3 (mod 5) lub rownowaznie 3a = 1 (mod 5). Po przemnozeniu stronami przez 2
dostajemy, ze a = 2 (mod 5), co implikuje, ze a = 5b+ 2 1 z = 3(5b + 2) 4+ 2 = 15b + 8 dla pewnego b € Z. Pozostaje
nam zatem kongruencja 15b + 8 = 1 (mod 7) lub réwnowaznie, po redukcji modulo 7, b = 0 (mod 7). Ostatecznie
b= T7citym samym x = 105b 4 8, co oznacza, ze najmniejszym dodatnim rozwiazaniem naszego uktadu jest x = 8.

Przedstawione podejscie moze byé zastosowane rowniez do uktadéw kongruencji, ktérych moduty nie sa parami
wzglednie pierwsze. Jesli rozwazany uktad ma rozwiazanie (co oznacza, ze warunek konieczny i wystarczajacy przed-
stawiony w sformutowaniu twierdzenia zachodzi), to znajdziemy je eliminujac kongruencje jedna po drugie;j.
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Alternatywna metoda polega na sprowadzeniu rozwazanego uktadu do sytuacji, gdy moduty sa parami wzglednie
pierwsze. Przykladowo, rozwazmy uktad kongruencji

x =7 (mod 8)
x =9 (mod 10)
x = 14 (mod 15)

Uktad ten jest rownowazny nastepujacym

x =7 (mod 8)

z =9 (mod 2) x =7 (mod 8)
x =9 (mod 5) = ¢ x =4 (mod 5)
x = 14 (mod 3) x =2 (mod 3)
[z = 14 (mod 5)

Moduty ostatniego uktadu sa parami wzglednie pierwsze i oczywidcie caly uktad ma rozwiazanie (co moze by¢ réwniez
potwierdzone przy zastosowaniu twierdzenia [1.4.7)).

1.5 Funkcja Eulera, jej wlasnosci i zastosowania

W tym podrozdziale zapoznamy sie z najwazniejsza dla dalszych zastosowan (w szczegdlnosci w teorii grup oraz
w wykorzystaniu dalej m.in. w teorii cial i teorii Galois) funkcja arytmetyczna@. Funkcje te mozna definiowaé na
rézne sposoby, ale postawimy tu standardows, definicje teorioliczbowa.

Definicja 1.5.1 (funkcja Eulera). Niech ¢ : N — N bedzie funkcja przypisujaca liczbie n liczbe liczb k € {1,...n}
wzglednie pierwszych z n, tzn.
on)=#{ke{l,...,n}: NWD(k,n) = 1}.

Funkcje ¢ nazywamy funkcja Eulera.
Wtasnosé 1.5.2 (podstawowe wlasnosci funkeji Eulera). Funkcja ¢ ma nastepujgce wtasnosci:
(1) (1) = 1, (NWD(1,1) = 1),

(2) Niech p — liczba pierwsza. Wtedy: ¢(p) =p—1=p(1l — %)

(3) Niech p — liczba pierwsza, k € N. Wtedy o(p*) = p* — p*F~1 = pF(1 — %), gdyz mamy p*~1 liczb catkowitych
takich, ze 1 < 1 < p*, ktdre sq podzielne przez p, a to jedyne interesujgce nas liczby, ktére nie sqg wzglednie
plerwsze z p.

Przypomnijmy, ze funkcje arytmetyczna f : N — C nazywamy multiplikatywna wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnych wzglednie pierwszych m,n € N spelniona jest rownosé¢ f(mn) = f(m)f(n). Udowodnimy teraz, ze funkcja
© Eulera jest multiplikatywna.

Twierdzenie 1.5.3 (multiplikatywnos¢ funkcji Eulera). Dla dowolnych wzglednie pierwszych liczb m,n € N zachodzi
réwnosé p(mn) = o(m)p(n).

Dowdd. Niech
I:={ke{l,...,m}: NWD(k,m)=1}, J:={le{l,...,n}: NWD(/,n) =1}

oraz

A:={se{l,...,m-n}: NWD(s,m -n)=1}.
Wtedy oczywiscie #(I x J) = @(m)p(n), zas #(A) = p(mn). Skonstruujemy bijekcje miedzy zbiorami I x J i A.

MFunkcja o dziedzinie N i wartogciach zespolonych.
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Zgodnie z twierdzeniem chiriskim o resztach dla dowolnej pary liczb (k,1) € I x J istnieje dokladnie jedna
liczba z; € {1,...,mn} spelniajaca warunki

21 = k (mod m)
2 =1 (mod n)

(jedynos$¢ wynika z zadania, aby z; € {1,...,mn}). Liczba ta jest wzglednie pierwsza z liczba m (bo k byla) oraz
z liczba n (bo [ byta) stad jest wzglednie pierwsza z mn. Mamy wiec dobrze okreslone odwzorowanie:

@:IXJS(k,l)—)ZkJEA.
Wykazemy, ze ® jest injekcja. Niech bowiem zp; = zpy 1 na przyktad 1 < k < ¥ < m. Wtedy m|(zr; — k)
i m|(zx; — k'), skad m|(k’ — k), co prowadzi do sprzecznosci.

By dokoriczyé¢ dowdd wykazemy, ze ® jest surjekcja. Jesli z € A, to z = ®(k,l) gdzie k := 2z (mod m) oraz
l := z (mod n). Latwo sprawdzi¢, ze (k,1) € I x.J. Wobec tego p(m)p(n) = #(I)-#(J) = #(I xJ) = #(A) = p(mn)
i dostajemy teze. ]

Whiosek 1.5.4. Jeslin € N, to p(n) =n][[(1 — 1/p), gdzie iloczyn bierzemy po liczbach pierwszych dzielgcych n.
pln

Dowdd. Jedlin = plfl Co -p,’f”, gdzie p1,...,p, to parami rézne liczby pierwsze oraz ki, ...,k > 0, to
1 1 . 1
_ k1 kry — k1 k _
pn)=pPi') ...-op, ) =p 1- )-...-pr<1 ) n”(l )
( ) ( 1 ) ( T ) 1 < I r Dr 41 Di

O

Udowodnimy teraz wtasnosé¢ funkcji Eulera, ktéra zostanie wykorzystana w ostatniej czesci wyktadu przy badaniu
wtasnosci grupy multiplikatywnej ciala skoriczonego.

Wtasnosé 1.5.5. Dia kazdego n € N prawdziwa jest réwnosé Y ¢(d) = n, gdzie sumujemy po wszystkich dodatnich
din
dzielnikach n.

Dowdd. Zauwazmy, ze jesli k € {1,...,n}, to NWD(n, k) = n/d dla pewnego dzielnika d liczby n. Jezeli teraz:
ng:=#{k € N: k <n,NWD(n, k) =n/d},

to n = > ng. Niech teraz liczba k € {1,...,n} bedzie taka, ze NWD(n,k) = n/d = 1. Wtedy k = Im dla pewnego
dn

m < d oraz z rownosci NWD(n, k) = [ otrzymujemy NWD(m,d) = [. Oznacza to, ze czyli liczby k € {1,...,n}

speliajace warunek NWD(n, k) = [ sa postaci im, gdzie m € {1,...,d} oraz NWD(m,d) = 1. Otrzymujemy stad

rownosé ng = ¢(d). Laczac oba te fakty otrzymujemy teze. O

1.6 Male twierdzenie Fermata, twierdzenie Eulera oraz twierdzenie Wilsona

W tym podrozdziale przedstawimy trzy podstawowe twierdzenia elementarnej teorii liczb: mate twierdzenie Fermata,
twierdzenie Eulera i twierdzenie Wilsona. Zaczniemy od sformulowania tzw. ,Malego Twierdzenia Fermata”, ktore
z praktycznych wzgledéw wyprowadzimy jednak z ogdlniejszego twierdzenia Eulera.

Twierdzenie 1.6.1 (Matle twierdzenie Fermata (MTF)). Niechp € P i k € Z.
(1) Jesli NWD(k,p) =1, to kP~ =1 (mod p).
(2) Jesli NWD(k,p) = p, to kP = k (mod p).

Male Twierdzenie Fermata sformutowane zostalo w korespondencji z innym znanym siedemnastowiecznym ma-
tematykiem francuskim: Bernardem Frénicle de Bessy. Korespondencja tych dwoch uczonych byta inspiracja do
wielu zaskakujacych odkryé, by jako przyklad podaé¢ choéby nietypowa wlasnosé liczby 1729, ktora jest najmniej-
sza liczba naturalna, jaka mozna przedstawi¢ na dwa rézne sposoby w postaci sumy dwoch szeSciandéw. W swoim
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liscie do de Bessy’ego z roku 1640 Fermat formuluje nizej omoéwione twierdzenie, z charakterystycznym dla siebie
komentarzem: ,de quoi je vous envoierois la démonstration, si je n’appreéhendois d’étre trop long”, czyli w wolnym
ttumaczeniu: ,ktorej to wlasnosci dowdd bym Ci przestal, gdyby nie byl on tak dlugi”. Komentarz ten na szczescie,
w przeciwienistwie do analogicznego dotyczacego Wielkiego Twierdzenia Fermata, nie znalazl potwierdzenia. Okoto
100 lat pdzniej, Euler w pracy z roku 1736 zatytutowanej Theorematum Quorundam ad Numeros Primos Spectantium
Demonstratio przedstawit dowod MTF (warto jednak wspomnie¢, ze pozZniej okazalo sie, ze mniej wiecej w tym samym
czasie, niezaleznie twierdzenie to udowodnit tez Leibniz, o czym Euler nie mial jednak mozliwosci wiedzie¢). Dzis
istnieje niezliczona ilos¢ dowodéw twierdzenia MTF, w ktérych wykorzystuje sie narzedzia z bardzo réznorodnych
dziedzin matematyki.

W tej chwili wykorzystamy fakt, ze dzi§ mozemy na niego patrzeé¢ jak na wniosek z ogdlniejszego twierdzenia
Eulera. Zanim sformultujemy to twierdzenie bedzie nam potrzeba jeszcze jedna definicja.

Definicja 1.6.2 (uktad reszt). Niech m € N bedzie ustalone. Ukladem reszt modulo m nazywamy dowolny m
elementowy zbior U C Z o tej whasnosci, ze dla dowolnego i € {0, ..., m — 1} istnieje dokladnie jeden element u € U,
ze 1 = u (mod m).

Przyktadowo, zbior {—2,0, 1,7} jest uktadem reszt modulo 4.

Definicja 1.6.3 (zredukowany uktad reszt). Niech m € N bedzie ustalone. Zredukowanym uktadem reszt modulo m
nazywamy dowolny ¢(m) elementowy zbior U C Z o tej wlasnosci, ze dla dowolnego i € {1,...,m}, NWD(i,m) = 1,
istnieje doktadnie jeden element u € U, ze ¢ = u (mod m).

Przyktadowo, zbior {—3, -2, 1,9} jest zredukowanym uktadem reszt modulo 5
Jestesmy gotowi by sformutowaé¢ i udowodnié nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.6.4 (Twierdzenie Eulera). Jeslim € N, k € Z oraz NWD(k,m) = 1, to k%™ =1 (mod m).

Dowdd. Niech U, := {aq,..., Ayp(m } bedzie zredukowanym uktadem reszt modulo m. Zauwazmy, ze zbioér kU,,
{kay, ... kag(m } réwniez jest zredukowanym uktadem reszt modulo m, co jest konsekwencja wzglednej pierwszosci
liczb k i m. Oznacza to, ze zachodzg zwiazki

3
3

) o(m) w(m
a; = (ka;) = = felm H a; (mod m)

o(

I
—_
<.
I
—

i

®(m)
Poniewaz NWD (m, I ai> =1 (por.|1.4.5(4)), wiec mozemy podzieli¢ skrajne strony powyzszej kongruencji przez

i=1
p(m)
[] a; otrzymujac w efekcie
i=1

k(™) =1 (mod m).

Na koniec zauwazmy, ze jesli m = p jest liczba pierwsza jak w sformutowaniu twierdzenia Fermata, to dostajemy
doktadnie teze tego twierdzenia, gdyz ¢(p) = p — 1. O

Nasze wstepne rozwazania teorio-liczbowe zakoniczymy nastepujacym twierdzeniem, sformutowanym przez Johna
Wilsonalﬂ (wg Meditationes Algebraicae opublikowanego przez mentora Johna Wilsona Edwarda Waringa w 1770
roku mimo, iz zaden z nich nie potrafit wéwczas udowodnié prezentowanej wlasnosci — dowdd zamieszczony zostal
dopiero w trzeciej edycji tekstu, faktycznie twierdzenie znane bylo znacznie wczesniej), zas§ udowodnionym przez
Lagrange’a w traktacie z tego samego roku.

Twierdzenie 1.6.5 (twierdzenie Wilsona). Liczban € N jest pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy (n—1)! = —1 (mod n).

Dowadd. Jeslin = 2 lub n = 3, to teza zachodzi. Zalézmy zatem, ze n > 4. Jesli n jest liczba zlozona, to jej wszystkie
dzielniki znajduja sie w zbiorze A = {1,2,...,n—1}. Rzecz jasna NWD((n —1)!,n) > 1, co oznacza, ze kongruencja
(n —1)! = —1 (mod n) jest niemozliwa. Jesli n jest liczba pierwsza, to zadna z liczb i € A nie jest dzielnikiem n.
Oznacza to, ze NWD(i,n) = 1 dla i € A. W konsekwencji, dla dowolnego i € A istnieje dokladnie jedna liczba
a; € A, dla ktérej ia; = 1 (mod n) (por. [L.4.6). Ponadto i = a; wtedy i tylko wtedy, gdy i = 1 lub i =n —1 (bo

15 John Wilson: matematyk angielski, 1741-1793, najbardziej znany wtasnie ze sformulowania omawianego twierdzenia.
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n jest liczba pierwsza). Oznacza to, ze pomijajac liczby ¢ = 1 oraz ¢ = n — 1, zbior {2,
w pary réznych elementéw o iloczynie réwnym 1, co prowadzi nas do kongruencji

2:3-...-(n—2) =1 (mod n).
Mnozac powyzszg kongruencje stronami przez n — 1 otrzymujemy
(n—1)!=n—-1= -1 (mod n),

co daje druga czesé tezy i konczy dowdd.

1.7 Zadania

20

...,n — 2} mozna ustawi¢

1. Obliczy¢ NWD(112,341), NWD(331,214), NWD(75,14) i wyznaczy¢ liczbe krokow w algorytmie Euklidesa

konieczng do obliczenia wskazanych liczb.

2. Dla przedstawionych ponizej par liczb a, b znalez¢ d = (a, b), a nastepnie znalez¢é liczby catkowite x, y takie, ze

ax + by = d, gdzie:

(a) a =32, b= 20,
(b) @ =55, b= 14,
(c) a=35,b=24,
(d) a =101, b =19

3. Scharakteryzowaé wszystkie catkowite rozwigzania liniowych réwnan diofantycznych:

(a) 127z + 13y =1,

(b) 288z + 158y = 2,

(¢) 1192 — 28y =7,

(d) 10z — 45y = 15.

4. Udowodnié¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 mamy (n? +n+1,n* +1) = 1.

5. Udowodni¢, ze NWD(a™ — 1,a" — 1) = aNWP™n) _ 1 gdzie a € N.

6. Niech a € 2N,. Dowies¢, ze NWD(a?" + 1,a®" + 1) = 1 dla m # n. Wykorzystaé¢ ten fakt do dowodu, ze

istnieje nieskoriczenie wiele liczb pierwszych.

7. Dowiesé, ze istnieja dowolnie dlugie ciagi kolejnych liczb naturalnych, ktérych wyrazy sa liczbami ztozonymi.

8. Rozwiazaé¢ (lub pokazaé, ze nie jest to mozliwe) nastepujace uktady kongruencji:
z =11 (mod 14)
(a) ¢ =13 (mod 20)
x = 8 (mod 11)
2z =1 (mod 11)
(b) 62 = 2 (mod 5) ,

3z =4 (mod 7)
z =1 (mod 10)
(c) ¢ x=3(mod 12)
x =6 (mod 15)

9. Znalez¢ niekongruentne rozwiazania kongruencji liniowych:

(a) 5z =7 (mod 8),
(b) 152 = 40 (mod 25),
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

(¢) 13z = 14 (mod 15).

Obliczyé¢:
4% (mod 15), 712%0 (mod 15), 252%%Y (mod 18).

Dowiesé, ze jesli n jest liczba zlozona, to istnieje dzielnik d liczby n taki, ze 1 < d < /n.
Ktore z ponizszych zdan jest prawdziwe (uzasadni¢ swoja odpowiedz)?
(a) Jesli NWD(a,b) =11 NWD(b,c) =1, to NWD(a,c) = 1.
(b) Jesli NWD(a,b) =21 NWD(b,c) =2, to NWD(a,c) = 2.
(c) Jesli NWD(a,b) =d, to NWD(a + b,a — b) = d.
(d) NWD(a,a — b) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(a,b) = 1.
Wykazaé, ze jesli p, g sa dwoma kolejnymi nieparzystymi liczbami pierwszymi, to liczba p 4+ ¢ ma co najmniej
trzy dzielniki pierwsze (liczone z krotnosciami).

Wykazaé, ze jesli dlan € Ny i p € P spetniona jest nier6wnosé %‘H <p<mn,to

()

Scharakteryzowaé¢ naturalne rozwigzania kongruencji

n

Hi = 0 (mod Zz)
i=1

i=1



Rozdzial 2

Dzialania 1 ich wlasnosci

Zanim zaczniemy omawiaé podstawowe struktury algebraiczne wprowadzimy pojecie dziatania oraz uporzadkujemy
wtasnosci dziatan, jakie mozemy okresli¢ na wzoér znanych dziatan liczbowych.

Definicja 2.0.1 (dzialanie). Niech X bedzie zbiorem niepustym, zas X x X = {(z,y) : =z € X,y € X} iloczynem
kartezjanskim tego zbioru przez siebie. Kazde odwzorowanie przypisujace parze elementow z X (czyli elementowi
z X x X) element z X:

*: XX X3 (z,y)—»xrxy € X,

nazywamy dzialaniem na zbiorze X. (ED

Przyktad 2.0.2.
(1) Odwzorowanie QxQ > (z,y) — z-y € Q jest dziataniem na zbiorze liczb wymiernych (iloczyn liczb wymiernych
jest liczba wymierna).

(2) Odwzorowanie Nx N 3 (z,y) — x —y € Z NIE jest dzialaniem na zbiorze N gdyz moze parze liczb naturalnych
przypisaé liczbe ujemna.

Definicja 2.0.3 (rodzaje dziatan). Niech x : X x X 3 (z,y) — z *y € X bedzie dzialaniem na zbiorze X.

(1) Dziatanie x nazywamy lacznym, gdy V x,y,2 € X : (zxy)x 2z =z * (y * 2).
(2) Dziatanie x nazywamy przemiennym, gdy V z,y € X : xxy =y *x.

(3) Element e € X nazywamy elementem neutralnym dzialania x , gdy V2o € X : zxe=exx = z. @
(1)

Jedli dla dziatania % istnieje element neutralny e, to dla dowolnego x € X element T nazywamy elementem
symetrycznym (elementem odwrotnym) do elementu x wzgledem dzialania x, jesi x xT =T xx = e. @

(5) Jesli na zbiorze X zadane sa dwa dzialania: * oraz e, to dzialanie e nazywamy rozdzielnym wzgledem
dzialania %, gdy:

VayzeX: (zxy)oz=(roez)x(yez) i zo(zxy)=(z0x)x(z0y).

2.1 Podstawowe przyklady dzialan

I. Kanoniczne przyktady liczbowe

(1) Dziatania dodawania wprowadzone na zbiorach N, Z, Q, R, C.

(2) Dziatania mnozenia wprowadzone na zbiorach Q*, R*, (C*F_f]

LCzasem fakt, ze para punktow z X przechodzi na punkt z X nazywa sie wewnetrznoscig dzialania.

2Uwaga: element neutralny nie zawsze musi istnie¢, np. w N nie istnieje element neutralny dodawania.

3Uwaga: element symetryczny moze dla pewnych elementéw istnieé, dla innych nie np. w zbiorze Z z dzialaniem mnozenia dla 1
element symetryczny istnieje, ale nie istnieje np. dla 2.

4Wskazane dzialania mozna oczywiscie wprowadzaé takze na innych zbiorach liczbowych (np. mnozenie mozemy okresli¢ na zbiorze
liczb calkowitych) — prezentujemy tu jednak umownie ,kanonicznie” rozumiane dzialania, ktore posiadaja we wskazanych zbiorach szereg
podstawowych wtasnosci.

22
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I1. Dzialania w zbiorach macierzy

Bardzo waznym typem dziatania jest dzialanie mnozenia na odpowiednio dobranych zbiorach macierzy. Najczesciej
pracowaé bedziemy z macierzami o wartosciach liczbowych (tzn. catkowitych, wymiernych, rzeczywistych lub zespo-
lonych), ale rozwaza¢ bedziemy tez macierze o wspotczynnikach pochodzacych np. z pierscieni reszt modulo liczba
naturalna n > 2.

Zbior wszystkim macierzy kwadratowych wymiaru n nad pewnym zbiorem liczbowym A bedziemy oznaczaé przez
M,,(A). Na zbiorze tym rozwaza¢ bedziemy domyslnie dziatanie dodawania macierzy.

Zbiér wszystkich macierzy nieosobliwyckﬂ wymiaru n nad pewnym zbiorem liczbowym A oznaczaé¢ bedziemy
GL,(A). W zbiorze tym rozwaza¢ bedziemy domyslnie dzialanie mnozenia macierzy.

III. Zbiory odwzorowan i dzialania na nich

Definicja 2.1.1 (permutacje zbioru). Jesli X jest zbiorem niepustym, zas f : X — X jest bijekcja zbioru X na
samego siebie, to odwzorowanie takie bedziemy nazywaé¢ permutacja zbioru X.

Zbior wszystkich permutacji zbioru X bedziemy oznaczaé przez S(X).
Szczegblnym przypadkiem permutacji sa permutacje zbioru skonczonego.

Definicja 2.1.2 (permutacje). Rozwazmy zbior n-elementowy: {1,2,...,n}. Kazda bijekcje tego zbioru na siebie
bedziemy nazywaé¢ permutacja zbioru {1,...,n} izwyczajowo oznaczaé¢ bedziemy takie odwzorowania przez litery
greckie, np. o.

Kazde z takich odwzorowan zapisywac¢ bedziemy dalej takze w ponizszej, wygodnej w praktyce formie:

_ 1 2 ... n
7= \o(1) 02 ... o(n))’
gdzie oznaczenie to mowi, ze nasze odwzorowanie o przeprowadza 1 na (1), 2 na ¢(2) itd. az do n na o(n).

Zbiér permutacji zbioru X bedziemy rozwazaé domyslnie z dziataniem skladania tzn. g x f := g o f. Czesto,
dla uproszczenia, zamiast méwié¢  sktadanie permutacji”’, bedziemy stosowaé nazewnictwo ,mnozenie permutacji”
i zamiast pisa¢ o o 7, napiszemy o - 7 lub po prostu o7.

Zbior wszystkich permutacji zbioru {1,...,n} bedziemy dalej oznaczaé¢ przez S,,.
2.1.0.1 Tabela dzialania na zbiorze

Czestym sposobem zapisu dziatania na zbiorze skoniczonym jest tabela tego dziatania — tak zwana tabliczka Cayleya.[]

Utézmy dla przykitadu tabele dzialania w zbiorze permutacji trzyelementowych.

1 2
Tabela dziatania skladania/mnozenia permutacji 3 elementowych S35 = {01,079, ...,06}, gdzie o1 = < 3),

1 2 3
oy = 1 2 3 oy = 1 2 3 oy = 1 2 3 o5 = 1 2 3 o = 1 2 3 . ma postac:
21 3 3 21 1 3 2 31 2 31

(o [orloz]os]oa]os]os]

01 || 01 | 02| 03|04 |05 | 06

[\

02 || 02 | 01 | 05 | O6 | 03 | 04

03 || 03 |06 | 01|05 | 04| 02

o4 || 04 | 05 | 06 | 01| 02 | O3

05 || 05 | 04 | 02 | 03 | 06 | 01

06 06 | 03 | 04 | O2 | 01 | O5

SPamietamy, ze macierz nieosobliwa to macierz o wyznaczniku réznym od zera.

5Taka notacja przyjela sie za klasycznym podrecznikiem H.Wielandta, Finite Permutation Groups, Academic Press, New York, 1964.

" Arthur Cayley: matematyk i prawnik angielski (1821-1895) znany m.in. z prac na temat teorii grup. Pochodzi od niego w szczegodlnosci
dowdd faktu, ze kazda grupa (zbior z dzialaniem lacznym, dla ktorego istnieje element neutralny i kazdy z elementoéw posiada symetryczny,

D moze by¢ traktowana jako ,cze$¢” (formalnie: podgrupa[3.1.11)) pewnej grupy permutacji (por. [3.2.13)).
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IV. Kongruencje i dzialania modulo

Na zbiorze Z,, (por.|1.4.2)) bedziemy wprowadza¢ dwa dzialania: dodawania i mnozenia.

Definicja 2.1.3.
(1) Dla [k]m, [l]m € Zy, definiujemy: [k]y, + [Um := [k + Um;
(2) Dla [kn], [l|m € Zy, definiujemy: [k]p, - [[|m = [k - lm.-

Gdy nie bedzie to prowadzito do nieporozumieri, poruszajac sie w Z,, bedziemy pisa¢ po prostu: k+1[1i k-l rozumiejac
przez 6w zapis odpowiednie dzialania modulo wykonywane na odpowiednich klasach. Zauwazmy, ze wprowadzone
dziatania sa poprawnie okreslone na podstawie [1.4.3

Zobaczmy wspomniane operacje na przyktadzie dzialania mnozenia w Zs:
3]s = [8]5, [2]s = [12]5 — gdy wymnozymy mamy: [3]5 - [2]5 = [6]5 = [1]5 i analogicznie [8]5 - [12]5 = [96]5 = [1]5.

(x) Tabela dziatania mnozenia modulo 5 w Z% = {1,2,3,4}

|

=W~
W | =N N
DO | | Wl w
DN QO ]| B~

2.2 Zadania

1. Sprawdzi¢, czy wprowadzone operacja w zbiorze X jest dziataniem. Jesli tak, to zbada¢ jego wtasnosci (prze-
miennos¢, tacznosé, istnienie elementu neutralnego, istnienie elementu odwrotnego do kazdego elementu zbioru):
(a) X=Rorazaob=3a+bdlaa,beR;
(b) X =R oraz a ob = max{a,b} dla a,b € R;
(¢c) X=Zorazaob=a+b—abdlaa,becZ;
(d)
(e)

(f) X:ZorazaAb:{

X — zbioér izometrii ptaszczyzny z dziataniem sktadania izometrii ptaszczyzny;
X — zbiér obrotéw plaszczyzny z dziataniem sktadania obrotéw plaszczyzny;

0, gdy a+ b jest liczba parzysta, .
] ] ] gdzie a,b € Z;
1, gdy a + b jest liczba nieparzysta,

0 1
(h) X = {(a +bvV2+cV3): (a,b,c) € Z3} 7 operacja dodawania (mnozenia) elementow;
(i) X = {(a+ b6+ cv/10 + d\/10) : (a,b,c,d) € Q*} z operacja dodawania (mnozenia) elementow;

(j) W ponizszych podpunktach przyjmujemy X = {f : R — (0, +00)}. Wykonaé¢ zadanie dla odpowiedniego
zbioru i wskazanego dzialania wykonywanego na funkcjach:

(g) X = {(1 a?) , gdzie x € Z} z dzialaniem mnozenia macierzy;

i. X z operacja dodawania (mnozenia);
ii. zbior Y :={f € X : f(0) > f(1)} z operacja dodawania (mnozenia);
iii. zbior Y :={f € X : f(0) = 1} z operacja dodawania (mnozenia);
iv. zbior Y := {f € X : f jest funkcja parzysta} z operacja dodawania (mnozenia);
v. zbior Y := {f € X : f jest funkcja nieparzysta} z operacja dodawania (mnozenia).



Rozdzial 3

Podstawy teorii grup

Korzeni teorii grup nalezy sie doszukiwaé bardzo gteboko w rozwoju relacji miedzy pojeciami klasycznej algebry, aryt-
metyki i geometrii — do powstania podstaw pojecia grupy doprowadzity w duzej mierze proby znalezienia wspélnego
opisu wlasnosci teorioliczbowych i geometrycznych. Te dwa elementy, wspierane bodZzcem poszukiwania rozwiazan
rownan wyzszych stopni, zostaly w koricu sprowadzone do wspdlnej plaszczyzny i utworzono zreby m.in. jezyka teorii
grup. Postep czyniony w badaniach geometrii nieeuklidesowych, dalej prace Gaussa, Eulera, Lagrange’aﬂi wielu in-
nych nad rozwiazalno$cia réwnan stopnia co najmniej 5 legly u podstaw badan Galoisﬂi Abelzﬂ Od czasu tych dwoch
matematykow cale pokolenia nastepcoéw podejmowaly idee przez nich zapoczatkowane rozwijajac teorie grup i cial —
by wspomnieé DedekindaEl7 Kroneckeraﬂ czy Jordanaﬁ. To oni wzbogacili wprowadzane wczesniej pojecia i stosowali
juz teorie grup w mniej lub bardziej znanej nam dzi§ formie. Konkretny wktad wiekszosci z nich poznamy w dalszym
ciggu wyktadu. W przeciagu wiekdéw pojecie grupy przeszto dluga ewolucje zanim nabrato wspotczesnego ksztattu,
a i dzi§ mozliwe sa dwa rézne podejscia do charakteryzacji struktury grupowej. Oprzemy sie na aksjomatycznym

pojeciu grupy/’]

3.1 Podstawowe definicje i przyklady
Pojecie grupy
Zanim wprowadzimy pojecie grupy zacznijmy od prostej obserwacji.

Uwaga 3.1.1. Rozwazmy dzialanie x na zbiorze X, ktore jest dzialaniem lacznym i posiada element neutralny.
Wtedy:

(1) element neutralny jest wyznaczony jednoznacznie,

(2) jesli dla elementu x € X istnieje element symetryczny, to jest on jedyny.

Dowdd. (1) Wystarczy zauwazy¢, ze jesli e € X oraz € € X sa elementami neutralnymi dla dzialania x, to € = éxe = e.

(2) Jesli z € X oraz & € X sa elementami symetrycznymi dla elementu z € G, to

T=Fxe=Tx(x*xZ)=(Txx)*T=e*xT =1T.

O]

! Joseph Louis Lagrange: matematyk i astronom wloskiego pochodzenia, pracujacy gtéwnie we Francji, (1736-1813).

2Evariste Galois: matematyk francuski, ,Mozart matematyki”, zginal majac zaledwie 21 lat, (1811-1832) pozostawiajac po sobie
ogromny wktad w rozwdj teorii grup i nowoczesnej teorii rownan algebraicznych.

5Niels Henrik Abel: matematyk norweski (1802-1829).

4Julius Wilhelm Richard Dedekind: matematyk niemiecki, (1831-1916).

®Leopold Kronecker: matematyk niemiecki (1823-1891).

®Marie Ennemond Camille Jordan: matematyk francuski, (1838-1922).

"Pojecie grupy, jeszcze nienazwane, wystapilo po raz pierwszy u Lagrange’a (grupa permutacji n elementow). W swoim Disquisitiones
Gauss wykorzystuje grupe addytywng i multiplikatywng reszt modulo m, bada tez grupy klas form kwadratowych. Dosé czesto autorstwo
terminu ,,grupa” przypisuje sie Galois, ktory uzyt w jednym ze swoich rekopisow okreslenia ,,groupe”, ale te sama nazwe zastosowal do tego,
co dzi$§ okredlamy jako warstwy grupy wzgledem podgrupy, mial wiec chyba bardziej na my$li po prostu ,zbiér” niz to co my rozumiemy
jako grupe, czyli zbior z dziataniem o konkretnych wlasnosciach. Z pewnoscia formalnym tworca pojecia grupy abstrakcyjnej jest Arthur
Cayley, ktory zdefiniowal je w 1854 roku w swoim pierwszym artykule o teorii grup opublikowanym w Philosophical Magazine. Do tego
czasu zajmowano sie jedynie grupami permutacji n elementéow. Dalej nalezy obecna forme pojecia grupy wiazaé z pracami Kroneckera,
Burnside’a, von Dycka i H.M. Webera.

25
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Definicja 3.1.2 (grupa). Niech G bedzie zbiorem niepustym, zas$
*:GxGE3(x,y) —rzxyeqG
dziataniem ([2.0.1)) na G dla ktorego:
(1) zachodzi tacznosé,
(2) istnieje element neutralny e € G,
(3) kazdy element x € G posiada element symetryczny T € G.

Wtedy pare (G, *) nazywamy grupa z dzialaniem x. Jesli nie bedzie to prowadzito do nieporozumien, bedziemy
czesto pisali po prostu grupa G zamiast grupa (G, *). W domysle jednak grupa jest zawsze zbiorem wraz z dzialaniemﬂ

Jesli dodatkowo dziatanie x jest przemienne, to grupe nazywamy przemienng lub abelowa.

Uwaga 3.1.3.
(1) Jesli od okreslonego na G dziatania wymagamy jedynie tacznosci, to pare (G, *) nazywamy polgrupa.

(2) Jesli (G, x) jest potgrupa i dodatkowo zakladamy, ze istnieje w G element neutralny dzialania x, to (G,x*)
nazywamy monoidem.

Potgrupy i monoidy, choé to struktury znacznie ubozsze od grup znajduja wiele konkretnych, praktycznych
zastosowarn, by wymienié¢ cho¢by teorie jezykow formalnych czy genetyke (por. np. [11]).

Definicja 3.1.4 (rzad grupy). O grupie G méwimy, ze jest skoniczona, gdy zbiér G jest skonczony. Wowczas liczbe
elementow G, czyli #G nazywamy rzedem grupy G i oznaczamy |G|.

Jesli zbior G jest nieskoniczony, to moéwimy, ze G jest grupa o rzedzie nieskoniczonym (lub grupa nieskon-
czong) i piszemy |G| = co.

Przyktad 3.1.5.
(1) Dlagrup: (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) mamy: element neutralny e = 0, element symetryczny = liczba przeciwna
do danej; sa to nieskonczone grupy abelowe.

(2) Dla grup: (Q*,-), (R*,-), (C*,-) mamy: element neutralny e = 1, element symetryczny = odwrotnosé¢ danej
liczby; sa to nieskoriczone grupy abelowe.

(3) Grupy reszt modulo:

(Z, ), gdzie [k]n +n [ln := [k + 5, jest to skoriczona grupa abelowa rzedu n;

(Z7, ), gdzie [k]n n [ln := [k - l]n, jest to skoriczona grupa (abelowa) rzedu (n — 1) wtedy i tylko wtedy, gdy
n € P — fakt ten proponujemy sprawdzi¢ w ramach ¢wiczenia.

(4) (U(Zy),n), gdzie U(Zy,) :={k € Z, : NWD(k,n) = 1} — grupa reszt modulo n liczb wzglednie pierwszych z n;
jest to skoriczona grupa abelowa rzedu ¢(n) (por. [1.5.1)).

(5) Grupy macierzy z dzialaniem dodawania macierzy: (M, (G),+) — grupa macierzy kwadratowych wymiaru n
o wspotezynnikach z G, gdzie G oznacza zazwyczaj grupy addytywne Z, Q, R lub C.

Jesli FF = Q,R,C lub Z, dla p € P, to (GL,,(F), -) oznacza grupe nieosobliwych macierzy kwadratowych wymiaru
n o wspotczynnikach z F', z dzialaniem mnozenia macierzy o wspotczynnikach z F'. W ten sposoéb budujemy wazne
przyktady grup nieprzemiennych (w tym w zaleznosci od mocy zbioru podktadowego zwykle nieskoniczonych).

(6) Grupy symetryczne (ogoélne grupy permutacji).

Dziatanie sktadania wprowadza na zbiorze S(X), gdzie X — zbiér niepusty, strukture grupy. Grupa (S(X),o)
bywa nazywana grupg symetryczna.

Dla X :={1,...,n} grupe (Sp, o) nazywamy grupa permutacji n-elementowych. Rzad tej grupy to n!. Latwo
wykazaé, ze grupa ta jest grupa nieprzemienng wtedy i tylko wtedy, gdy liczba elementéw w zbiorze X jest wicksza
niz 2.

8Pamietajmy, ze na jednym zbiorze mozemy wprowadzié czesto kilka réznych dziatan, ktére zadadza na nim strukture grupy.
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Ponownie, w zaleznosci od mocy zbiory podktadowego, mamy na ogét do czynienia z grupami nieprzemiennymi:
skoriczonymi lub nieskoriczonymi.

(7) Grupa diedralna (dihedral grou]ﬂ) — grupa symetrii wielokata foremnego z dzialaniem sktadania. Mozna spotkaé
sie z dwoma notacjami dla tej grupy: D, oraz Da,, gdzie ta ostatnia zwiazana jest z liczba elementéow grupy symetrii
n-kata foremnego (grupa taka zlozona jest z m odbi¢ i n-obrotéw, w tym obrotu o 360 stopni traktowanego jako
identycznosé).

Do tej pory wprowadzalismy podstawowe definicje dotyczace pojecia grupy i dla podkreslenia abstrakcyjnego
charakteru tego pojecia oznaczaliémy dziatanie w grupie przez x. Jednak zwykle w rozwazaniach stosuje sie bardziej
swobodna terminologie: uzywa sie klasycznie dwoch notacji: multiplikatywnej i addytywnej.

Dziatanie | Element neutralny | Element symetryczny

Nazwa mnozenie jedynka grupy element odwrotny
Oznaczenie | x -y lub xy lg lub 1 z!

Tablica 3.1: Notacja multiplikatywna.

Dziatanie | Element neutralny | Element symetryczny

Nazwa dodawanie Z€ro grupy element przeciwny
Oznaczenie T4y Og lub 0 -z

Tablica 3.2: Notacja addytywna.

Czasami w podrecznikach notacja addytywna stosowana jest w przypadku, gdy grupa jest abelowa. W skrypcie
w dalszym ciggu teorii grup bedziemy standardowo stosowaé¢ notacje multiplikatywng oraz skréotowo operowaé¢ wyra-
zeniem ,grupa G” zamiast ,grupa (G, *)”
nalezy jednak zapominac o tym, ze grupa to zawsze zbiér z dzialaniem (co podkreslaliSsmy wczesniej), a na jednym
zbiorze mozna wprowadzaé rozne rodzaje dziatan, ktére zadaja istotnie rozne z punktu widzenia teorii grup struktury
(por. 3.2.7).

Zauwazmy, ze wedlug definicji dzialania mozemy je ,wykonywaé¢” tylko na dwoch elementach — wiemy jaki element
jest przypisany parze elementéw. hLatwo jednak wprowadzié rekurencyjnie mozliwos¢é mnozenia skoriczenie wielu
elementow tak, by zachowaé istotne wlasnosci.

, a takze znakiem mnozenia - (czesto w ogble pomijanym), zamiast . Nie

Definicja 3.1.6 (iloczyn standardowy). Niech G bedzie grupa oraz ai,...,a, € G. Wtedy okreslamy iloczyn
n

elementéw [[ a; =ay - ... a, nastepujaco:
i=1
n ai, dla n=1
a;, = a1 * ... Ay = n—1
E ' ! " (Hl az-) an, dla n>1.
1=

Zobaczymy teraz, ze takie uogdlnienie ma pozadane cechy.

Wtasnosé 3.1.7 (podstawowe wlasnosci dziatania w grupie). Niech G bedzie grupg oraz niech ay, . . ., a, € G. Wtedy:

(1) zachodzi uogdlnione prawo tgcznosci, tzn. (aj - ... ag)(aky1 ... an) = a1 - ... ay dla dowolnego 0 < k < n.

(2) zachodzi wzor (ay - ... ap) ' =ayt ... a7t

(3) jesli dodatkowo grupa G jest przemienna, to zachodzi uogdlnione prawo przemiennosci, tzn. Ag(1) * -+ Ag(n) =
ai-...-ay dla dowolnej permutacji o € S,,.

Dowadd. Dowody wszystkich podpunktéw przeprowadzamy indukcyjnie wzgledem n.

9Dihedral group — okreslenie to oznacza dokladnie ,grupe dwuscianu”.
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(1) Gdy n =11lubn = 2, to teza jest oczywista, zas jesli n > 2, to w oparciu o lacznosé dziatania w grupie zauwazmy,
ze

(a1 et ak)(akH teen ) = (a1 ((ak+1 el an_l)an)
::((a1 ag)(@pi1 - - - an-1))an
=(a1-... ap-1)ay
=aj - *Qp
(2) W oczywisty sposob zaczynamy od n = 2. Wowczas zauwazamy, ze (ajag)(ay 1al_l) = 1, czyli z jedynosci

elementu odwrotnego mamy teze.

Jesli n > 2 oraz teza jest prawdziwa dla (n — 1) elementow, to

-1 -1, -1

(ar-...-an) P =a, a1-...-an1) ' =a, caj .

(3) Dla n = 2 teza to nic innego jak przemiennos¢ dzialania w grupie.

Niech wiec n > 2 oraz niech 1 < j < n bedzie takie, ze o(j) = n. Mozemy zalozy¢, ze 1 < j < n (z sytuacja j = 1
lub j = n radzimy sobie prosto, stosujac zalozenie indukcyjne bezposrednio do pozostalych elementéw i ewentualnie
wykorzystujac dodatkowo przemiennosé grupy). Mamy teraz

g (1) - = (a5(1) -+ - Ao(j—1))an (Ao (j41) -+ Ao(n))
= (Ao(1) * -+~ Uo(j-1)do(j41) * - - * Go(n))n
(% -+ Qg(n—1))an
ay - *Ap— 1)an
=aj - - Qp

gdzie permutacja ¢ € S,—; dana jest wzorem

,Opisowo” mozemy stresci¢ powyzsze rozumowanie nastepujgco: szukamy miejsca, w ktorym jest a, a nastepnie
korzystajac z tacznosci i przemiennosci grupy (bierzemy jako jeden element a, a jako drugi iloczyn tych, ktore stoja
,za nim”) przesuwamy go na koniec. Do pierwszej czesci, ktora jest permutacja (n—1)-elementows stosujemy zalozenie
indukcyjne. O

Zauwazmy dodatkowo prosta, a jednocze$nie bardzo uzyteczng wlasnosé, ktora wynika wprost z tacznodci i ist-
nienia elementu odwrotnego do dowolnego elementu grupy.

Wtlasno$é 3.1.8 (prawo skracania). Jesli a, b, ¢ sq elementami grupy G, to z faktu, ze ab = ac lub ba = ca wynika,
ze b=c.

Warto tu przypomnieé¢ fakt, o ktéorym pisaliSmy juz w notce historycznej przy okazji definicji wprowadzonej
przez Webera. Mianowicie, mozna wykaza¢ (co pozostawiamy jako ¢wiczenie), ze prawo skracania jest rownowazne
istnieniu elementu odwrotnego w przypadku gdy zbiér G jest skoniczony. Warto jednoczesnie poszukaé przyktadu
takiego monoidu nieskoniczonego (por. nie bedacego grupa, w ktérym zachodzi prawo skracania.

Odnotujmy teraz dla porzadku formalng definicje potegi catkowitej elementu w grupie.

Definicja 3.1.9 (potegowanie). Gdy G jest grupa, a € G oraz k € Z, to okreslamy

k
[] a, gdy k>0,
=1

L, gdy k=0,
(ahH)=k gdy k<O0.

Inaczej ostatnig réwnosé mozemy zapisaé a k= (a_l)k dla £ > 0. Zauwazmy, ze w poélgrupie mozliwe jest

potegowanie z wykltadnikiem > 0, natomiast w monoidzie okreslone sa potegi o wyktadniku > 0.

Bezposrednio z[3.1.7]1 definicji potegi wynikaja podstawowe wlasnosci operacji potegowania.

Wiasnosé 3.1.10 (wlasnosci potegowania). Jesli G jest grupg, a € G oraz k,1 € Z, to a*a' = a**! oraz (a*)! = a.
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Podgrupy

Jak w przypadku kazdego typu struktury matematycznej tak i w przypadku grup naturalnie wprowadzamy pojecie
podstruktury. Wobec faktu, ze definicja ta odnosi sie¢ do podstawowego okreslenia struktury wrécimy wyjatkowo dla
jej postawienia do notacji ogblne;j.

Definicja 3.1.11 (podgrupa). Jesli (G, %) jest grupa, to podzbior H C G nazywamy podgrupa grupy G, gdy:
(1) H+2,
(2) zawezenie x|gx g przyjmuje wartosci w H (czyli jest to dziatanie na H),
(3) (H,*|mxm) ma strukture grupy.

Dziatanie x po zawezeniu do H x H nazywamy dzialaniem indukowanym. Inaczej moéwiac H, jest podgrupa
G, jesli jest grupg z dziataniem indukowanym z G. Piszemy wtedy H < G.
Ponizsza wtasnosé obejmuje najczedciej wykorzystywane rownowazne okreslenia pojecia podgrupy.

Wtasnosé 3.1.12 (warunki rownowazne na podgrupe). Gdy G jest grupg oraz H C G, to nastepujgce warunki sq
rownowazne:

(1) H jest podgrupg G,
(2) H # & oraz spetnione sq dwa warunki:

(i) dla dowolnych x, y € H zachodzi xy € H,
(ii) dla dowolnego x € H zachodzi x~' € H.

(8) H # & oraz spetniony jest warunek:
(i) dla dowolnych x, y € H zachodzi xy~' € H.

Dowdd. Zauwazmy, ze oczywiscie jesli H jest podgrupa, to spelnione sa warunki z (2), zas jesli spelnione sa warunki

z (2), to zachodzi takze warunek z (3), gdyz jesli x, y € H, to na podstawie (2)(ii) mamy y~! € H a z (2)(i) mamy
-1

ry - € H.

Niech teraz spelniony bedzie warunek (3). Zauwazmy najpierw, ze skoro H # () to istnieje x € H, wiec zgodnie
z warunkiem (3) mamy, ze 1g € x -2~ ! € H. Jesli teraz 2z € H jest dowolnym elementem, to biorac x := 1g € H,
y = z € H dostaniemy, ze 2! = 1gz~ ! € H.

Ostatecznie niech a, b € H. Wiemy juz, ze wtedy tez b~ € H, biorac wiec x := a, y = b~! i stosujac warunek
(3) mamy, ze ab = xy~! € H. Poniewaz lacznosé¢ dzialania zachodzi dla kazdych elementéw w G, wiec i dla kazdych
elementow podzbioru G (jakim jest H), wykazaliémy, ze H jest podgrupa G. O

Ponizsza uwaga, ktérej dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie méwi, ze sytuacja jeszcze bardziej sie upraszcza, gdy
mamy do czynienia z podzbiorem skoriczonym.

Uwaga 3.1.13. Gdy H jest skonczonym i niepustym podzbiorem grupy G, to wystarczy wykazaé, ze dzialanie
w grupie G zawezone do H x H przyjmuje warto$ci w H, aby podzbiér H stanowil podgrupe G.

Uwaga ta oczywiscie nie jest prawdziwa w przypadku nieskoniczonego podzbioru, co mozna tatwo zauwazyé
rozwazajac np. H = N w grupie (Z,+).

Przyktad 3.1.14. (1) (Z,+) < (Q,+) < (R, +) < (C,+).
(2) (@) <(R*,-) <(C,).
(3) Dla n € N okreslamy U, (C) = {z € C: 2" =1}. Wtedy (U,(C),-) < (C*,-).
(4) Jesli G jest grupa, to podzbior
C(G) := {z € G : za = ax dla wszystkich a € G}([)

nazywamy centrum grupy G. Latwo sprawdzi¢, ze centrum C(G) jest podgrupa w G i jest to podgrupa abelowa.

107darza sie, ze w podrecznikach centrum grupy jest oznaczane przez Z(G) — pochodzi to od notacji z wersji niemieckiej.
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Wtasnosé 3.1.15 (charakteryzacja podgrup w Z). Niepusty podzbior H zbioru liczb catkowitych Z jest podgrupa
grupy (Z,+) wtedy i tylko wtedy, gdy H = nZ dla pewnego n € Ny.

Dowdd. Sprawdzenie, ze kazdy podzbior postaci nZ jest podgrupa pozostawiamy jako proste ¢wiczenie. Udowodnimy,
ze kazda podgrupa ma taka posta¢. Jesli H = {0}, to wystarczy przyja¢ n = 0. Zalézmy wiec, ze H # {0}
i przyjmijmy (korzystajac z zasady minimum)

n=min{k e N: ke H}.

Zauwazmy, ze nasze okreslenie ma sens, gdyz zbior ktérego minimum bierzemy jest niepusty (H jest podgrupa, wiec
jesli zawiera jakas liczbe, to zawiera takze liczbe do niej przeciwna). Poniewaz n € H, wiec nZ C H. Jeslizas k € H,
to mozemy podzieli¢ k przez n z reszta (por. otrzymujac takie (¢,7) € Z X Z, ze k = gn 4+ r oraz 0 < r < n.
Oczywiscie r = k — qn € H, co wobec minimalnosci n daje r = 0. W takich razie k = gn € nZ oraz H C nZ. O

Uwaga 3.1.16.

(1) Kazda grupa G posiada zawsze dwie (czasem roéwne) podgrupy: cala grupe G oraz podgrupe trywialng {15}
ztozona tylko z elementu neutralnego. Podgrupe G nazywamy podgrupa niewlasciwa grupy G. Kazda podgrupe
H < G r6zng od G nazywamy podgrupa wlasciwa.

(2) Jesli G jest grupa, K < H oraz H < G, to wtedy K < G.

(3) Jesli G jest grupa, {H;}icr jest niepusta rodzina podgrup G, to przeciecie

(Hi={reG: zcH,Viel}
el

rowniez jest podgrupa G.

(4) Suma mnogosciowa podgrup nie musi by¢ podgrupa. Przyktadowo Hy = 27Z oraz Hy = 37 sa podgrupami Z,
jednak H; U Hs nie jest podgrupa Z, bo 5 =2+ 3 ¢ H; U Hs.

Jako proste ¢wiczenie proponujemy wykazanie faktu, ze dla dwoch podgrup H i K grupy G zachodzi rownowaznosé:
H U K jest podgrupa G wtedy i tylko wtedy, gdy H C K lub K C H.

3.2 Homomorfizmy grup

Jednym z najskuteczniejszych narzedzi badania wlasnosci danej grupy jest poréwnywanie jej z innymi znanymi
juz wczesniej grupami. Aby moc to wykonaé trzeba wiedzie¢ kiedy dwie grupy posiadaja doktadnie takie same
struktury — shizy¢ nam do tego beda tak zwane homomorfizmy grup. Podobnie jak w przypadku definicji podgrupy,
dla postawienia definicji homomorfizmu uzyjemy ogdlnej notacji, rozrézniajac tym samym rodzaje dziatan w obu
poréownywanych grupach. Dalej jednak tak w grupie wyjsciowej jak i docelowej stosowaé bedziemy te sama notacje
multiplikatywna.

Definicja 3.2.1 (homomorfizm grup). Jesli (G,*) oraz (é,o) sg grupami, to odwzorowanie f: G — G nazywamy
homomorfizmem grupy G w grupe G, gdy

VoyeG:  flzxy)=f(z)ef(y)
Zbior wszystkich homomorfizmoéw grupy G w grupe G oznaczamy Hom(G, é)

Przyklad 3.2.2. Rozwazmy odwzorowanie nastepujace: f : R 3 2 — 3% € R*. Zauwazmy, ze poniewaz w R mamy
dziatanie dodawania, a w R mnozenia, wiec nasze odwzorowanie jest homomorfizmem, gdyz:

flz+y) =3 =3"3Y = f(x)- f(y).

To odwzorowanie pozwala nam ,zamieni¢” dodawanie na mnozenie. Odwrotna transformacja moze zostaé¢ przepro-
wadzona za pomoca logarytmu — sa to wazne odwzorowania z punktu widzenia zastosowan. Sa takie sytuacje, gdy
mnozenie (lub odp. dodawanie) jest znacznie tatwiejsze do wykonania niz dodawanie (odp. mnozenie), warto wiec
wowczas wykorzystaé¢ taka zamiane, gdyz z punktu widzenia teorii grup, dzieki powyzszemu homomorfizmowi (de
facto izomorfizmowi — por. nizej) grupy (R, +) i (R*,-) sa nierozroznialne.
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Wyrézniamy nastepujace rodzaje homomorfizméow:

monomorfizm = homomorfizm injektywny,
epimorfizm = homomorfizm surjektywny,
izomorfizm = homomorfizm bijektywny,

endomorfizm = homomorfizm z grupy w nia sama,
automorfizm = endomorfizm bijektywny.

Zbior izomorfizmoéw grupy G w G oznaczamy Iso(G, é) Zbior endomorfizmoéw grupy G oznaczamy End(G), natomiast
zbiér automorfizmoéw grupy G zapisujemy jako Aut(G).

Przyktad 3.2.3. Przyjrzyjmy sie przyktadom:
(1) f:R* >z 22 € RT jest epimorfizmem, ale nie jest injekcja.
(2) g:R >z~ 2% € R* jest monomorfizmem, ale nie jest surjekcja.
(3) h:R > x+ 3% € R jest izomorfizmem grup.

Uwaga 3.2.4. Jedli f: G — G oraz g : G — G” sa homomorfizmami grup, to rowniez go f: G — G” jest
homomorfizmem grup. Ponadto, jesli f jest bijekcja, to f~! takze jest homomorfizmem grup.

Dowdd. Pierwsza cze$é tezy jest tatwym éwiczeniem z zakresu skladania funkcji. Dla dowodu czesci drugiej niech
',y € G'. Wowczas istnieja jedyne takie elementy z,y € G, ze 2’ = f(x) 1y = f(y). Wobec tego

@Y = @) W) = FH(fay) =ay = @) ). O

Zauwazmy, ze powyzsza uwaga moéwi, ze homomorfizmy sa dosé szczegdlnymi odwzorowaniami — jesli tylko bowiem
homomorfizm jest odwracalny, to odwzorowanie odwrotne jest takze morfizmem w swojej klasie. Nie zawsze morfizmy
z klas rozwazanych w matematyce zachowuja sie w ten sposéb: na przyktad w topologii tatwo wskazaé bijekcje, ktora
jest odwzorowaniem ciaglym, ale odwrotne odwzorowanie juz nie jest ciagte.

Definicja 3.2.5 (grupy izomorficzne). Grupy G, G nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje izomorfizm grupy G
na grupe G. Fakt, ze grupy G, G sa izomorficzne oznaczamy G = G.

Pojecie grup izomorficznych jest niezwykle istotnym pojeciem dla badania ich wlasno$ci. Grupy izomorficzne
bowiem, z punktu widzenia wtasnoéci algebraicznych sg nie do rozréznienia na poziomie struktury grupowej.

Przyktad 3.2.6. (1) Jesli H jest podgrupa grupy G, to zanurzenie 1: H 5 x + x € G jest monomorfizmem.

(2) Zbioér Aut(G) automorfizméw grupy G z dziataniem skladania ma strukture grupy, ponadto kazde odwzorowanie
postaci
©o: G2z — aza ! € G,

gdzie a € G jest automorfizmem grupy G. Odwzorowania takie nazywamy automorfizmami wewnetrznymi
grupy G. Zbior Inn(G) automorfizméw wewnetrznych grupy G jest podgrupa w Aut(G).

Uwaga 3.2.7. Rozwazmy nastepujacy zbior Zg x Zy := {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} — na tym zbiorze wprowadzamy
dziatanie dodawania modulo 2 ,po wspotrzednych” tzn. np. (1,1) + (1,0) = (0,1) itd. Latwo utozy¢ tabele takiego
dziatania i zobaczy¢, ze mamy do czynienia z grupa.

Zauwazmy, ze grupa ta ma 4 elementy, podobnie jak grupa Z, — wobec tego tatwo wypisa¢ odwzorowanie, ktére
bedzie bijekcja miedzy tymi zbiorami — te zbiory sa rownoliczne. Jednak jak sie okazuje zadna z wypisanych bijekcji
nie bedzie homomorfizmem, o czym przekonamy sie dalej (por. . Fakt ten bierze sie stad, ze kazdy element
Z4 jest potega (w sensie dodawania!) elementu 1. Natomiast w Zg X Zg nie istnieje odpowiednik elementu o takiej
wlasnosci. Jesli potegujemy np. (1,1) to dostaniemy: (1,1) i (0,0) — zadnego innego elementu. Podobnie jest
z pozostalymi, nie ma wiec jednego elementu ktérego potega bylyby wszystkie inne.

Wtasnosé 3.2.8 (podstawowe wtlasnosci homomorfizméw grup). Niech f: G — G bedzie homomorfizmem grup.
Wtedy zachodzq nastepujgce wltasnosci:

(1) f(lg) =1g,
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(2) jesliz € G, to f(x=') = [f(x)] ",
(3) jesli H < G, to f(H) < G,
(4) jesli H < G, to f~Y(H) < G.

Dowad.
(1) Zauwazmy, ze f(1c)f(lg) = f(lc - 1g) = f(lc), stad na przyktad z prawa skracania mamy f(1g) = 15.

(2) Jesli @ € G, to mamy f(x)f(z™!) = f(za™!) = f(lg) = 1g, zatem z jedynosci elementu odwrotnego mamy
[f@)]h = fl=™h).

(3) Skorzystamy z wtasnosci[3.1.12] Wobec niepustosci H mamy f(H) # 0. Jesli teraz a,b € f(H), to istnieja takie
x,y € H, ze a = f(x) oraz b = f(y). Otrzymujemy zatem, ze

ab™' = f@)F ) = F@ ) = fay™) € F(H),

gdyz xy~' € H.

(4) Dowod przeprowadzimy analogicznie jak w przypadku obrazu. Zauwazmy, ze f~1(H) jest zbiorem niepustym,
gdyz na podstawie (1) nalezy do niego 1. Niech teraz x,y € f~Y(H) co oznacza zgodnie z definicja, ze f(z),

f(y) € H, skoro za§ H jest podgrupa to wiemy, ze f(@)[f(y)]"t € H. Zgodnie z punktem (2) mamy jednak
f@)[fW)]) = flzy™!) skad 2y~ € f~1(H), co koniczy dowdd. O

Okreslimy teraz dla porzadku dwa podstawowe, znane z teorii mnogosci obiekty, ktore odgrywaé beda role w dal-
szych rozwazaniach.

Definicja 3.2.9 (jadro i obraz homomorfizmu). Jesli f: G — G jest homomorfizmem grup, to obrazem f nazywamy
zbidr B
Imf:=f(G)={yeG:3zeG: f(zx) =y},

za$ jadrem f nazywamy zbior

Ker f := f_l(lé) ={reqG: f(z) =15}
Whprost z [3.2.8 wynika ponizszy wniosek.

Wniosek 3.2.10 (wlasnodci jadra i obrazu). Jesli G,é sq grupami, za$ f: G — G jest homomorfizmem grup, to
wtedy Ker f < G orazIm f < G.

Kolejna wlasnosé jest dobrym narzedziem badania injektywnosci homomorfizméw grup.
Wtlasno$é 3.2.11 (charakteryzacja monomorfizmu). Niech f: G — G bedzie homomorfizmem grup. Wtedy:
(1) f jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy Ker f = {14},
(2) f jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy Im f = G.

Dowdd. Dowodu wymaga jedynie punkt (1). Przypusémy najpierw, ze f jest injekcja oraz, ze x € Ker f. Wtedy
lg = f(x) = f(lg), czyli z = 1g. Wobec tego Ker f C {1} — jednak 1g € Ker f, wigc mamy réwnos¢. Zalozmy
teraz rownos¢ Ker f = {1g}. Jesli z,y € G sy takie, ze f(z) = f(y), to 15 = f(@)[f(y)]™' = flzy™), cayli
zy~! € Ker f, zatem 2y~ = 1, czyli z = v. O

Przyklad 3.2.12. Odwzorowanie GL2(R) 3 A — det A € R* jest homomorfizmem grup. Jego jadro oznaczamy
przez SLa(R) i nazywamy specjalna grupa liniowa.

Bardzo waznym twierdzeniem w teorii grup jest twierdzenie, ktére méwi, ze kazda grupa moze by¢ traktowana
w pewnym sensie jak grupa permutacji elementéw swojego zbioru.

Twierdzenie 3.2.13 (Cayley). Kazda grupa jest izomorficzna z podgrupg swojej grupy symetrycznej (por. .
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Dowdd. Jesli G jest grupa i a jej ustalonym elementem, to rozwazmy odwzorowanie
Ye: GOx— ax € G.
Zauwazmy, ze jest to odwzorowanie bijektywne, gdyz odwzorowaniem odwrotnym jest ¢,—1. Mozemy zatem okredli¢
U:G3a— 1y, € S(G).
Wystarczy teraz udowodnié, ze jest to monomorfizm grup. Istotnie, jesli a,b € G, to dla dowolnego = € G mamy
(ab) () = Yup(x) = (ab)z = albw) = v (ba)
= ta(Pp(x)) = (Ya 0 Pp)(z) = (¥(a) o ¥(b))(x),

skad otrzymujemy rownosé¢ W(ab) = W(a) o U(b). Jesli teraz ¥(a) = idg, to
a=a-lg=v,1g) =¥(a)(1lg) = 1g,

czyli ¥ rzeczywiscie jest monomorfizmem. Oznacza, to ze ¥ jest izomorfizmem pomiedzy G i U(G). Poniewaz ¥(G)
jest podgrupa S(G) (por (3)), wiec mozemy G z punktu widzenia teorii grup utozsamiaé¢ z podgrupa S(G). O

3.3 Generatory grup

Podgrupy generowane przez zbiér

Przyjrzyjmy si¢ blizej wzorcowemu przyktadowi, czyli grupie (Z, +). Zauwazmy, ze kazdy element tego zbioru mozna
otrzymaé¢ dodajac do siebie stosowng liczbe elementow 1 lub —1. W sytuacji takiej powiemy, ze element 1 generuje
grupe Z.

Rozwazmy teraz zbior liczb naturalnych parzystych. Jest to podzbior Z, ktory nie tworzy jednak podgrupy. Aby
dostaé¢ podgrupe musimy ,dorzucié¢” ujemne liczby parzyste. W ten sposéb otrzymamy 27 — najmniejsza podgrupe
Z, ktora zawiera 2N. Jest to tak zwana podgrupa generowana przez zbiér 2N. W tym rozdziale przyjrzymy sie pojeciu
podgrupy generowanej przez zadany zbiér, czyli najmniejszej podgrupie zadanej grupy, ktéra ten zbioér zawiera.

Definicja 3.3.1 (podgrupa generowana przez zbior, generatory). Jesli G jest grupa, zas S C G, to zbior

(S) = ﬂ H

H<G,SCH

nazywamy podgrupa generowang przez zbior S (]ED Jesli zachodzi (S) = G, to elementy zbioru S nazywamy
generatorami grupy G. Gdy S = {a1,...,a,} piszemy po prostu (S) = (ai,...,a,).

Zauwazmy, ze jesli S = 0, to (S) = {1g}. Jesli S # (), to postawiona definicja zdaje sie by¢ mato praktyczna.
Interesowaé nas bedzie dalej jak przedstawié¢ elementy grupy generowanej przez pewien niepusty zbior tak, by tatwiej
byto takie podgrupy wyznaczac.

Wtasnosé 3.3.2 (postaé elementow w grupie generowanej). Jesli G jest grupg, @ # S C G, to

(S)y={sf. ... st s, . 5,€8 k... kn€Z neN}.

n

Dowdd. Oznaczmy przez H = {slf1 st neNk; €Z,s €S

n

Oczywiscie S C H, tatwo tez wykazaé, ze jest to podgrupa korzystajac z[3.1.12] Jest to bowiem zbioér niepusty

(zawiera niepusty zbior S), zas biorac dwa elementy H postaci: = = s]fl Cae 57]‘1”", Yy = rlll ca. rﬁ,” otrzymujemy:
zy~ = s]fl S -SlfL" -rp_lp o Tl_ll czyli element z H, bo —ly,..., -1, € Z.

Wobec tego zachodzi zawieranie (S) C H (skoro (S) to przeciecie wszystkich podgrup zawierajacych S).

Poniewaz jednoczesnie kazda podgrupa G, ktora zawiera S musi zawieraé tez H (dzieki wewnetrznosci dzialania
oraz przynaleznosci elementu odwrotnego), wiec (S) = H. O

"Dgzieki uwadze[3.1.16{3) wiemy, ze istotnie jest to podgrupa.
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Whiosek 3.3.3 (podgrupa generowana przez jeden element). Jesli G jest grupg oraz a € G, to wtedy {a) = {a” :

keZ}.

Przyktad 3.3.4.

(1) Zbior generatorow na ogo6t nie jest jedyny — na przyktad dla grupy (Z,+) otrzymujemy Z = (1) = (—1).
Dodatkowo zawsze jest (G) = G.

(2) W grupie (Z, +) podgrupa generowang przez A = {6, 15} jest (A) = {6k + 151 : k,l € Z} i tatwo pokazaé, ze jest
to 3Z, czyli podgrupa generowana przez najwiekszy wspoélny dzielnik liczb 6 i 15.

(3) Grupa (Q,+) jest przykladem grupy, ktora nie posiada skonczonego ukladu generatorow. Ale za to mozna
wykazaé, ze kazda skonczenie generowana podgrupa grupy Q da sie wygenerowaé za pomoca jednego generatora.

(4) Grupa (Q¥,-) jest generowana przez zbior liczb pierwszych i —1 i nietrudno sprawdzié, ze jest to minimalny
(w sensie inkluzji) uklad jej generatorow.

(5) Mielismy juz przyklad dwoch grup réwnolicznych, ktore nie bylty izomorficzne (por. [3.2.7) — grupy te nie mialy
jednak tej samej minimalnej liczby generatoréw. Niestety okazuje sie, ze dwie grupy tego samego rzedu o takiej samej
minimalnej liczbie generatoré6w tez nie musza by¢ izomorficzne. Opiszemy je nizej. Niech

() =0 =)

Q = (a,b) € GLy(C),
H = (a,c) C GLy(C).

Rozwazmy teraz dwie grupy:

Obie te grupy sa osmioelementowe, nie dadzg sie wygenerowaé przez jeden element i nie sg izomorficzne. Grupa @) na-
zywana jest grupa kwaternionow, gdyz jest izomorficzna z oSmioelementowa podgrupa multiplikatywna {41, i, -7, £k}
rzeczywistej algebry kwaternionow HB

3.3.1 Rzad elementu w grupie, grupy cykliczne

Definicja 3.3.5 (rzad elementu). Jesli G jest grupa, to rzedem elementu a € G nazywamy rzad grupy (a). Rzad
elementu a oznaczamy przez |al.

Uwaga 3.3.6. (1) Jesli G jest grupa i a € G, to |a] < |G|. Ponadto |a|] = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 1
(w podgrupie generowanej przez element a # 1, musza si¢ znalezé co najmniej dwa elementy: 1g oraz a).

(2) W grupie (Z, +) kazdy niezerowy element ma rzad nieskoniczony, ale nie kazdy taki element generuje cata grupe Z.

Bedziemy chcieli teraz udowodnié¢ twierdzenie, ktore w praktyce utatwi obliczanie rzedéw elementow, dla ktorych
rzad ten jest skonczony. Twierdzenie poprzedzimy pomocniczym lematem.

Lemat 3.3.7. Niech G bedzie grupq, niech a € G oraz Hy(a) = {1,a,...,a" '} dla n € N. Wtedy:
(1) jesli a™ =1, to Hy(a) < G oraz |a| < n,
(2) jesli |a| = n, to |Hyp(a)| =n oraz (a) = Hy(a).

Dowdd. (1) Wprost z definicji mamy, ze 1 € Hy(a), czyli Hy(a) # 0. Jesli teraz x,y € Hy(a), to istnieja takie
0<p,g<n,zex=aP oraz y = al. Zapisujac p — q = kn + r, gdzie 0 < r < n otrzymujemy

zy = aPa ™ = a1 = " = (a")Fa" = a" € Hy(a),
czyli Hy(a) < G. Jednoczesnie a € Hy(a), stad (a) C Hy(a), wiec |a| < |Hp(a)| < n.

(2) Wykazemy, ze jesli |Hy(a)| < n, to |a] < n. Istotnie, jesli |Hy(a)| < n, to oznacza to, ze istnieja takie 0 < p <
qg<mn,zeal =a% czyli a" =1, gdzie 0 < r = ¢ — p < n. Na podstawie (1) mamy wiec |a| < r < n. Teraz, jesli
la| = n, to Hy(a) C (a) i oba te zbiory sa skonczone i maja te¢ sama liczbe elementow, skad ich réwnosé. O

12 Jest to jedna z dwoch nieprzemiennych grup rzedu 8 — druga jest grupa izometrii kwadratu. Charakterystyczna cecha, tej grupy jest
fakt, ze wszystkie jej podgrupy sa normalne, mimo jej nieprzemiennosci.
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Twierdzenie 3.3.8 (wzor praktyczny na rzad elementu). Jesli G jest grupg, a € G oraz |a] < 0o, to |a| = min{n €
N:a" =1} oraz (a) = {1g,a,a?,...,a" }.

Dowdd. Zauwazmy, ze dzieki zalozeniu |a| < oo zbiér wzgledem ktorego bierzemy minimum jest niepusty. Istotnie,
gdyby nie istniala liczba naturalna n dla ktorej a” = 1, to mielibysmy dla dowolnych k,I € N nieréwnosé¢ a*~! # 1,
czyli a¥ # a'. Tym samym (a) bylaby nieskoriczona.
Oznaczmy zatem
ng = min{n € N: a" =1}, mo = |al.

Chcemy wykaza¢, ze mg = ng. Po pierwsze a™ = 1, wiec na podstawie lematu jest mg < ng. Ponadto

a) = Hy, (a) = {1,...,a™ 1} wiec istnieje takie 0 < p < mg, ze a™ = aP i wtedy o™ P = 1. Korzystajac znow
0 € J p y ystaja

z lematu [3.3.7 mamy mg < mg — p, a tym samym p =01 a™° = 1. Z minimalnoéci liczby ng otrzymujemy ng < my.

Postaé¢ podgrupy generowanej przez a wynika wprost z lematu |3.3.7 ]

Whiosek 3.3.9 (poréwnanie poteg elementoéw). Niech G bedzie grupa, a € G spetnia |a| = n oraz niech k,l € Z.
Zachodzq nastepujgce wtasnosci:

(1) a* =1 wtedy i tylko wtedy, gdy n | k.
(2) a* = a! wtedy i tylko wtedy, gdy k =1 (mod n).

Dowad.
(1) Oczywiscie, jesli n | k, to mamy a* = 1. Niech wiec a¥ = 1. Podzielmy k z reszta przez n, wtedy k = qn +r,
gdzie 0 < r < n. Wobec tego
1=af =a™" = (a")%" = a",
czylir=01in|k.

(2) Jest to bezposredni wniosek z (1), gdyz warunek a* = a jest réownowazny warunkowi a*~! = 1. O

Przyjrzyjmy sie jak na prostym przykladzie pracuje twierdzenie m Rozwazmy grupe (Zs,+) oraz element
2 € Zg. Jesli chcemy wygenerowaé podgrupe (2) w naszej grupie, to musimy zgodnie z udowodnionymi wlasnosciami
spotegowac” element 2 az otrzymamy element neutralny grupy, czyli (2) = {0,2,4,6}. Jest to element rzedu 4, tzn.
12| =4 w Zs.

Grupy cykliczne

Szczegodlnie ciekawa, a jednoczesnie do$¢ tatwag w analizie klasg grup, sa tzw. grupy cykliczne, czyli takie, ktore
generowane sg przez jeden element. Inaczej méwiac, kazdy element takiej grupy jest uzyskiwany jako potega jednego
ustalonego elementu. Tak jest, jak tatwo wida¢, dla grup (Z,+) i (Zy,+), gdzie 1 generuje w kazdym przypadku

cala grupe.

Definicja 3.3.10 (grupa cykliczna). Grupe G nazywamy cykliczna, jesli jest ona generowana przez jeden element,
tzn. istnieje takie a € G, ze G = (a).

Omowimy teraz najprostsze wiasnosci grup cyklicznych.

Wiasnosé 3.3.11 (podstawowe wlasnosci grup cyklicznych). Niech f: G — G bedzie homomorfizmem grupy cy-
klicznej G o generatorze a € G w grupe G oraz niech H bedzie podgrupg grupy G. Wtedy zachodzg nastepujgce
wtasnosci:

(1) G jest grupg abelowg,
(2) Im f jest grupg cykliczng,
(8) H jest grupg cykliczng.

Dowdd.

(1) Jedli z,y € G, to istnieja takie k,1 € Z, ze x = a¥

oraz y = a'. Mamy:
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(2) Udowodnimy, ze f(G) = (f(a)). Jesli bowiem y € f(G), to y = f(a¥) dla pewnego k € Z. Jednak korzystajac
m.in. zM(l) i (2) oraz definicji homomorfizmu mamy f(a*) = [ ( )J¥, tym samym y € (f(a)), czyli f(G) C (f(a)).

Zawieranie w druga strone jest oczywiste.
eshh H = = , to mamy teze. Zatdzmy wiec, ze H nie jest trywialna 1 okreslmy
3) Jesli H 1 1 e. Zaltoz iec, ze H nie j ialna i okresl
s=min{n € N:a" € H}.

Wykazemy, ze H = (a®). Jezeli z € H, to dzieki cyklicznosci G wiemy, ze = = a* dla pewnego k € Z. Jesli k = qs+,
gdzie 0 < r < s, to
z = af = a®®" = (a®)%",

stad a” = z(a®)"7 € H, czyli z minimalnosci s musi by¢ r = 0. Ostatecznie z = (a®)? € (a®), czyli H C (a®). Inkluzja
w druga strone jest oczywista. ]

Zauwazmy, ze wykazaliémy po drodze takze nastepujacy

Whiosek 3.3.12. Jesli f : G — G jest izomorfizmem grup, to a jest generatorem G wtedy i tylko wtedy, gdy f(a)
jest generatorem G.

Dowd6d wtasnosci dotyczacej podgrupy grupy cyklicznej mozna przeprowadzié¢ inaczej, wykorzystujac twierdzenie
o klasyfikacji grup cyklicznych (udowodnimy je za chwile, i posta¢ podgrup w (Z,4+), ktora znamy (por.
. Jednak przedstawiony dowodd ma te zalete, ze pokazuje bezposrednio jak znalezé element generujacy podgrupe
w grupie cyklicznej.

Jak sie okazuje grupy cykliczne mozna bardzo dokladnie opisa¢ — oczywiscie pamietajac o tym, ze ,,opis” w sensie
algebraicznym oznacza opis z doktadnosciag do izomorfizmu.

Twierdzenie 3.3.13 (klasyfikacja grup cyklicznych). Niech G bedzie grupg cykliczng. Wtedy:

(1) jesli |G| = oo, to wtedy G = Z, gdzie izomorfizm wyraza si¢ wzorem ¢(k) = a*,

(2) jesli |G| = n, to wtedy G = Z,,, gdzie izomorfizm wyraza sie wzorem ¢y, ([k]) = a*.

Dowdd. Niech a € G bedzie generatorem grupy G.

(1) Okreslmy
$:Z>kw— d eG.

Wprost z okreslenia i z postaci elementéw w grupie generowanej przez a (Wniosek wynika, ze jest to epimorfizm.
Jesli zas dla pewnego k € Z jest ¢(k) = 1g, to a* = 1, czyli rowniez o= = 1. Gdyby k # 0, to byloby I = |k| > 0

= 1, zatem z lematu wynika |G| = |a| < [, co stoi w sprzecznosci z zalozeniem nieskonczonosci grupy.
Ostatecznie k = 0, czyli jadro ¢ jest jednoelementowe i tym samym ¢ jest izomorfizmem (co jest konsekwencja

wlasnosci [3.2.11]).

(2) Niech |G| = n. Tym razem okreslmy odwzorowanie
bn: L > [k]n — a® € G.

Po pierwsze zauwazmy, ze takie okreslenie jest poprawne. Istotnie, zgodnie z wnioskiem [3.3.9(2) dostajemy, ze
k =1 (mod n) wtedy i tylko wtedy, gdy a* = a!. Rownowaznosé ta dowodzi nie tylko poprawnej okreslonosci, ale tez
injektywnosci odwzorowania. W oczywisty sposéb ¢,, jest epimorfizmem co koriczy dowod. O

Czesto, modelowa (jedyna z doktadnoscia do izomorfizmu) grupa cykliczna rzedu n oznaczana jest przez C,,, za$
nieskonczona grupa cykliczna przez Cy

Jak dowiemy sie dalej, jesli mamy do czynienia z dowolng grupa, ktorej rzad jest liczba pierwsza p, to taka grupa
musi juz by¢ cykliczna rzedu p. Tym samym, na podstawie poprzedniego twierdzenia jedyna (z dokladnoscia do
izomorfizmu) grupa o zadanym rzedzie bedacym liczbg pierwsza p jest grupa Cp.

Ciekawym problemem jest pytanie o to dla jakich jeszcze innych liczb n, oprocz liczb pierwszych, zachodzi taka
wlasnosé, ze jedyna grupa rzedu n jest grupa cykliczna C,. Okazuje sie, ze liczby takie maja dos¢ prosta charak-
teryzacje (liczby takie nazywa sie liczbami cyklicznymi i maja one tez inna, teorioliczbowa réwnowazna definicje).
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Ot6z zachodzi twierdzenie: Grupa C,, jest jedyng grupg rzedu n wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(n,p(n)) = 1, gdzie ¢
oznacza funkcje Eulera.

Zauwazmy, ze na przyklad dla n = 4 mamy ¢(4) = 2, czyli zgodnie z tym twierdzeniem istnieja co najmniej dwie
grupy rzedu 4. Mozna wykazaé, ze istnieja doktadnie dwie grupy rzedu cztery: Cy oraz Cy x Cs, gdzie w tej drugiej
rozwazamy dziatanie ,po Wsp(')lrzegdnych”@

Dotychczasowe rozwazania prowadza tez do wnioskow mdwiacych o postaci generatoréw dowolnej grupy cykliczne;j.

Whiosek 3.3.14. Niech G bedzie grupg cykliczng o generatorze a € G.

(1) Jesli |G| = oo, to jedynymi generatorami grupy G sq elementy a oraz a™ .

(2) Jesli |G| =n, to dla k € Z jest G = (a*) wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(n, k) = 1.
(3) Jesli |G| = n, to liczba generatoréw grupy G jest réwna p(n) |1.6.1

Dowdd. Dla dowodu (1) zauwazmy, ze zgodnie z twierdzeniem klasyfikacyjnym mamy G = Z, wiec dzieki wnioskowi

3.3.12| tylko obrazy przez ¢ (3.3.13)) elementéw 11 (—1) moga generowaé G (gdyz tylko 11 (—1) generuja Z). Obrazami

tymi sg oczywiscie a oraz a L.

W przypadku gdy |G| = n, to jesli a* (0 < k < n) jest generatorem, to a = (a*)? = a*? dla pewnego p € Z,
zatem a*P~1 =1, czyli z n | kp — 1. Istnieje wiec takie ¢ € Z, ze pk +qn = 1, czyli NWD(n, k) = 1. Odwrotnie,
jesli NWD(n, k) = 1, to z wniosku wynika, ze istnieja takie p,q € Z, ze pk + gn = 1. Mamy w takim razie:

a ="t = (a")P(a")? = (a")",
czyli za pomocy aF jesteSmy w stanie otrzymaé generator grupy G, wiec rowniez calg grupe. O

Jednym z przyktadoéw grup cyklicznych waznych z punktu widzenia dalszych zastosowan sa grupy U, (C) — ze-
spolonych pierwiastkow n-tego stopnia z jedynki. Kazda taka grupa jest grupa cykliczna. Generatory grupy U, (C)
nazywamy n-tymi pierwiastkami pierwotnymi z jedynki. 7 naszego twierdzenia wynika, ze jesli ¢ € U,(C)
jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia n, to element ¢* jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia n
wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(n, k) = 1.

Grupy cykliczne odgrywaja ogromna, role, na przyktad w klasyfikacji grup skoniczonych. Sa one bowiem ,cegiel-
kami”, z ktérych zbudowane sa na przyklad wszystkie skoniczone grupy abelowe.

Twierdzenie o klasyfikacji takich grup wypowiemy w tej czesci bez dowodu — udowodnimy je w drugiej czesci

skryptu (twierdzenie [9.4.5)). Zanim jednak to zrobimy musimy wprowadzi¢ pojecie iloczynu/sumy prostej grup.

Definicja 3.3.15 (produkt grup). Iloczynem prostym (produktem) niepustej rodziny grup {G,}ic; nazywamy

zbior [[ G; wraz z dzialaniem
el

(ai)icr(bi)ier = (aibi)ier,  (aiier, (bi)ier € [ G-
el
Definicja 3.3.16 (suma prosta grup). Suma prosta niepustej rodziny grup {G;}ic;r nazywamy zbior
EB G; = {(ai)iej € HGi :a; = 1 dla prawie wszystkich i € I}
el i€l

wraz z dziataniem

(ai)icr(bi)ier := (aib;)icr, (as)ier, (bi)ier € @ G.
il

Jesli I ={1,...,n}, to piszemy
HGi:Glx---xGn oraz @Gi:Gl@---@Gn.
i=1 i=1

Ponadto zauwazmy, ze G1 X -+ X G, = G1 @ --- D Gy,

W oczywisty sposéb wprowadzone wyzej dzialania wprowadzaja na omawianych zbiorach strukture grupy, co
usprawiedliwia nazewnictwo. Majac taki zestaw informacji mozemy pokusié sie najpierw o klasyfikacje grup niskich
rzedow — tez przeprowadzimy ja bez dowodu.

B3Wiecej o klasyfikacji ogélniejszej por. [3.3.18
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Uwaga 3.3.17.
(1) Jesli ny,...,n, >0 orazn =ny---n,, to C,, = Cyp, & ---® Cp, wtedy i tylko wtedy, gdy liczby ni,...,n, sa
parami wzglednie pierwsze.

(2) Jeslin = plfl .- pFr jest rozkladem liczby naturalnej n na iloczyn liczb pierwszych p1, ..., p, € P parami roznych,
to
Cn == Cpllcl D--- @Cpﬁr.

Uwaga 3.3.18 (klasyfikacja grup rzedu < 10). Jesli G jest grupa rzedu < 10, to jest ona izomorficzna (jest w klasie
izomorfizmu) jednej z ponizszych grup.

Rzad grupy Klasy izomorfizmu
0 (grupa jednoelementowa)
Cs
C3
Cy @ C9 (pierwsza grupa niecykliczna), Cy
Cs
Cy @ C3, Ss (pierwsza grupa nieprzemienna)
Cr
CodCodCy CodCy, Cs, Dy, Q (grupa kwaternionow)
C3a(C5, Cy
Cop (5, Ds

OO0 NSO | W[N]+~

—_
)

Tablica 3.3: Klasyfikacja grup rzedu < 10.

Przypadek gdy rzad jest liczba pierwszg oméwimy niebawem. Pozostalym warto przyjrzeé sie w ramach éwiczen.
Nieprzypadkowo gdy n = 4 lub n = 9 dostajemy doktadnie dwie grupy. Rezultat ten mozna uogélnié: Jesli p € P, to
jedynymi grupami rzedu p* sq Cp ® Cp oraz Cpa. W szczegdlnosci grupa rzedu p? jest abelowa.

Twierdzenie 3.3.19 (Klasyfikacja skonczonych grup abelowych). (Por. twierdzenie Jesli G jest skoriczong
grupg abelowq, to istniejq takie p1,...,pr € P oraz ki,...,k. >0, e G = Cpk1 G- P Cpkr.
1 T

Inaczej mowiac kazda skoriczona grupa abelowa jest suma prosta grup cyklicznych. Jak sie okazuje wlasnosé taka
dotyczy rowniez grup abelowych skonczenie generowanych.

Twierdzenie 3.3.20 (Klasyfikacja skoriczenie generowanych grup abelowych). Kazda skoriczenie generowana grupa
abelowa jest izomorficzna z grupg postaci Cg, ®---®Cy, @C’go, gdzie liczby dy, . .., d, > 1 spetniajq dodatkowo d; | ditq
dlat=1,...,7—1 oraz d > 0.

3.4 Grupa ilorazowa

Warstwy grupy wzgledem jej podgrup

Podstawowym przyktadem grupy, ktory wykorzystujemy do ilustracji wielu poje¢ jest grupa (Z,+). Zastanéwmy
sic w jaki sposob, ustalajac n € N utworzyliémy z tej grupy grupe reszt modulo n. Wprowadziliémy na Z relacje,
ktora taczyta dwie liczby k i [ dokladnie wtedy, gdy liczba (k — [) byla elementem podgrupy nZ. Relacja tak
wprowadzona okazywala sie by¢ relacja rownowaznosci i mogliSmy rozwazaé klasy abstrakcji. Sprobujemy teraz taki
sposob tworzenia nowej struktury uogélnié¢ na sytuacje dowolnej grupy G i jej podgrupy H. Zaczniemy od okreslenia
na zbiorze G relacji zaleznych od H — jako, ze G w przeciwienistwie do Z nie musi by¢ przemienna rozwazymy dwie
relacje, na bazie ktérych przy dodatkowych zatozeniach utworzymy nowa strukture: grupe ilorazowa.
Gdy G jest grupa, zas H jej podgrupa, to na zbiorze G okreslamy relacje

agRb: <= a 'be H,
aRpb: <= ab~' e H.

Wtasnosé 3.4.1 (relacje modulo podgrupa). Niech G bedzie grupg, H < G oraz a € G. Wtedy:
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(1) relacje gR oraz Ry sq relacjami réwnowaznosci, tzn. sq zwrotne, symetryczne i przechodnie,

(2) klasami réwnowaznosci elementu a (czyli zbiorami elementow, ktore sq z nim w relacji) wzgledem relacji gR
oraz Ry sq zbiory
la] ;,r = aH = {ah : h € H},

lalr, = Ha ={ha:h e H},
odpowiednio.
(8) aH = H = Ha wtedy i tylko wtedy, gdy a € H.

Dowdd. (1) Zwrotnoéé wynika z faktu, ze 1 € H, za$ symetrycznoéé z tego, ze jesli x € H, to réwniez 2! € H.
Przechodnio$é jest zapewniona przez fakt, ze jesli xz,y € H, to xy € H.

(2) Zauwazmy, ze agRb wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie h € H, ze a~'b = h, a to ma miejsce tylko wtedy,
gdy b = ah € aH. Podobnie postepujemy dla relacji Rys.

(3) Jedli aH = H = Ha, to oczywiscie a = a-1 € aH = H. Gdy za$ a € H, to oznacza, ze 17! -a=a-17' € H,
wiec a jest w obu relacjach z 1, co oznacza réwnosé¢ warstw aH = 1H = Hi Ha= H1 = H. O

Definicja 3.4.2 (relacje rownowaznosci wzgledem podgrupy, warstwy). Jesli G jest grupa, za§ H jej podgrupa, to
relacje rownowaznoéci g’R oraz Ry nazywamy odpowiednio lewostronna i prawostronna relacja réwnowaznosci
grupy G wzgledem podgrupy H. Klase rownowaznosci elementu grupy G wzgledem tych relacji nazywamy
odpowiednio warstwa lewostronng i prawostronna tego elementu wzgledem podgrupy H.

Wroémy do przyktadu grupy (Z,+). Wezmy dowolna podgrupe H w tej grupie — wiemy, ze jest ona postaci
H = nZ dla pewnego n € N. Wowczas kRl wtedy i tylko wtedy, gdy k — [ € nZ, a to ma miejsce doktadnie wtedy,
gdy k =1 (mod n). Stad zbiér warstw, ktory otrzymujemy w ten sposob, to, tak jak chcieliSmy, zbior reszt modulo n.

Wtasnosé 3.4.3 (podstawowe whasnosci warstw). Niech H bedzie podgrupg grupy G oraz niech a,b € H. Wtedy:

(1) JaeH=G= | Ha.
e aceG

(2) Dla dowolnych a,b,€ G: aH = bH albo aH NbH = &, podobnie dla warstw prawostronnych.
(3) Kazda warstwa lewostronna (prawostronna) wzgledem podgrupy H jest réwnoliczna z podgrupg H.
(4) Zbior (G/H); := {aH : a € G} jest rownoliczny ze zbiorem (G/H), := {Ha : a € G}.

Dowdd. Zauwazmy, ze (1) oraz (2) wynikaja z faktu, ze warstwy sa klasami abstrakcji wzgledem pewnej relacji
rownowaznosci na zbiorze G. Dowdd (3) oraz (4) przeprowadzimy dla warstw lewostronnych (analogicznie przebiega
on dla warstw prawostronnych).

By dowies¢ (3), skonstruujemy bijekcje miedzy warstwa elementu a € G a podgrupa H. Niech

p: H>x— ax € aH.
Jest jasne, ze odwzorowanie to jest surjekcja. Jest ono réowniez injekcja, bo gdy az = ay, to mnozac przez a~! z lewej
strony otrzymujemy x = y. Wobec tego oba zbiory sa réwnoliczne.
(4) Skonstruujemy znéw bijekcje miedzy oboma zbiorami warstw
®: (G/H); > aH — Ha™' € (G/H),.
Najpierw sprawdzimy poprawng okreslonosé¢ i zarazem injektywnosé naszego odwzorowania:

aH=bH < a'beH < b lacH < Hb'=Ha'.

Ponadto Ha = ®(a~'H), co zapewnia surjektywnos$é¢ naszego odwzorowania. Wobec tego oba zbiory sa réwnoliczne.
O

Powyzsze twierdzenie pozwala nam wprowadzi¢ jedna z wazniejszych definicji w teorii grup, definicje indeksu
podgrupy w grupie oraz udowodnié¢ bazowe twierdzenie tej teorii.



ROZDZIAL 3. PODSTAWY TEORII GRUP 40

Definicja 3.4.4 (indeks podgrupy w grupie). Indeksem grupy G wzgledem jej podgrupy H (indeksem podgrupy
H w grupie G) nazywamy liczbe warstw lewostronnych (prawostronnych) grupy G wzgledem podgrupy H jesli jest
ich skonczenie wiele; w przeciwnym wypadku méwimy, ze indeks jest nieskoriczony. Innymi stowy

(G H]:= |(G/H)i| = |(G/H).|.
Z okreslenia indeksu [G : H] wynika, ze [G : H] # 0.
Twierdzenie 3.4.5 (Lagrange). Jesli H jest podgrupa grupy G, to |G| = [G : H]|H|[]

Dowdd. W dowodzie bedziemy powolywaé si¢ na wlasnosci [3.4.3] Zauwazmy najpierw, ze jesli H jest nieskoriczona
podgrupa G, to rowniez G jest zbiorem nieskoriczonym, wiec zaré6wno lewa jak i prawa strona sg nieskoriczone i teza
zachodzi niezaleznie od tego jaki jest indeks podgrupy H w G.

Zalozmy teraz, ze |H| < co. Dla dowodu rozwaza¢ bedziemy warstwy lewostronne grupy G wzgledem podgrupy H,

czyli zbiory postaci aH. Jako, ze warstwy to klasy abstrakcji, to G = |J aH oraz warstwy dwoch réznych elementow
acG
sa albo rozlaczne albo sie pokrywaja, wobec tego stosujac pewnik wyboru mozemy zatozy¢, iz z kazdej warstwy

wybieramy jeden element i przedstawiamy G jako sume roztacznych warstw tzn. G = |J aH, gdzie S oznacza zbior
a€sS
pojedynczych reprezentantoéw wszystkich warstw. Jesli warstw jest nieskoriczenie wiele, to grupa G jest nieskoriczona

i ponownie zachodzi rownosé¢ z tezy.

Jesli indeks jest skoriczony, to #S = [G : H|. Wiemy, ze kazda warstwa jest rownoliczna z H, czyli w ten sposob
|Gl =# U aH = ) #(aH) = ) |H| =[G : H]|H]| co chcielismy dowies¢. O
a€esS aes a€csS

Whiosek 3.4.6 (wnioski z twierdzenia Lagrange’a). Niech G bedzie grupg skoriczong rzedu n, H < G oraz niech
a € G. Wtedy:

(1) [H|[|G] oraz |a| | |G].
(2) Jeslin €P, to G=C,.

Dowad.
(1) Jest to bezposrednia konsekwencja twierdzenia Lagrange’a.

(2) Jesli n € P, to istnieje w G element rézny od neutralnego, powiedzmy a. Wtedy jego rzad jest dzielnikiem
|G| =nijest rozny od 1, skad |a| = n i (a) = G. Jest wiec G grupa cykliczna rzedu n, czyli jak wiemy z twierdzenia
klasyfikacyjnego [3:3.13| jest G = C,,. O

Twierdzenie Lagrange’a bywa tez komentowane jako prosty wniosek z szerszej wtasnosci jaka przytoczymy ponize;j.

Twierdzenie 3.4.7 (prawo wiezy dla grup). Niech G bedzie grupq, zas H, K podgrupami G takimi, ze K C H C G.
Wowczas zachodzi wzor:
[G:K|=[G: H|H : K]

gdzie rownosé te nalezy rozumieé tak, ze w przypadku gdy jedna ze stron jest nieskoriczona to nieskoriczona jest tez
druga strona.

Dowdd. Niech (a;);cr bedzie uktadem reprezentantéw warstw prawostronnych grupy G wzgledem podgrupy H, gdzie
kazda warstwa jest reprezentowana jedynie raz, za$ (b;) ;e analogicznie ukladem reprezentantow warstw prawostron-
nych grupy H wzgledem podgrupy K. Zauwazmy, ze

G=|JHa, #I=[G:H] (%)
el
H=|JKb;, #J=[H:K] (% %)
jeJ
Zauwazmy teraz, ze G = |J  Kbja;. Istotnie, wystarczy skomentowaé zawieranie grupy G w prawej stronie

(4,5)EIxXJ
rownosci. Niech wiec g € G, wtedy z (ED istnieje takie ¢ € I takie, ze g € Ha; czyli istnieje h € H takie, ze g = ha;.
Na podstawie istnieje j € J takie, ze h € Kb; skad g = ha; € Kbja;.

HMPrzyjmujemy: oo - co = oco.
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Jesli teraz udowodnimy, ze Kbj a;,, Kbj,a;, sa roztaczne o ile tylko (i1, j1) # (i2,j2), to bedziemy wiedzie¢, ze
U  Kbja; to rozbicie na roztaczne klasy abstrakcji G wzgledem K. Z rownosci tej wida¢ w szczegolnosei, iz zbior
(i,5)€IxJ
tych klas jest nieskoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jeden ze zbior6w indekséw I, J jest nieskoriczony.
Otrzymamy wowczas rOwnosé

G:K]=#(IxJ)=#I -#J=[G: H|[H : K]

czego oczekujemy.

Przypusémy wige, ze Kbj a;, = Kbj,a;, — wtedy oczywidcie HKbj a;, = HKbj,a;,. Poniewaz jednak K C H
wiee bj,,bj, € H, wiec HKb;, = H dla s = 1,2. Tym samym Ha;, = Hag, i z wyboru a;, mamy, ze a;, = aj,.
W konsekwencji Kbj, = Kbj, i dostajemy ji = jo. O

Jako bezposredni wniosek z naszego twierdzenia mozemy ponownie wywnioskowaé twierdzenie Lagrange’a, pod-
stawiajac za K = {1g}.

3.4.1 Podgrupy normalne

Zauwazmy, ze w poprzedniej czesci udowodnilisémy, ze liczba warstw lewo- i prawostronnych grupy G wzgledem jej
podgrupy H jest taka sama ale nie oznacza to wcale, ze te warstwy muszg by¢é takie same! Rozwazmy grupe Ss i jej
podgrupe H = {id, (1,2)}. Podgrupa H ma 2 elementy, wobec tego z twierdzenia Lagrange’a wiemy, ze warstwy
beda 3 i kazda z nich bedzie dwuelementowa. Bardzo tatwo jednak sprawdzié¢, wyznaczajac te warstwy bezposrednio,
ze lewostronne sa rézne od prawostronnych.

Taka sytuacja prowadzi nas do postawienia definicji kolejnego waznego pojecia w teorii grup: podgrupy normalne;j.

Definicja 3.4.8 (podgrupa normalna). Podgrupe H grupy G nazywamy normalna, jesli zachodzi réwnos¢ warstw
prawo i lewostronnych tzn. Va € G: aH = Ha. Piszemy wtedy H < G.

Nie zawsze mozliwym jest bezposrednie wyznaczenie wszystkich warstw — ponizsza wlasnos¢ dostarczy nam wy-
godnego sposobu sprawdzania, czy dana podgrupa jest normalna.

Wtasnosé 3.4.9 (warunek rownowazny na normalnosc). Niech G bedzie grupg oraz H < G. Wowczas H jest
normalna w G wtedy i tylko wtedy, gdy¥ a € GV h € H: aha™' € H.

Dowdd. Zatézmy najpierw, ze H jest podgrupa normalng G i ustalmy dowolne a € G oraz h € H. Wtedy element
ah nalezy do zbioru aH, o ktérym z normalnosci wiemy, ze spelnia warunek aH = Ha czyli istnieje A’ € H takie, ze
ah = Wa. Stad aha™' = b/ € H, wiec nasz warunek jest spetiony.

Zatozmy teraz, ze warunek ktory proponujemy jest spelniony. Chcemy pokazaé¢, ze aH = Ha. Niech wiec
ah € aH. Zgodnie z naszym warunkiem wiemy, ze aha™! € H, wiec istnieje takie b’ € H, ze aha™' = h' skad
ah = h'a € Ha wiec mamy zawieranie aH C Ha.

Niech teraz ha € Ha. Zwréémy uwage, ze nasz warunek ma ,duzy kwantyfikator” czyli dla dowolnego elementu
z grupy G zachodzi bHb~' C H. Jako element b przyjmijmy wiec a~! i dostaniemy, ze a ‘ha € H skad wiec
a"'ha = k' dla pewnego h' € H i ha = ah’ € aH wiec mamy zawieranie w drugg strone. O

Uwaga 3.4.10 (podstawowe wtasnosci pojecia normalnosci). Niech K C H beda podgrupami grupy G. Zachodza
nastepujace wlasnosci:

1) {1¢} < G oraz G < G,

(1)
(2) jesli K <G, to K < H[

(3) kazda podgrupa grupy abelowej jest jej podgrupa normalna,

(4) jezeli [G : H] = 2, to H jest podgrupa normalna, co wynika z faktu, ze jedna z warstw (zaréwno lewo- jak
i prawostronnych) jest warstwa elementu neutralnego rowna H, druga z koniecznosci tworzy¢ musza wszystkie
pozostate elementy,

5Nie oznacza to, ze normalno$é jest pojeciem przechodnim; mozna rozwazyé na przyklad w grupie Sy podgrupe K := ((1 2)(3 4))
normalna w H := {(1 2)(3 4), (1 3)(4 2), (2 3)(4 1),id}, ktora jest normalna w S4 podczas gdy K nie jest normalna w Sy. Zastosowany
zostal zapis cykliczny permutacji por. [3.6.1]).
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(5) grupa kwaternionéw (por. przyktad (5)) jest nieabelowa ale kazda jej podgrupa jest normalna.

Wiasno$é 3.4.11 (homomorfizmy a normalnosé). Niech f: G — G bedzie homomorfizmem grup, niech H, H; < G
dla i € I oraz niech H < G. Wtedy:

(1) Nies Hi < G,
(2) f(H) < f(G&) (),
(3) f~\(H)<G.

Dowdd. Wystarczy w kazdym przypadku zastosowac¢ na przyklad warunek z [3.4.9] 1 wykorzysta¢ wlasnosci znane
z wczesniejszej teorii dla podgrup. O

3.4.2 Konstrukcja grupy ilorazowej

Niech G bedzie dowolng grupa, zas H jej podgrupa normalng. Wprowadzimy teraz zapowiadana wczesniej strukture
grupy na zbiorze wszystkich warstw grupy G wzgledem podgrupy H.

Niech G/H oznacza zbiér wszystkich warstw lewostronnych (prawostronnych) grupy G wzgledem podgrupy H.
Innymi stowy:

G/H ={aH :a € G} ={Ha:a € G}.
Na zbiorze tym zadajemy nastepujace dzialanie
(aH)(bH) := (ab)H, a,beG.

Twierdzenie 3.4.12 (twierdzenie o konstrukcji grupy ilorazowej). Niech H bedzie podgrupa normalng grupy G.
Wtedy:

(1) dziatanie zadane powyzej jest poprawnie okreslone,
(2) zbior G/H z wprowadzonym wyzej dziataniem ma strukture grupy,

(8) odwzorowanie wg: G > a— aH € G/H jest epimorfizmem grup, ponadto mamy Ker g = H.

Dowad.

(1) Niech aH = a1H, bH = biH. Pytamy sie czy wtedy (ab)H = (aib;)H. Skoro aH = a1H, to a lay € H,
za$ skoro bH = by H to b~'b; € H. Policzmy teraz (ab)~'(aiby) = b~ 'a taiby € b='Hby = b~'b1H = H, gdzie
w przedostatniej rownosci wykorzystalismy normalnosé H, za$ w ostatniej skorzystalismy z faktu, ze b='b; € H.
7 naszego rozumowania wynika, ze okreslone dzialanie jest poprawnie zdefiniowane.

(2) Lacznos¢ dzialania w G/H wynika z lacznosci dziatania w G. Widaé¢ tez od razu, ze warstwa 1H = H jest
elementem neutralnym okreglonego dziatania. Ponadto, skoro (aH)(a 'H) = (aa ' )H = H, to (aH) ' =a 'H.

(3) Fakt, ze my jest homomorfizmem grup wynika bezposrednio z okreslenia dzialania w grupie G/H. Poniewaz
kazdy element grupy G/H jest postaci aH dla pewnego a € G, wiec jest to oczywiscie surjekcja. Jesli a € G, to
mr(a) = 1g/p wtedy i tylko wtedy, gdy aH = H, za$ r6wnos¢ ta ma miejsce doktadnie wtedy, gdy a € H (3.4.1(3)),
skad wynika teza o jadrze. O

Definicja 3.4.13 (grupa ilorazowa). Jesli G jest grupa, zas H jej podgrupa normalna, to zbior G/H = {aH : a € G}
z dzialaniem (aH)(bH) := (ab)H nazywamy grupa ilorazowa grupy G przez podgrupe H. Odwzorowanie gy : G 5
a — aH € G/H nazywamy odwzorowaniem (rzutowaniem) kanonicznym (naturalnym) grupy G na grupe G/H.

Zauwazmy, ze zgodnie z naszymi wczesniejszymi uwagami grupa ilorazowa jaka powstanie po podzieleniu G = 7Z
przez H = nZ (wobec abelowosci G oczywiscie H jest normalna), to nic innego jak (Z,,+,). Proste przeliczenie
pokazuje, ze odwzorowanie:

Y :Z/nZ 3 k+nZ v k|, € Zy
jest izomorfizmem grup.

W jezyku grupy ilorazowej mozemy wyrazié¢ jeszcze jeden przydatny warunek réwnowazny na to, aby podgrupa
byta normalna.

16Njekoniecznie w G — wystarczy rozwazy¢ zanurzenie w G dowolnej podgrupy H, ktéra nie jest normalna w G.
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Wtasnosé 3.4.14 (warunek na normalnosé w_jezyku homomorfizmu). Podgrupa H grupy G jest jej podgrupg nor-
malng wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje grupa G oraz taki homomorfizm grup f: G — G, ze H = Ker f.

Dowdd. Jesli H jest podgrupag normalng grupy G, to zgodnie z twierdzeniem (3.4.12| wystarczy przyjacé G=0aG /H
oraz f = my. Odwrotnie, jadro homomorfizmu jest zawsze podgrupa normalna bedac przeciwobrazem podgrupy
normalnej, jaka jest podgrupa trywialna. ]

3.5 Twierdzenia o homomorfizmach grup

Twierdzenie 3.5.1 (twierdzenie o przenoszeniu podgrup). Jesli f: G — GZjest epimorfizmem grup, G jest rodzing
podgrup w G zawierajgcych Ker f, zas G jest rodzing wszystkich podgrup w G, to odwzorowania

®:G>3Hw f(H)eg,

\Il:gaﬁ%ffl(ff)ég
sq wzajemnie odwrotnymi bijekcjami. Bijekcje te zachowujq réowniez podgrupy normalne.
Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze powyzsze odwzorowania sg poprawnie okreslone, réowniez w przypadku podgrup
normalnych, wobec faktu, ze f jest epimorfizmem, wiec jak wiemy obraz podgrupy normalnej jest podgrupa normalna.
Dzieki surjektywnosci f mamy tez f(f~(A)) = A dla dowolnego A C G, w szczegdlnosci jest ® o U = idg. Wiemy
réwniez, ze dla dowolnego A C G jest A C f~(f(A)), zatem jesli Ker f C H < G, to pozostaje wykazaé, ze
7Y f(H)) C H. Istotnie, jesli z € f~1(f(H)), to f(z) € f(H), zatem istnieje takie h € H, ze f(z) = f(h), czyli

h~'x € Ker f. Ostatecznie jest wiec x € hKer f C hH = H, czyli ¥ o ® = idg oraz ® i ¥ sa wzajemnie odwrotnymi
bijekcjami. O

Dobra ilustracja zastosowania twierdzenia [3.5.1] jest wyznaczenie postaci podgrup w grupach reszt modulo n.
Rozwazamy epimorfizm
fiZ>kw [kl € Zy.

By wyznaczy¢ podgrupy w Z,, wystarczy wyznaczy¢ podgrupy w Z, zawierajace jadro odwzorowania, czyli podgrupe
nZ (podgrupy te sa charakteryzowane przez podzielniki naturalne n) i przenie$¢ je za pomoca f. Dla przykladu
z twierdzenia tego otrzymujemy, ze wszystkie podgrupy w grupie (Zs,+), to {0}, {0,4}, {0,2,4,6} i cala grupa.

Twierdzenie 3.5.2 (Podstawowe twierdzenie o izomorfizmie). Jesli f: G — G jest homomorfizmem grup, to wtedy
G/Ker f 2Im f.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze sformulowanie w tezie ma sens tzn. istnieje grupa ilorazowa G/Ker f — istotnie,
Kerf=f _1({15) czyli jako przeciwobraz podgrupy normalnej jadro jest podgrupa normalna (oczywiscie, tatwo to
sprawdzi¢ takze w oparciu o warunek rownowazny (3.4.9)).

[zomorfizm skonstruujemy bezposrednio. Rozwazmy odwzorowanie:
F:G/Kerf>aKerfr— f(a) € Im f.
Sprawdzimy, ze jest ono poprawnie okreslonym izomorfizmem (z oczywistych wzgledow jest to surjekcja).
Zauwazmy, ze mamy nastepujacy ciag réwnowaznosci:
aKerf=bKer f <= b lacKerf <= f(b"'a) =15 < [f(b)] ' f(a) = 15
<= f(b) = f(a) <= F(bKer f) = F(aKer f).

Wynikanie od strony lewej do prawej dowodzi poprawnej okreslonosci odwzorowania, za$ od prawej do lewej jego
injektywnosci.

Sprawdzmy jeszcze, ze F' jest homomorfizmem:

Fl(aKer f) - (bKer f)] = F((ab) Ker f) = f(ab) = f(a)f(b) = F(aKer f)F(bKer f). ]
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3.6 Grupy permutacji 5,

Bedziemy rozwazaé grupy permutacji zbioru {1,...,n} dla n € N. Grupa ta zasluguje na szczegdlna uwage z co
najmniej kilku powodéw: wobec swojej historycznej roli w rozwoju teorii grup, wobec twierdzenia Cayleya ,
ktére w pewien sposdb wiaze dowolng grupe z pewna grupa permutacji i wreszcie wobec jej kluczowego znaczenia
w powiazaniu teorii grup z rozwiazywaniem réwnan wielomianowych, o czym powiemy w drugiej czesci skryptu.
Tutaj zbierzemy jedynie podstawowe, przydatne dalej, informacje o tej grupie.

Elementy zbioru S,, bedziemy oznaczaé¢ na dwa sposoby: albo jako odwzorowania

o:{1,....,n} = {1,...,n}

o 1 ... n
- \o(1) -+ o(n))’
Oczywiscie, jak wiemy zbior S, z dzialaniem sktadania (mnozenia) permutacji tworzy grupe (nieprzemienna dla
n > 2).

albo symbolem

Definicja 3.6.1 (cykl k-elementowy, transpozycja). Jesli {ai,...,ar} C {1,...,n} jest zbiorem k-elementowym,
gdzie 1 < k < n, to permutacje ¢ € S, okreslong wzorem

o(ar) = ag, ..., olax—1) = ay, o(ax) = ax, o(j) = 7, Jj&{ar, ... ax}

nazywamy cyklem k-elementowym i zapisujemy o = (a1 a2 ... a). Liczbe k nazywamy dlugoscia cyklu p.
Permutacje identyczno$ciows, traktujemy jako cykl dtugosci 1. Cykl dwuelementowy nazywamy transpozycja.

345
542

Przykladem cyklu jest permutacja (1 2 87)=(13527), natomiast permutacja (123235 %7) nie jest cyklem.
(

Definicja 3.6.2 (cykle roztaczne). Cykle o = (a1 ... ai) € S, oraz o= (b1 ... b)) € S, nazywamy roztacznymi,
jesli {al,... ,ak} N {bl,...,bl} = .

Przyktadowo, cykle (12 3 4

) oraz (5 6) sa roztaczne, natomiast cykle (1 3) oraz (3 5 4) roztaczne nie sa. Zauwazmy
ponadto, ze (1234)(56) = (323

V4
128)=(56)(1234) natomiast (13)(354) =(1354) #(1543)=(354)(1 B)H
Obserwacja 3.6.3 (przemiennos¢ cykli roztacznych). Cykle roztgezne sq przemienne.

Dowdd. Niech 0 = (a1 ... ai) € S, oraz o = (b ... b)) € S, beda cyklami roztacznymi. Wybierzmy 1 < i < n.
Jeslii ¢ {ay,...,ap} U{b1,..., b}, to o(i) = 0(i) =i, zatem (00 p)(i) =i = (0o o)(i). Jesli zas i € {ay,...,ax}, to
i ¢ {b1,....,b1}. W szczeg()lnosm o(i) €{ai,...,ax} oraz (c0p)(i) = 0(i) = (¢poo)(i). Podobnie, gdy i € {bl, o br)
to mamy (o 0 9)(i) = (i) = (00 0)(i). Lacznie jest wiec 00 p=poo.

Twierdzenie 3.6.4 (rozklad permutacji na cykle). Kazda permutacja ma jednoznaczny rozktad na cykle roztgczne.

Dowdd. Niech o € S,,. Istnienie rozkladu permutacji ¢ na cykle roztaczne wykazemy indukcyjnie wzgledem n. Dla
n = 1,2 jest to oczywiste. Przypusémy wiec, ze n > 2 oraz, ze kazda permutacja zbioru o co najwyzej (n — 1)-
elementach jest cyklem lub iloczynem cykli roztacznych. Mozemy zatozyé, ze o # id. Wobec tego istnieje takie
a € {l,...,n}, ze o(a) # a. Oznaczmy a1 = a, az = o(ay), itd. Wtedy a1 # az. Poniewaz zbiér {1,...,n} jest
skoniczony, to istnieje j, dla ktérego istnieje takie ¢, ze 1 < i < j < n oraz a; = aj. Wybierzmy minimalng liczbe
o tej wlasnodci i oznaczmy ja przez jo. Niech teraz 1 < ig < jo < n spelnia aj, = a;,. Jesli wykazemy, ze i9 = 1, to
otrzymamy pierwszy cykl. Przypusémy wiec, ze ig > 1, wtedy jednak o(aj,—1) = aj, = ai, = 0(aiy—1), czyli dzieki
injektywnosci o jest aj,—1 = a;,—1 i mamy sprzeczno$¢ z minimalnoscig jo. Wobec tego ig = 1, czyli permutacj¢ o
mozemy zapisa¢ nastepujaco

ar e @jy—1 bj, by, >
g = o ) = 9
(az SR ) v (o(%) o alby)
gdzie {bj,,...,bn} ={1,...,n} \ {a1,...,a5,—1}. Korzystajac z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy dalszy rozktad
na cykle roztaczne permutacji g, a tym samym rozktad na cykle roztaczne permutacji o. Niech teraz

O’:alo...oaszglo...ogr

" Zwykle w takim zapisie pomijamy znak skladania o pomiedzy permutacjami.
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beda rozktadami permutacji o na cykle roztaczne. Jesli o1 = (a1 ... ag), to a; wystepuje w dokladnie jednym z cykli
o; dlai=1,...,r. Mozemy zalozy¢, ze a1 wystepuje w cyklu o1 = (b1 ... by) oraz, ze a; = by (mozemy cyklicznie
przestawi¢ elementy by, ..., b; tak, aby a; znalazl sie jako pierwszy w zapisie). Mamy ay = o(a1) = o(b1) = be, itd.

Musi wiec byé k =1 oraz o1 = p1, zatem

020005 = 0200 Q.

Teraz zwyklta indukcja koniczy dowdd. O
Rozwazmy permutacje o = (§3332 5 7831011) € Sy, Latwo sprawdzi¢, ze otrzymujemy rozklad na cykle
rozlaczne postaci o = (1 37 2)(4 8)(5 6 11).

Wnhiosek 3.6.5 (rozktad permutacji na transpozycje). Niech n > 1 oraz o € S,,.
(1) Kazda permutacja n-elementowa jest iloczynem transpozycji E

(2) Jesli w jednym z rozktadow na transpozycje permutacji o wystepuje parzysta (nieparzysta) liczba transpozycyi,
to jest tak rowniez w dowolnym innym rozktadzie na transpozycje tej permutacyi.

Dowad.
(1) Dla identycznosci mamy np. id = (i j)(i j), gdzie ¢ # j. Dalej wystarczy ograniczy¢ sie do cykli dtugosci
1 <r < nizauwazyé, ze (a1 ... ay) = (a1 ap)(a1 ar—1) - ...- (a1 az).

(2) Dla dowolnej permutacji o okreslmy liczbe zwang jej wyrdznikiem nastepujaco:

Alo)= [ (o(j)—0(i)).

1<i<j<n

Oczywiscie, jesli T € S, jest transpozycja, to A(o o7) = —A(0). Niech teraz

0=010...004=7T10...0Ty,
gdzie 01,...,05 € Sy, oraz 11, ...,T, € S, sa transpozycjami. Mamy wiec:

A(o) = (—1)°A(id) = (—1)"A(id).

Poniewaz A(id) # 0, to (—1)® = (—1)", czyli r oraz s sa tej samej parzystosci. O

Definicja 3.6.6 (znak permutacji). Permutacje o € S,, (n > 1) nazywamy parzysta (nieparzysta), jesli w jej
rozktadzie na transpozycje liczba transpozycji jest parzysta (nieparzysta). Jesli liczba transpozycji wystepujacych
w pewnym rozkladzie permutacji o jest rowna s, to liczbe sgn(o) = (—1)® nazywamy znakiem permutacji o. Gdy
n = 1, to przyjmujemy, ze jedyna permutacja identycznosciowa jest permutacja parzystg.

Dzieki wnioskowi wiemy, ze znak permutacji z definicji jest poprawnie okreslony. Ponadto, dla n > 1
odwzorowanie
sgn: S, 3 o +— sgn(o) € {—1,1}

jest epimorfizmem o jadrze A,, — bedacym zbiorem wszystkich permutacji parzystych.

Definicja 3.6.7 (grupa alternujaca). Grupe A, zlozona ze wszystkich n-elementowych permutacji parzystych nazy-
wamy grupa alternujaca stopnia n.

Obserwacja 3.6.8 (wlasnosci A,). A, jest podgrupg normalng w Sy,. Ponadto |Ay| =n!/2 dla n > 1@

Dowdd. Fakt, ze A, < S, wynika stad, ze A, jest jadrem wyzej okreslonego homomorfizmu. Jesli n > 1, to na
podstawie podstawowego twierdzenia o izomorfizmie (3.5.2) mamy S, /A, = {—1,1} = Oy, skad wynika réwnosé
[Sn : Ap] = |Sn/An| = 2 1 z twierdzenia Lagrange’a (3.4.5) mamy [A,| = [S,|/2 = n!/2. O

Fakt, ktory wykazemy ponizej, choé¢ ciekawy sam w sobie jest przygotowaniem do powigzania mozliwosci odzy-
skania pierwiastkow wielomianéw za pomocg operacji na ich wspoétczynnikach z wtasnosciami grup wyznaczonych
przez rozwazane wielomiany. Wykazemy, ze dla n > 5 grupa A, nie ma istotnych podgrup normalnych — to czyni
posrednio wyjatkowymi réwnania wielomianowe dla stopni wiekszych od 4.

8 Transpozycje te jednak nie musza by¢ rozlaczne.
¥Licznosé zbioru permutacji parzystych mozna oczywiscie prosto wykazaé na bazie wlasnosci kombinatorycznych.
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Definicja 3.6.9 (grupa prosta). Grupe nie zawierajaca nietrywialnej, wlasciwej podgrupy normalnej nazywamy
prosta.

Twierdzenie 3.6.10 (,prostota A,”). Grupa A,, jest prosta dlan > 5.

Dowdd. Niech {id} # H <1 A,, oraz ustalmy ¢ € H \ {id}. Dowod przedstawimy w dwoch krokach.
Krok 1. Wykazemy, ze H zawiera iloczyn pewnych dwoch transpozycji roztacznych. Roztézmy o na iloczyn cykli
roztacznych. Mamy wtedy cztery mozliwosci:

(1) w rozktadzie o nie wystepuje cykl o dtugosci mniejszej niz 4,

(2) w rozktadzie o wystepuja co najmniej dwa cykle i jeden z nich jest dtugosci 3 ,
(3) o jest cyklem dtugosci 3,

(4) o jest iloczynem parzystej liczby roztacznych transpozycji.

W kazdym z przypadkéw dobierzemy pewna permutacje 7 € A, tak, aby z dokladnoscig do ewentualnej zmiany
numeracji elementow wszystkie sytuacje przedstawiala tabela:

Przypadek ceH TcA, | oro 't e H
(1) (1234 ..)5 | (123) (142)
2) (123)45 ..)o | (124) | (14352

(3) (123) (124) (12)(34)

(4) (12)(34)0 (123) (13)(24)

Jak wida¢ do H zawsze nalezy iloczyn dwoch roztacznych transpozycji. W przypadku (3) i (4) jest to oczywiste,
przypadek (1) sprowadza si¢ do (3) (skoro otrzymalismy cykl dlugosci 3), za§ przypadek (2) sprowadza sie do (1),
zatem rowniez do (3).

Krok 2. Korzystajac z kroku 1 ustalmy o = (1 2)(3 4) € H. Wykazemy, ze iloczyn dowolnych dwoch transpozycji
nalezy do H, co bedzie oznaczato, ze H = A,,. Rozwazmy najpierw iloczyn dwoch transpozycji roztacznych (i j)(k 1).

Niech
(1 2 3 4 5 - n
Y\ ikl B - T0))
Woéwezas 7 € Ay, lub 7 = 7(1 2) € A, zatem 7071 € H lub mon~! = ror~! € H. Tak czy inaczej o = o7 ! € H

oraz o = 7o+ = (i j)(k I). Gdy natomiast mamy do czynienia z permutacja (i j)(i k), gdzie j # k, to istnieja takie
ILbme{l,...,n}\{i,J,k}, ze l # m oraz mamy (i j)(i k) = [(Z 7)(I m)][(Il m)(i k)] € H. O

‘Whniosek 3.6.11. Dla dowolnego n > 1 grupa A, jest jedyng podgrupg indeksu 2 w Sy,.

Dowadd. Dla n < 5 wlasno§é mozna sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ograniczymy sie wiec do komentarza dla
n > 5. Niech H < S, bedzie podgrupa indeksu 2. Wiemy, ze H <15, zatem HNA, <1 A,. Skoro A, jest grupa prosta,
to HN A, = A, lub HnN A,, = {id}. Gdyby zachodzita druga mozliwos¢, to podgrupa H zawierataby tylko jedna
permutacje parzysta i co najmniej 59 permutacji nieparzystych. Wybierzmy dwie rézne permutacje o, 7 € H \ {id}.
Zauwazmy, ze permutacje o2 oraz oT sa parzyste i leza w H, zatem 0? = 1 = o7, wiec 0 = 7, sprzecznosé¢. Musi
zachodzi¢ zatem H N A,, = A,, czyli A, C H. Ro6wnosé rzedow obu podgrup gwarantuje, ze H = A,,. O

3.7 Zadania

1. Niech X = {f : R — (0,+00)} z dzialaniem mnozenia funkcji. Sprawdzi¢, ze X jest grupa. Czy Y C X jest
podgrupg X, gdzie Y jest dana ponizej?
(a) Y ={feX:f(0)>f(1)}
(b) Y ={feX:[f(0)=1}
(c) Y:={f € X : f jest funkcja parzysta};
(d) Y :={f € X : f jest funkcja nieparzysta}.
2. Sprawdzi¢, ze zbior po = {z € C: In € N: 2" = 1} = (J, oy #n pierwiastkow zespolonych z liczby 1
dowolnych stopni jest grupa wzgledem mnozenia liczb.
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3. Udowodni¢, ze dla dowolnych grup (G, o), (G’,e) iloczyn kartezjanski G x G’ jest grupa wzgledem dzialania -
okreslonego wzorem

((1, a/) ’ (bv b/) = (a’ © a/¢ be b,)
4. Niech a € Ry. Udowodni¢, ze przedzial [0, a) tworzy grupe abelowa wzgledem dzialania @ okreslonego wzorem

R T+y jesli z+y < a,
Y r+y—a jesli x+y>a

5. Niech (G, -) bedzie grupa i niech funkcja f : G — A bedzie bijekcja. Wykazaé, ze jesli dziatanie & w zbiorze
A jest okreslone wzorem ay @ az = f(f1(a1)- f~1(az)), to para (A, ®) jest grupa.

6. Korzystajac z poprzedniego zadania wykazaé, ze w zbiorze N mozna okresli¢ takie dziatanie, wzgledem ktérego
N jest grupa.

7. Niech Hy, Hs bedg podgrupami grupy abelowej G. Dowiesé¢, ze zbior
Hi+ Hy := {h1+h2: hi € Hy, ho EHQ}

jest podgrupa grupy G oraz ze podgrupa ta jest najmniejsza w sensie inkluzji podgrupa grupy G zawierajaca
kazdg z podgrup Hi i Hos.

8. Sprawdzié, czy dana funkcja ¢ jest homomorfizmem grup. Jesli tak, to wyznaczy¢ jadro i obraz tego homomor-

fizmu.

(a) ¢: Z — Z, ¢(a) = na, gdzie n € N;
(b) 6: T = C*, 6(2) = |2}

(©) 6: CoR, 6(2) = |2

(d) ¢: R* = R*, ¢(a) = a?;

(e) ¢: R* 5 R* ¢(a) = Va;

(f) ¢: C* — C*, ¢(z) = 2™, gdzie n € N;

: RT 5 R, ¢(a) =loga;

2 L — Ly, ¢(a) =a(mod n);

L = fin, &(2) = 2F, gdzie k € N i k|n oraz p, = {z € C: 2" = 1} (z dziataniem mnozenia);
i My(R) — Ma(R), ¢(A) = AT

. Ma(R) — R, ¢(A) = det(A).

h
(i
(]
(k

9. Udowodni¢, ze grupy R i R* nie sg izomorficzne.

(12345 . 1 2
7=\2 5 3 1 ! 3 4

-1 -
oT,TO, T O L

(g
(

%\%@&@ﬂ%\ﬁ&&

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
) ¢

10. Niech
3 3 4 5
4 2 5 1

Obliczy¢

Roztozyé permutacje o i 7 na iloczyn cykli i iloczyn transpozycji sasiednich elementéw, wyznaczy¢ ich znak
i rzad.

11. Dla kazdego elementu a € G wyznaczy¢ podgrupe generowana przez a i okresli¢ rzad elementu a, gdzie:

(a) G: Zg,
(b) G = ZQ X Zg),
(c) G={ae{l,...,14} : (a,14) = 1},-14).

12. Podaé¢ liczbe elementow rzedu 2, 3, 4, 5, 6 w grupie G, gdzie:
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.

24.

Niech G bedzie grupa. Udowodnié, ze dla dowolnych a,b € G zachodzi |ab| = |bal.
Udowodni¢, ze zadna z ponizszych grup nie jest cykliczna:

(a) Z X Zy, gdzie n € Nxo,

(b) Z x C,

(¢) Zo X Ly, gdzie n € Nxo,
(d) Zy X Zy, gdzie n € Nxo.

i 1 2 o . .
W grupie S3 wygenerowaé podgrupe przez o = < >, sprawdzi¢ jej normalnosé oraz wyliczy¢ indeks.

21 3

Rozwazmy grupe (C*, ) oraz jej podgrupe H = RT. Odpowiedzie¢ na pytanie jaki podzbior ptaszczyzny tworzy
warstwa ustalonej liczby z € C* wzgledem podgrupy H.

Wykazaé, ze dla kazdego n € N istnieje grupa G, ktora jest generowana przez doktadnie n-elementow.

Sprawdzié¢, ze zbior H = {bi : b € R} jest podgrupa normalna grupy C. Opisa¢ warstwy elementow z € C
wzgledem tej podgrupy, a nastepnie wykazaé¢, ze C/H = R.

Sprawdzi¢, ze zbior H = {(x,y,2) € R3 : z+y = 2 — z = 0} jest podgrupa normalng grupy R3. Opisaé
warstwy elementow (x,7, z) € R? wzgledem tej podgrupy, a nastepnie wykazac¢, ze R3/H = R.

Sprawdzi¢, ze zbior H = {(x,y) € R?: x = 2y} jest podgrupa normalna grupy R3. Opisa¢ warstwy elementow
(z,y,2) € R? wzgledem tej podgrupy, a nastepnie wykazaé, ze R?/H = R2,

Wykazaé, ze w grupie kwaternionéw wszystkie podgrupy sa normalne choé¢ grupa nie jest abelowa.
Niech R® = {{a;}2;: a; € R, i =1,2,...}, H = {{a;}°, : a1 = as = 0}. Dowies¢, ze R™®/H = R*.

Wykaza¢, ze jesli f : G — G’ jest homomorfizmem grup to jadro tego homomorfizmu jest normalng pod-
grupa G.

Rozstrzygnac¢ dla jakich n € N>, podgrupa H, = {o € S,, : 0(2) = 2} jest normalna w S,,.



Rozdzial 4

Podstawy teorii pierscieni

4.1 Podstawowe definicje i przyklady

Do tej pory strukture algebraiczna zadawaliSmy na zbiorze za pomoca jednego dziatania. Teraz, podobnie jak
to w spos6b naturalny pojawia sie w przypadkach podzbioréw liczbowych, bedziemy operowaé¢ dwoma dziataniami
zadajac tym samym (przy odpowiednich wtasnosciach dziatan) strukture pierscienia. Najbardziej ,intuicyjnym” przy-
ktadem jest tu ponownie znany nam zbiér liczb catkowitych, na ktérym mamy dwa naturalne dzialania: dodawania
i mnozenia. Jest to ,bazowy” dla nas przykltad pierécienia.

Definicja 4.1.1 (pierscien). Jesli P jest zbiorem niepustym, na ktorym zadano dwa dziatania oznaczane odpowiednio
+ oraz - (nazywane dodawaniem i mnozeniem) o nastepujacych wtasnosciach:

(1) (P,+) jest grupa abelowa z elementem neutralnym oznaczanym przez Op =: 0,

(2) (P,-) jest polgrupa (tacznos¢ mnozenia),

(3) a(b+c) = ab+ac oraz (b+c)a = ba+ca dla dowolnych a, b, ¢ € P (rozdzielno$é mnozenia wzgledem dodawania),
to trojke (P, +,-) (w skrocie, jesli nie prowadzi to do nieporozumieni: P) nazywamy wowczas pier§cieniem. Dodat-
kowo, jesli:

(4) istnieje takie 1 :=1p € P,ze a-1 =a =1-a dla dowolnego a € P (element neutralny mnozenia), to méwimy

o pierécieniu z jedynka,

(5) ab = ba dla dowolnych a,b € P (przemienno$¢ mnozenia), to méwimy o pierscieniu przemiennym.

Jesli zachodza warunki (1)—(5), to moéwimy o pierScieniu przemiennym z jedynka.

Podzbior R pierscienia (P, +, - ) nazywamy jego podpierscieniem, gdy (R, +|rxR, -|rxr) jest pierscieniem. Jesli
P ma jedynke 1p, to dodatkowo wymagamy aby 1p € R.

Wtasnosé 4.1.2 (podstawowe wlasnosci elementow pierscienia). Niech P bedzie pierscieniem oraz niech a,b, aq,. .., ap,
bi,...,by € P. Wtedy zachodzq wtasnosci:

(1) a-0=0=0-a
(2) (—a)b=—ab = a(—b) oraz (—a)(—b) = ab.
(3) (ka)b = Ek(ab) = a(kb), k(a + b) = ka + kb oraz k(la) = (kl)a = l(ka) dla k,l € Z.
(4) (X ai) (X2 by) = 32 X aiby.
i=1 J=1 i=1j=1
Dowdd. Dla przyktadu udowodnimy (1) oraz czesé¢ (2). Jako, ze pozostale dowody przebiegaja analogicznie pozosta-
wimy je Czytelnikowi w formie ¢wiczenia.

Dla dowodu pierwszej réwnosci z (1), zauwazmy, ze a-0 = a- (0 + 0) = (a-0) + (a-0) na podstawie rozdzielno-
$ci mnozenia wzgledem dodawania. Z réwnosci a-0 = (a-0) + (a-0) widzimy, ze a-0 jest elementem neutralnym
dodawania, skad a-0 = 0.

Dla dowodu pierwszej z rownosci w (2), zauwazamy, ze na podstawie rozdzielnosci i (1) mamy zwiazek (—a)b +
(ab) = [(—a) + a]b = 0-b = 0, czyli element (—a)b jest elementem przeciwnym do ab. O

49
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Wprost z aksjomatyki pierscienia tatwo wykazaé, ze w szczegdlnym przypadku dwoch przemiennych elementow
zachodzi znany z wlasnosci liczbowych wzor, ktorego dowod pozostawiamy takze w formie ¢wiczenia. Podkreslmy tu,
ze ogolnie nie mozemy zapisaé¢ w pierscieniu réwnosci (a 4 b)? = a? + 2ab + b2, Istotnie, bez zalozenie przemiennosci
dzialania mnozenia w P, mozemy tylko napisa¢, ze (a + b)? = a® + ab + ba + b?. Zanotujmy nastepujaca

Uwaga 4.1.3 (dwumian Newtona). Jesli P jest pierscieniem oraz a,b € P sa ze soba przemienne, to dla dowolnego
n

n € N zachodzi réwnosé (a +b)" = Y (})a"db" "

=0
Zestawimy teraz definicje wyrdznionych elementéw zadanego pierscienia, z ktérymi bedziemy mieli do czynienia
w dalszej czesci wyktadu.
Moéwiac dalej ,,pierscienn’” mamy na mys$li pierScien przemienny z 1 # 0.
Definicja 4.1.4 (dzielnik zera, element odwracalny). Jesli P jest pier§cieniem, to element a € P* nazywamy dziel-

nikiem zera, gdy istnieje taki element b € P*, ze ab = 0. Zbior dzielnikow zera pierscienia P oznaczamy D(P).

Element v € P nazywamy odwracalnym (jednoscia), jesli istnieje taki element v € P, ze wv = 1. Zbior
elementow odwracalnych pierscienia P oznaczamy przez U(P).

Ogdlnie, w pierscieniach nieprzemiennych mozna wprowadzié pojecie lewostronnych (prawostronnych) dzielnikdéw
zera i elementéw odwracalnych. My, z racji rozwazania jedynie pierScieni przemiennych, bedziemy operowac nieco
uproszczong wersjq dzielnikow zera i elementow odwracalnych.

Przyktad 4.1.5.
(1) Dla piercienia (Z, +,-) mamy D(Z) = () oraz U(Z) = {—1, 1}.
(2) Dla pierscienia (Zg, +, - ) mamy D(Zg) = {2,3,4} oraz U(Zg) = {1, 5}.

Definicja 4.1.6 (pierscien catkowity, cialo). Moéwimy, ze pierscien P jest calkowity (jest dziedzina), jesli P nie
posiada dzielnikow zera. Inaczej, pierscien jest catkowity, gdy zachodzi w nim implikacja: a,b € P,a-b=0 = a =0
lub b = 0.

Pierscien, w ktérym kazdy niezerowy element jest odwracalny nazywamy cialem.

Przyktad 4.1.7. Najprostszym przyktadem pierscienia catkowitego jest pierécieni liczb catkowitych Z. Jest to takze
przyklad pierscienia catkowitego, ktéry nie jest ciatem.

Definicja 4.1.8 (homomorfizm pierscieni). Jesli P oraz R sa pierscieniami, to odwzorowanie f: P — R nazywamy
homomorfizmem pierscieni, gdy

fle+y)=fle)+fy),  fley)=f@)f(y)  dladowolnych z,y € P
oraz zachodzi f(lp) = 1RE|

Stosujemy tu analogiczng jak w teorii grup terminologie dotyczaca monomorfizmu, epimorfizmu, endomorfizmu
czy izomorfizmu.

Wtasnosé 4.1.9 (element odwracalne a dzielniki zera). Niech P bedzie pierscieniem z 1 # 0. Wtedy zachodzq
nastepujgce wtasnosci:

(1) Element odwracalny nie moze byé dzielnikiem zera, tzn. U(P) N D(P) = @.
(2) Kazde ciato jest pierscieniem catkowitym.
(8) Zbior U(P) tworzy grupe z dziataniem mnozenia.

Dowdd. Uzasadnimy pierwsze dwie wlasnodci, ostatnia zostawiamy jako ¢wiczenie.

(1) Jesli a € P bylby jednoczesnie elementem odwracalnym i dzielnikiem zera, to bylby to element niezerowy dla
ktorego istniatyby dwa elementy: b € P*, ¢ € P takie, ze ab = 0 oraz ac = 1. Mnozac pierwsze z rownan obustronnie
przez c dostalibysmy cab = ¢ -0 = 0. Korzystajac z przemiennosci mnozenia mamy acb = 0, a poniewaz ac = 1, to
dostajemy, ze b = 0 co jest sprzeczne z zatozeniem.

(2) Skoro w ciele kazdy element niezerowy jest odwracalny, to zgodnie z (1) zaden niezerowy element nie moze by¢
dzielnikiem zera, czyli pierécien jest catkowity. O

! Zauwazmy, ze w przypadku homomorfizméw grup wlasnosé ,przenoszenia elementu neutralnego” wynikata bezposrednio z definicji
homomorfizmu: byto to efektem istnienia elementu odwrotnego do dowolnego elementu w grupie, oczywiscie homomorfizm pierécieni
przenosi element neutralny dodawania ale nie musi przenosi¢ elementu neutralnego mnozenia, stad dodatkowe zalozenie.
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4.2 Pojecie idealu i operacje na ideatach

Wprowadzimy teraz pojecie, ktére odgrywa w teorii pierscieni podobng role jak podgrupy normalne w teorii grup.
W szczego6lnosci to wlasnie za pomoca tego typu podzbioréw bedziemy konstruowaé pierscienie ilorazowe.

Definicja 4.2.1 (ideal). Podzbiér I C P pierécienia P nazywamy idealem w P, jesli:
(1) (I, +) jest podgrupa (P, +),
(2) dla dowolnych a € I, r € P zachodzi a - r € I (tzw. warunek pochtaniania)

Jesli 1 jest idealem w P, to piszemy I < P. Ideal I nazywamy wlasciwym, jesli I # P, za$ nietrywialnym gdy

1 # {o}.

Podobnie jak w przypadku dzielnikow zera i jednosci, mozna tez mowié o ideatach lewostronnych (prawostron-
nych).

Analogicznie jak w przypadku grup, przeciecie dowolnej liczby idealow jest idealem (suma mnogosciowa idealow
nie musi by¢ idealem, wszak nie musi by¢ podgrupa grupy addytywnej pierécienia). Wtasnosé ta prowadzi do
okreslenia (znéow analogicznie jak w grupach) pojecia idealu generowanego przez zbior.

Definicja 4.2.2 (ideal generowany przez zbior). Jesli A jest podzbiorem pierscienia P, to przeciecie wszystkich
ideatéw pierscienia P zawierajacych podzbior A nazywamy idealem generowanym przez zbiér A, innymi stowy

4= (] L

I19P:ACI
W szczegdlnosci, jesli A = {aq,...,an}, to piszemy (A) = (a1,...,an).

Definicja 4.2.3 (pierscienn (dziedzina) idealow glownych). Jesli P jest pierScieniem, to moéwimy, ze ideal I < P
jest glowny, jesli istnieje taki element a € P, ze I = (a). Mowimy, ze P jest pierScieniem idealéw glownych,
jesli kazdy ideal w P jest gléwny. Dziedzing idealéw gléwnych nazywamy pierscien idealéw gltéwnych, ktory
dodatkowo jest catkowity.

Przyktad 4.2.4. Pierécien Z jest dziedzing ideatow gtéwnych. Z jednej strony wiemy, ze jest on catkowity, a z drugiej
strony wiemy, ze wszystkie podgrupy sa postaci nZ, ktore to zbiory tworza idealy generowane przez odpowiednie
n € N (por. wlasnosé ponizej), czyli sg ideatami gltownymi.

Wtlasnosé 4.2.5 (wlasnosci ideatow). Niech P bedzie pierscieniem, ai,...,a, € P oraz I < P. Wtedy zachodzg
nastepujgce wtasnosci:

(1) (a1,...,an) = Pay + ...+ Pa, = {ria1 + ...+ rpa,, v € P},
(2) jesli INU(P) # @, to wtedy I = P,
(8) P jest ciatem wtedy i tylko wtedy, gdy jedynymi ideatami w P sq (0) oraz P.

Dowad.
(1) Niech J = Pay + ...+ Pa,. Najpierw wykazemy, ze J jest idealem co bedzie oznaczalo, ze (ay,...,a,) C J.
Fakt, ze (J,4+) jest podgrupa (P, +) jest natychmiastowy. Istotnie, jesli b,c € J, to

b="biay + -+ byay, c=cia1 + ...+ cpan
dla pewnych b;,¢; € P (1 <i < n). Stad wniosek, ze
b—c=(b1—c1)ar+ ...+ (bp —cn)an € J.

Podobnie, gdy a € P, to
ab = (aby)ay + ...+ (aby)a, € J.

Zawieranie w druga strone wynika z definicji ideatu. Skoro aq,...,a, € (a1,...,a,), to kazda ich kombinacja z J tez
musi naleze¢ do (aq,...,an).

(2) Gdy u € INU(P) oraz v € P spelnia uv =1, to dla a € P jest a = auv € I, mamy wiec P C I, skad rownos¢.
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(3) Zalozmy najpierw, ze P jest cialem i wybierzmy niezerowy ideal I w P. Skoro I jest niezerowy, to INU(P) # &,
czyli z (2) mamy I = P, co koriczy dowod tej implikacji.

Zaloézmy teraz, ze w P nie ma innych idealéw poza trywialnym i calym P i rozwazmy element niezerowy a € P.
Wobec (a) # (0) mamy (a) = P, czyli istnieje takie b € P, ze ab = 1, a zatem jest to element odwracalny. Koriczy
to dowod faktu, ze P jest ciatem. O

Zauwazmy, ze podpierscienn wlasciwy nie musi byé¢ idealem, na przykitad Z jest podpierscieniem Q, nie jest to
jednak ideal, gdyz Q jako cialo nie zawiera nietrywialnych idealéw wlasciwych.

Twierdzenie 4.2.6 (dzialania na idealtach). Niech I, J bedg ideatami w pierscieniu P. Wiedy zachodzq wtasnosci:
(1) Zbiory
I+J={a+b:acl beJ},
n
1J = {Zaibizah...,an el,by,....,b, €J, neN}
i=1

sq ideatami w P,
(2) 1JCINJCI+J,
(3) jesli T jest taricuchem ideatow w pierscieniu P (w sensie inkluzji), to wtedy I =\JZ jest ideatem w P.

Dowdd. Wtasnosé (1) pozostawiamy do przeliczenia wprost z definicji. Dla uzasadnienia wlasnosci (2) wystarczy
zauwazyé, ze IJ C I CI+Joraz I JCJC I+ J, zatem IJCINJ CI+J.

Wreszcie, dla dowodu (3), zauwazmy, ze jesli a,b € I oraz ¢ € P, to istnieja takie I1,Io € Z, ze a € I oraz b € Is.
Niech na przyktad Iy C Ir. Wtedy a — b € Io C I oraz ac € I} C I, co koniczy dowod. O
4.2.1 Pierscien ilorazowy

Jesli I jest idealem pierscienia P, to wowczas (I, +) jest podgrupa grupy abelowej (P, +), czyli podgrupa normalna.
Mozemy wobec tego rozwazaé grupe ilorazows (P/I,+) z dzialaniem: (a+ 1)+ (b+ 1) = (a+b)+ I. Przypomnijmy,
ze w notacji addytywnej elementy P/I maja posta¢ a + I, gdzie a € P oraz

a+1I=b0+1 < a—-bel, at+l=1=0p; < acl.

Mozemy jednak na tym zbiorze wprowadzi¢ tez mnozenie: (a + I) - (b+ I) := (ab) 4+ I, gdzie mnozenie ab to
dziatanie mnozenia w P. By to dzialanie miato sens, musimy sprawdzié, ze nie zalezy ono od wyboru reprezentantow.

Wtasnosé 4.2.7 (poprawnosé definicji pierscienia ilorazowego). Niech I bedzie ideatem pierscienia P. Wtedy zacho-
dzq wtasnosci:

(1) dziatania wprowadzone wyzej na P/I sq poprawnie okreslone,

(2) zbior P/I z dziataniami (a+ 1)+ (b+1) = (a+b)+1 oraz (a+1)(b+1) =ab+1 dla a,b € P tworzy strukture
pierscienia,

(3) odwzorowanie w: P> a— a+ I € P/I jest epimorfizmem pierscieni.

Dowdd. Dla dowodu (1) niech a,b,a’, b’ € P spehiajaa+I=a' +Torazb+I=b+1,toa—ada € ITorazb—-V € I.
Wtedy ab — a't/ = a(b—b') + (a — a’)b/ € I co oznacza, ze ab+ [ = o't/ + I czyli (a+ I)(b+ 1) = (a' + I)(b' + 1),
wiec istotnie jest to poprawnie okreslone dziatanie. Pozostate dwa punkty wynikaja wprost z wtasnosci dziatan w P,
okreglenia dziatann w P/I i definicji odwzorowania . O

Definicja 4.2.8 (pierscien ilorazowy). Jesli I jest idealem w pierscieniu P, to zbiér P/I z dzialaniami
(a+I)+(b+1):=(a+b)+1, (a+1)(b+1I):=ab+1, a,be P

nazywamy pierscieniem ilorazowym piericienia P wzgledem ideatu I.
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4.2.2 Twierdzenie chinskie o resztach dla idealow

Na koniec podstawowych rozwazan o idealach sformutujemy nieco zaskakujaca wtasnosé, ktora jak zobaczymy stanowi
uogolnienie twierdzenia chinskiego o resztach jakie poznaliémy w ramach podstaw teorii liczb (por. [1.4.8)). Zaczniemy
od krotkiego lematu.

Lemat 4.2.9. Niech P bedzie pierscieniem, I, I, ..., I, ideatami w P takimi, ze [+ 1, = P dlat=1,...,n. Witedy
I+6L-...-I,=1+1Ln...nlI,=P.

Dowdd. Wiemy, ze Iy -...-I, C I1N...N1I,, wiec wystarczy wykazaé¢, ze [ + 11 -...- I, = P. Dow6d przeprowadzimy
indukcyjnie wzgledem n — liczby idealéw. Dla n = 1 teza wynika wprost z zalozenia. Dla n = 2 istnieja elementy
a; € I oraz b; € I; takie, ze a1 + b; = 1 dla i = 1,2. Mamy wiec:

1= (a1 + b1)(ag + b2) = (ara2 + a1bz + brag) + biba € I + 1115

zatem I 4+ I115 = P.

Dlan > 2 zakltadamy prawdziwosé tezy dla (n—1) ideatow. Z zalozenia indukcyjnego mamy wiec I+1;-...-I,—1 =
P oraz I + I,, = P. Stad za$ wykorzystujac teze dlan =2 mamy I + I - (Iy-... - In_1) = P. O

Dla sformutowania ponizszego twierdzenia, przyjmujemy notacje a = b (mod I) wtedy i tylko wtedy, gdy b—a € I,
czylia+1=0b+ 1.

Twierdzenie 4.2.10 (twierdzenie chinskie o resztach dla idealow). Niech P — pierscien, Iy,...,I, — idealy w P
takie, ze I; +1; = P dla i # j oraz a1, ...,a, € P. Wtedy istnicje takie element a € P, Ze

a = a; (mod I;) Vi=1,...,n (%)
oraz jesli dodatkowo element b takze spetnia warunek (ED, toa=b(mod I1N...NI,).

Dowdd. Zauwazmy, ze druga czesé tezy jest natychmiastowa, bo jesli a = a; (mod I) oraz b = a; (mod I), to a =
b(mod I)dlai=1,...,n. Stad a=0b(mod I1N...NI,).

Dla dowodu czesci pierwszej najpierw zastosujemy lemat by uzyskaé, ze:

L+(\L=P i=1,...,n

J#i
Oznacza to, ze istnieja b; € I; oraz ¢; € Q I; takie, ze a; = b; +¢;, dlai=1,...,n. Niech a :=c; +...+¢,. Wtedy:
i
a—ai:ci—ai—i—ch :—bi—i—ch cl, i=1,...,n,
i i
czylia = a; (mod I;) dlai=1,...,n. O
Biorac P :=Z, I; = (m;), gdzie liczby myq, ..., m, sa parami wzglednie pierwsze dostajemy klasyczne twierdzenie

chinskie z teorii liczb.

4.3 Twierdzenia o homomorfizmach pierscieni

W tym rozdziale sformutujemy dwa podstawowe twierdzenia teorii pierscieni, ktére sa bezposrednimi odpowiednikami
udowodnionych w [3.5] dla grup. Zaczniemy od prostej obserwacji.

Obserwacja 4.3.1. Niech f: P — R bedzie homomorfizmem pierscieni. Wtedy:
(1) Ker f jest ideatem w P,

(2) Im f jest podpierscieniem w R.(EI)

2Im f moze nie by¢ ideatem w R.
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Twierdzenie 4.3.2 (twierdzenie o przenoszeniu ideatow przez homomorfizm). Niech P, R — pierscienie, f : P — R
— epimorfizm pierscieni. Wtedy odwzorowanie

O:{I:1ideatw P, KerfCI}>1+—— f(I)e{J:J ideat w R}
jest bijekcjq.

Dowdd. Podobnie jak w dowodzie twierdzenia o przenoszeniu podgrup (por. |3.5.1) zauwazamy, ze odwzorowanie
odwrotne do ® to ®(J) = f~1(J). Wystarczy jedynie sprawdzi¢, ze przeciwobraz ideatu jest ideatem, co jest prostym
éwiczeniem. [

Twierdzenie 4.3.3 (twierdzenie o izomorfizmie dla pierscieni). Niech f: P — R bedzie homomorfizmem pierscieni.
Wtedy P/ Ker f = Im f, czyli pierscienie te sq izomorficzne.
Dowdd. Poniewaz (P,+) jest grupa, za$ jadro jej podgrupa normalna, wiec wiemy z teorii grup iz odwzorowanie:

F:P/Kerf>a+Kerf— f(a) € Im f zadaje izomorfizm grup (por. [3.5.2). Wystarczy sprawdzi¢, ze jest to tez
homomorfizm pierscieni. Mamy nastepujacy ciag réwnosci

F((a+Ker f)- (b+ Ker f)) = F(ab+ Ker f) = f(ab) = f(a)f(b) = F(a + Ker f)F(b+ Ker f),

co koniczy dowdd, jesli tylko zauwazymy, ze F(1p ke f) = F'(1p + Ker f) = f(1p) = 1. O

4.4 Szczegbdlne rodzaje idealéow

4.4.1 Idealy pierwsze

Definicja 4.4.1 (ideal pierwszy). Jesli P jest pier§cieniem, to ideal I # P nazywamy idealem pierwszym, gdy
dla dowolnych takich a,b € P, ze ab € I wynika, ze a € [ lub b € I.

Latwo, wprost z definicji wykazaé, ze idealy pierwsze w pierScieniu Z, to idealy generowane przez liczby pierwsze
oraz ideal zerowy.

Wtasnosé 4.4.2 (charakteryzacja pierwszosci w jezyku ilorazowego). Jesli P jest pierscieniem, za$ I — ideat w P,
I # P, to I jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy pierscieni P/I jest catkowity.

Dowdd. Zatézmy najpierw, ze I jest ideatem pierwszym i wezmy takie elementy a + I, b+ I z pierscienia ilorazowego,
ze (a+I)(b+1)=0p;;. Wtedy ab+ I = 0p/; co oznacza, ze ab € I. Z pierwszosci idealu mamy wige, ze a € I lub
bel, skad a+I=01lub b+ I =0 imamy calkowito$¢ pierscienia P/I.

Odwrotnie, zal6zmy ze P/I catkowity i wezmy a, b € P takie, ze ab € I. Wtedy (a +I)(b+ 1) =ab+ 1 =0p/;
skad z catkowitosci P/I mamy a4+ I =01lub b+ 1 =0 czylia € I lub b € I, czyli I jest idealem pierwszym. O

4.4.2 Idealy maksymalne

Definicja 4.4.3 (ideal maksymalny). Jesli P jest pier§cieniem, to ideal m # P nazywamy idealem maksymalnym,
gdy dla dowolnego ideatu I <1 P z zawierania m C I, wynika, ze I = m lub [ = P.

Przyktadowo ideal (n) w Z jest maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy |n| jest liczba pierwsza, ale w przeciwienistwie
do wlasnosci pierwszosci ideat zerowy nie jest idealem maksymalnym w Z.

Wtasnosé 4.4.4 (charakteryzacja maksymalnodci w jezyku pierdcienia ilorazowego). Jesli P jest pierscieniem, za$
m jest ideatem witasciwym w P, to ideal m jest maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy P/m jest ciatem.

Dowdd. Przypomnijmy, Ze rzutowanie kanoniczne m: P — P/m jest epimorfizmem pierscieni i wiemy, ze kazdy ideal
J w pierscieniu P/m jest obrazem przez to rzutowanie pewnego takiego ideatu J w P, ze m C J (por. 4.3.2). Jesli
wiec m jest idealem maksymalnym, to jedynymi takimi ideatami I, ze m C I sa m oraz caly pierscien P. Ich obrazy
przez odwzorowanie 7 to jedyne ideaty w P/m. Oczywiscie 7(P) = P/m, zad 7(m) = m/m = {a+m, a € m} = Op/y.
Wobec tego P/m jest cialem na podstawie wtasnosci m

Jesli teraz P/m jest cialem, to P/m nie posiada nietrywialnych ideatow wtasciwych. Wezmy taki ideal I pierscienia
P,zem CI. Wtedy n(I) = I/m = {a+m, a € I} jest idealem w P/m, zatem I/m = (0) lub I/m = P/m.
W pierwszym przypadku widzimy, ze jesli a € I, to a +m = 0 + m, czyli @ € m, co oznacza, ze I = m. W drugim
przypadku, w szczegolnosci 1 +m € I/m, czyli istnieje takie a € I, ze 1 + m = a + m. Stad 1 — a = s dla pewnego
s €m. Mamy jednak m C I, wiec 1 —a € I, skad 1 € I, a tym samym I = P. ]



ROZDZIAL 4. PODSTAWY TEORII PIERSCIENI 95

Wtasnosé 4.4.5 (whasnosci ideatu maksymalnego). Niech P bedzie pierscieniem. Wtedy zachodzq wtasnosci:
(1) kazdy ideat wtasciwy w P zawiera si¢ w pewnym ideale maksymalnym,
(2) kazdy ideat maksymalny w P jest ideatem pierwszym.

Dowad.

(1) Ustalmy ideal I # P irozwazmy rodzine {J<<P : I C J # P}. Jest ona niepusta i uporzadkowana czesciowo przez
inkluzje. Ponadto dowolny taricuch Z w tej rodzinie posiada w niej majorante S = |JZ (por. M(S)) Zauwazmy, ze
ta suma nie moze by¢ calym pierscieniem bo nalezata by do niej jedynka, co by oznaczato, ze 1 nalezataby do ktoéregos
z ideatéw z tanicucha. Wtedy jednak taki ideal musi byé calym pierscieniem. Dzieki lematowi Kuratowskiego-Zorna
istnieje w tej rodzinie element maksymalny i ideal ten speknia teze.

(2) Jesli ideal m jest maksymalny, to P/m jest cialem, w szczegdlnosci P/m jest pierscieniem catkowitym i wlasnosé

konczy dowdd. O

Przyktad 4.4.6.
(1) W pierscieniu Z idealy pierwsze to (0) oraz (p), gdzie p jest liczba pierwsza. Idealy maksymalne sa zas postaci
(p) dla liczby pierwszej p.

(2) W pierscieniu wielomianow Z[m](EI) ideal (z) jest idealem pierwszym, nie jest to jednak ideal maksymalny (bo

Z[zx]/(x) = 7Z jest pierscieniem catkowitym lecz nie ciatem).

4.5 Pierscien wielomianéw
4.5.1 Wielomiany jednej zmiennej
Niech P bedzie ustalonym pierécieniem. Okreslmy zbior
R:={(ag,a1,...) € PN : FigeNg: Vi>ig: a; =0}
Na zbiorze R wprowadzamy nastepujace dziatania:

(ao,al,...)+<b0,b1,...):(ao—i-bo,al—l-bl,...)
(aop,a1,...)(bo,b1,...) = (co,c1,...), gdzie ¢ = > a;bj, dla ke Ny.

itj=k
Bezposrednie przeliczenie prowadzi do nastepujacej wlasnosci.
Wtasnosé 4.5.1. (1) Dziatania okreslone powyzej wprowadzaja na R strukture pierscienia.

(2) Odwzorowanie i: P> aw— (a,0,0,...) € R jest injektywnym homomorfizmem pierscient.

Definicja 4.5.2 (zmienna nad pierscieniem). Element (Op,1p,0p,0p...) wprowadzonego powyzej pierscienia R
oznaczamy przez X i nazywamy zmienng nad pierscieniem P.

Definicja 4.5.3 (pierscien wielomianéw). Pierscien R z okreslonymi powyzej dzialaniami nazywamy pier$cieniem
wielomianéw nad pierscieniem P jednej zmiennej X i oznaczamy P[X].
Elementy tego pierécienia nazywamy wielomianami jednej zmiennej nad pierscieniem P.

Definicja 4.5.4 (stopien wielomianu). Dla dowolnego elementu f = (ag,a1,...) € P[X]\ {0} okreslamy
deg(f) := max{n € Ny : a, # 0}.
Liczbe te nazywamy stopniem wiclomianu f. Dla wielomianu zerowego przyjmujemy stopieni réwny —oo.

Zauwazmy, ze dzicki wyjsciowy pierscieri P mozna traktowaé jako podpierscieni pierscienia P[X]. Zgodnie
z okresleniem mnozenia w pierscieniu P[X] i okresleniem zmiennej X, mamy nastepujaca wlasnosc.

37 formalna definicja pierscienia wielomianoéw zapoznamy sie niebawem.
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Wtasnosé 4.5.5 (przedstawienie wielomianu). Dowolny niezerowy wielomian f € P[X] posiada jednoznaczne przed-
stawienie w postaci:
f:aan“‘anlen_l+"‘+a1X+a07 (*)

gdzie a; € P oraz a, # 0 dla n = deg(f).

Definicja 4.5.6 (wspolezynniki wielomianu). Elementy a; z powyzszego przedstawienia wielomianu nazywamy
wspolczynnikami wielomianu f,

element ag nazywamy wspotczynnikiem wolnym f,

element a,,, gdzie n = deg(f), nazywamy wspolczynnikiem wiodacym f.

Wielomian ktorego wspotezynnik wiodacy jest réowny 1 nazywamy wielomianem unitarnym lub inaczej monicz-
nym.

Nastepna wtasno$é powie nam co dzieje sie ze stopniem wielomiandéw, gdy wykonujemy na nich podstawowe
operacje.

Wtasnosé 4.5.7 (whasnosci stopnia). Niech P — pierscien, f, g € P[X]. Wtedy

(1) deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)},
(2) deg(f - g) < deg(f) + deg(g)[]

Jesli dodatkowo oba wielomiany sq niezerowe i wspotczynnik wiodgcey ktoregos z wielomiandw nie jest dzielnikiem zera
w pierscieniu P, to zachodzi wzor:

deg(f - g) = deg(f) + deg(g).

Dowdd. Niech f = a, X" +ap 1 X" ' +...+a1 X +0a0,9 = b X"+ am 1 X" 4.+ 01X + by, gdzie n = deg(f)
i m = deg(g). Oznacza to, ze a, # 01 b, # 0.

Nier6wno$é dla sumy wynika wprost z definicji i wida¢ od razu, ze nie mozna jej zastapi¢ rownoscia. By nieréwnosé
byta ostra, wystarczy wzia¢ dowolny niezerowy wielomian f i potozyé g = —f.

Roéwniez w przypadku iloczynu wida¢ na podstawie jego definicji, ze najwyzszym wspotczynnikiem wiodacym jaki
mozemy uzyska¢ jest wspolczynnik indeksowany przez n + m. Wspdlczynnik z tym wskaZznikiem jest rowny anby,.
Jesli wiec ktorys z tych wspodtezynnikéw nie jest dzielnikiem zera, to wobec niezerowosci obu tez an,by, # 01 woéwczas

deg(f - g) = deg(f) + deg(g). =

Whiosek 4.5.8 (stopienn w pierscieniu catkowitym). Jesli P jest pierscieniem catkowitym, f, g € P[X]. todeg(f-g) =
deg(f) + deg(g).

Przyklad 4.5.9. Niech P = Zg oraz f(X) =2X +1 € Zg[X] 1 g(X) = 3X € Z¢[X]. Wtedy deg(f) =1 = deg(g),
ale (fg)(X) = 3X i wobec tego deg(fg) =1 < 2 = deg(f) + deg(g).

Wtasno$é 4.5.10. Jesli P jest pierscieniem catkowitym, to takze pierscien P[X] jest pierscieniem catkowitym.

Dowdd. Niech f = a, X" +an 1 X" 1 4+.. . +a1X +ag, g(X) = bpa™+by_12™ L+ ..+ b1z +by beda wielomianami
niezerowymi z P[X] takimi, ze fg = 0. Przyjmujemy, ze deg(f) = n i deg(g) = m.

Skoro fg = 0, to réwniez a,b,, = 0. Jednakze, pierécien P jest catkowity, wobec tego oznacza to, ze a, = 0 lub
by, = 0, czyli deg(f) < n lub deg(g) < m, co prowadzi do sprzecznosci. O

Twierdzenie 4.5.11 (algorytm dzielenia z reszta dla wielomianow). Jesli P jest pierscieniem, f € P[X] oraz
g € P[X] jest wielomianem o odwracalnym wspotczynniku wiodgcym, to istnieje doktadnie jedna para q,r € P[X] dla
ktorej f = qg +r oraz degr < degg.

Dowdd. Niech f =37 a; X i oraz g = Z;‘n:o ijj , gdzie by, jest odwracalny. Jednoznacznosé jest natychmiastowa,
gdyz jesli f = qg+ 1 =¢' g+, gdzie degr < deg g oraz degr’ < degg, to

deg g + deg(q — ¢') = deg(g(q — ¢')) = deg(r — ') < degg. ()

Stad deg(q — ¢') <0, czyli ¢ = ¢’ i w konsekwencji r = r’.

4Przyjmujemy konwencje: —oo +n = —oo oraz —oco + (—o0) = —00.
5Tu wykorzystujemy fakt, ze by, nie jest dzielnikiem zera.
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Udowodnimy teraz istnienie odpowiedniej pary.

Rozwazmy najpierw, nieco trywialny, przypadek gdy n < m. Woéwczas wystarczy przyja¢ ¢ = 0 oraz r = f.
Wtedy g =0-g+ f oraz degr = n < m = deg g, wiec teza jest spelniona.

Gdy zas n = m, to dowod przeprowadzimy indukcyjnie wzgledem n.

Jesli n = 0, to réwniez m = 0 i wystarczy przyjaé q = agbal oraz r = 0. Jedli zas§ n > 0, to zauwazmy, ze
wielomian f — a,b,,! X" ™g jest stopnia < n. Z zalozenia indukcyjnego istnieja takie wielomiany q1,7 € P[X], ze
f—anb ' X" = q1g + 71 oraz degr; < degg. Wrystarczy teraz przyja¢ ¢ = q1 + anb,,! X" ™ oraz r = r1, by
otrzymaé¢ odpowiednie przedstawienie dla f. Zauwazmy, ze dzieki zalozeniu n > m, mamy, ze n — m € Ny, wiec

mamy istotnie do czynienia z wielomianem. O

Dzielenie z reszta w pierscieniu wielomianéw nie zawsze jest wykonalne. Na przyklad w pierscieniu Z[X] nie da
sie podzieli¢ z reszta X przez 2X.

Uwaga 4.5.12. Jesli K jest cialem, to w K[X] zawsze mozemy wykona¢ algorytm dzielenia z reszta o ile oczywiscie
dzielimy przez wielomian niezerowy.

4.6 Pierscienie euklidesowe

Definicja 4.6.1 (pierscienn (dziedzina) Euklidesa). Jesli P jest pierScieniem, zas ¢: P* — N taka funkcja, ze dla
kazdych a € P i b € P* istnieja takie ¢, € P, ze:

(1) a=bg+r,

(2) jesli r # 0, to p(r) < ¢(b),

to wowczas pare (P, @) nazywamy pierScieniem Euklidesa lub euklidesowym. Jesli P jest dodatkowo pierscie-
niem catkowitym, to méwimy, ze (P, ) jest dziedzing Euklidesa. Funkcja ¢ nazywana jest czasem ,algorytmem
Euklidesa” w pierscieniu P.

Warto zaznaczy¢, ze nasza definicja naklada niewiele zalozen na funkcje . Czesto w definicji pierScienia eu-
klidesowego pojawiaja sie dodatkowe zalozenia o funkcji ¢ (na przykltad jej multiplikatywnosé). Okazuje sie, ze
w zaleznosci od tego jakie dodatkowe wlasnosci narzucamy na funkcje o, mozemy otrzymywacé rozne charakteryzacje
pierécieni euklidesowych.

Przyktad 4.6.2.

(1) Jesli przyjmiemy (k) = |k| dla k € Z, to (Z,¢) bedzie dziedzing Euklidesa. W tym przypadku, dla dowolnej
pary liczb catkowitych, otrzymujemy doktadnie dwie reszty spelniajace warunki z definicji (o ile jedna liczba nie dzieli
drugiej). Pierscienie takie nazywane sa pierscieniami z podwojna reszta. Jak sie okazuje jedynym (z doktadnoscia do
izomorfizmu) pierscieniem euklidesowym z podwojna reszta jest wspomniany pierscieni (Z, | |).

(2) Kazde cialo K jest dziedzinag Euklidesa z funkcja ¢ okreslong wzorem
p(a) = 1.

(3) Pierscien liczb catkowitych Gaussa Z[i] = {a + bi : a,b € Z} jest dziedzina Euklidesa z funkcja ¢ okreslona
wzorem
ola+bi)=a>+b*,  a+bicZli.

(4) Niech K bedzie cialem, wtedy pierscien K[X] z funkcja ¢(f) := deg(f) jest dziedzina Euklidesa. Okazuje sie,
ze pierscien euklidesowy (P, ) z jednoznaczna reszta (o ile nie jest cialem) jest izomorficzny wlasnie z pierscieniem

K[X], gdzie K = U(P) U {0}.
Udowodnimy teraz jedna wazna wlasno$¢ pierscieni Euklidesa, dotyczaca ideatéw w takich pierscieniach.

Twierdzenie 4.6.3 (idealy w pierscieniu euklidesowym). Kazdy pierscieri Euklidesa jest pierscieniem ideatow gtow-
nych.
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Dowdd. Jezeli (P, ) jest pierscieniem Euklidesa, zas I jest ideatem niezerowym w P, to zbior ¢(I\{0}) jest niepusty,
czyli posiada element najmniejszy. Niech wiec b € I\ {0} bedzie takie, ze

©(b) = min{p(a) : a € T\ {0}}.

WeZmy teraz a € I. Istnieja wtedy takie g, € P, ze

a=bq+r, o(r) < (b).

Ponadto r = a — bg € I. Gdyby r bylo elementem niezerowym, to bylby to element nalezacy do I \ {0} o war-
tosci p(r) < ¢(b). Z zalozenia ¢(b) jest warto$cia minimalna sposrod obrazéw elementow z I\ {0} — sprzecznosé
z zalozeniem. Musi wigc by¢ r = 0 i stad a = bg € (b), co oznacza, ze I = (b). O

4.7 Specjalne elementy w pierscieniach

Mozna $miato powiedzieé, ze ten rozdzial stanowi uogoélnienie wtasnosci jakie poznaliSmy w podstawach teorii liczb dla
operacji na liczbach catkowitych. Przeniesiemy pojecia takie jak najwickszy wspoélny dzielnik, najmniejsza wspolna
wielokrotnosé, jednoznacznosé rozktadu na elementy nierozktadalne (odpowiedniki liczb pierwszych) w pierscieniach.
Pamietajmy, ze w przeciwienstwie do sytuacji w Z do ktorej jesteSmy przyzwyczajeni, w strukturze pierscienia nie
mamy naturalnego porzadku, trudno wiec méwié o elementach ,najwiekszych”, czy tez ,najmniejszych” — te pojecia
zostang, zastapione odpowiednimi wlasnosciami podzielnosci.

Definicja 4.7.1 (relacja podzielnodci i stowarzyszenia). Jesli P jest piercieniem oraz a,b € P, to moéwimy, ze
element b dzieli a w P, jedli istnieje taki element ¢ € P, ze a = be. Piszemy wtedy b | a. Elementy a,b € P*
nazywamy stowarzyszonymi, jesli a | b oraz b | a. Piszemy wtedy a ~ b.

Wprost z definicji otrzymamy zestaw nizej wymienionych wlasnosci.

Uwaga 4.7.2 (podstawowe wtasnosci stowarzyszenia). Niech P bedzie pierscieniem. Wtedy zachodza nastepujace
wlasnosci:

(1) relacja stowarzyszenia w P* jest zwrotna, symetryczna i przechodnia,
(2) VaeP*: a~1 < acU(P),
(3) w pierscieniu catkowitym mamy dla a, b # 0: a ~ b <= b = au dla pewnego u € U(P).
Z banalnych przyktadéw przytoczmy dwa: liczby —2 i 2 sg stowarzyszone w Z, zas wielomiany 2z + 21 x + 1
w Q[z].
4.7.1 Elementy nierozkladalne

Definicja 4.7.3 (element nierozkltadalny /rozktadalny). Jesli P jest pier§cieniem, to element a € P*\U(P) nazywamy
nierozkladalnym, gdy dla dowolnych b, c € P z faktu a = be wynika b € U(P) lub ¢ € U(P).
Element a € P* \ U(P) nazywamy rozkladalnym, jesli istnieja takie elementy nieodwracalne b, ¢, ze a = be.

Przyktad 4.7.4.
(1) W pierscieniu Z kazda liczba pierwsza p (podobnie —p) jest elementem nierozkladalnym. Sa to jedyne elementy
nierozktadalne w tym pierécieniu.

(2) W pierscieniu wielomianow jednej zmiennej K [X| kazdy wielomian postaci X —a jest nierozktadalnym elementem
tego pierdcienia.

Uwaga 4.7.5. Jesli w pierécieniu P element a € P jest nierozkladalny, zas u € P jest odwracalny, to element au tez
jest elementem nierozktadalnym pierscienia P.

Dowdd. Element au jest niezerowy gdyz inaczej mnozac przez u~' dostaniemy a = 0. Jest to tez element nicodwra-
calny, w przeciwnym wypadku a bytby odwracalny. Niech teraz au = be, wtedy a = (bu~!)c. Z nierozkladalnosci
elementu a wynika, ze bu~' lub ¢ jest odwracalny. Jesli wiec ¢ nie jest odwracalny, to musi istnie¢ takie d € P, ze
bu~'d = 1, czyli b jest elementem odwracalnym. ]
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Wtasnosé 4.7.6 (pierwszosé idealu a nierozkladalnosé generatora). Niech P bedzie pierscieniem catkowitym oraz
niech a € P*. Jesli ideal (a) jest pierwszy, to element a jest nierozktadalny.

Dowdd. Skoro ideal (a) jest pierwszy, to element a jest nieodwracalny (inaczej (a) bytby calym pierscieniem). Po-
nadto, jesli a = be, gdzie b,c € P, to be € (a), stad b € (a) lub ¢ € (a). Zalézmy, ze b € (a). Istnieje wtedy takie
u € P, 7ze b= au, astad b = bcu i dzieki b #£ 0 oraz calkowitosci P mamy cu = 1, czyli ¢ jest elementem odwracalnym.
Analogiczne postepowanie, gdy ¢ € (a), prowadzi do wniosku, ze b jest odwracalny. ]

Przyktad 4.7.7.
(1) Gdy pierscieni nie jest catkowity, to moze si¢ zdarzy¢, ze ideal glowny jest pierwszy, a mimo to jego generator
jest rozkladalny, np. (2) w Zg jest idealem pierwszym ale 2 = 2 -4, gdzie 2 i 4 sa nieodwracalne.

(2) Implikacja odwrotna w obserwacji nie musi by¢ prawdziwa, tzn. ideal generowany przez element nierozkta-
dalny nie musi by¢ pierwszy. Dla przyktadu rozwazmy pierscien Z[v/—5] = {a +bv/—5: a,b € Z}. Element 1+ /-5
jest nierozkladalny, ale ideat przez niego generowany zawiera 6 nie zawierajac ani 2 ani 3.

Przyjrzyjmy sie teraz jak sie ma sprawa w szczeg6lnym typie pierdcieni jakim sa dziedziny idealow glownych.

Twierdzenie 4.7.8 (wlasnosci ideatow w DIG). Jesli P jest dziedzing ideatow gtownych oraz a € P*, to ideal (a) jest
maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest pierwszy, a to zachodzi doktadnie wtedy, gdy element a jest nierozktadalny.

Dowdd. Oczywiscie wystarczy wykazaé, ze jesli a jest elementem nierozktadalnym, to ideal (a) jest maksymalny.
Niech wiec ideal I C P spelnia warunek (a) C I. Poniewaz kazdy ideal w P jest glowny, to istnieje takie b € P,
ze I = (b). Wobec tego a = be dla pewnego ¢ € P. Dzieki nierozkladalnosci a, jeden z elementow b lub ¢ jest
odwracalny. Jesli b jest odwracalny, to I = P, jesli za$ c jest odwracalny, to b = ac™! oraz I = (a). O

Zauwazmy, ze wobec tego wszystkie elementy w danym pierscieniu mozemy podzielié na cztery grupy: zero,
elementy odwracalne, elementy nierozktadalne i elementy rozktadalne.

4.7.2 Elementy pierwsze

Definicja 4.7.9 (element pierwszy). Niech P bedzie pierscieniem. Element p € P* \ U(P) nazywamy elementem
pierwszym jesli zachodzi implikacja:

Va,be P: plab = pla lub p|b.
Wilasnosé 4.7.10. Niech P bedzie pierscieniem. Witedy zachodzg nastepujgce wtasnosci:
(1) jesli p jest elementem pierwszym, ktory dzieli iloczyn elementéw z P: ay -...-ay, to istnieje takiei € {1,...,n},
ze pla;,
(2) element a € P*\ U(P) jest elementem pierwszym wtedy i tylko wtedy, gdy (a) jest ideatem pierwszym,

(3) w pierscieniu catkowitym kazdy element pierwszy jest elementem nierozktadalnym, nie sq to jednak pojecia
TOWNOWAZNE.

Dowdd. Pierwsze dwa punkty wynikaja bezposrednio z definicji odpowiednich obiektéw oraz zastosowania indukcji
matematycznej. Uzasadnimy wiec punkt (3). Niech p = ab, wowczas z pierwszosci wynika, ze pla lub pl|b, jesli wiec
na przyktad pla, to a = pc dla pewnego ¢ € P i p(1 — be) = 0. Korzystajac z catkowitosci P otrzymujemy, ze 1 = be
czyli b jest elementem odwracalnym w P, skad nierozkladalnosé p. Przyktad na brak implikacji odwrotnej w ogolnej
sytuacji zobaczymy ponizej. ]

Przyktad 4.7.11. Rozwazmy piericien P = Z[iv/5] = {a + biv/5 : a,b € Z} oraz element 1+ iv/5 € P. Jest to
element nierozkladalny, czego uzasadnienie pozostawiamy jako ¢wiczenie, ale nie jest on elementem pierwszym w tym
pierscieniu, gdyz 1 + iv/5/6 ale nie dzieli ani 3 ani 2.

Podsumujmy informacje o zwiazkach miedzy pierwszoscia a nierozkladalnoscia w pierscieniu catkowitym na pod-
stawie (L7101 L7
Twierdzenie 4.7.12. Niech P bedzie pierscieniem catkowitym oraz a € P* \ U(P). Wtedy zachodzq wtasnosci:
(1) a — pierwszy —> a — nierozktadalny

(2) jesli dodatkowo P jest dziedzing ideatow gtéwnych, to zachodzi réwnowaznosé:

a — pierwszy <= a — nierozktadalny.
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4.7.3 Najwiekszy wspolny dzielnik i najmniejsza wspélna wielokrotnosé

Definicja 4.7.13 (najwickszy wspolny dzielnik). Niech P bedzie pier§cieniem oraz ay, . .., a, € P, gdzie przynajmniej
jeden z tych element6éw jest niezerowy. Element d € P nazywamy najwiekszym wspoélnym dzielnikiem elementéw
Q1,...,0n, gdy

(1) d]a;dlai=1,...,n (d jest wspélnym dzielnikiem elementow ay, ..., ay),
(2) jeslid € Pspeliad |a; dlai=1,...,n,tod |d.
Zbior najwiekszych wspolnych dzielnikow dla ay, ..., a, oznaczamy przez NWD(ay, ..., ay).

Definicja 4.7.14 (najmniejsza wspolna wielokrotnosé). Niech P bedzie pier§cieniem oraz ay,...,a, € P. Element
m € P nazywamy najmniejsza wspolna wielokrotnoscia elementéw aq, ..., a,, gdy:

(1) aj |mdlai=1,...,n (m jest wspolna wielokrotnoscia elementéow ay, ..., ay),
(2) jeslim’ € P spelia a; |m' dlai=1,...,n, to m|m/.
Zbior najmniejszych wspolnych wielokrotnosci dla aq, ..., a, oznaczamy przez NWW (ay, ..., ay).

Zauwazmy, ze najwiekszy wspolny dzielnik oraz najmniejsza wspoélna wielokrotnosé nie sa jedyne — sa wyznaczone
jednoznacznie z doktadnoscia do relacji stowarzyszenia: np. NWD(12,30) = {—6,6} oraz NWW (12, 18) = {—36, 36}.
W obu przypadkach sa to wiec zbiory, a nie elementy. Czesto jednak piszemy np. NWD(12,30) = 6 co oznacza, ze 6
reprezentuje zbior najwickszych wspoélnych dzielnikéw, z ktorych wszystkie sa ze sobg stowarzyszone.

Definicja 4.7.15 (elementy wzglednie pierwsze). Elementy aq, ..., a, piericienia P nazywamy wzglednie pierw-
szymi, jesli 1 € NWD(ay,...,ay).

Najwickszy wspolny dzielnik jest szczegdlnie przydatny w wyznaczaniu generatoréow idealéw gléwnych.

Twierdzenie 4.7.16 (generatory w pierscieniu catkowitym). Niech P bedzie pierscieniem catkowitym oraz niech
ai,...,an € P bedg takie, ze ideat (a1, ..., ay) jest gtowny. Wtedy:

(1) element d € NWD(ay,...,a,) wtedy i tylko wtedy, gdy (a1,...,a,) = (d),
(2) element m € NWW(ay,...,ay) wtedy i tylko wtedy, gdy (a1) N...N (an) = (m).

Dowad.
(1) Jeslid € NWD(ayq,...,a,), to d dzieli kazde a; czyli dla kazdego i mamy, ze a; € (d) skad oczywiscie (a1, ..., a,) C
(d). Poniewaz ideal (ai,...,a,) jest glowny, wiec istnieje takie b € P, ze (a1,...,an) = (b). Wobec tego kazde a;

nalezy do (b), wiec b dzieli elementy ay,...,a,. Skoro d jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem, to b | d, czyli
(d) C (b) 1 otrzymujemy zadana rownos¢. Odwrotnie, niech teraz d € P bedzie takie, ze (ai,...,a,) = (d). Wtedy
oczywiscie d | a; dlai = 1,...,n. Ponadto, gdy d’ € P rowniez dzieli elementy a1, ..., an,, to (d) = (a1,...,a,) C (d'),

czyli d' | d, a stad d € NWD(ayq,...,ap).

(2) Zalozmy, ze (a1) N...N (ap) = (m) dla pewnego m € P. Wtedy oczywiscie a; | m dla i = 1,...,n. Jesli
m' € Poraz a; | m' dlai=1,...,n,tom' € (a1)N---N(a,) = (m), czyli m | m/, stad za§ m € NWW(ay,...,a,).
Odwrotnie, jesli m € NWW(ay,...,ay), to mamy m € (a1) N...N (ay), czyli (m) C (a1) N---N(ay). Gdy zas
a€(a)N...N(ap), toa;|adlai=1,...,n,astad m|a, czyli a € (m), co daje (a1)N...N(a,) C (Mm). O

Zbierzemy ponizej zestaw wlasnosci najwiekszego wspolnego dzielnika w pierscieniach — polecamy ich udowodnie-
nie jako dobre ¢wiczenia na zapoznanie sie z tym pojeciem.

Wtlasnoéé 4.7.17. Niech P bedzie pierscieniem catkowity, a,b,c,ay,...,a, € P. Wtedy, jesli odpowiednie elementy
ponizej istniejq, tzn. rozwazane zbiory NWD sq niepuste, to zachodzq zwigzki:

(1) jeslid € NWD(ay,...,a,) i a; =db; dlai € {1,...,n}, to elementy by, ..., b, sq wzglednie pierwsze,
(2) jesli alb, to NWD(a,b) = a,

(8) NWD(ac, bc) = NWD(a, b)c,

(4) NWD(NWD(a,b),c) = NWD(a, NWD(b, ¢)),

(5) jesli NWD(a,b) = 1,NWD(a,c) =1, to NWD(a,bc) = 1.
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4.8 O nierozkladalnosci wielomianéow

4.8.1 Pierwiastki wielomianow

Definicja 4.8.1 (pierwiastek wielomianu). Niech P bedzie pierscieniem, ¢ € P oraz f = ap+a1 X+...+a, X" € P[X].
Wartosciag wielomianu f na elemencie ¢ nazywamy element f(c) pierscienia P okreslony nastepujaco:

fle):==ap+ajc+ ...+ apc".
O elemencie ¢ mowimy, ze jest pierwiastkiem wielomianu f, gdy f(¢) =0 = 0p.
Twierdzenie 4.8.2 (twierdzenie Bézouta). Jesli f € P[X], c € P, to f(c) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy X — c|f.
Dowdd. Zauwazmy, ze jesi X — ¢|f, to f = (X — ¢)g dla pewnego g € P[X], czyli liczac wartosci po obu stronach
dostajemy f(c) = (¢ —¢)g(c) = 0.

Niech teraz f(c) = 0. Poniewaz wspotczynnik wiodacy wielomianu X — ¢ jest odwracalny, wiec mozemy przez ten
wielomian dzieli¢ z reszty. Z algorytmu dzielenia z reszta dla wielomiandw istnieja wiec takie g,r € P[X],
ze [ = g(X — ¢) 4+ r gdzie stopienn r jest mniejszy od 1. Wstawmy teraz do obu stron ¢: f(¢) = r skad mamy
f=9(X —¢)+ f(c). Ale z zalozenia f(c) =0, czyli (X — ¢)|f. O

4.8.2 Nierozkltadalno$é¢ wielomianéw niskich stopni nad ciatem

Wtasnosé 4.8.3 (nierozktadalnosé nad ciatem). Niech K bedzie ciatem oraz f € K[X]. Wtedy zachodzq wtasnosci:
(1) jesli f jest wielomianem stopnia 1, to f ma pierwiastek w K,
(2) jesli f jest wielomianem stopnia 1, to f jest nierozktadalny w K[X],

(3) jesli f jest wielomianem stopnia 2 lub 3 to f jest nierozktadalny w K[X]| wtedy i tylko wtedy, gdy f nie ma
pierwiastkow w K.

Dowdd. (1) Skoro f ma stopien 1, to f = aX + b € K[X] gdzie a # 0. Wobec tego element —b-a~! € K jest jego
pierwiastkiem.

(2) Element f, jako wielomian stopnia 1 jest niezerowy i nieodwracalny. Niech wiec f = gh, gdzie g, h € K[X].
Poniewaz K[X] to pierscien catkowity, wiec 1 =deg(g-h) =deg(g)+deg(h), skad np. ¢ jest wielomianem stopnia zero,
czyli stata niezerows, a wiec elementem odwracalnym w K, gdyz K jest cialem. Wobec tego f jest nierozkladalny.

(3) Jesli f jest wielomianem stopnia 2, to z powodéw jak w (2) moze si¢ roztozy¢ jedynie na iloczyn wielomianow
stopnia 1. Jesli f jest wielomianem stopnia 3, to moze sie roztozy¢ na iloczyn wielomianéw, z ktérych przynajmniej
jeden jest stopnia 1. Jesli wiec f jest rozkladalny, to jednym z czynnikéw jest wielomian stopnia 1, ktéry na mocy
(1) ma pierwiastek w K. Jesli za§ f ma pierwiastek ¢ € K, to z twierdzenia Bézouta f = (X — ¢)g, gdzie X — ¢,
g-nieodwracalne w K[X], czyli f rozkladalny. O

Zanim powiemy co$ wiecej o metodach badania nierozktadalnodci wielomianéw w ogdlniejszej sytuacji, wprowa-
dzimy odpowiednik konstrukeji cialta liczb wymiernych na bazie liczb catkowitych. Celem jest mozliwos¢é zanurzenia
danego pierscienia w ciato, w ktérym mozna bedzie odwracaé elementy.

4.8.3 Cialo utamkow

Jezeli P jest pierscieniem calkowitym, to na zbiorze P x P* definiujemy relacje
(a,s) ~ (d',s") : == as’' —d's =0.
Wtasnosé 4.8.4. Wprowadzona powyzej relacja jest rownowaznoscig na zbiorze P x P*.

Dowdd. Zwrotnosé jest oczywista. Istotnie, jesli (a,s) € P x P*, to as — as = 0, zatem (a,s) ~ (a,s). Symetria
wynika z faktu, ze jesli (a,s) ~ (a/,¢'), to as’ —a’s = 01istad a’s —as’ = 0, czyli (d,s") ~ (a, s). Dla uzasadnienia
przechodniosci zalozmy teraz, ze (a,s) ~ (d/,s') oraz (da’,s") ~ (a”,s"). Wobec tego mamy as’ — a’s = 0 oraz
a's" —a"s" = 0. Mnozac pierwsze z rownarni przez s” a drugie przez s i dodajac stronami dostaniemy, ze s'(as” —a"s) =
0. Skoro s’ # 0 i pierscieri jest catkowity, to musi by¢ as” —a”s = 0 1 w konsekwencji (a, s) ~ (a”,s”). O
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Klas¢ rownowaznosci pary (a,s) € P x P* wzgledem relacji ~ bedziemy oznacza¢ przez a/s = %, za$ zbior

ilorazowy (P x P*)/~ przez K(P).
Na zbiorze K(P) wprowadzimy dzialania dodawania i mnozenia wzorujac si¢ na znanym sposobie dodawania
i mnozenia ultamkow w Q. Mianowicie:

a/s+ad' /s = (as' +d's)/ss, (a/s)(d’/s") == ad'/ss, dla a/s,d'/s' € K(P).

Wtasnosé 4.8.5. Zdefiniowane powyzej dziatania sq poprawnie okreslone i zbior K(P) z tak wprowadzonym doda-
waniem i mnozeniem ma strukture ciata. Ponadto odwzorowanie i: P 5 a — a/1 € K(P) jest monomorfizmem
prerscient.
Dowdd. Po pierwsze musimy wykazac, ze warto$ci dziatan nie zaleza od wyboru reprezentantéw. Wykazemy ten fakt
dla dodawania. Niech a/s = da'/s" oraz b/t =V /t'. Oznacza to, ze
as’' —a's =0, bt' —b't = 0.

Mamy teraz, ze

(at + bs)s't! — ('t +0's")st = tt'(as’ — a’s) + ss'(bt' — b't) = 0.

Dla mnozenia mamy zas
(ab)s't' — (a'V)st = (at’ — at)bs’ + (bs' — b's)a’t = 0.

Chcac pokazaé, ze K (P) z tak wprowadzonymi dziataniami jest cialem, wystarczy wykonaé¢ odpowiednie obliczenia
korzystajac z przemiennosci i tacznosci w P. Latwo rowniez sprawdzi¢, ze 0/1 jest zerem, za$ 1/1 jedynka pierscienia
K (P). Zauwazmy jeszcze, ze 1/1 # 0/1, bo inaczej bytoby 1 = (1-1—0-1) = 0 wbrew zalozeniu ze 1 # 0. Elementem
odwrotnym do kazdego elementu postaci ¢, gdzie a # 0, jest element 2. Zauwazmy tez, ze dla dowolnego s € P* jest
s/s =1/1 oraz 0/s = 0/1. Na koniec jesli a,b € P, to

i(a+b) = (a+b)/1=a/l+b/1=i(a)+i(b),

i(ab) = ab/1 = (a/1)(b/1) = i(a)i(b).
Skoro jest to wiec homomorfizm, to wiadomo, ze bedzie on injektywny dokltadnie wtedy, gdy jego jadro sktada sie

tylko z zera (por.|3.2.11)). Ale jesli § = %, to wprost z definicji mamy a = 0, co konczy dowdd. O

Definicja 4.8.6 (cialo utamkow). Jesli P jest pierscieniem catkowitym z 1 # 0, to cialo K (P) nazywamy cialem
ulamkoéw pierscienia P.

Przyktad 4.8.7.
(1) Gdy P = Z, to przeprowadzenie konstrukcji ciata utamkoéw prowadzi do ciata Q.

(2) Jak wiemy, pierscienn K[X] jest catkowity jesli K jest cialem. Cialo utamkow tego pierscienia oznaczamy K (X)
i nazywamy ciatlem funkcji wymiernych zmiennej X nad ciatem K.

4.8.4 Pierscienie faktorialne

Definicja 4.8.8 (rozktad skoriczony i rozktad jednoznaczny). Moéwimy, ze element niezerowy a pierécienia catkowitego
P ma rozklad skonczony, jesli

(1) a jest nierozkladalny lub mozna go zapisaé¢ jako skonczony iloczyn elementéow nierozkladalnych.

Moéwimy, ze element niezerowy a posiada rozklad jednoznaczny, jesli posiada on rozklad skonczony oraz
spelniony jest warunek:

(2) z rownosci a = p1...pg, a = q1 ... q, gdzie p;,qj,i =1,...,k,j =1,...,1 to elementy nierozkladalne wynika,

ze k = | i istnieje taka permutacja o € S, Ze p; ~ Gy (;)-

Twierdzenie 4.8.9. Niech P bedzie pierscieniem catkowitym, w ktorym kazdy element nieodwracalny posiada rozktad
skoriczony.
Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) kazdy element nieodwracalny w P posiada rozktad jednoznaczny w P,
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(2) dla kazdych dwdch elementow a,b € P* zbior NWW (a, b) jest niepusty,
(3) dla kazdych dwdch elementéw a,b € P* zbior NWD(a,b) jest niepusty,
(4) kazdy element nierozktadalny w P jest elementem pierwszym w P.

Dowdd. Udowodnimy kolejno odpowiednie implikacje.

(1) = (2) Niech a, b € P. Wtedy zgodnie z istnieniem skoriczonego rozktadu mozemy je zapisaé jako:

n m
a=[[r" v=T1]»7
i=1 j=1

gdzie py — elementy nierozkladalne. Zauwazmy, Ze poprzez dobranie indekséw, dla ktérych o; lub 3; sa zerami,

n
mozemy przyjac, ze n = m. Wtedy tatwo sprawdzi¢, ze zachodzi ¢ := [] p}* € NWW(a,b), gdzie v := max{ag, B}
k=1

(2) = (3)

Niech ¢ € NWW(a,b) i zauwazmy, ze element ab jest wspolng wielokrotnoscia elementow a, b, skad z definicji
NWW wiemy, ze c|ab, czyli istnieje d € P dla ktorego ab = cd. Wykazemy, ze d € NWD(a, b).

Zauwazmy najpierw, ze d|a 1 d|b. Istotnie, wiadomo, ze alc, skad istnieje takie a; € P, ze ¢ = aja, czyli
ab = ajad. Tym samym a(b — a;d) = 0, co wobec niezerowosci a i catkowitosci pier§cienia dowodzi, ze b = aid, czyli
d|b. Analogicznie dowodzimy druga podzielnos¢.

Zaloézmy teraz, ze de P* jest wspolnym podzielnikiem a i b, czyli istnieja takie E,g € P* 7e a = c?&, b = db.
Zauwazmy najpierw, ze ¢ := dab jest wspo6lng wielokrotnoscia a i b jako, ze dab = ba = ab, tym samym ¢ = ca dla
pewnego « € P*.

Ostatecznie wigc otrzymamy dadb = ab = cd, skad cad = cd i ponownie korzystajac z niezerowosci c i catkowitosci
P otrzymamy, ze d|d, wiec d jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem wyj$ciowych elementow.

3) = (4)
Niech plab bedzie elementem nierozkladalnym. Gdyby element p nie dzielit ani a ani b, to oznaczaloby, ze

NWD(p,a) = 1 i NWD(p,b) = 1, a wobec tego NWD(p,ab) = 1 i jednoczesnie NWD(p, ab) = p, wiec otrzymana
sprzeczno$¢ dowodzi implikacji.

(4) = (1)

Niech a € P\U(P)iniecha=pi-... ps=q1- ... q gdzie p; — elementy nierozkladalne, czyli pierwsze.

Poniewaz p; jest elementem pierwszym wobec tego musi dzieli¢ ktorys z elementow ¢; (na przyktad 1), a poniewaz
q1 jest nierozkladalny wiec oznacza to, ze p; = uq gdzie u jest elementem odwracalnym. Stad qi1(q2 - ... ¢ — ups -
... ps) =0 a poniewaz ¢ # 0 otrzymujemy ¢z - ... ¢ = upa - ... - ps.

Powtarzajac analogiczne rozumowanie skoiczenie wiele razy otrzymamy teze. O

Definicja 4.8.10 (pierscien faktorialny). Pierscien catkowity nazywamy pierscieniem faktorialnym lub dziedzing
z jednoznacznoscia rozkladu, jesli kazdy element nieodwracalny tego pierscienia posiada rozktad jednoznaczny.

Twierdzenie 4.8.11. Kazda dziedzina ideatow gtdwnych jest pierscieniem faktorialnym.

Dowdd. Zgodnie z poprzednim twierdzeniem oraz wlasnoscia [£.7.12) wystarczy wykazac, ze kazdy niezerowy element
nieodwracalny w P mozna przedstawié¢ jako iloczyn skoriczenie wielu elementéw nierozktadalnych.

Przypusémy wiec, ze istnieje taki element, ktory tego rozktadu nie ma i rozwazmy niepusty zbiér S ztozony ze
wszystkich niezerowych, nieodwracalnych elementéw pierscienia P, ktérych nie mozna przedstawié¢ jako skonczonego
iloczynu elementéw nierozktadalnych.

Niech {Is}ses bedzie rodzina ideatow, gdzie I; = (s). Jest to rodzina niepusta musi mie¢ wiec element maksy-
maln

5Korzystamy z Lematu Kuratowskiego—Zorna, zauwazajac wczesniej, ze kazdy tancuch idealow (wzgledem inkluzji) ma majorante beda
suma ideatéw z taricucha.
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Niech to bedzie I5,. Element sg jest na pewno rozktadalny, bo nalezy do S. Wobec tego istnieja a, b — nieodwra-
calne w P takie, ze sop = ab. Stad (so) C (a) i (so) C (b) i sa to istotne zawierania. Z maksymalnosci ideatu (so)
wynika, ze a ¢ S 1b ¢ S, wiec mozna je przedstawi¢ jako skoriczone iloczyny elementéw nierozktadalnych. Wobec
tego mozna tak przedstawi¢ element sg — sprzecznosc.

Oznacza to, ze rodzina S jest rodzing pusta, co daje nam zadana wlasnosé. O

Powyzsze twierdzenie pozwala nam uporzadkowaé dotychczas omawiane klasy pierScieni w ciag zawierari, ktory
warto odnotowac.

Uwaga 4.8.12.
(1) Zachodza nastepujace zawierania:

{Dziedziny Euklidesa} C {Dziedziny idealow glownych} C {Pierscienie faktorialne},

(2) Wszystkie powyzsze zawierania sa istotne. Wérod przykladow pierscieni idealow glownych, ktore nie sa euklide-
sowe wymieni¢ mozna Z[iv/19], za$ pierscien faktorialny, ktory nie jest pierscieniem idealéw gtéwnych to na przyktad
Z[X].

4.9 Badanie nierozkladalnosci wielomianéw w P[X], gdzie P — faktorialny

Definicja 4.9.1 (wiclomian pierwotny). Jesli P jest pierscieniem faktorialnym oraz f € P[X], to f nazywamy
pierwotnym, gdy jego wspdlczynniki sa wzglednie pierwsze.

Wprost z definicji wynika wazna uwaga.
Uwaga 4.9.2. Jesli wielomian f € P[X] jest nierozkladalny, to musi by¢ pierwotny.

Wtasnosé 4.9.3 (lemat Gaussa P[X]). Jesli P jest pierscieniem faktorialnym, to iloczyn wielomiandw pierwotnych
w P[X] jest wielomianem pierwotnym w P[X].

Dowdd. Przypusémy, ze mamy dwa wielomiany f = ag+a1 X +...+a, X" € P[X], g =bo+b1 X +...+b,, X™ € Z[X]
pierwotne, ktorych iloczyn f-g=co+ c1X + ... + Cnin X™™ nie jest pierwotny.

Wtedy istnieje element nierozkltadalny (a wobec faktorialnosci P jest to element pierwszy) p, ktory dzieli wszyst-
kie ¢;. Skoro jednak f i g sa pierwotne, to zbiory A = {i =0,...,n: pfa}, B={j=0,....,m: p{b;}sa
niepuste i mozemy poprawnie okresli¢ ich minima: r = min A, s := min B. Jedli teraz policzymy wspdtczynnik ¢,
to wystepuja w nim wyrazy postaci a;b; gdzie i + j = r + s. Jesli i < r to a; dzieli si¢ przez p, czyli a;b; tez, a gdy
© > 1, to j < s czyli bj dzieli si¢ przez p, a tym samym tez a;b;. W takim razie przez p musi si¢ dzieli¢ tez wyraz
arbs. Ale p jest elementem pierwszym, wiec musi dzieli¢ a, lub bs co prowadzi do sprzecznosci. O

Wtlasno$é 4.9.4 (przedstawienie wielomianu w P[X]). Niech P bedzie pierscieniem faktorialnym oraz f € P[X]
wielomian stopnia co nagmniej 1. Wtedy:

(1) istnieje taki elementy ¢ € P oraz wielomian pierwotny f* € P[X]|, ze f = cf*,

(2) jesti f = cf* = c1fy gdzie c,c1 € P i wielomiany f*, f{ € P[X] sq pierwotne, to ¢ ~ ¢; w P oraz f* ~ ff
w P[X].

Dowad.
(1) Jesli f=ap+ a1 X +...+a, X", to f =cf*, gdzie c € NWD(ay,...,a,) oraz f* =byg+ b X +...+b, X", gdzie
b= dlai=0,1,...,n.

(2) Jesli teraz mieliby$my inny rozktad tzn. f = cf* = ¢1 ff, gdzie ¢, f* sa jak w dowodzie punktu (1), to poniewaz
c1 musi dzieli¢ wszystkie wspolezynniki f, zas ¢ to NWD tych wspotezynnikow, to wiadomo, ze cile, czyli ¢ = deg
dla pewnego d € P. Stad c1df* = c1 f*, czyli c1(df* — ff) = 0. Poniewaz ¢ # 01 jestesmy w pierscieniu catkowitym,
to mamy, ze df* = f}. Oznacza to jednak, ze d dzieli wszystkie wspotczynniki f7, ktore sa wzglednie pierwsze, skad
d~1,czyli f*~ ffic~cy. O

Wtlasno$é 4.9.5 (rozklad w P[X] i w K(P)[X]). Jesli P jest pierscieniem faktorialnym, f € P[X] oraz istniejq
takie g1, g2 € K(P)[X], 7e f = g1g2 1 deg(g;) > 0 dla i = 1,2, to istniejq f; € P[X] takie, Ze deg(fi) >0 i f = fifa.
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Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze dowolny wielomian h € K (P)[X] ma postac:

G,
h=-"4+"1x + —X"
bo + b1 + bn ’

gdzie a; € P, b; € P*. Mnozac obie strony na przyktad przez jeden z elementéow zbioru NWW (b, . .., b,) otrzymamy,
ze istnieje ¢ € P takie, ze ch € P[X]. Korzystajac z rozkladu na stala i wielomian pierwotny mozemy wiec powiedzie¢,
ze dla dowolnego h € K (P)[X] istnieja: ¢, d € P oraz wielomian h* € P[X| — pierwotny takie, ze ch = dh* oraz
stopienn h jest taki sam jak stopien h*.

Niech wiec teraz f € P[X]| 1 f = gi192 jak w zalozeniach, gdzie g; € K(P)[X]. Dla wielomianéw g; istnieja wiec
¢i,d; € P oraz gf € P[X] takich samych (dodatnich) stopni jak odpowiednie g;, ze ¢;9; = d;g} oraz istnieje d € P
i f* € P[X] — pierwotny taki, ze f = df*.

Wobec tego cicadf* = cicaf = (c191)(c2g2) = (did2)gig5. Z lematu Gaussa wnioskujemy, ze g7g5 jest wielomia-
nem pierwotnym, czyli z jednoznacznosci zapisu mamy: cicad ~ didy oraz f* ~ g7gs. Oznacza to, ze istnieje takie
u=11lubu= -1, ze f =df* = dugigs. Wystarczy wiec przyjac¢ fi := dug} € P[X] 1 fa := g5 € P[X] by otrzyma¢
teze. O

Twierdzenie 4.9.6 (kryterium Eisensteina). Niech P bedzie pierscieniem faktorialnym, f = ag+a1 X +...+a, X" €
P[X] oraz zatéimy, Ze istnieje taki element nierozktadalny p € P, ze pla; dlai=0,...,n—1, pfa, oraz p*{ ao.

Wtedy f jest nierozktadalny w K(P)[X], za$ jesli dodatkowo f jest pierwotny, to jest nierozktadalny w P[X].

Dowdd. Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze ag + a1 X + ...+ a, X" = f = g1g2 w pierscieniu K (P)[X] i oba
wielomiany g; sa nieodwracalne w K (P)[X]. W szczegolnosci ich stopieri jest co najmniej 1. Z przygotowan wiemy,
ze istnieja takie wielomiany dodatniego stopnia fi, fo € P[X], ze f = fifa.

Niech
f1:b0+b1X+...+brXT, f2200+61X+...+CsXs.

Poniewaz p { a,, = bycs, to p{ b, oraz ptcs. Z drugiej strony p | ag = boco oraz p? § boco, zatem p dzieli tylko by lub
tylko co. Mozemy zalozy¢, ze p | by oraz p { co. Jesli przyjmiemy

k =min{i € {0,...,r} : pt b},
top|b; dlai < k. Oczywiscie 1 < k < r <nistad p | ax. Skoro tak, to rowniez
p | ar — (bocg—1+ ...+ bp_1c1) = byco.

Otrzymujemy sprzecznosé, gdyz p t by, oraz p { co.

Oczywiscie, jesli f jest pierwotny, to jego rozklad nie moze by¢ rozktadem w P[X]. Istotnie, taki rozktad musiatby
by¢ rozkladem na wielomiany nizszych stopni, co dawatoby rozktad f na czynniki nieodwracalne takze w K (P)[X],
wiec jesli f spelnia zalozenia twierdzenia i jest pierwotny, to jest nierozkladalny takze w P[X]. O

Przyktad 4.9.7. Kryterium Eisensteina mozna stosowaé¢ nawet w sytuacjach pozornie nie dopuszczajacych takiej
mozliwosci. Dla zbadania nierozkladalnosci wielomianu

f=1+X+...+ Xt ez[X],[]

gdzie p jest liczba pierwsza. Warto zauwazy¢, ze jego nierozkladalnosé jest rownowazna nierozktadalnosci wielomianu
g9(X) = f(X 4+ 1), a nastepnie przedstawi¢ f w postaci f = (X? —1)/(X —1). Wtedy
X + 1 P—1 _ _
9(X) = e Z()X” XPU 4 pXPP 4 4p.
=1

Pozostaje zauwazy¢, ze p | ( ) dla 0 <4 < p i ponadto pt1 oraz p?{ p.

"Oczywiscie, z zasadniczego twierdzenia arytmetyki Z jest pierscieniem faktorialnym.
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4.10 Dziedziczenie faktorialnosci na pierscien wielomianéw

Udowodnimy teraz podstawowe twierdzenie, ktére pozwoli nam na przeniesienie wlasnosci rozktadu na pierscien
wielomianéw.

Twierdzenie 4.10.1 (Gauss). Jesli P jest pierscieniem faktorialnym, to pierscienn P[X] tez jest pierscieniem fakto-
rialnym.

Dowdd. (I) Istnienie rozktadu. Przedstawmy wielomian f € P[X] zgodnie z jako f = e(f)f*, gdzie c¢(f) € P
i f* wielomian pierwotny. Na podstawie tego zapisu wystarczy rozwazy¢ dwa przypadki:

(1) f € P, czyli f jest wielomianem statym.
(2) f — wielomian pierwotny.
(

1) Poniewaz, jak tatwo sprawdzi¢, elementy pierscienia P, ktore sa nierozktadalne w P, sa rowniez nierozkladalne
w P[X], wiec istnienie rozktadu wynika w tym przypadku z faktorialnosci pierscienia P.

(2) Postepujemy indukcyjnie wzgledem n = deg(f).

(o) deg(f) = 1. Wielomian stopnia jeden moze sie roztozy¢ jedynie na stala i wielomian stopnia 1, ale poniewaz
f jest pierwotny, to jego wspotczynniki sg wzglednie pierwsze i jest to wielomian nierozktadalny.

(e) Zaktadamy, ze umiemy roztozy¢ wielomiany stopnia < n — 1.

Jesli f jest nierozkladalny, to mamy teze. Zalézmy wiec, ze istnieja fi, fo nieodwracalne takie, ze f = fifo.
Jednak f jest pierwotny, stad deg(fi) < n i deg(f2) < m (inaczej pewien nierozkladalny element z P dzielitby
wszystkie wspotezynniki f) oraz f1 i fo sa pierwotne. Korzystajac z zalozenia indukcyjnego dostajemy poszukiwany
rozktad.

(IT) Jednoznacznosé¢ rozkladu.

Niech f=p1-...oprg1-----q1=q1--..-q-h1-...-hy, gdzie wszystkie czynniki po prawej stronie sg nierozktadalne
oraz:

deg(p;) = deg(q;) = 0 dla dowolnych i € {1,...,k}, j € {1,...,r}, gdzie deg(g;) > 0 oraz deg(h;) > 0 dla
dowolnych i € {1,...,1}, j € {1,...,n}.

Wykazemy, ze k = r i [ = n oraz po ewentualnym przenumerowaniu p; ~ q; i g; ~ h;.

Wielomiany g;, h; s nierozkladalne, wigc sg pierwotne. Wobec tego, na podstawie lematu Gaussa, oba iloczyny
gr-...-grihy-... hy sa tez wielomianami pierwotnymi.

Korzystajac znéw z jednoznacznosci przedstawienia wielomianu jako iloczynu stalej i wielomianu pierwotnego
dostajemy, ze p1 ... P~ Q... QrOTazZ g1 - ... g; ~ hy -...- hy. Istnieja wobec tego takie elementy odwracalne
u€P,veP,ze (upr) ... Pk ~qi-...-q oraz (vg1) ... g~ hi-...-hy,. 7 calkowitosci pierscienia otrzymujemy
tez uv = 1.

7 jednoznacznosci rozktadu w P mamy k = r i z dokladnoscig do przenumerowania: p; ~ upy ~ qi,- .., Pk ~ Q-

Elementy vgi,92...,9; oraz hy,...,h, sa pierwotne i nierozkladalne w P[X], wiec sa rowniez nierozkladalne
w K (P)[X]. Poniewaz K(P) jest cialem, wiec K(P)[X] jest pierscieniem ideatow glownych, czyli faktorialnym
(por. . Wobec tego | = n i z doktadnodcia do przenumerowania indekséw mamy, ze g1 ~ vgy ~ hy,..., 91 ~ hy
w K (P)[X]. Oznacza to, ze rozwazane elementy sa stowarzyszone w P[X] i dostajemy teze. O

4.11 Zadania

1. (a) Sprawdzi¢, czy zbior P = Q(v/2) = {a +bv2: a,b € Q} ze zwyktymi dziataniami dodawania i mnozenia
liczb rzeczywistych tworzy pierscien, czy jest to pierscien catkowity oraz czy jest to ciato.

(b) Na analogiczne pytania odpowiedzie¢ dla zbioru P i dziatan:
(a+bV2) + (c+dV2) := (a+b) + (c+d)V2, (a+bV2)(c+ dV2 = (ac+ 2bd) + (ad + bd)V2.

2. Sprawdzié¢, czy zbiér funkcji parzystych okreslonych na R z dziataniami dodawaniami mnozenia funkcji jest
pierscieniem.

3. Sprawdzi¢, ze Z[i] = {a+bi, a,b € Z} jest pierscieniem z dzialaniami dodawania i mnozenia liczb zespolonych.
Wyznaczyé zbior elementéw odwracalnych tego pierscienia i zbiér jego dzielnikéw zera.
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4.

10.

11.
12.
13.
14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

Niech d bedzie ustalong liczbg catkowita, ktora nie jest kwadratem zadnej liczby catkowitej. Sprawdzié, ze
Z[Vd] = {a+bVd, a,b € Z} jest piericieniem z dzialaniami dodawania i mnozenia liczb zespolonych. Ustali¢
jak wyglada U(Z[V/d]) w zaleznosci od d oraz jak wyglada D(Z[\/d]).

Udowodnié¢, ze w pierscieniu Zj, (z dzialaniami dodawania i mnozenia modulo m) zachodza nastepujace row-
nowaznosci:

(a) ke U(Zp) < NWD(k,m) =1
(b) k€ D(Zy) <= k#0 modm oraz NWD(k,m) > 1.
Wyznaczyé dzielniki zera i elementy odwracalne w pierscieniach Zg X Z, Z3 X Zg, Zg X Z1g.
Wyznaczy¢ postaé dzielnikow zera oraz elementéw odwracalnych w pierscieniach: Z x Z, R x 7Z oraz Z x Z][i].

Odpowiedzie¢ na pytanie, czy w pierscieniu funkeji rzeczywistych na przedziale [0, 1] (z dzialaniami dodawania
i mnozenia funkcji) istnieja dzielniki zera.

a b

0 ] , a,be P } z dzialaniami dodawania i mnozenia macierzy tworzy pierscieri
a

oraz zbadaé, czy sa w nim dzielniki zera.

Sprawdzié¢, ze zbiér P = { {

k

1
Wyznaczyé wszystkie dzielniki zera i elementy odwracalne w pierécieniu Z [2} = {Qn’

k‘EZ,nGNo}.

Wyznaczyé grupe jednogci pierécienia Z[v/—d] = {a + bv/—d : a,b € Z}, gdzie d € N,.

Udowodnié¢, ze pierscienie Z[v/2] i Z[v/5] nie sa izomorficzne.

Udowodnié, ze R jest izomorficzny z kazdym z nastepujacych pierscieni: R x R®, R? x R®, R® x R®,
Udowodnié, ze jesli ¢ : A — B jest homomorfizmem pierscieni, to Ker ¢ jest ideatem w A.

Udowodni¢, ze jesli ¢ : A — B jest epimorfizmem pierscieni oraz I jest idealem w A, to zbior ¢(I) jest ideatem
pierscienia B. Pokazaé, ze zatozenie epimorficznosci ¢ jest istotne.

Niech R bedzie pierscieniem i I, J idealami w R. Dowiesé, ze zbior

I:J:={a€R:VbeJ: abe I}.

Wykazaé, ze zbior idealow pierwszych w pierscieniu Z[X] jest nieskonczony.

Udowodni¢, ze jesli ¢ : A — B jest homomorfizmem pierscieni i J jest idealem w B, to zbiér ¢~1(J) jest
ideatem w A.

Wykazaé, ze ideal (5, X) pierécienia Z[X] nie jest gltowny.

Sprawdzi¢, czy zbior tych funkcji f € C([0,1]), ktore spelniaja podany warunek, jest idealem pierscienia
C([0,1]):

(a) f(0) €

)
(b) £(0) = (1),
(c) Yo €[0,3]: f(z) =0.

Udowodnié, ze jesli R jest pierscieniem, to dla dowolnych a, b € R zachodzi rownosé (aR)(bR) = (ab)R.

Niech p bedzie idealem pierwszym w pierscieniu R i niech I, Is beda ideatami w R takimi, ze Iy N Iy C p.
Wykazaé, ze I C p lub Iy C p.

Niech R = R[x]. Wykaza¢, ze nastepujace zbiory sa idealami w R:
(a) Ay :={f€eR: f(0)=0},
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(b) As :={f € R: f(a) =0}, gdzie a € R jest ustalone.
(©) Ag:={f € R: f(0)=f(1) =0},

24. Znalezé generatory dla kazdego z idealéw z poprzedniego zadania i odpowiedzieé na pytanie z jakim pierécieniem
izomorficzny jest iloraz R/A;.



Rozdzial 5

Elementy teorii cial

5.1 Rozszerzenia cial

5.1.1 Stopien rozszerzenia, wieza rozszerzen

Definicja 5.1.1 (rozszerzenie cial, cialo proste). Jesli K C L, L jest cialem, za§ K jest cialem z dzialaniami
indukowanymi z L, to méwimy, ze K jest podciatem cialta L, za$ L nazywamy rozszerzeniem ciala K. Omawiane
rozszerzenie cial oznaczamy L/ K. E] Jesli dla rozszerzenia L/ K jest K # L, to K nazywamy podcialem wlasciwym
ciata L. Cialo, ktore nie posiada podcial wtasciwych nazywamy cialem prostym.

Definicja 5.1.2 (K-homomorfizm ciat). Jesli 0: L1 — Lo jest homomorfizmem ciat Lq, Lo ﬂb@d@cych rozszerzeniem
ciala K, to o nazywamy K-homomorfizmem, gdy o|x = idk.

Przyktad 5.1.3. Przyjrzyjmy sie najpierw prostym przyktadom.

(1) Latwo zauwazy¢ z definicji, ze cialami prostymi sa na przyktad Q oraz Z,, gdzie p jest liczba pierwsza. Jak
dowiemy sie za chwile sa to jedyne mozliwe ciata proste.

(2) Zbadajmy jak wygladaja R-homomorfizmy ciatla C. Niech wiec o : C — C bedzie takim R-homomorfizmem.
Wtedy o(a+bi) = o(a)+0(b)o(i) = a+bo(i) dla dowolnej liczby a+bi € C. Jak widaé¢ kazdy R-homomorfizm
ciata C jest wyznaczony jednoznacznie przez swoja warto$é na i. Jednoczesnie —1 = o(—1) = o(i%) = o(4)?,

czyli o(i) = +i. Wobec tego jedynymi R-homomorfizmami ciata C sa identycznos$é oraz sprzezenie.

Zauwazmy, ze jesli cialo L jest rozszerzeniem ciata K, to na cialo L mozna patrze¢ jak na przestrzen wektorowa
nad cialem K. Prowadzi nas to do kolejnej definicji.

Definicja 5.1.4 (stopien rozszerzenia cial). Jesli cialo L jest rozszerzeniem ciala K, to stopniem rozszerzenia
L/K nazywamy wymiar L jako przestrzeni wektorowej nad K i oznaczamy

[L: K]:=dimg L.

Mowimy, ze rozszerzenie L/K jest skonczome, jesli [L : K] < oco. W przeciwnym wypadku rozszerzenie L/K
nazywamy nieskonczonym i piszemy wtedy [L : K| = occ.

Przyklad 5.1.5. Rozszerzenie C/R jest rozszerzeniem skonczonym (stopnia 2), natomiast rozszerzenia R/Q, C/Q
oraz K (X)/K sa nieskoriczone.

Twierdzenie 5.1.6 (prawo wiezy). Dla dowolnych rozszerzen ciat: M/L oraz L/K zachodzi réwnosé [M : K] =
[M : L|[L: K].

Dowdd. Jesli [M : K] < oo , to oczywiscie [M : L] < co. Jednoczesnie L jest podprzestrzenia wektorowa M nad K,
czyli musi tez by¢ [L : K] < co. Odwrotnie, jesli [M : L] lub [L : K| sa nieskoriczone, to rowniez stopiei rozszerzenia
[M : K] jest w oczywisty sposob nieskoriczony.

!Nie nalezy tego oznaczenia myli¢ ze struktura ilorazowa! Oznaczenie to mowi tylko, ze K jest podciatem L, za$ inne funkcjonujace
w literaturze oznaczenia to: K C L, K < L.
2Homomorfizm cial L1, Lo, to dokladnie homomorfizm pierscieni L1, Lo.

69
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Zalozmy wiec teraz, ze r = [M : L] < oo oraz s = [L : K] < oo i wybierzmy bazy: {m1,...,m,} przestrzeni M
nad L oraz {l1,...,ls} przestrzeni L nad K. Jesli m € M, to istnieja takie Ay,..., A\, € L, ze
m=Ami+ ...+ A\m,.
Kazdy element \; moze zostaé zapisany jako
AN = kilh + ..+ Kisls, dla pewnych Kily---,kis € K, i=1,...,7

W konsekwencji otrzymujemy réwnosé

T S

m = Z )\imi = Z < /iijlj>m,- = Z Z nij(milj).
=1 1

=1 j= i=1 j=1
Wobec tego elementy m;l; (1 <i <7 oraz 1 < j < s) generuja M nad K.

Sprawdzimy dalej, czy sa one liniowo niezalezne. Przypusémy wiec, ze

T S
ZZaij(milj):O, OzijEK (1§i<7“, 1§j§8) (*)
i=1 j=1
Przegrupowujac elementy w (%) i korzystajac z liniowej niezaleznosci my, ..., m, nad L dostajemy
T S S
Z ( aijlj>m,~ =0, zatem Zaijlj =0dlai=1,...,r. (% %)
i=1  j=1 j=1
Pozostaje skorzystac z liniowej niezaleznosci 1, ...,ls nad K aby z (%x) otrzymaé a;; = 0 dla wszystkich 1 <7 < r
oraz 1 < j < s, co oznacza, ze ukltad {m;l; : i =1,...,7r,j =1,...,s} jest baza M nad K. Wykazalismy wiec, ze
[M: K] <oooraz [M: K|=[M:L][L:K]. O

5.1.2 Podcialo proste i charakterystyka cialta

Analogicznie jak w teorii pierécieni dowodzimy, ze dla podzbioru A C K ciata K, zbiér bedacy przecieciem wszystkich
podcial ciata K zawierajacych A jest podcialem ciata K. Cialo to nazywamy cialem generowanym przez zbior A.

Uwaga 5.1.7. Zaobserwujmy kilka prostych wtasnosci.

(1) Jesli L/K jest rozszerzeniem cial, |L| = n oraz |K| = k, to k | n — dla tego wniosku wystarczy skorzystac¢
z twierdzenia Lagrange’a (por. wnioski [3.4.6)) dla grup (L, +) oraz (K, +).

(2) Kazde ciato zawiera dokladnie jedno podcialto proste. Rzeczywiscie, jesli K jest cialem, zas Ky podciatem ciata
K generowanym przez zbiér pusty (innymi stowy Ky jest przecieciem wszystkich podciat ciata K), to Ky jest
cialem prostym. By sie o tym przekonaé wystarczy zauwazyé, ze jesli F' C Ky jest podciatem, to F' jest réwniez
podciatem ciata K. Z konstrukcji Ko mamy Ky C F'. Jest to rowniez jedyne podciato proste ciata K, gdyz jesli
K’ jest rowniez podcialem prostym K, to Ko C K’ i z faktu, ze K’ nie zawiera podcial wlasciwych wynika, ze
K' = K.

Definicja 5.1.8 (charakterystyka ciata). Jesli K jest cialem oraz istnieje taka liczba naturalna n, ze n - 1x = 0 KEl,
to charakterystyka ciala K nazywamy najmniejsza z liczb naturalnychﬁ o tej wlasnosci. Jesli takiej liczby nie ma,
to mowimy, ze K jest cialem charakterystyki zeroﬂ Charakterystyke ciata K oznaczamy char K.

Przyktad 5.1.9. Odnotujmy kilka waznych przyktadow.
(1) char@Q = char R = charC = 0.
(2) Jesli p jest liczbg pierwsza, to charZ, = p.

(3) Jesli K jest podciatem ciata L, to char K = char L.

3Wyrazenie n - 1 rozumiemy tutaj jako sume n jedynek.
4Pamietajmy, ze w skrypcie zalozono, ze 0 NIE jest liczba naturalna.
5Przyjmuje sie czasem, ze wowczas charakterystyka jest nieskoniczona.



ROZDZIAL 5. ELEMENTY TEORII CIAL 71

Zauwazymy teraz bezposredni zwiagzek charakterystyki ciata z jego podcialem prostym.

Wtlasno$é 5.1.10 (charakterystyka a cialo proste). Niech K bedzie ciatem, zas Koy jego podciatem prostym. Wtedy
zachodzq wtasnosci:

(1) char K =0 lub char K jest liczbg pierwszq,
(2) jesli char K = 0, to wtedy Ko = Q,
(3) jesli char K =p > 0, to wtedy Ko = Zy,.

Dowdd. W dowodzie wszedzie 1 oznacza 1.
(1) Niech char K = p > 0 i przypusémy, ze p = nm, gdzie n, m sa liczbami naturalnymi mniejszymi od p. Wtedy na
podstawie rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania w ciele K’ mamy

O=p-l=nm-1=n-(m-1)=(n-1)(m-1),
czyli jako, ze cialo jest pierscieniem catkowitym (por.4.1.9), to n-1 =0 lub m -1 = 0 wbrew minimalnosci liczby p.

(2) Jesli char K = 0, to okreslmy
-1
L:{k—:kGZ, nEN}. H
n-1
Jak tatwo sprawdzié jest to podciato ciata K izomorficzne z Q, izomorfizmem jest
k-1

k
Q>5—— —c¢€L,
n n-1

gdzie zerowos¢ charakterystyki wykorzystujemy wykazujac poprawna okreslonosé i injektywnosé odwzorowania. Po-
nadto kazde podciato ciata K zawiera jedynke, musi wiec zawieraé L, czyli L = Kj.

(3) Jesli char K = p > 0, to okreslmy
L={0-1,1-1,...,(p—1)-1}.

Zauwazmy, ze elementy zbioru L sa rézne miedzy soba. Przypu$émy bowiem, ze n-1 =m -1 dla pewnych 0 < n <
m < p. Wowczas (m —n) -1 =0 oraz 0 < m —n < p, co prowadzi do sprzecznosci z zalozeniem o charakterystyce
ciala K. Zauwazmy dalej, ze L jest podciatem ciata K. Istotnie, mamy bowiem

n-l—k-1=n—-%k)-1=10-1, Il =n—k (mod p), 0<I<p.

Jesli zas n # 0, to istnieje takie 0 < m < p, ze nm = 1 (mod p) (gdyz Z, jest cialem). W konsekwencji

k-1 nmk -1 mk -1 I
= = = -1. 7
nl  n-1 1k I

Latwo sprawdzi¢, ze cialo L jest izomorficzne z Zj, izomorfizmem jest
Zp>n,—n-1€L. [
Ponadto kazde podciato ciata K zawiera jedynke, musi wiec zawiera¢ L, czyli L = K. O
Whniosek 5.1.11. Niech K bedzie ciatem p-elementowym, gdzie p jest liczbg pierwszg. Wowczas:
(1) jedynymi ciatami prostymi sq ciata Q oraz Z,, gdzie p jest liczbg pierwszq,
(2) K =17Z,.

Dowdd. Zauwazmy, ze czesS¢ pierwsza wynika bezposrednio z naszego twierdzenia. Dla dowodu (2) odnotujmy naj-
pierw, ze jesli cialo jest skoniczone, to musi mie¢ charakterystyke dodatnig. Niech wiec char K = ¢ > 0. Wtedy K
zawiera podcialo proste K izomorficzne z Z,. Zgodnie z uwaga mamy q | p, czyli p = q oraz K = Ko = Z,. O

Twierdzenie 5.1.12 (o ciatach skoriczonych). Zachodzq nastepujace charakteryzacje ciat skoriczonych:

Stosujemy konwencje 1/a = a™* dla a € K \ {0}.
"Podobnie jak wczesniej nalezy wybra¢ odpowiednich reprezentantow wérod {0,1,...,p — 1}.
8Podobnie jak w przypadku (1) tak i tutaj charakterystyka ponownie odgrywa role przy sprawdzaniu injektywnosci odwzorowania.
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(1) kazde ciato skoniczone ma p" elementow dla pewnej liczby pierwszej p oraz pewnego n € N,

(2) dla dowolnej liczby pierwszej p i liczby naturalnej n istnieje ciato p™ elementowe (jest to tzw. ciato Galois, ktdre
zwyczajowo oznaczamy przez Fyn ),

(8) jesli dwa ciata skoriczone sq réwnoliczne to sq izomorficzne.

Dowdd. W tym rozdziale udowodnimy jedynie (1). Dowdd pozostalych czesci znajdziemy w kolejnych rozdziatach
(por. wniosek [5.4.4). Dla dowodu (1) niech K bedzie cialem skoriczonym o k elementach. Wtedy wiemy, ze ciato
to ma dodatnia charakterystyke bedaca pewna liczba pierwsza p i tym samym zawiera podciato proste izomorficzne

z Zy,. Wobec tego K jest przestrzenig wektorowa nad Zj, i tym samym posiada pewna skonczong baz¢ v1, ..., v, nad
Zp. Mamy wiec: K = {Av1 + ...+ A\op, A € Zp} 1 tym samym K ma p" elementéow, gdzie n to wymiar K nad
cialem prostym jako przestrzeni wektorowe;j. ]

5.1.3 Rozszerzenia proste i skoiiczenie generowane

Zaczniemy od prostego uogodlnienia pierscienia wielomianéw jednej zmiennej. Dla potrzeb tej czesci materiatu wpro-
wadzimy rekurencyjng definicje pierscienia wielomianéw wielu zmiennych — tak okreslony pierscien jest jednak izo-
morficzny z powstatym dzieki bezposredniej konstrukeji (por. rozdzial 10.).

Definicja 5.1.13 (wielomiany n zmiennych nad pierscieniem). Jesli P jest pierScieniem, n € N to rekurencyjnie
okreslamy pierscien wielomianéw n zmiennych nad pier$cieniem P jako:

(1) P[X;]:= P[X] — piericienn wielomianéw jednej zmiennej, ktory okreslilismy wezesniej,

(2) P[Xy,...,Xy] := P[Xy1,...,Xn-1][Xn] — czyli piersciei wielomianéw jednej zmiennej X, nad pierscieniem
wielomianoéw (n — 1)-zmiennych.

Definicja 5.1.14 (rozszerzenie generowane przez elementy). Jesli L/K jest rozszerzeniem cial oraz ui, ..., u, € L, to
przez K|uy, ..., u,|, odpowiednio K (uy,...,u,), oznaczamy podpiericien, odpowiednio podcialo, ciata L generowane
przez zbior K U{uy,...,un} C L. Latwo sprawdzi(ﬂ ze

K[ulw"aun] :{f(uly"'aun):fGK[Xla-“aXn}}v
flug, ... up)

K(Ulv"'7u”): {g(ul,...,un)

cfg€e K[ Xy, ..., Xy, glur, ... up) 7&0}

Definicja 5.1.15 (rozszerzenie (proste) skoriczenie generowane). Rozszerzenie cial L/K nazywamy rozszerzeniem
skoriczenie generowanym, jesli istnieja takie uy,...,u, € L, ze L = K(uy,...,u,). W przypadku, gdy n = 1,
czyli L = K (u) dla pewnego u € L rozszerzenie L/ K nazywamy prostym. Element u nazywamy wtedy elementem
prymitywnym tego rozszerzenia.

Uwaga 5.1.16. Jesli cialo L jest rozszerzeniem ciata K oraz uq,...,u, € L, to zachodza wlasnosci:
Kluy, ... up] = Klug, ..., up—1]uy],

K(up,...,up) = K(ut, ..., up—1)(up).

5.2 Rozszerzenia algebraiczne

Twierdzenie 5.2.1 (o wstepnej charakteryzacji rozszerzen). Jesli L/ K jest rozszerzeniem cial, uw € L oraz
F,: KIX]> f— f(u) € K[u],

to mozliwe sq dwa przypadki:

(1) Ker F,, = (0) ¢ wowczas K(u) = K(X) oraz [K(u) : K] = 00

9Standardowo, sprawdzamy, ze zbiory okreslone po prawych stronach réwnosci maja strukture odpowiednio pierscienia/ciata zawie-
rajacego wskazane elementy, a nastepnie stwierdzamy ze ich elementy musza znajdowac¢ sie w dowolnym pierscieniu/ciele generowanym
przez nie, na podstawie wewnetrznosci podstawowych operacji.
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(2) Ker F, # (0) i wowczas istnieje doktadnie jeden taki wielomian unitarny i nierozktadalny p, € K[X], Ze
Ker F,, = (pu). Wtedy tez K[X|/(py) = K(u) oraz [K(u) : K| = degp, < oc.

Dowdd. Zatozmy dla dowodu (1), ze Ker F,, = (0). Wtedy homomorfizm F), jest izomorfizmem pierscieni, ktory
w naturalny sposob indukuje izomorfizm ciat

przy czym poprawna okreslonos¢ tego odwzorowania oraz jego injektywnos¢ wynika z faktu, ze g(u) # 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy g # 0, dzieki zatozeniu o trywialnosci jadra.

Rozszerzenie K (X)/K jest nieskoniczone, gdyz elementy 1x, X, X2, ... sa liniowo niezalezne nad K. Oznacza to,
ze rozszerzenie K (u)/K jest nieskoriczone.

Dla dowodu (2) rozwazmy ideat I := Ker F, # (0) i zauwazmy, ze z postaci I = {f € K[X]: f(u) = 0} latwo
wynika iz jest to ideal pierwszy, gdyz

fgel < (fg)(u)=0 %f(u):o lub g(u) =0 <= fel lub gel.

Wiemy, ze K[X] jest dziedzing idealéw gtownych (por. przyklad [4.6.2)(4) oraz twierdzenie [4.6.3). Oznacza to, ze I
jest idealem maksymalnym (por. twierdzenie . Innymi stowy istnieje taki wielomian nierozktadalny i unitarny
(dzieki temu, ze mnozenie przez stala niezerowa nie zmienia ideatu) p, € K[X], ze I = (p,). W takiej sytuacji
Py jest wyznaczony jednoznaczniﬂ Skoro ideat I jest maksymalny, to K[X]/I jest cialem (por. wtasnosé .
Z twierdzenia o izomorfizmie mamy, ze K[X]/I = Klu]. Tym samym KJu| jest cialem, a ze jednoczesnie Ku] to
najmniejszy podpierscieni L zawierajacy K U {u}, wiec w konsekwencji mamy K[u] = K (u).

Pozostaje wykaza¢, ze [K(u) : K| = degp,. Oznaczmy n = degp, i rozwazmy element f € K[X]|. Stosujac
algorytm dzielenia z reszta otrzymujemy f + I = r 4+ I dla pewnego r € K[X], spelniajacego warunek degr < n.

Oznacza to, ze elementy K[X]/I sa generowane nad K przez obrazy elementéw 1x, X, ..., X" ! w K[X]/I. Elementy
te tworza baze K[X]/I nad K, gdyz sa rowniez liniowo niezalezne. Istotnie, jesli

a1+ D +a(X+D+... 4+, 1(X" 1 +1)=0, ag,...,an_1 € K,

to ag + X 4+ ...+ ap_1 X" ! € I, czyli jest to wielomian podzielny przez p,, a poniewaz jest stopnia < n, to
podzielnos¢ ta, dzieki catkowitosci rozwazanych pierscieni, jest mozliwa tylko wtedy, gdy ag = a1 = ... = an—1 = 0.
Skoro {1x + I, X +1,..., X"t + I} tworzy baze K[X]/I nad K, to dzigki izomorfizmowi

K[X]/I> f+I— f(u) € K(u)
otrzymujemy, ze baza K (u) nad K jest zbior {1, u,...,u" 1} 0

Przyktad 5.2.2. Rozwazmy rozszerzenie Q(v/2)/Q. Wielomian f = X3 — 2 € Q[X] jest nierozkladalny (np.
z kryterium Eisensteina), unitarny, stopnia 3 i taki, ze f(3/2) = 0. Zgodnie z poprzednim twierdzeniem [Q(+/2) :
Q] = 3, za$ baza Q(+/2) nad Q jest zbior {1, /2, V/4}. W szczegolnosci Q(V/2) = {a + b3/2 4 cv/4 : a,b,c € Q}.

Definicja 5.2.3 (element algebraiczny (przestepny)). Jesli L/ K jest rozszerzeniem cial, to element v € L nazywamy
algebraicznym nad K, jesli istnieje taki niezerowy wielomian f € K[X], ze f(u) = 0. Innymi stowy wu jest
algebraiczny nad K. Elementy nie bedace algebraicznymi nad K nazywamy elementami przestepnymi nad K.

Uwaga 5.2.4.
(1) Kazdy element z K jest algebraiczny nad K.

(2) Elementy z C algebraiczne nad Q nazywamy liczbami algebraicznymi, natomiast elementy z C przestepne nad Q
nazywamy liczbami przestepnymi. Przykladowo liczby /2 oraz i sa algebraiczne, za$ liczby e oraz m sa przestepne
uzupelnié¢ odniesienie do bibliografii !.

Skupimy sie w tej czedci na dokladniejszej analizie pojeé charakteryzujacych elementy algebraiczne.

YOKorzystamy z catkowitosci ciata L gdzie nalezy (fg)(u).
HJesli T = (f), to py oraz f sa stowarzyszone, tzn. f = vp, dla pewnego v € K \ {0}. Gdy dodatkowo wielomian f jest unitarny, to
musi byé¢ v = 1, czyli f = py.
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Definicja 5.2.5 (wielomian minimalny i stopien elementu algebraicznego). Jesli L/K jest rozszerzeniem cial oraz
element u € L jest algebraiczny nad K, to jedyny wielomian unitarny i nierozkladalny p, € K[X], ktorego pier-
wiastkiem jest v nazywamy wielomianem minimalnym elementu v nad K. Stopniem elementu v nad K
nazywamy liczbe [K(u) : K] = deg py.

Definicja 5.2.6 (domknigcie/rozszerzenie algebraiczne). Jezeli L/K jest rozszerzeniem cial, to zbior
Kag(L) :={u € L: element u jest algebraiczny nad K}

nazywamy domknieciem algebraicznym ciala K w ciele L. Ponadto rozszerzenie L/K nazywamy algebraicz-
nym, jesli kazdy element z L jest algebraiczny nad K, tzn. gdy K, (L) = L.

Sprobujemy teraz ustali¢ zalezno$ci miedzy poznanymi do tej pory typami rozszerzen: rozszerzeniami skonczo-
nymi, rozszerzeniami skoniczenie generowanymi i rozszerzeniami algebraicznymi. Bezposrednio z twierdzenia [5.2.1
wynika prosta uwaga.

Uwaga 5.2.7. Jesli u jest elementem algebraicznym nad K, to rozszerzenie K (u)/K jest rozszerzeniem skoriczonym
stopnia rownego stopniowi elementu v nad K.

Twierdzenie 5.2.8 (o zaleznosciach miedzy rozszerzeniami). Niech L/K bedzie rozszerzeniem cial.
(1) Jesli rozszerzenie L/ K jest skoriczone, to jest algebraiczne i skoriczenie generowane.
(2) Jesli rozszerzenie L/ K jest skoriczenie generowane przez elementy algebraiczne nad K, to jest skoriczone.

Dowdd. Dla dowodu (1) niech [L : K] =n < co. Jesli u € L, to elementy 1x,u,...,u" sa K-liniowo zalezne. Istnieja
wiec takie «y,...,a, € K nie wszystkie rowne zeru, ze apu”™ + -+ + aju + o9 = 0, czyli u jest algebraiczny nad K.
Jesli teraz elementy uq, ..., u, € L tworza baze L nad K, to L = K(uy,...,uy).

Jesli zas teraz jak w (2) mamy L = K(uq,...,uy), gdzie u; € L dla i = 1,...,n, sa algebraiczne nad K, to
rozwazmy kolejne rozszerzenia cial

KgK(U]_) gK(U]_,UQ) g g K(U]_,...,Un_]_) g K(U]_,...,Un_]_,un)-

Rozszerzenie K (uq,...,ui—1) € K(u1,...,ui—1,u;) = K(uq,...,ui—1)(u;) jest rozszerzeniem o element algebraiczny
dla ¢ = 1,...,n, wobec tego z uwagi jest to rozszerzenie skoriczone, czyli z twierdzenia [5.1.6| rozszerzenie
K C K(uy,...,uy,) jest skoriczone. O

Twierdzenie 5.2.9. Niech K C L C M bedzie rozszerzeniem cial.
(1) Jesli rozszerzenia L/K oraz M /L sq algebraiczne, to réwniez rozszerzenie M /K jest algebraiczne.
(2) Zbior Kag(L) jest podciatem ciata L.

Dowdd. Dla dowodu (1) zauwazmy najpierw, ze jesli u € M, to istnieja takie bg, ..., b, € L nie wszystkie rowne zeru,
ze spelnione jest rownanie b,u™ + ...+ bju + by = 0, czyli u jest algebraiczny nad K (by,...,b,) C L. Wobec tego na
podstawie twierdzenia oba rozszerzenia

K - K(bo,,bn) - K(bo,,bn)(u) = K(bo,...,bn,u)
sa skoriczone, czyli rowniez rozszerzenie K C K (bg,...,b,,u) jest skonczone, zatem ponownie z twierdzenia

element u jest algebraiczny nad K.

Dowodzac w analogiczny sposob (2) rozwazmy u,v € Kag(L) i rozszerzenia K C K(u) € K(u,v). Oba te
rozszerzenia sg skoriczone (znoéw twierdzenie [5.2.8)). Oznacza to, ze rozszerzenie K C K(u,v) jest skoriczone, czyli
algebraiczne, co oznacza, ze takze elementy u + v, uv,u/v € K(u,v) sa algebraiczne nad K. ]
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5.3 Cialo rozkladu wielomianu

Zauwazmy najpierw, ze wielomian generalnie moze mie¢ wiecej pierwiastkéw niz jego stopien: np. f = X3 w Zg[X]
ma 4 pierwiastki: 0,2,4,6, co wydaje sie dos¢ zaskakujace. Ponizsza wlasno$é¢ powie nam jednak, ze nie moze
tak by¢, gdy pierscien wspoélczynnikéw jest catkowity, dlatego rozwazane przez nas najczesciej wezesniej wielomiany
o wspotcezynnikach rzeczywistych takich niespodzianek nie kryja.

Definicja 5.3.1 (krotnos¢ pierwiastka). Jesli ¢ € P jest pierwiastkiem wielomianu f € P[X], k € N, to méwimy, ze ¢
jest pierwiastkiem k-krotnym f, gdy (X —c)* dzieli f zas (X —c)**! nie dzieli f w P[X] (oczywiscie z twierdzenia
Bézouta wiemy, ze skoro ¢ to pierwiastek wielomianu f, to na pewno (X — ¢) dzieli f).

Wtasnosé 5.3.2 (liczba pierwiastkow wielomianu). Jesli f € P[X] gdzie P — calkowity, to liczba pierwiastkéw
wielomianu f w pierScieniu P nie przekracza stopnia wielomianu.

Dowdd. Udowodnimy najpierw wlasnosé nastepujaca: jesli ¢y, ..., ¢, to pierwiastki wielomianu f € P[X] gdzie P —
catkowity, kazdy z pierwiastkow jest krotnosci odpowiednio k;, to istnieje g € P[X] takie, ze f = (X — c)k -
(X —cp)fn - g gdzie g(¢;) 0 dlai=1,...,n.

Teza tej wlasnosci zachodzi wprost z definicji krotnosci pierwiastka dla n = 1, wiec dalej prowadzimy dowod
indukcyjny, zaktadajac jej prawdziwos¢ przy liczbie roznych pierwiastkow mniejszej niz n > 1. Skoro ¢, to pierwiastek
kn-krotny f, to f = (X — ¢,)* - h dla pewnego h € P[X] i wielomian h nie moze zerowaé si¢ w ¢, (ze wzgledu na
twierdzenie Bézouta, gdyz krotnosé tego pierwiastka to k). Z drugiej strony f(¢;) = 0dlai =1,...,n — 1 czyli
poniewaz ¢; — ¢, #0dlai=1,...,n— 1, to z calkowitosci pierscienia ¢; musza by¢ pierwiastkami h. Musza one tez
by¢ pierwiastkami odpowiednio k; krotnymi, gdyz (X — ¢,)*» nie zeruje si¢ na ¢;, co konczy dowod dzieki indukcji.

Jesli teraz dla wielomianu f stopnia m i jego pierwiastkow ci,...,c,, zastosujemy omawiang wyzej wlasnosé

i zapiszemy f = (X —c1)¥1-...-(X —c,)* g, to dzieki catkowitosci pierscienia zachodzi rownosé m = deg f > c1+. ..+
¢r. Oznacza to, ze liczba pierwiastkow nie moze przekroczy¢ stopnia (tak naprawde, nawet liczona z krotnosciami). [

Odnotujmy w tym momencie niezwykle istotne twierdzenie dotyczace pierwiastkow wielomianéw w ciele liczb
zespolonych. Odno$nik do dowodu, dowod 7777

Twierdzenie 5.3.3 (Zasadnicze twierdzenie algebry). W ciele liczb zespolonych dowolny pierwiastek wielomianu
f € C[X] stopnia n € N, ma doktadnie n pierwiastkow liczonych z krotnosciami.

Definicja 5.3.4 (liniowy rozklad wiclomianu). Wielomian f € K[X]| nazywamy liniowo rozkladalnym nad roz-
szerzeniem L ciala K, jesli istnieja takie a € K oraz ui,...,un € L, ze f = a(X —u1)... (X — up).

Definicja 5.3.5 (cialo rozkladu wielomianu). Jegli K jest cialem oraz f € K[X], to cialo L nazywamy cialem
rozkladu wielomianu f nad K, gdy:

(1) wielomian f rozklada sie catkowicie nad cialem L,
(2) f nie rozklada sie catkowicie nad zadnym wlasciwym podciatem L zawierajacym K.

Wtasnosé 5.3.6. Jesli L/ K jest rozszerzeniem ciat oraz wielomian f € K[X] rozktada sie liniowo nad L, to istnieje
doktadnie jedno takie podciato M ciata L, ze K C M C L oraz M jest ciatem rozktadu f nad K.

Dowdd. Zgodnie z zatozeniem w L[X| mozemy zapisa¢ f = a(X—uy) ... (X —uy) dlapewnych a € K oraz uy,...,u, €
L. Wystarczy teraz przyja¢ M = K(ui, ..., up). O

Twierdzenie 5.3.7 (twierdzenie o istnieniu pierwiastka). Jesli f € K[X]| gdzie K — ciato jest wielomianem stopnia
co nagmniej 1, to istnieje L rozszerzenie ciata K oraz u € L takie, ze f(u) = 0.

Dowdd. Poniewaz K jest cialem, wiec K[X] jest dziedzina idealéw gltownych, a tym samym pierscieniem faktorialnym
(por. twierdzenie co oznacza, ze istnieje rozktad f na czynniki nierozkladalne w K[X]. Niech g € K[X] bedzie
jednym czynnikéw wystepujacych w rozkladzie. Zauwazmy, ze wystarczy znalezé takie rozszerzenie L ciata K, ze to
g ma w nim pierwiastek.

Zauwazmy, ze w naszej sytuacji ideal I = (g) jest maksymalny w K[X] (por. twierdzenie 4.7.8). W takim razie
L = K[X]/I jest cialem oraz
1w K>a—a+I€L
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jest monomorfizmem cial, czyli ciatlo K mozemy utozsamia¢ z podciatem ciata L. Jesli teraz rozwazymy element
u = X + I, to otrzymamy
flu)=f(X)+1=1=0gx)r=0r,

gdyz f € I. W takim razie u jest pierwiastkiem wyjsciowego wielomianu w rozszerzeniu L. O

Twierdzenie 5.3.8 (twierdzenie o istnieniu ciata rozktadu). Dowolny wielomian jednej zmiennej nad ciatem posiada
ciato rozktadu.

Dowdd. Niech K bedzie cialem i niech f € K[X]. Zauwazmy najpierw, ze dzieki wlasnosci wystarczy znalezé
ciato, nad ktorym f rozktada sie liniowo. Jesli deg f < 1, to cialem rozkladu f jest K, niech zatem deg f > 1 —
zastosujemy dalej rozumowanie indukcyjne. Jesli dla wielomianu stopnia (n — 1) istnieje ciato rozkladu, to wezmy
wielomian f € K[X] stopnia n > 1 — z twierdzenia o istnieniu pierwiastka istnieje rozszerzenie L ciala K oraz u € L
takie, ze f(u) = 0. Dzieki twierdzeniu Bézouta mozemy wtedy zapisa¢ f = (X — u)g dla pewnego g € L[X], przy
czym stopieni g jest mniejszy od n. Stosujac do g zalozenie indukcyjne otrzymujemy M — rozszerzenie ciata L (tym
samym rozszerzenie ciala K) takie, ze g = a(X —wug) - ... (X —u,) w M[X], co daje tez odpowiedni rozktad f. O

Co ciekawe, ciato rozkltadu wielomianu jest jednoznacznie wyznaczone. Sformutujemy to twierdzenie ponizej, ale
jego dowdd przedstawimy w drugiej czesci skryptu (por. twierdzenie [12.1.2)).

Twierdzenie 5.3.9 (o jednoznacznosci ciata rozktadu). Jesli K jest ciatem, to kazde dwa ciata rozktadu wielomianu

f € K|[x] sq K-izomorficzne.

5.4 Ciala skonczone

Dzieki poznanym wlasnoéciom ciat rozktadu mozemy teraz uzupeinié¢ nasze wiadomosci dotyczace cial skoniczonych.
Do tej pory dowiedzielismy si¢ jedynie, ze dla ustalonej liczy pierwszej p jedynym ciatem jest cialo F,. Pora na
zbadanie sytuacji ogélnej. Wiemy juz, ze kazde cialo skoniczone ma p™ elementéw dla pewnej liczby pierwszej p
in € N (por. twierdzenie . Wykazemy teraz, ze dla dowolnej liczby pierwszej p oraz n > 0, istnieje cialo
p"-elementowe i jest ono jedyne. Zaczniemy od prostej wlasnosci.

Wtlasno$é 5.4.1. Jesli K jest ciatem charakterystyki p > 0, to dla dowolnego n € N odwzorowanie
Fp:K>a—ad" €K

jest monomorfizmem ciat.

Dowdd. Widaé, ze odwzorowanie F;, jest n-krotnym zlozeniem odwzorowania F}, mozemy zatem ograniczy¢ uwage
do F' = F. Jedli teraz a,b € K, to mamy F(0) =0, F(1) = 1 oraz F(ab) = (ab)? = aPb? = F(a)F(b). Mamy roéwniez

_ p_ 4P P\ iip—i _ P _
Fla+b)=(a+bf=a’+ > (.)mﬁ + VW =aP + b = F(a) + F(b),
0<i<p L
gdyz p | (’Z) dla 0 < i < p, co oznacza, ze F' jest monomorfizmem ciat. O

Whiosek 5.4.2. Jesli K jest ciatem charakterystyki p > 0, to dla dowolnych n,k € N i elementow ay,...,a; € K

zachodzi réownosé .
k p k
'
E (473 = E (sz .
i=1 =1

Jedli K jest cialem charakterystyki p > 0, to odwzorowanie F' = F} z wlasnsoci [5.4.1] jest nazywane monomorfi-
zmem Frobeniusa ciala K. Jesli cialo K jest skoriczone, to monomorfizm ten jest automorfizmem

Twierdzenie 5.4.3. Jesli K jest ciatem skoriczonym charakterystyki p > 0, to K ma q = p™ elementéw wtedy i tylko
wtedy, gdy jest ciatem rozktadu wielomianu X9 — X nad podciatem prostym ciata K.

12Jedli f: X — X jest injekcja (surjekcja) oraz | X| < oo, to wtedy f jest bijekcja.
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Dowdd. Jesli cialo K ma ¢ elementéw, to zauwazmy, ze grupa (K*,-) jest ¢—1 elementowa. Wobec tego, jesli a € K*,
to |a| | ¢ — 1, czyli a?~! = 1. Ogolnie, dla dowolnego a € K mamy wiec a? = a. Innymi slowy wszystkie elementy
ciata K sg pierwiastkami wielomianu X? — X. Z drugiej strony, wielomian ten nie ma wiecej niz g pierwiastkéw, co
oznacza, ze pierwiastki wielomianu X7 — X to dokladnie elementy ciata K. Stad wniosek, ze wielomian ten rozklada
sie liniowo nad K i oczywiscie nie rozktada si¢ liniowo w zadnym mniejszym podciele ciata K. Wobec tego K jest
cialem rozkladu naszego wielomianu.

Odwrotnie, niech K bedzie cialem rozkladu wielomianu f = X9 — X nad F,. Jedli okreslimy o: K — K wzorem
o(a) = a? dla a € K, to z wlasnosci wiemy, ze o jest monomorfizmem. Co wiecej element a € K jest
pierwiastkiem f wtedy i tylko wtedy, gdy o(a) = a, co oznacza, ze pierwiastki wielomianu f tworza podcialo ciala
K. Poniewaz K jest cialem rozkladu wielomianu f, to musi to by¢ cale cialo K (inaczej f rozkltadalby w podciele
wlasciwym K). Inaczej mowiac, K zlozone jest z pierwiastkow wielomianu f. Ponadto pierwiastki te sa parami
rozne, bo f' = ¢X97 ' —1 = —1+#0i stad wniosek, ze K ma ¢ elementow. O

Drzieki twierdzeniu [5.3.9] mozemy sformulowaé nastepujacy wniosek charakteryzujacy ciata skonczone.

Whniosek 5.4.4. Dla dowolnej liczby pierwszej p oraz n > 0 istnieje ciafo p™-elementowe Fyn (]ED Ponadto dwa
ciata skoriczone sq izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy majg tyle samo elementow.

Przyktad 5.4.5. Rozwazmy wielomiany X2+ X +1 oraz X3+ X?+1 w Fy[z] oba sa wielomianami nierozktadalnymi.
Wobec tego Fo[X]/(X? + X +1) i Fo[X]/(X3 + X2 + 1) s ciatami 8-elementowymi. Zgodnie z wnioskiem sa
to ciata izomorficzne.

Whiosek 5.4.6. Dla dowolnego r € N istnieje nierozktadalny wielomian f € F[X] stopnia r.

Dowdd. Niech I bedzie ciatem, ktére ma p” elementéw. Z twierdzenia [5.4.3| wynika, ze I jest izomorficzne z ciatem
F,[X]/(f(X)), gdzie f € F,[X] jest nierozkladalny. Poniewaz #IF,[X]/(f(X)) ma dokladnie p” elementow, wiec
stopient f wynosi r. O

W $wietle powyzszej obserwacji pojawiaja sie dwa pytania: (i) jak szukac¢ nierozkladalnego wielomianu f stopnia
r; oraz (ii) jak duzo jest takich wielomianow?

Twierdzenie 5.4.7. Wielomian F = XP" — X jest iloczynem wszystkich wielomiandw nierozktadalanych, ktdrych
stopnie dzielg n.

Dowdd. Niech f € F,[X] bedzi wielomianem nierozkladalnym stopnia n i rozwazmy cialo K = F,[a], gdzie o jest
jakims pierwiastkiem wielomianu f. Wiemy, ze cialo K jest izomorifczne z I, [ X]/(f(X)). W szczegolnosci #K = p™.
Jesli g € Fp[X] jest taki, ze g(o) = 0, to z minimalno$ci f wynika, ze f dzieli wielomian g. Jednoczesnie, z twierdzenia
b.4.3] wynika, ze kazdy element ciala K jest pierwiastkiem wielomianu F. W szczegolnosci, wielomian F jest podzielny
przez wielomian f. Zauwazmy, ze jesli f jest takie, ze deg f = d oraz d|n, to zachodzi analogiczna wlasnos¢. Istotnie,
skoro d|n, to n = ed dla pewnego e € N z faktu, ze f(«) = 0 oraz o' = a wynika, ze of" = a i « jest pierwiastkiem
wielomianu F'.

By dokoniczy¢ dowod wystarczy pokazac, ze nie istnieje wielomian nierozkladalanych f € F,[X] stopnia > n, ktory
dzieli F. Dla dowodu nie wprost zalozmy, ze taki wielomian istnieje. Doktadniej, f € F,[X] jest nierozkladalny,
deg f =m > noraz f|F. Niech K = F,[X]/(f(X)). Mozemy napisa¢

K ={q(a): g€ Fp[X],degq < s—1},

gdzie « jest pierwiastkiem wielomianu f. Jesli ¢(«) = Zf:_é a;a' reprezentuje element ciata K, to w wniosku
otrzymujemy
s—1 s—1
g(a)P" = Zaf o = Zaz‘awn.
i=0 i=0

7 zalozenia f|F, wigc F(a) = 0, czyli o?" = a i w konsekwencji q(a)P® = q(a?) = q(a). Oznacza to, ze kazdy
elment ciata K jest zerem wielomianu F i otrzymujemy, ze wielomian F' ma p™ roéznych pierwiastkow. Sprzecznosé,
bo p™ > p™ = deg F. ]

13Cialo to bywa tez nazywane p"-elementowym ciatem Galois i oznaczane GF(p™).
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Przyktad 5.4.8. Mozna pokazaé, ze dla n = 1,...,5, rozkltad w Fo[X] wielomianu F,, = X?" — X na iloczyn
wielomianéw nierozktalanych ma postaé

Fi=X(X+1),

B=XX+1)(X*+X+1),

Fs=X(X+1)(X*+X+1)(X*+X*+1),

Fr=XX4+1)(X?+X+1) (X' +X4+1) (X' +X°+1) (X' + X+ X*+ X +1),

FE=XX+1)(X°+X*+1)(X°+X°+1) (X°+ X°+ X*+ X +1)
(XP+ X'+ X+ X +1) (X + X'+ X+ X +1) (X + X'+ X3+ X2+ 1)

Naszym celem jest wyznaczenie jawnego wzoru na liczbe wielomianéw nierozkladalnych w F,[X], ktore maja
stopnient d. Doktadniej, oznaczmy

Irp(d) = #{f € Fp[X] : f nierozkladalny stopnia d}.

Zanim otrzymamy wzor na Ir,(d) bedziemy potrzebowaé kilku pojec i rezultatow dotyczacych funkeji multiplika-
tywnych [2, Chapter 2|.

Definicja 5.4.9 (Funkcja multiplikatywna). Powiemy, ze funkcja h : N — C jest multiplikatywna, gdy spelnia
nastepujacy warunek:
Va,b € N: NWD(a,b) =1 = h(ab) = h(a)h(b).

Definicja 5.4.10 (Funkcja Mobiusa). Niech n € Ny i napiszmy n = pi* - ... - p*, gdzie py,...,py sa réznymi
liczbami pierwszymi. Funkcje pu(n) nazywamy funkcja p Mobiusa i definiujemy jako

1 n=1,
pn)=1< (=1)F a;=...=ap =1,
0 w przeciwnym przypadku.

Funkcja Mobiusa jest funkcja multiplikatywna. Istotnie, jesli NWD(m,n) = 11 u(mn) = 0, to istnieje p € P, ze
p?|n lub p?|m. Stad u(m)p(n) = 0. Jesli terazm =py1-...-pi,m=qy -...-q; i stad

p(mn) = (=1)"" = (=1)" - (=1) = p(m)u(n).

Lemat 5.4.11. Niech I(m) = |-t|. Dlan € Ny prawdziwa jest réwnosé
S uld) = I(n).
din
Dowdd. Teza zachodzi dla n = 1. Skoro n > 1, to mozemy napisa¢ n = p{* - ... -pg’“. Jesli d|n 1 d jest podzielne

przez kwadrat liczby pierwszej, to oczywiscie u(d) = 0. Mozemy zatem napisaé

k

Sop(d)y =14 plpi)+ D pwpapn)+ .+ ppr . pr)

dn =1 1<ii<io<kk
k
k .
=Z(.)<—1>Z=<1—1)’“=0. 0
=0 L
Definicja 5.4.12 (Splot Dirichleta). Niech hy, hy : N — C. Funkcje h: N — C zdefiniowana jako

hn) =3 hi(d)hs (g)
dn

nazywamy splotem Dirichleta funkcji hq, ho i oznaczamy przez h = hy * hs.
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Zauwazmy rowniez, ze dla splotu funkcji Ay, he mozemy alternatywnie napisaé
(hyxh2)(n) = > Ii(a
ab=n
Splot Dirichleta jest ciekawym i uzytecznym przyktadem dziatania w zbiorze funkcji arytmetycznych A := {h :

h: N— C}.

Twierdzenie 5.4.13. Splot Dirichleta jest dziataniem w zbiorze A. Splot Dirichleta jest tgczny i przemienny, zas
elementem neutralnym wzgledem splotu Dirichleta jest funkcja I.

Dowadd. Pierwsza czesé tezy jest oczywista. Mamy rowniez, ze
(b1 *ha)(n) = > hi(a)ha(b) = Y ha(a)hy(b) = (hg = h1)(n),
ab=n ab=n

co oznacza, ze * jest dzialaniem przemiennym.
Niech hi, ho, hs € A. By dowieéé lacznosci zauwazmy, ze prawdziwa jest réwnosé

(hy  (hg  hg))(n) = > ha(a)(hg * h3)(b)
ab=n
=Y hi(a) Y ha(c)hs(d) = Y hi(a)ha(c)hs(d).
ab=n cd=b acd=n

Rozpisujac ((h1 * he) * hg)(n) w analogiczny sposob dostajemy rownos$é hy x (ha * hg) = (hy * ha) * hs.

W koncu, mamy, ze
(h*I)(n) =Y h(d) (%) =3 h(d) {ZJ = h(n)

dln dn
i dostajemy teze. O
Twierdzenie 5.4.14. Jesli hy, hy sq funkcjami multiplikatywnyms, to hy * he rowniez jest funkcjg multiplikatywng.
Dowdd. Niech h = hq % hg 1 m,n € Ny speliaja warunek NWD(m,n) = 1. Wowczas
mn
mn) = Z hi(c)hs <7> )
clmn

Skoro NWD(m,n) = 11 ¢/mn, wiec ¢ = ab dla pewnych a,b € N speliajacych warunki: NWD(a,b) = 1, a|lm,b|n
oraz NWD (% %) =1. Stad

) = 3 bk () = 37 huabyhe (22

clmn alm,bln
= > m@h®h (2) ha (3)
alm,b|n
= | 3" hi(ahs (?) S hi(b)hs (%) = h(m)h(n). O
alm bln

Zauazmy, ze jesli u(n) = 1, to u*u = I. Ta prosta obserwacja, ktora jest konsekwencja lematu [5.4.11| umozliwia
nam wykazanie nastepujacego.

Twierdzenie 5.4.15 (Formuta inwersyjna Mébiusa). Niech hi, hy € A. Wowczas

n) =Y ho(d) < ha(n) =Y m(dn(5)-.

dn dn
Dowdd. (=) Mnozac (w sensie splotu Dirichleta) rownos¢ hy = hg * u z prawej strony przez p otrzymujemy
hisp=(he*u)*pu=hyx(uxp)=hyxI=hy

i dostajemy teze. Analogicznie, z réwnosci ho = hq * i1, po przemnozeniu z prawej strony przez u oraz skorzystaniu
z tacznodci splotu Dirichleta, dostajemy wu * hg = h;. ]
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Jestesmy gotowi by udowodnié¢ nastepujace.
Twierdzenie 5.4.16. Dia dowolnego n € N zachodzi réunos$é
=130 (2)
d|n

Dowadd. 7 twierdzenia wynika, ze

> Iry(d)d =

dln
Roéwnowaznie (Irp, *N)(n) = p", gdzie N(n) = n. Stosujac teraz formule inwersyjng Mébiusa otrzymujemy rownosé
nlry(n) = Zd‘n 1 (%) p i dzielac przez n dostajemy teze. O

Zilustrujmy nasz rezultat pokazujac liczbe wielomiandéw nierozktadalnych wielomianéw monicznych stopnia n dla
p=2,3,5orazn=1,...,10.

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p=2 1 2 3 6 9 18 30 o6 99
p" 4 8 16 32 64 128 256 012 1024
p=3 3 8 18 48 116 312 810 2184 5880
9 27 81 243 729 2187 6561 19683 59049

10 40 150 624 2580 11160 48750 217000 976248

25 125 625 3125 15625 78125 390625 1953125 9765625
21 112 588 3360 19544 117648 720300 4483696 28245840
49 343 2401 16807 117649 823543 5764801 40353607 282475249

s
5l
(@)

i

= ]
Il 3
\]
N ot o Wb | =

3

3

Tabela. Liczba Ir,(n) monicznych wielomianéw nierozkladlanych stopnia n versus liczba wielomianéw stopnia n
w F,[X], dlap=2,3,5,7 oraz n < 10 .

5.5 Zadania
1. Zbadaé, ktére z ponizszych zbioréw ze standardowymi dzialaniami dodawania i mnozenia sa ciatami:

(a) A={a+bv/2: a,beQ},
(b) A={a+b/2+cV3: achQ}
(c) A= {a+b21/” ca,beQl,n >
(d) A=Z[X]/(X?+1),
(e) A= @[X Y/(X,Y).
2. Wyznaczyé element odwrotny do = € K, gdzie
(a) z=1+3, K =0Q(V3),
(b) z=1+33 433 K =Q(3/3),
(c) z =141, K =Q(,V2).
(d) 2=1+v2+V3, K =Q(V2,V3).

3. Wypisa¢ tabelke dziatania w ciele Fo(«), gdzie f(«) = 0 oraz:

(a) f=X2+X+1,
b) f=X3+X+1.

4. Niech a,b € Z i zalozmy, ze a,b nie sa kwadratami. Pokazaé, ze Q(y/a) = Q(v/b) wtedy i tylko wtedy, gdy ab
jest kwadratem w Q.

5. Podac¢ przyklad cial skoriczonych K, Ko, K3, Ky, ktore maja 4, 8, 9, 16 elementéw, odpowiednio.

6. Wyznaczy¢ wielomiany minimalne (nad Q) dla 1+ v/2, 1 ++v2+ /3, i +v/2, 31/3 + 1, i — v/—2.
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

Znalez¢ te elementy a € Zs, dla ktérych pierscien ilorazowy Zs[X]/(X? + 2X? 4+ aX + 3) jest cialem.

a

Udowodni¢, ze pierécien P = { <—b

ta,b € R} z dzialaniami dodawania i mnozenia macierzy jest ciatem
a
izomorficznym z C.

Niech d bedzie liczba bezkwadratowa. Wykazac, ze

i {(5 2) o)

z dziataniami mnozenia i dodawania macierzy, jest pierscieniem izomorficznym z ciatem Z[\/&]

Znalez¢ stopien rozszerzenia cial L/ K.

(a) L=Q(V2,Vv3), K =Q,
(b) L=Q(v2,V3), K =Q(V2).

Niech K; < K9 < K3 < K4 beda parami réznymi ciatami, dla ktorych [Ks3 : K;] = 6 oraz [K4 : K| = 15.
Wyznaczy¢ (K : K|, [K3 : Ka| oraz [K4 : K3).

Niech L = Q(i, /p), gdzie p € P. Wyznaczy¢ baze oraz stopien rozszerznia L/K;, gdzie K1 = Q, Ko = Q(3),
K3 =Q(/p), K4 = Qi + /D).

Pokaza¢, ze jedynymi podciatami ciata Q(,/p), gdzie p € N nie jest kwadartem, sa Q, Q(,/p).
Wyznaczy¢ cial rozktadu wielomianu f € Q[X] nad ciatem L, gdzie:

(a) f=X*"+1,L=Q;



Rozdzial 6

Twierdzenie o istnieniu pierwiastkow
prymitywnych w Z;,

6.1 Podstawowe wlasnosci rzedu

Definicja 6.1.1 (rzad elementu modulo m). Niech m € N>y, a € Z i zalézmy, ze NWD(a, m) = 1. Liczbe
ord,,(a) := min{k € N: a* =1 (mod m)}

nazywamy rzedem a modulo m.

Uwaga 6.1.2. Z twierdzenia Eulera (por. wiemy, ze przy powyzszych zatozeniach dotyczacych m i a, spelniona
jest kongruencja a?(™ =1 (mod m). Oznacza to, ze rzad elementu a modulo m jest poprawnie okreslony (bierzemy
minimum po zbiorze niepustym) oraz zachodzi nieréwnosé ord,,(a) < ¢(m). Warto tez zauwazy¢, ze rzad elementu
a modulo m jest dokladnie rzedem a jako elementu w grupie U(Z,,) (por. (4)).

Przyktad 6.1.3. Niech m = 14. Mamy {a € {1,...,14} : (a,12) = 1} ={1,3,5,9,11,13}. Bezposrednie sprawdze-
nie pokazuje, ze:

ordi4(1) =1, ord4(3) = ordis(5) =6, ordis(9) =ordi4(11) =3, ordij4(13)=2.
Twierdzenie 6.1.4 (wlasnosci rzedu). Niech m € Nso, a,b, k, ki, ks € Z, gdzie NWD(ab,m) = 1. Wowczas:
(1) jesli a* = 1 (mod m), to ord,,(a)|k — w szczegdlnosci ord,, (a)|e(m),
(2) jesli a*' = a*? (mod m), to ky = ko (mod ord,,(a)),
(8) jesli NWD(ord,,(a),ord,, (b)) =1, to ord,,(ab) = ord,,(a) ord,,(b),
(4) ord,,(a*) = ord,,(a)/(k,ord,,(a)).

Dowdd. (1) Niech t = ord,,(a). Z twierdzenia o dzieleniu z reszta wiemy, ze istnieja liczby ¢,r € Ny spelniajace
warunki: k = qt 4+ r ir <t. Z zatlozenia o k mamy

1=d* =a®"" = (a')%a” = a” (mod m).
Poniewaz r < t, wiec z minimalnosci t mamy r = 0 i tym samym k = gt, co oznacza, ze t|k. Biorac w szczegdlnosci
k = ¢(m), na podstawie dostajemy pierwsza czes¢ tezy.

(2) Mnozac kongruencje a** = a*? (mod m) stronami przez (a~!)*? (gdzie a—! oznacza odwrotnoéé a modulo m,
czyli jedyne rozwiazanie kongruencji liniowej axz = 1 (mod m)), otrzymujemy ze a1 %2 = 1 (mod m) i punkt (1) daje
teze.

Zauwazmy w tym momencie, ze pierwsze dwa punkty wynikaja tez niezaleznie od naszego dowodu z wtasnosci

zastosowanych do grupy U(Zy,).
(3) Niech t; = ordy,(a), ta = ordy,(b) oraz potézmy t = ord,,(ab). Zauwazmy, ze t1|t - ta2. Istotnie

a'? = a2 (b2)" = a""2""2 = (ab)'"2 = ((ab)")? = 1 (mod m).

82
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W analogiczny sposob dowodzimy, ze ta|t-t1. Poniewaz NWD(t1,t2) = 1, wiec z uzyskanych podzielnosci wnioskujemy,
ze t1|t oraz to|t, co oznacza ze tite|t. Z drugiej strony mamy

(ab)tlt2 = (atl)t2(bt2)t1 = 1 (mod m).

Oznacza to, ze t|t1ta. W konsekwencji naszych rozwazan dostajemy ¢ = t1to, co byto do wykazania.

(4) Niech h = ord,,(a), t = ord,,(a¥) i d = NWD(k,h) — wtedy a** = 1 (mod m) co implikuje, ze h|tk. Niech
teraz hy = h/d i ki = k/d. 7 okreslenia hi,k; wynika, ze NWD(hy, k1) = 1. Poniewaz h|tk, wiec hid|tkid. Stad
hil|tky i dostajemy, ze hi|t. Z drugiej strony mamy, ze

(aF)h = gbM = ghdh — (gdhiykr = 1 (mod m).
Oznacza to, ze t|hy i w konsekwencji t = hy = h/d = ord,,(a)/ NWD(k, ord,,(a)). O

Definicja 6.1.5 (pierwiastek prymitywny). Niech m € Nso. Liczbe a € Z nazywamy pierwiastkiem prymityw-
nym modulo m (inaczej: dla m), gdy ord,,(a) = ¢(m).

Jako natychmiastowy wniosek z twierdzenia otrzymujemy nastepujacy:

Whiosek 6.1.6. Niech g bedzie pierwiastkiem prymitywnym dla m i k € N. Wowczas g jest pierwiastkiem prymi-
tywnym dla m wtedy i tylko wtedy, gdy (k, p(m)) = 1.

Dowdd. Poniewaz g jest pierwiastkiem prymitywnym modulo m, wiec ord,,(g) = ¢(m). Z twierdzenia (4)
dostajemy, ze

p(m)

= NWDk, o(m))” ord, (g*) = ¢(m) <= NWD(k, p(m)) = 1,

ord,, (gk)

co koniczy dowdd. O
Wnhiosek 6.1.7. Jesli m € N>o ma pierwiastek prymitywny, to ma ich doktadnie p(p(m)).
Dowdd. Niech g bedzie pierwiastkiem prymitywnym dla m. Z definicji oznacza to, ze

A ={¢" (mod m): i €{0,...,0(m)—1}} ={ac{1,...,m}: NWD(a,m) = 1},

czyli #A,, = o(m). Zgodnie z poprzednia whasnoscia g¥, gdzie k € {0,...,¢(m) — 1}, jest pierwiastkiem prymityw-
nym dla m wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(k, p(m)) = 1. Oznacza to, ze mamy p(p(m)) pierwiastkow prymitywnych
dla m, gdyz jest dokladnie o(#A,,) = v(¢(m)) liczb k, ktore sa wzglednie pierwsze z p(m). O

Uwaga 6.1.8. Nie kazda liczba m € N>y ma pierwiastek prymitywny. Przyktadowo, jesli m = 8, to ¢(8) = 4, ale
ordg(1) =1, ordg(3) = ordg(h) = ordg(7) = 2.
Oznacza to, ze liczba 8 nie ma pierwiastka prymitywnego.
Zauwazmy, ze liczba m = 14 ma dwa pierwiastki prymitywne: ¢ =3 i g = 5.
6.2 Problem istnienia pierwiastka prymitywnego

W tym rozdziale udowodnimy, ze kazda liczba pierwsza posiada pierwiastek prymitywny. By to zrobi¢ najpierw
uzasadnimy bezposrednio twierdzenie, ktére mozna tez uznaé za konsekwencje wtasnosci |5.3.2| zastosowanej do wie-
lomianu stopnia n o wspélczynnikach w ciele Z,,.
n .
Twierdzenie 6.2.1 (Lagrange). Niechp € P, f = > a; X" € Zp[X],n € N, gdzie p { a,,. Wowczas kongruencja
i=0
f(x) =0 (mod p) (6.1)

ma co najwyzej n rozwiqzan w Ly.
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Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dlan = 1 rozwazamy kongruencje ajz+agp = 0 (mod p), gdzie z zalozenia
NWD(p,a1) = 1 Na podstawie wiemy, ze wowczas istnieje doktadnie jedno rozwiqzanie modulo p.

Zalozmy teraz, ze teza zachodzi dla wszystkich wielomianéw stopnia <n—11 f = Z a; X' € Z,[X], gdzie p 1 ay,.
1=0
Jesli (6.1]) nie ma pierwiastka w Z,, to teza jest speiniona. Niech zatem xy € Z, bedzie pierwiastkiem kongruencji

(6.1). Mamy wowczas

n

F(X) = F(X) = fzo) = Y as( X' — ) = (X — w0)g(X),
=0
gdzie g € Z,[X] jest wielomianem stopnia n—1, ktoérego wspotczynnikiem wiodacym jest a,. Z zalozenia indukcyjnego
kongruencja g(z) = 0 (mod p) ma co najwyzej n — 1 rozwiazan, a w konsekwencji kongruencja (6.1) ma co najwyzej
(n — 1) + 1 = n rozwiazai. O]

Przyklad 6.2.2. Warto zauwazy¢, ze powyzsze twierdzenie, choé¢ bardzo proste, jest optymalne. Doktadniej, jesli
p € P, to kongruencja 2 — z = 0 (mod p) ma dokladnie p rozwigzan w Z,. Innymi slowy, kazdy element a € Z,
jest pierwiastkiem wielomianu X? — X € Z,[X]. Wtasnos¢ ta jest natychmiastowa konsekwencja matego twierdzenia
Fermata.

Warto rowniez zwroci¢ uwage na to, ze dla dowolnego a € {1,...,p — 1}, wielomian g = X? — X —a € Z,[X]
stopnia p, nie ma pierwiastkow w Z,,.

Twierdzenie 6.2.3. Niech p € P, f = Z a; X' € Zp|X],n < p, gdzie p { an. Wowczas kongruencja ma

doktadnie n rozwigzan wtedy 1 tylko wtedy, gdy fI(XP —X).

Dowadd. 7 matego twierdzenia Fermata mamy, ze dla dowolnego x € Z zachodzi
—zr=x(x—-1)-...-(x—(p—1)) (mod p).

Niech teraz x1, ...,z € Z, beda (réznymi modulo p) pierwiastkami wielomianu f. Mozemy zatem napisac

f=X—-z1)(X —x2) ... (X —ap)g,

gdzie wielomian g nie ma pierwiastkow w Z,. Mamy zatem, ze
NWD(f, XP - X)= (X —x1) ... (X — ).

Widzimy wiec, ze k = n wtedy i tylko wtedy, gdy (f, XP — X) = f, co oznacza, ze f|(XP — X). O

Lemat 6.2.4. Niech p € P. Jesli t € N spetnia warunek t|(p — 1), to liczba takich a € {1,...,p — 1}, dla ktorych
ordy(a) =t jest rowna 0 lub p(t).

Dowdd. Niech t|(p — 1),a € {1,...,p — 1} i zalézmy, ze ord,(a) = t. Woéwczas kongruencja 2' = 1 (mod p) ma

doktadnie t rozwigzan a,a?,...,a’ i z twierdzenia wiemy, ze sa to wszystkie rozwigzania. W szczego6lnosci
oznacza to, ze kazdy element, ktory ma rzad t, jest kongruentny z a' dla pewnego i € {1,...,t}. Dodatkowo,
ord,(a*) =t wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(k,t) = 1 — takich liczb jest doktadnie o (t). O

Twierdzenie 6.2.5 (istnienie pierwiastka prymitywnego dla liczby pierwszej). Niech p € P,t € Ny i zatdzmy,
ze t|(p —1). Wtedy liczba tych a € {1,...,p — 1}, dla ktorych ordy(a) = t, wynosi doktadnie o(t). Oznacza to
w szezegdlnoset, zZe jest doktadnie p(p — 1) pierwiastkéw prymitywnych dla p.

Dowdd. Dla t|(p — 1) przez 1(t) oznaczmy liczbe tych elementéw zbioru {1,...,p — 1}, ktore sa rzedu t. Poniewaz
kazdy element zbioru {1,...,p — 1} ma dokladnie okreslony rzad, wiec prawdziwa jest rownos¢ (por. [1.5.5)):

D vty =p—1=>Y_ o).
tlp—1 tlp—1

Z lematu wiemy, ze (t) € {0,¢(t)} co oznacza, ze ¥(t) < p(t). Powyzsza rownos¢ implikuje, ze musi by¢
Y(t) = o(t) dla kazdego t|(p — 1). O

W tabeli ponizej prezentujemy zbiory pierwiastkow prymitywnych dla poczatkowych 20 nieparzystych liczb pierw-
szych.
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p | ¢(p—1) | pierwiastki prymitywne dla p

3 1 2

5 |2 2,3

7 ]2 3,5

11| 4 2,6,7,8

13 | 4 2.6,7, 11

1718 3,5,6,7, 10,11, 12, 14

196 2,3, 10, 13, 14, 15

23 | 10 5, 7,10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21

29 | 12 2,3, 8,10, 11, 14, 15, 18, 19, 21, 26, 27

31 |8 3,11, 12, 13, 17, 21, 22, 24

37 | 12 2, 5,13, 15, 17, 18, 19, 20, 22, 24, 32, 35

41 | 16 6,7, 11, 12, 13, 15, 17, 19, 22, 24, 26, 28, 29, 30, 34, 35

43 | 12 3, 5,12, 18, 19, 20, 26, 28, 29, 30, 33, 34

47 | 22 5, 10, 11, 13, 15, 19, 20, 22, 23, 26, 29, 30, 31, 33, 35, 38, 39, 40, 41, 43, 44, 45

53 | 24 9.3, 5,8, 12, 14, 18, 19, 20, 21, 22, 26, 27, 31, 32, 33, 34, 35, 39, 41, 45, 48, 50, 51

59 | 28 2,6, 8,10, 11, 13, 14, 18, 23, 24, 30, 31, 32, 33, 34, 37, 38, 39, 40, 42, 43, 44, 47
50, 52, 54, 55, 56

61 | 16 2.6, 7,10, 17, 18, 26, 30, 31, 35, 43, 44, 51, 54, 55, 59

67 | 20 2,7, 11, 12, 13, 18, 20, 28, 31, 32, 34, 41, 44, 46, 48, 50, 51, 57, 61, 63

71 | 24 7.11, 13, 21, 22, 28, 31, 33, 35, 42, 44, 47, 52, 53, 55, 56, 59, 61, 62, 63, 65, 67
68, 69

73 | 24 5,11, 13, 14, 15, 20, 26, 28, 29, 31, 33, 34, 39, 40, 42, 44, 45, 47, 53, 58, 59, 60
62, 68

Tabela. Liczby pierwsze 3 < p < 73 i odpowiadajace im zbiory pierwiastkow prymitywnych.
Warto w tym miejscu wspomnieé¢ najbardziej znang hipoteze dotyczaca pierwiastkéw prymitywnych.

Hipoteza 6.2.6 (hipoteza Artina). Niech a € Z \ {—1,0,1}. Jesli a nie jest kwadratem, to a jest pierwiastkiem
prymitywnym dla nieskoriczenie wielu liczb pierwszych.

Przedstawimy teraz algorytm Gaussa, ktory umozliwia, dla danej liczby pierwszej p, wyznaczenie pierwiastka
prymitywnego dla p.

Algorytm Gaussa wyznaczania pierwiastka prymitywnego dla p € P.

Krok 1: Wybieramy a € {2,...,p— 1} idlai = 1,2,...,0rd,(a) obliczamy a’ (mod p). Jezeli t := ord,(a) =
p — 1, to a jest pierwiastkiem prymitywnym dla p i koniczymy sprawdzanie. Zgodnie z wnioskiem kazdy inny
pierwiastek prymitywny dla p jest postaci a*, gdzie NWD(k,p—1) = 1. Jesli t # p—1, to przechodzimy do kroku (2).

Krok 2: Wybieramy b € {2,...,p — 1} w taki sposéb, ze b # a’ (mod p) dla i = 1,...,t. Niech u := ord,(b).
Jesli u # p— 1, to wyznaczamy v = NWW(¢,u). Oznacza to, ze v = v1ve, gdzie v1|t i vaJu i NWD(v,v2) = 1. Niech

t u

teraz a1, by beda najmniejszymi nieujemnymi resztami modulo a¥1 oraz bv2z odpowiednio. Oznacza to, ze element
g = aiby ma rzad ord,(g) = vivs = v. Jesli v = p — 1, to g jest pierwiastkiem prymitywnym dla p i konczymy
procedure. Jesli v # p — 1, to przechodzimy do kroku (3).

Krok 3: Powtarzamy krok (2) zastepujac a przez aib; it przez v.
Jest jasne, ze powyzszy algorytm sie skoriczy, gdyz w kazdym kroku v > t.

Przyktad 6.2.7. Pokazemy sposob dziatania algorytmu Gaussa znajdujac pierwiastek prymitywny dla p = 71.
Wybieramy a = 2 i znajdujemy, ze ordr; (2) = 35. Ponadto zbiér reszt A = {2¢ (mod 71): i = 0,...,34} ma postac

A =1{1,2,4,8,16,32,64,57,43, 15, 30, 60, 49, 27, 54, 37, 3, 6, 12,
24,48, 25,50, 29, 58, 45, 19, 38, 5, 10, 20, 40, 9, 18, 36}

Poniewaz t = ord71(2) = 35 < 70, wiec wybieramy b = 7 jako najmniejszy element, ktory nie lezy w A. Bezposrednie
sprawdzenie pokazuje, ze u = ordy(7) = 70 i dostajemy, ze g = 7 jest pierwiastkiem prymitywnym dla p = 71.
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Naturalnym pytaniem jest jak maty moze byé najmniejszy pierwiastek prymitywny dla liczby pierwszej p?

Twierdzenie 6.2.8. Niech g(p) oznacza najmniejszy pierwiastek prymitywny dla liczby pierwszej p.  Wowczas
g(p) < pO.GS.

Dow6d powyzszego twierdzenia opiera sie na wyrafinowanym zastosowaniu technik analitycznej teorii liczb.

Do tej pory udowodnilismy, ze jesli p € P, to p ma dokladnie ¢(p — 1) pierwiastkow prymitywnych. Kolejnym
naturalnym pytaniem jest kwestia charakteryzacji liczb m € N, dla ktérych istnieje pierwiastek prymitywny. Na
poczatek przedstawimy negatywny rezultat. Dokladniej, prawdziwa jest nastepujaca:

Obserwacja 6.2.9. Niech m = 2F, k > 3. Wowczas m nie ma pierwiastka prymitywnego.

— 2k71

Dowdd. Zauwazmy, ze o(2F) . Pokazemy, ze jesli a = 1 (mod 2), to dla dowolnego k € N3 zachodzi

a® " =1 (mod 2¥). (6.2)
Dowéd poprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na k. Dla k = 3 to jest doktadnie nasza uwaga[6.1.8, Zal6ézmy teraz,
ze kongruencja 1} jest prawdziwa dla k. Mozemy zatem napisaé, ze dla pewnego u € Ny zachodzi a2 =1+ u2k.
Stad
a® ™ = (1+u2¥)? = 14+ 2"y 4+ 2242 = 1 (mod 2FH1).

k—1 _ (2D
277 = 55—

Dowodzi to, ze ordyki1(a) i dostajemy teze. O

Zanim sformutujemy charakteryzacje tych m, dla ktérych istnieje pierwiastek prymitywny, w kilku lematach
wskazemy te sytuacje, w ktorych pierwiastek takowy istnieje.

Lemat 6.2.10. Jesli p € P=3 i g jest pierwiastkiem prymitywnym dla p, to g lub g+p jest pierwiastkiem prymitywnym
dla p?.

Dowdd. Niech g bedzie pierwiastkiem prymitywnym dla p i niech n = ord,2(g). W szczegélnosci g = 1 (mod p)
i dostajemy, ze (p — 1)|n. Poniewaz (p?) = p(p — 1), wiec n|p(p — 1). Wobec tego n = p(p — 1) albo n = p — 1. Jesli
n=p(p-—1),tog jest pierwiastkiem prymitywnym dla p? i dowdd jest zakoniczony. W przypadku gdy n = p — 1,
czyli g1 =1 (mod p?) wykazemy, ze ord2(g+p) =plp—1) = ©(p?). Skoro g jest pierwiastkiem prymitywnym dla
p, to g + p rowniez, co znowu implikuje, Ze ord,2(g + p) = p — 1 albo ord,2(g + p) = p(p — 1). Mamy jednak, ze

p—1
(g+pP ' =) ( > Pt = gP T 4 (p— 1)pg??
=0
=g" " —pg? 2 =1-pg 2 £ 1 (mod p?),

bo ptg. Oznacza to, ze ord,2(g +p) = p(p — 1) co koriczy dowod. O

Przyklad 6.2.11. Mozna sprawdzi¢, ze ¢ = 2,6,7,8 sa pierwiastkami prymitywnymi zaréwno dla p = 11 jak
ip?=121.

Zauwazmy jednak, ze g = 10 jest pierwiastkiem prymitywnym dla p = 487, ale g nie jest pierwiastkiem prymi-
tywnym dla p?. Nasze rozumowanie pokazuje, ze g’ = g + p = 497 jest pierwiastkiem prymitywnym dla 4872

Lemat 6.2.12. Jesli p € Ps3 i g € 7 jest pierwiastkiem prymitywnym dla p?, to g jest pierwiastkiem prymitywnym
dla p* dla dowolnego k € Nx.

Dowdd. Zauwazmy, ze nasza teza moze byé zapisana jako implikacja: jesli g?~! # 1 (mod p?), to g ;7é 1 (mod pF+1).
Dowod poprowadzimy indukcyjnie wzgledem k. Dla k = 1 teza to wprost nasze zalozenie, ze g jest pierwiastkiem
prymitywnym dla p?. Zalézmy, ze teza zachodzi dla k, tzn. g#®") # 1 (mod pFt1). Z twierdzenia Eulera wiemy, ze
g‘P(p ) =1 (mod p¥), a stad i z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy istnienie takiej liczby u € N niepodzielnej przez

p, ze ¢?P") =1 4+ up¥. Stad i ze zwiazku o(pF*tY) = pF(p — 1) = pp(p*) otrzymujemy

_ Z p) uipkz =1+ upk+1 7—é 1 (HlOd pk+2)
. 2

co koniczy dowdd naszego lematu. O
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Podsumowujac nasze dotychczasowe rozwazania widzimy, ze jesli m = 2,4 lub m = p*,p € P>3i k € N, to m ma
pierwiastek prymitywny.

Lemat 6.2.13. Niech p € P>3 i k € N. Niech g bedzie pierwiastkiem prymitywnym dla p*. Wtedy:
(1) jesli g =1 (mod 2), to g jest pierwiastkiem prymitywnym dla 2p*,
(2) jesli g =0 (mod 2), to g + p* jest pierwiastkiem prymitywnym dla 2p*.

Dowdd. Niech g = 1 (mod 2). Poniewaz op(p*) = (2pF) oraz g‘P(ka) = 1 (mod 2p¥), to g jest pierwiastkiem prymi-
tywnym dla 2pF.

Jesli zag g = 0 (mod 2), to g + p¥ = 1 (mod 2) i g + p”* jest pierwiastkiem prymitywnym dla p*. Stosujac (1)
dostajemy teze. ]

Przyktad 6.2.14. Liczba g = 7 jest pierwiastkiem prymitywnym dla 11%, k € N. Poniewaz g jest liczba nieparzysta,
to jest to rowniez pierwiastek prymitywny dla 2 - 7.

Liczba g = 2 jest pierwiastkiem prymitywnym dla 13%,k € N,. Poniewaz g jest liczba parzysta, to liczba
g = 2+ 13F jest pierwiastkiem prymitywnym dla 2 - 13%.

Twierdzenie 6.2.15 (charakteryzacja istnienia pierwiastka prymitywnego dla dowolnej liczby naturalnej). Liczba
m € Nxo ma pierwiastek prymitywny wtedy 1 tylko wiedy, gdy m = 2, 4,pF 2% dla p € P.3,k € N.

Dowdd. Jest jasne, ze z naszych wezesniejszych przygotowan wynika, ze wystarczy udowodni¢ implikacje (=). By
dowies¢ naszej tezy wykazemy, ze jesli m ma nieparzysty dzielnik pierwszy p, to m = p* lub m = 2p*.

Niech m = np®, gdzie p { n i zaldzmy, ze n > 3. Poniewaz o(m) = @(n)p(p*), p jest nieparzysta i n > 3, wiec
2|¢(m) 1 2|p(p*). Niech teraz a € Z i NWD(a,m) = 1. Woéwezas:

k
o 55 = (a)£5

1 (mod n),

#(n)

a2 = (a“"(pk))T 1 (mod p*).

Poniewaz uktad kongruencji

z=1(modn), z =1 (mod pk)
.. . . . (m) . . . (m)
ma doktadnie jedno rozwiazanie modulo m = np* i x = a2 jest tym rozwiazaniem, wiec a7 =1 (mod m), co
dowodzi, ze ord,,(a) < @ < ¢(m). Oznacza to, ze m nie ma pierwiastka prymitywnego i otrzymujemy teze. [

6.3 Zadania
1. Znalez¢ pierwiastek prymitywny dla m, gdzie m € {4,5,10,13, 14, 18}.
2. Wykazaé, ze liczby 12,20 nie maja pierwiastka prymitywnego.

3. Odpowiedzieé¢ na pytanie, ile niekongruentnych pierwiastkéw prymitywnych ma liczba 147 Wyznaczy¢ je wszyst-
kie.

4. Odpowiedzieé¢ na pytanie, ile niekongruentnych pierwiastkow prymitywnych ma liczba 187 Wyznaczy¢ je wszyst-
kie.

5. Wykazaé, ze jesli a! jest multiplikatywna odwrotnosciag a modulo m, to ord,,(a™!) = ord,,(a). Wywniosko-
waé stad, Ze a jest pierwiastkiem prymitywnym modulo m wtedy i tylko wtedy, gdy a~' jest pierwiastkiem
prymitywnym modulo m.

6. Wykazaé, ze jesli m € N oraz liczby a,b € Z sa takie, ze (ab,m) = 1, (ord,, a,ord,, b) = 1, to ord,,(ab) =
ord,, a - ord,, b.

7. Wykazaé, ze jesli m € N, a € 7Z sa takie, ze (a,m) = 11 ord,, a = m — 1, to m jest liczba pierwsza.

-1

8. Wykazaé, ze r jest pierwiastkiem prymitywnym modulo p € P35 wtedy i tylko wtedy, gdy (r,p) =11 ria *
1 (mod p) dla kazdego dzielnika pierwszego ¢ liczby p — 1.

9. Wykazadé, ze jedli F, jest n-ta liczba Fermata, to ordp, 2 < 2"F1,

10. Wykazaé, ze ordye(3) = 2872 dla k € Nx3.



Rozdzial 7

Reszty kwadratowe 1 prawo wzajemnosci reszt
kwadratowych

W tym rozdziale skupimy sie na teorii reszt kwadratowych, czyli problemie istnienia rozwigzan kongruencji kwadra-
towych postaci 22 = a (mod m), gdzie a € Z, m € N>5. Interesowaé nas bedzie sytuacja, gdy m = p jest nieparzysta

liczba pierwsza.

7.1 Reszty kwadratowe

Zaczniemy od definicji obiektu naszych zainteresowan w sposéb precyzyjny.

Definicja 7.1.1 (reszta kwadratowa). Niech p € P-3. Liczbe a € Z spelniajaca warunek NWD(a, p) = 1, nazywamy
reszta kwadratowa modulo p, jezeli istnieje 2 € Z, dla ktérego 22 = a (mod p).

Jezeli kongruencja 22 = a (mod p) nie ma rozwigzania, to a nazywamy niereszta kwadratowa.

Definicja 7.1.2 (symbol Legendre’a). Niech p € P>3 1 a € Z. Wowcezas liczbe

. , pla,
(> =<1, a jest reszta kwadratowa modulo p,

—1, w przeciwnym przypadku,
nazywamy symbolem Legendre’a z a modulo p.

Obserwacja 7.1.3. Niech p € Ps3 i g bedzie pierwiastkiem prymitywnym dla p (z twierdzenia wiemy, ze
g istnieje). Wowczas zbior reszt kwadratowych pokrywa sie ze zbiorem R = {g* (mod p) : i = 0,1,..., p;?’},

W szczegdlnosci, zbior niereszt kwadratowych pokrywa sie ze zbiorem R' = {g?*! (mod p): i =0,1,..., %}

Dowdd. Poniewaz g jest pierwiastkiem prymitywnym, wiec elementy zbioru R sa parami niekongruentne, co oznacza,
ze |R| = el Zauwazmy, ze nie ma tez innych reszt kwadratowych. Istotnie, gdyby potega ¢**! byla reszta

2 ; :
kwadratowa, to istnialoby takie zg € Z, ze 23 = ¢! (mod p), skad (z9g~%)? = g (mod p). Po podniesieniu obu

stron tej kongruencji do potegi %, dostajemy na mocy matego twierdzenia Fermata, ze
g2 = (zog HP ! =1 (mod p).
Wobec tego ord,(g) < % < p—1, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze g jest pierwiastkiem prymitywnym. O
Dzieki powyzszej obserwacji mamy natychmiastowy zestaw wnioskéw, dotyczacych wtasnosci reszt kwadratowych.

Wnhiosek 7.1.4 (liczba reszt i niereszt kwadratowych). Dila dowolnego p € P=3 liczba reszt kwadratowych i niereszt
kwadratowych modulo p jest réwna %(p —1).

Whniosek 7.1.5. Dla dowolnego p € P>3 zachodzq nastepujgce wtasnosci:
(1) jesli a1, as sq resztami kwadratowymi modulo p, to ajas jest resztq kwadratowg modulo p,

(2) jesli a1, as sq nieresztami kwadratowymsi modulo p, to ajas jest resztq kwadratowq modulo p,

88
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(3) jesli ay jest resztq kwadratowq modulo p i ag jest nieresztq kwadratowq modulo p, to ayay jest nieresztq kwadra-
towg modulo p.

Przyktad 7.1.6. Dla p = 11 reszty kwadratowe modulo 11 to: 1,3,4,5,9, zas dla p = 13 reszty kwadratowe modulo
13 to: 1,2,3,4,9,10.

Twierdzenie 7.1.7 (kryterium Eulera dla reszt kwadratowych). Dla dowolnych p € P>3 i a € Z zachodzi réwnosé:

a7 = (Z) (mod p).

a
Dowdd. Jesli pla, to nie ma czego dowodzi¢. Jesli a jest reszta kwadratowa modulo p, to (> = 11 istnieje xg € Z,
p

ze x3 = a (mod p). Stad
a’T = (mg)% =2l =1= <Z) (mod p).

Niech a € Z bedzie niereszta kwadratows, czyli ( > —1. Niech g bedzie pierwiastkiem prymitywnym dla p.
(Y

Wtedy dla pewnego i € {0,1,...,(p — 3)/2} mamy a = ¢***! (mod p) (zgodnie z obserwacm- Stad

p—1 p—1

o= (92i+1)’%1 = ¢'— 1)9 = (¢"~ )’gT =g 2 (mod p).

Poniewaz ¢~ — 1 = (¢"5 —1)(¢"F +1) =
rownosé jest niemozliwa, gdyz wtedy ord,(g

p—1 .
zatem g 2 = —1 (mod p), czyli

0 (mod p), to g% —1=0 (mod p) lub ng_l +1 =0 (mod p). Pierwsza
) < p— 11 mamy sprzeczno$¢ z prymitywnoscia elementu g. Musi by¢

a’T = g% =-1= (a) (mod p).
p

We wszystkich przypadkach jest wiec a'7 = <a) (mod p) i dostajemy teze. O
p

Kryterium Eulera umozliwia szybka odpowiedZ na pytanie, kiedy —1 jest reszta kwadratowa modulo p, gdzie

p € P>3. Dokladniej méwiac, mamy rownosé

(—1)_( 1);)2;1_ 1, gdy p=1(mod 4),
p) ~ 1-1, gdy p=3(mod 4).

Oznacza to, ze kongruencja 2 = —1 (mod p) ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy p = 1 (mod 4).

Twierdzenie 7.1.8 (wlasnosci symbolu Legendre’a). Dla dowolnych p € P>3 oraz a,b € Z zachodzq wtasnosci:

(1) jesli a = b (mod p), to (Z) - <2>

b b
(2) <a> = <a) () (multiplikatywnosé symbolu Legendre’a),
p b/ \p
a2
(3) jeslipta, to <> =1.
p
Dowdd. Wobec oczywistosci punktu (3) uzasadnimy pierwsze dwie czesci tezy.

(1) Korzystajac z kryterium Eulera mamy, ze

@) ot =t = (2) (mod p).

a b

Jednak p > 3, wiec oznacza to, ze <> = ()
p p

(2) Ponownie, korzystajac z kryterium Eulera mamy ciag rownowaznosci modulo:

() =74 = = ()
>

I ponownie teza wynika z faktu, ze p > 3.
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Uwaga 7.1.9. Warto rowniez zauwazy¢, ze problem istnienia rozwiagzania ogo6lnej kongruencji stopnia 2 postaci
Az 4+ Bz 4+ C = 0 (mod p), (7.1)

gdzie A,B,C € Z,p {1 A, sprowadza si¢ do wyznaczenia odpowiedniego symbolu Legendre’a. Dokladniej, mnozac
strony kongruencji przez 44, a nastepnie dopetniajac do kwadratu otrzymujemy

(2Az + B)? + 4AC — B?> =0 (mod p) <= X? = A (mod p),

gdzie A = B2 — 4AC i X = 2Ax + B. Widzimy zatem, ze (7.1) ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy

5

Majac rozwiazanie X = Xy odzyskujemy rozwiazanie dla wyjsciowej kongruencji rozwigzujac kongruencje liniowa
2Az = Xy — B (mod p), ktore istnieje, bo p 1 2A.

Nasze nastepne twierdzenie, udowodnione przez Gaussa, znajdzie zastosowanie w dowodzie jednego z fundamen-
talnych twierdzen teorii liczb: prawa wzajemno$ci reszt kwadratowych.

Twierdzenie 7.1.10 (Lemat Gaussa). Niech p € Px3,a € Z gdzie pta oraz niech

S:{aimodp: ie{l,...,(p—1)/2}, az’modp>g}

i s:=#S. Wowczas (2) = (-1)5.

Dowdd. Zapiszmy S = {uq,...,us} i niech V.= {vy,...,v} bedzie dopelnieniem zbioru S w zbiorze R = {a -
lmodp,...,a-(p—1)/2mod p}. Zachodzi réwnosc t = %(p —1) — s, co jest konsekwencja faktu, ze NWD(ia,p) = 1
dla 0 < ¢ < p. Na poczatek wykazemy, ze zachodzi réwnosé

L:={p—uy,...,p—us,v1,...,0} = R.

Istotnie, gdyby L byto istotnym podzbiorem R, to istnialyby liczby ¢, 7 € N,i #£ j, dla ktorych spelniony jest jeden
z warunkow: (1) uw; = u; (mod p); (2) v; = v; (mod p); (3) p— u; = v;j (mod p). Jest jasne, ze jedynie warunek (3)
ma szanse¢ by¢ spelniony. Ale skoro u; = ai; mod p oraz v; = aj; mod p dla pewnych iq,j1 € R, to (3) implikuje, ze
—ai; = aji (mod p). Réwnowaznie, poniewaz p 1 a, mamy, ze i1 + j; = 0 (mod p). Poniewaz 0 < i; + j; < p, wiec
dostajemy sprzeczno$é.

Skoro L = R, to prawdziwa jest réwnosé

(p—w1)-...-(p—us)-vi-... v

E[lzz <p;1>!(m0dp)

lub réwnowaznie

(—1)%ug e Ug VL vy = (p_1>!(modp).

Z okreslenia liczb u;,v; dostajemy, ze

Ostatecznie

[un

3

0 e = e (25 )= (25 o )

=1

s

1
co po podzieleniu stronami przez (%)! prowadzi do kongruencji (—1)%a 2 =1 (mod p). Korzystajac z kryterium

Eulera i faktu, ze (—1)%, (a> € {—1,1} dostajemy réwnosé z tezy. O
p
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Korzystajac z lematu Gaussa mozemy wyprowadzié¢ przydatny wniosek.

»2

2 -
Wnhiosek 7.1.11. Dla dowolnego p € Px3 zachodzi (p> =(-1)"=s . Doktadniej:

<2> _ {1, gdy p= %1 (mod 8),

D -1, gdy p= =43 (mod 8).

Dowdéd. W dowodzie wykorzystamy lemat Gaussa dla przypadku a = 2. Poniewaz {2i : i € {1,...,(p —
1)/2} ={2,4,...,p — 1}, wiec zbior elementow 2i, ktorych reszty modulo p sa > p/2 odpowiada zbiorowi tych i, ze
i > p/4. Stad liczba takich par wynosi

=r=logp)

2 4
2 _
Zachodzi zatem réwnosé <> = (—l)pTlf 5], Rozwazajac mozliwe reszty p modulo 8 tatwo sprawdzi¢ bezposrednio,
p
ze )
p—1 Lp J _p°—1
— —|Z = d?2
2 4 8 (mo )7
co daje teze. O

. .. . a
Kolejny rezultat podaje jawny wzoér na wyznaczenie <>
p

Lemat 7.1.12. Niech p € Ps3,a € Z,21 a, i zatdzmy, ze pta. Wowczas <a> = (=1)T(@P)  gdzie
p

ren-3:[4]

Dowdd. Bedziemy korzysta¢ z oznaczen wprowadzonych w dowodzie lematu Gaussa (7.1.10). Doktadniej, przez
uy,...,us bedziemy oznaczaé te reszty ai mod p,i € R = {1,..., %}, ktore sq wicksze od &, za$ przez vi,..., v
oznaczamy pozostale reszty. Z algorytmu dzielenia z reszta mozemy napisaé

} ja
ja=p [} + 15,
p

gdzie rj; € {u1,...,us,v1,...,v;} dla dowolnego j € R. Sumujac stronami te réwnosci (jest ich %) otrzymujemy

p—1 p—1
5 3o s t
. Ja
i=1 P B B |
Poniewaz R = {p —u1,...,p — us,v1,...,0;} mozemy napisaé

s

pT_l t s t
Zj:Z(p—uj)—l—Zvj :pj—ZUj+ZUj.
j=1 j=1 j=1 j=1

Jj=1

t

Wyznaczajac z powyzszej rownosci ) | v; 1 wstawiajac ja do rownosci 1} po niezbednych przeksztatceniach, do-
j=1

stajemy

—1

S
(a—1)> =pT(a,p) —ps+2> uj.
=1

IS
N

1

<.
Il

Poniewaz liczby a,p sa nieparzyste, wiec redukujac powyzsza rownosé modulo 2 otrzymujemy s = T'(a, p) (mod 2),
co po zastosowaniu lematu Gaussa, implikuje réwnosé z tezy. ]
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Uwaga 7.1.13. Cho¢ interesujacy, wzor z powyzszego lematu, nie jest zbyt uzyteczny do bezposredniego wyznaczania

p
T(a,p) mod 2 bez wyznaczania wartosci T'(a,p). Niemniej jednak, przedstawiony wynik jest kluczem do dowodu

jednego z fundamentalnych twierdzen teorii liczb: prawa wzajemnosci reszt kwadratowych.

a
<> Przyczyna tego jest bardzo prozaiczna. Jesli p jest duza liczba pierwsza, to nie jest jasne jak wyznaczy¢

Twierdzenie 7.1.14 (prawo wzajemnosci reszt kwadratowych). Dla p,q € P>3,p # q zachodzi:

(-

Dowdd. Rozwazamy pary liczb (z,y) € R, x Ry, gdzie dla nieparzystej liczby k okreslamy Ry = {1, cees k—gl} Liczba
par, ktore rozwazamy wymnosi pT_l . qg—l. Interesowac nas bedzie liczba par (z,y) € R, x Ry, ktore spelniaja warunek

qr > py. Zauwazmy, ze s to doktadnie te pary, dla ktérych

r € R, oraz 1<y < ~w.

iSRS

Zauwazmy, ze dla kazdego ustalonego x € R,, wskazana nierowno$¢ ma doktadnie [%z] rozwigzan. Oznacza to, ze

liczba interesujacych nas par jest réwna

g ] =)

Rozumujac w sposob analogiczny wykazujemy, ze liczba par (z,y) € R, X Ry, ktore spelniaja warunek gr < py

wynosi
q—1

2

(]

] =10p.0)

Zauwazajac teraz, ze nie istnieje para (z,y) € R, X Ry, dla ktorej spelniona jest r6wnos¢ gr = py dostajemy, ze
T(p,q)+T(q,p) = % . ‘%1. Z lematu |7.1.12| dostajemy rownosé

(2) (Z) = (—l)T(q,p)(_l)T(p,q) — (_1)T(q,p)+T(p,q) _ (_1)%.%1,

y=1

i nasze twierdzenie jest udowodnione. O

Uwaga 7.1.15. Pierwszy poprawny dowod prawa wzajemnosci reszt kwadratowych podal C. F. Gauss (we wspo-
minanym juz wezesniej stynnym dziele Disquisitiones arithmeticae). Gauss podal siedem (!) réznych dowodow tego
prawa. Przedstawiony powyzej dowdd jest adaptacja trzeciego dowodu Gaussa i pochodzi od G. Eisensteina. Warto
dodad, ze hipoteza dotyczaca wtasnosci rownowaznej twierdzeniu zostala sformutowana przez Eulera w 1772 r.
(w pracy Observationes circa divisionem quadratorum per numeros primos). Obecnie znanych jest co najmniej sto
dowodow prawa wzajemnosci reszt kwadratowych.

Przyklad 7.1.16. Prawo wzajemnosci reszt kwadratowych umozliwia szybkie wyznaczenie symbolu Legendre’a

174
nawet dla duzych liczb pierwszych p. Policzmy dla przyktadu (541> Zauwazmy, ze 174 = 2 -3 -29. Mamy

nastepujacy ciag rownosci:
T4 (2 (3)(290
541)  \541) \541) \ 541
54121 3-1541—1 [ H4] 29-1541—-1 [ H41
— (=178 (=1)z = (=) (=TT (==
o ey (O ey (5
() () - (B -y (2
3/)\29 29 19
10 2 5 1921 5—110-1 (19
=~ (10) =~ () (i) = -0 == (3)

Nasze obliczenia oznaczaja, ze 174 jest reszta kwadratowa modulo 541.
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7.2 Zadania

1. Znalez¢ reszty kwadratowe modulo n, gdzie n € {3,5,7,8,13,15,18,19}.

2. Wyznaczy¢ warto$é symbolu Legendre’a <fl) dlaa € {1,...,10}.

rl fai+b
3. Niech p € P>3, a,b € Z, pta. Wykazac, ze <az > =0.
i=1 p
4. Wykazaé, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 5 istnieje taka liczba catkowita a, ze a i a + 1 sa resztami
kwadratowymi modulo p.

5. Wykazaé, ze jesli p = 4n+3 € P i a jest reszta kwadratowa modulo p, to z = a™ ! jest rozwigzaniem kongruencji
22 = a (mod p).

2 —

6. Wykazaé, ze jesli p = 5 (mod 8) oraz a jest reszta kwadratowa modulo p, to rozwiazaniem kongruencji =
a (mod p) jest z = aP+3)/® mod p lub z = 2a(4a)®~5/8 mod p.

7. Znalez¢ wszystkie rozwiazania nastepujacych kongruencji wielomianowych:

(a) 22 =1 (mod 15);

(b) 2? = 31 (mod 75);

(c) x? =58 (mod 77);
(d) 2? =16 (mod 105);
(e) x? =46 (mod 231);
(f) 2% =207 (mod 1001).

3 7 15 31 111 105
8. W ¢ t0S¢ boli L dre’a: | — — — — — — .
yznaczy¢ wartosé symboli Legendre’a <53>, <79>, <101>, (641)’ (991>, (1009>
9. Korzystajac z prawa reszt kwadratowych wyznaczy¢ wartosé¢ symbolu Legendre’a <>
p

5
10. Scharakteryzowaé te liczby pierwsze p, ze <> =1.
b

11. Scharakteryzowaé te liczby pierwsze p, dla ktorych kongruencja z* = —4 (mod p) ma rozwiazanie w liczbach

catkowitych.



Rozdzial 8

Zadania dodatkowe (z odpowiedziami)

Przedstawione tutaj zadania sa troche trudniejsze od zadan, ktére znajduja sie na koncu wezesniejszych rozdzialow.
W zwiazku z tym postanowiliémy dodaé¢ do nich odpowiedzi, gdyz uwazamy, ze w sytuacji, gdy Czytelnik nie potrafi
znalez¢ odpowiedz sam, doktadne przestudiowanie tej zaprezentowanej poszerzy jego wiedze tak w zakresie rozumienia
przedstawionej wcze$niej teorii, jak i technik dowodowych. Przedstawione zadania nie sa w wiekszosci oryginalne
i pochodzg z réznych zbioréw zadan dotyczacych teorii liczb i algebry [9, 14 [15]. Dla krotkosci zapisu uzywamy notacji
(a1,...,ay) :=NWD(ay,...,a,) oraz [a1,...,a,] := NWW(ay,...,ap)

8.1 Zadania z teorii liczb

1. Dla dowolnych a, b, c € N dowies¢ réwnosci

([a, 8], [b, ¢], [¢,a]) = [(a, D), (b, ¢), (¢, a)]

[a, b, c]? (a,b,c)?

[a,b][b, c][c,a]  (a,b)(b,c)(c,a)’

Rozwigzanie: Zapiszmy kazda z liczb a,b,c € N zgodnie z zasadniczym twierdzeniem arytmetyki w postaci
rozkladoéw na rézne liczby pierwsze (przyjmujac o, 35,7, € No):

a=p*-..oopek, b:p’fl-...-p’g’“, c=pi" ... pk.
k max{a;,B; } min{«;,5; }
Wtedy mamy, ze [a,b] = [] p, v oraz (a,b) = [[p; 7 (wraz z analogicznymi réownoSciami dla
i=1 =1
pozostatych kombinacji liczb a,b,c). By dowie$¢ pierwszej tozsamosci wystarczy wykazaé, ze dla dowolnego
i€ {1,...,k} prawdziwa jest rownosé¢

min{max{a;, 3}, max{5;, v}, max{v;, i } }
= max{min{«;, 5;}, min{S5;, v; }, min{~y;, a; } }.
Poniewaz wyrazenia po obu stronach powyzszej réwnosci sa symetryczne, wiec bez straty dla ogblno$ci mozemy

zatozyé, ze oy < B; < . Przy tym zalozeniu bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze dla dowolnego ¢ €
{1,...,k}, obie strony sa réownie §;, co dowodzi naszej tezy.

W analogiczny sposoéb dowodzimy drugiej tozsamosci. Istotnie, wystarczy wykazaé, ze dla dowolnego i €
{1,...,k} prawdziwa jest rownosé
2max{a;, B;,vi} — max{a;, B} — max{f;,v;} — max{v;,a;}
= 2min{a;, B;, v} — min{a, 8;} — min{f;, v;} — min{v;, a;}.
Poniewaz wyrazenia po obu stronach sa symetryczne w zmiennych «;, 5;,7v;, wiec bez straty dla ogdlnosci

mozemy zalozy¢, ze a; < [; < 7;. Bezposrednie przeliczenie pokazuje, ze dla dowolnego i € {1,...,k} obie
strony sa réwne —f3;, co dowodzi naszej tezy.

94
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2. Udowodni¢, ze jesli p, jest n-ta liczba pierwsza, to p, < 22"t

Rozwigzanie: Niech p; oznacza i-ta liczbe pierwsza. Podobnie jak w dowodzie Euklidesa nieskonczonosci
zbioru liczb pierwszych (por. [1.3.6) mozemy uzasadnié, ze liczba p1ps - ... p, + 1 jest pierwsza lub podzielna
przez liczbe pierwszg wieksza lub rowna p,+1. Oznacza to, ze dla dowolnego n prawdziwa jest nieréwnosé

Pnt1 < P1P2 '---'pn+1~
Zauwazmy teraz, ze p; < 2 = 22" i zaltézmy, ze p, < "dlan > 1. Mamy zatem
0_9l n—1 2" —1 n
Prgl SPiPa--.pp+1<2%22% 022" 41=22 " 41<2?

co koniczy dowdd indukeyjny.

3. Udowodnié, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb parzystych k o tej wlasnosci, ze dla kazdej liczby pierwszej
p € P, liczba p? + k jest zlozona.

Rozwigzanie: W poszukiwaniu postaci liczb k, zauwazmy najpierw, ze kazda liczba pierwsza p > 5 daje reszte
1 lub 2 przy dzieleniu przez 3, co oznacza, ze p?> = 1 (mod 3). Stad natychmiast otrzymujemy, ze jesli a € N,
to p? +6a +2 =0 (mod 3) i w konsekwencji liczba p2 + 6a + 2 jako wieksza od 3 i podzielna przez 3 jest liczba
ztozona. Analogicznie, gdy p = 2, to liczba 22 + 6a + 2 jest zlozona (bo podzielna przez 2 i wieksza od 2).
Mozemy wiec przypuszczaé, ze liczby postaci k = 6a + 2 dla a € N mogg spelniaé¢ teze. Pozostaje przyjrzenie
sie przypadkowi p = 3.

Liczba postaci 32 + 6a + 2 jest ztozona dla liczb a, ktore spetniaja kongruencje a = 4 (mod 7), innymi stowy,
gdy a = Tb+ 4. Ostatecznie, jesli k = 6(7b+4) + 11 = 7(6b+5), to dla kazdej liczby pierwszej p liczba postaci
p? + k jest zlozona.

4. Niech m € N i przez m(m) oznaczmy liczbe liczb pierwszych nieprzekraczajacych m. Dowiesé, ze

w(m) :i [(j—l’)!—i—l B [(j—‘l)!” |

= j J

gdzie [z] oznacza czes$é catkowita liczby .

Rozwigzanie: Niech

o) [<j—1>!+1 ) {(j_mﬂ |

J J
Wykazemy réwnosé

0, gdy j¢P.

Jedli liczba j jest pierwsza, to z twierdzenia Wilsona (1.6.5) wiemy, ze (j — 1)! +1 = 0 (mod j) i tym samym
(=11 G=DH1 _ G=Dr _ 1

J J Jo
RS RS
J J

. 1, gdy jeP,
a(j) =

liczba

jest catkowita. Poniewaz - oraz j = 2, wiec otrzymujemy, ze

i tym samym

a(j) = [(jll)“rl _ [(‘j.l)!” _ [(jl.)!+1 3 ((jl.)!+1 _1” L

J J J J

Niech teraz j bedzie liczba ztozona. Jesli j = 4, to bezposrednie przeliczenie pokazuje, ze a(4) = 0. Mozemy
zatem zalozy¢, ze j > 6. Zauwazmy, ze oznacza to, ze j = ab,1 <a < b<j—11j=ab|(j— 1) Istotnie, jesli
a # b, to nie ma czego dowodzi¢, bo liczby te sa roznymi czynnikami wystepujacymi w rozktadzie (j —1)!. Jesli
za$ a = b, to mamy, ze a = b < /j i wowczas liczby a,2a = 2b < 2y/5 < j — 1 (bo j > 6) wchodza w rozktad

G=1!
J

wyrazenia (j — 1)!, co oznacza, ze ab|2ab|(j — 1)!. Podsumowujac, liczba jest catkowita i dostajemy, ze

alj) = {(j‘?!ﬂ B [0;1)!” _ [(j—ilj)!Jrl} ) (j;m
_u-pt G-
J J

=0.
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s

Widzimy wiec, ze rozwazana suma »_ a(j) przyjmuje wartosé m(m).

2

J

o0
5. Wykazaé, ze dla dowolnego k € N, liczba e, = > n—}k jest niewymierna.

n=0
Rozwigzanie: Przypusémy, ze dla pewnego k liczba ej, jest wymierna. Oznacza to, ze istnieja takie wzglednie
pierwsze liczby a,b € N, ze ep = 7. Wynika stad, ze liczba

ok 1) & ok
z =0b! ek_ZiTIf —Z“—k

=0 i=b+1

jest catkowita i dodatnia. Wykazemy, ze x < 1. Istotnie, dla i > b+ 1, to

blk _ 1 _ 1
itk i S (b + D)EGD)
b+
o)
Stad otrzymujemy, ze
- 1 ~
' izb—:i-l e izb;-l (b+ 1)R(=H) ; (b+ 1)k
_ 1 1 B 1 o
(b—l—l)kl—ﬁ b+ 1)F—1 :

Wykazalismy, ze x € (0,1), a poniewaz z € Z, to mamy sprzecznosc.
6. Niech p bedzie dowolna nieparzysta liczba pierwsza.

(a) Wykazaé¢ rownosé

(25) = (1" (mod ).

(b) Wykazaé, ze dla dowolnego k € {0, ...,p — 1} zachodzi
p—1
< . > = (—1)* (mod p).

Rozwiazanie: (a) Z twierdzenia Wilsona ((1.6.5) mamy, ze (p — 1)! = —1 (mod p). Zauwazmy teraz, ze zbiory
{% +i:i=1,...,(p—1)/2}{p—i: i=1,...,(p—1)/2} sie pokrywaja, mozemy zatem napisa¢

i=-ni= (I ([T w-9 E(%)P(—l)%(modp).
1=1 =1

-1
Biorac pod uwage ostatnie przystawanie i mnozgc obie strony przez (—1)% otrzymujemy kongruencje z tezy

naszego zadania.
(b) Niech N = (,) i zauwazmy, ze
k!N:k!<p;1> _ - 1)(p—2lzl-----(p—k)
=-DP-2)-...-(p—k)
= (=1)(=2) ... (=k) = (=1D)*k! (mod p).

Poniewaz k € {0,...,p — 1}, wiec NWD(k!,p) = 1 i w konsekwencji mozemy podzieli¢ skrajne strony naszej
kongruencji przez k! otrzymujac N = (—1)* (mod p).

7. Niech a,b € Z,p € P35 i zalézmy, ze p t a. Wykazaé nastepujace réownosci:
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(a)

i (i(i+a)> -1 edy pia,
—\ P p—1, gdy pla

(a) Oznaczmy nasza sume z lewej strony tezy przez S(p). Bez straty ogolnosci mozemy zalozyé¢, ze a,b €
{0,...,p—1},a # 0. Niech @ := a~! (mod p). Z multiplikatywnosci symbolu Legendre’a mamy, ze

(©)so-5(5) () -5 (=)

Z rownosci {(i +ab) (mod p) : i € {0,...,p—1} ={0,...,p— 1} i faktu, ze w tym zbiorze jest tyle samo reszt

Rozwigzanie:

co niereszt kwadratowych (i doktadnie jedna z tych liczb jest podzielna przez p), dostajemy, ze <a> S(p) =
p
1 w konsekwencji S(p) = 0.
—1

L/ .9 N 2
(b) Jesli pla, to <z(z+a)> = (l> = (2) = 1dla ¢ > 0. Oznacza to, ze S(p) = 0 + Z 1 =p—1. Zalézmy
p p p i=1

zatem, ze pfa. Dlai € {1,...,p— 1} niech 7 :=i~! (mod p). Jest jasne, ze i # 0 (mod p) i stad

0-£ (452 £ ()

=1 =1
_Z Zl+al>_z(a2+1>
( =1 p

Poniewaz i przebiega uklad niezerowych reszt modulo p, wiec i réwniez, a poniewaz p { a, wiec mamy réwnosé
zbioréw {(ai) (mod p): i € {1,...,p—1}} ={1,...,p— 1}. Stad i punktu (a) wynika, ze

1

555659500

)

i dostajemy teze.
8. Dla f € Z[X]\ Z i k € N definiujemy zbior:
Pr={p€P: istnieje takie n € N, ze p|f(n)}.

Udowodnié, ze zbiér Py jest nieskoiiczony.

d .
Rozwiazanie: Niech f = ) a;X". Bez straty dla ogolnosci mozemy zalozy¢, ze wielomian f jest nierozkta-
=0
dalny. Zatozmy, ze zbior Py jest skoniczony i zapiszmy Py = {qi1,...,qm}. Niech M = apq; - ... - ¢m. Poniewaz

|M| > |ap| i f jest nierozkladalny, wiec f(M) # 0 (nierozktadalnosé pociaga brak pierwiastka w Q jako, ze jest

to cialo) i mamy
d
F(M) = ag (1 +> aiaélMZ) :
i=1

Z naszego zaltozenia o skonczonosci zbioru Py wynika, ze dla pewnego uktadu m nieujemnych liczb catkowitych
Qai, - .., Gy, prawdziwa jest rownosé

d
1 +Zaia6*1MZ =qt gy
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8.2

Poniewaz f(M) # 0, wigc co najmniej jedna z liczb oy, ..., oy, jest > 0, powiedzmy «; > 0. Oznacza to,
d ) )

ze q; jest dzielnikiem liczby 1 + ) aiaf)_lM * i w konsekwencji ¢j|1 (bo dzieli réwniez M), co prowadzi do
i=1

sprzecznosci.

Niech a € Nxo,b € Z \ {0}, NWD(a,b) = 1 i rozwazmy ciag o wyrazach A,, = a™ + b. Udowodni¢, ze zbior
P(a,b) = {p € P: istnieje takie n € N, ze p|A4,}

jest nieskonczony.

Rozwiazanie: Zalozmy, ze zbior P(a,b) jest skoriczony i napiszmy
Pla,b) ={q1,--.,qm}-

Dla danego n oraz i € {1,..., m} niech qiai(")
zbior P(a,b) jest skonczony, wiec istnieje taki indeks ig € {1,...,m}, ze dla dowolnych nj,no speliajacych
warunki: n; < no i ng —ny < m prawdziwe sa podzielnosci

oznacza najwieksza potege liczby pierwszej dzielaca A,. Poniewaz

aig(n1) g (n2)
@, |Ay,, oraz %, |An, -
Niech teraz u = min{a;,(n1), i, (n2)}, co oznacza, ze
u u
Qi0|An1 oraz qio’AnQ

i w konsekwencji gt [(a"? —a™) = @™ (a™*™™ —1). Poniewaz g;, nie dzieli a, wi¢c gj; [(a™™™ —1) i prawdziwa
jest nierownos¢ ¢;; < a™ — 1. Z drugiej strony, poniewaz zbior P(a,b) jest skoriczony, wiec prawdziwa jest
nier6wnos¢ ¢;7* > a™. Poniewaz m jest ustalone otrzymujemy nierownos¢

am—1>qu>a%,

ktora dla dostatecznie duzych n nie moze by¢ prawdziwa.

Zadania z teorii grup

. Niech a, b, ¢ € R bedg ustalonymi parametrami. W zbiorze G = R definiujemy dzialanie - w nastepujacy sposob:

z-y=azr+by+ec.

(a) Znalez¢ wszystkie trojki a, b, ¢, ze dzialanie - jest taczne.

(b) Znalez¢ wszystkie trojki a, b, ¢, ze para (G,-) jest grupa.

Rozwiazanie: (a) Dzialanie jest oczywiscie wewnetrzne. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze dla dowolnych
z,y, z € G mamy réwnosci

(x-y)-z=a(z-y)+bz+c=a*x +aby + bz + c(a+ 1),
z-(y-2)=ax+bly-2)+c=azx+aby + bz + (b+1)c

Oznacza to, ze nasze dziatanie jest taczne wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sg réwnosci
a=a* b=V cb—a)=0.
Rozwiazania tego uktadu réwnan maja postaé (a, b, c) € A, gdzie
A =1{(0,0,t),(0,1,0),(1,0,0), (1,1,%)},

gdzie t € R jest dowolne ustalone.

(b) Skoro dzialanie jest wewnetrzne, to naszym pierwszym krokiem jest znalezienie elementu neutralnego.
Oznaczmy go przez e. Zgodnie z definicja, dla dowolnego x € G musi by¢ e -z = z - e = x. Ré6wnowaznie

e-r=ea+br+c=x oraz r-e=axr+be+c=ux.
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Skoro e-x = x - e, to musi by¢ ae + bxr = ax + be lub réwnowaznie (a —b)(xz —e) = 0. Poniewaz z jest dowolnym
elementem G, wiec a = b. Oczywiscie a = b # 0. Nastepnie, skoro e -z = x oraz a = b, to mamy réwnosé
ae + ax +c=x. W konsekwencji a = b =1 oraz e = —c.

Korzystajac z wyniku otrzymanego w punkcie (a) dostajemy, ze jesli a = b = 1 1 ¢ jest dowolne, to nasze

dzialanie ma element neutralny e = —c i jest laczne. Pozostaje znalezé teraz warunki na c, ktére gwarantuja
istnienie elementu odwrotnego. Niech zatem x’ oznacza element odwrotny do z. Skoroa=b=1,toz-2' = —¢
wtedy i tylko, gdy = + 2’ + ¢ = —c i w konsekwencji 2’ = —x — 2c¢ jest elementem odwrotnym.

Podsumowujac: G z dzialaniem x -y = ax + by + ¢ jest grupa wtedy i tylko wtedy, gdy a = b = 11 ¢ jest
dowolnym elementem R. Zauwazmy rowniez, ze przy takim wyborze a, b, ¢, grupa G jest abelowa.
2. Wykazaé, ze jesli dla dowolnego elementu z grupy G zachodzi réownosé 22 = 1, to G jest abelowa.

Rozwigzanie: Niech x,y bedg dowolnymi elementami grupy G. Naszym celem jest wykazanie, ze zy = yzx.
7 zalozenia 1 = (zy)? = xyry. Mnozac skrajne strony réwnosci przez x z prawej strony dostajemy z =
2?(yxy) = yry. Mnozac otrzymana réwnosé z prawej strony przez y dostajemy zy = (yry)y = yry? = yx
i stad xy = yx, co konczy dowdd.

3. Wykazaé, ze jesli istnieje taka liczba k € N, ze dla dowolnych elementéw x,y grupy G zachodzi réwnosé
(xy)" =2"y" dla n=kk+ 1,k + 2,

to GG jest grupa abelows.

Rozwiazanie: Skoro zFy* = (2y)*, to mnozac obie strony tej réwnosci przez zy, a nastepnie korzystajac
z rownosci (zy)F ! = zFTlyF 1 otrzymujemy

1 1, k+1

syt = (py)Ftt = gErlgh
lub réwnowaznie, po skroceniu z lewej przez x, a z prawej przez y*, dochodzimy do réwnosci (%) yrk = aFy.
Rozumujac w analogiczny sposob, po zastapieniu k przez k + 1, otrzymujemy rownosé (xx) yaFtt = gk+ly,

Z rownosci (x) 1 (x+) mamy

#MHly = yat = (yat)z = (aty)e,
co po skroceniu przez zF z lewej daje rownosé zy = yx. Poniewaz x,y byly dowolnymi elementami grupy G
dowodzi to, ze G jest abelowa.

4. Niech G bedzie grupa generowang przez dwa elementy x, y.
(zy)* =17
x

(a) Odpowiedzie¢ na pytanie, jaki jest rzad grupy G, jedli generatory spetniaja relacje 2® = y? =
(b) Odpowiedzie¢ na pytanie, jaki jest rzad grupy G, jesli generatory spekiaja relacje 2° = y? = (zy)® = 1?7

Rozwigzanie: (a) Poniewaz x i 3 sa generatorami i spetniaja zaleznosci 22 = y? = 1, to kazdy element w grupie
G daje sie zapisa¢ jako iloczyn postaci 2% ybt -.. .- x%yP%  gdzie a; € {0,1},b; € {0,1,2}. Zauwazmy jednak, ze
7 ré6Wnosci (xy)2 = 1, po przemnozeniu z lewej strony przez z? dostajemy réownosé¢ yzy = x> lub réwnowaznie
yr = 22y (i tym samym ryz = y). Oznacza to, ze kazdy element po redukcji jest postaci 1, z, y, 2y, yr = z2y, 22,
a jako ze elementy te sa rézne miedzy soba otrzymujemy, ze rzad grupy G wynosi 6.

(b) Stosujemy podobne rozumowanie jak w punkcie (a). Rownosé (2y)? = 1 po przemnozeniu z prawej przez ¥y
i lewej przez 22 prowadzi nas do zwiazku (zy)? = y2? i analogicznie (yx)? = 2%y. Rozwazajac ogdlng postaé
elementu w grupie G, wnioskujemy, ze G sktada sie z elementow 1, x, v, xy, yx, zyx, yxy, ©2, 22y, yo?, v2yx, ya’y,
za$ sprawdzajac bezposrednio widzimy, ze zadne dwa z nich nie sg sobie rowne. Otrzymujemy stad, ze rzad G
wynosi 12.

5. Ustalmy k > 3. Niech grupa Uy bedzie generowana przez elementy z,y spehiajace relacje 22 = y* = (29)? = 1.
Wykazaé, ze grupa Uy ma rzad 2k i jest izomorficzna z grupa macierzy 2 X 2 generowang, przez elementy X,Y

postaci:
(0 1 (G 0
(o) = &)

. 2mi
gdzie (r = ek .
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8.

10.

Rozwigzanie: Zauwazmy najpierw, ze kazdy element grupy U jest postaci z%y®, gdzie o € {0,1} oraz
B €{0,...,k—1}. Jest tak bowiem ze zwiazku (zy)? = 1 mamy, ze yx = 2~ 'y~! = 2y~ ! i w konsekwencji
dla dowolnego 8 € Z mamy réwnos¢ y®z = zy~?. Stad natychmiast wnioskujemy, ze rzad Ui wynosi 2k.

Zauwazmy, ze X2 = I, gdzie I jest macierza jednostkowa. Analogicznie sprawdzamy, ze Y* = I (jest to
konsekwencja tozsamosci

p O\ [Pk 0

(0 Q> N (0 qk) ’

ktora zachodzi dla dowolnego k € Z oraz a,b € C). Zauwazmy teraz, ze XY = (Col %) , astad (XY)? =
k

I. Niech teraz G = (X,Y) < M(2,2,C). By pokaza¢, ze Uy = G wystarczy bezposrednio sprawdzié, ze

odwzorowanie ¢ : Uy — G zadane jako: ¢(x%y?) = XY# jest poszukiwanym izomorfizmem.

Niech G' bedzie grupa skonczona i H C G bedzie jej podgrupa wlasciwa. Wykazaé, ze |J x 'Hx C G.

zelG
Rozwiazanie: Niech |G| = n i potézmy h := [G : H] — zauwazmy, ze h > 1, gdyz H jest podgrupa wlasciwa.
Poniewaz H C {g € G : gHg~' = H}, wiec wiadomo, ze istnieje co najwyzej h podgrup sprzezonych z H
w G. Zauwazmy jednak, ze wszystkie te podgrupy maja co najmniej jeden element wspoélny: element neutralny.
Oznacza to, ze liczba elementéow w podgrupach sprzezonych z H wynosi co najwyzej 1+ (|H|—1)h = 1+ |H|[G :
H]—h=n+1-h <n co konczy dowod.

Niech G bedzie grupa skoniczona, N = |G| i n € N spelnia warunek NWD(n, N) = 1. Wykaza¢, ze dla kazdego
elementu = € G istnieje taki element y € G, ze © = y".

Rozwigzanie: Poniewaz G jest skoriczona, wiec dla dowolnego elementu z € G zachodzi rownosé 2V = 1. Skoro
NWD(n, N) = 1, wiec istnieja takie liczby calkowite a,b, ze 1 = an + bN. Stad z = x9N = (z2)" (V)b =
(x™)™ 1 wystarczy przyjac¢ y = z°.

Podgrupe H grupy G nazywamy specjalng, jesli dla kazdej pary elementéw z,y € G,x € H, istnieje doktadnie
jeden taki element z € H, ze y 'zy = 2 'xz. Wykazaé, ze kazda specjalna podgrupa grupy G jest podgrupa
normalng w G.

Rozwigzanie: Niech H bedzie podgrupa specjalng G. Chcemy wykazaé, ze dla dowolnych g € G, h € H jest
ghg™' € H lub réwnowaznie g~ 'hg € H. Oznaczmy = = ghg~' i przypusémy, ze x ¢ H. Poniewaz H jest
podgrupa specjalna, wiec istnieje dokladnie jeden taki element z € H, ze h = g 'xg = 2~ 'z2z. W konsekwencji
x = zhz~! € H i dostajemy teze.

Niech G bedzie grupa i H < C(G), gdzie C(G) jest centrum grupy G. Wykazac, ze H jest podgrupa normalna
grupy G oraz, ze jesli dodatkowo G/H jest grupa cykliczna, to G jest abelowa.

Rozwigzanie: Na poczatek dowiedziemy normalnosci H. Wystarczy wykazaé, ze dla dowolnego h € H,g € G
mamy ghg~! € H. Poniewaz h € H < C(G), to dla dowolnego g € G' mamy, ze gh = hg. Stad ghg™! =
(hg)g~! = h € H i dostajemy teze.

Jesli G/H jest cykliczna, to istnieje taki element z € G, ze xH jest generatorem grupy G/H. Zauwazmy,
ze oznacza to, ze G = (x, H). Istotnie, zal6zmy, ze istnieje taki element y € G, ze y & (x, H) i rozwazmy
yH € G/H. Wtedy yH = 2z¥H dla pewnego k, wiec w szczegolnosci y = 2*h/ € (x, H) co prowadzi do
sprzecznosci. Skoro G = (x, H), to wiemy, ze G jest generowana przez elementy, ktére sa parami przemienne.
Dowodzi to, ze G jest abelowa.

Wyznaczyé¢ grupe automorfizmoéow grupy C,.

Rozwigzanie: Na poczatek zauwazmy, ze jesli f € End(C),,), to istnieje taki element a € Z, ze f(x) = ax
dla z € C, co jest natychmiastowa konsekwencja cyklicznosci grupy C,,. Jesli odwzorowanie f(z) = ax jest
odwracalne, to oznacza, ze istnieje takie b € Z, ze dla dowolnego x € C,, mamy abx = x. W szczegdlnosci,
biorac 1 € C), mamy, ze ab = 1 € C),, za$ rownowaznie ab = 1 (mod n). Dla danego a rozwazana kongruencja
ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(a,n) = 1. Stad wnioskujemy, ze f(x) = ax jest automorfizmem
wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(a,n) = 1, co oznacza, ze Aut(Cy) = {fo : fo(z) = azx dla z € C,}. Z tego
opisu natychmiast wnioskujemy, ze Aut(Cp) = ®(n) = {a € {1,...,n} : NWD(a,n) = 1}, gdzie dzialaniem
w ®(n) jest mnozenie (modulo n).
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11.

8.3

Poda¢ przyktad dwoch nieizomorficznych grup G1, Gy dla ktorych Aut(G1) = Aut(Ga).

Rozwigzanie: Korzystajac z poprzedniego zadania wnioskujemy, ze jesli p jest nieparzysta liczba pierwsza,
to Aut(Cp) = ®(p) oraz Aut(Cyp) = ®(2p). Oczywiscie C), ¥ Cyp, niemniej jednak |®(p)| = ¢(p) = ¢(2p) =
|®(2p)| i z twierdzenia o istnieniu pierwiastka prymitywnego (6.2.15)) wiemy, ze grupy ®(p), ®(2p) sa cykliczne,
a wiec izomorficzne.

Zadania z teorii pierScieni

. Niech I, J, K beda idealami w pierscieniu R. Wykazaé, ze jesli I C K, to [+ J)NK =1+ (JNK).

Rozwigzanie: Niech z € (I + J) N K. Oznacza to, ze istnieja takie elementy u € I C K,v € J, ze © = u + v.
Poniewaz x € K, wiec v = z—u € K. Jednoczesnie, t—u = v € J, wiec mozemy napisa¢ x = u+v € I+(JNK).
Dowodzi to zawierania (I + J)NK C I+ (JNK). Jesdli teraz x € I + (J N K), to istnieja takie elementy
uel, ke JNK, ze x = u+ k. Mamy oczywiscie w € I +J oraz k € JNK C J C I + J, co oznacza,
ze x € I 4+ J. Jednoczesnie, u € I C K oraz k € K, astad x = u+v € K+ K = K. W konsekwencji
x € (I 4+ J)NK idostajemy teze.

Niech R bedzie pierscieniem oraz I takim skoriczenie generowanym idealem w R, ze I = I?. Znalezé taki

element x € R, 7e #°> = z oraz I = Rz. (Element x pierscienia R, ktéry spelnia rownosé z? = x nazywamy
idempotentem.)
Rozwigzanie: Skoro I jest skoriczenie generowany, to istnieja takie elementy ai,...,a, € I, ze I = Raj +

..+ Ray,. Zauwazmy rowniez, ze I = Ia; + ... + Ia,. Istotnie, zawieranie D jest trywialne. Z drugiej strony,

n
skoro z € I = I?, to istnieja takie elementy u;,v; € I, ze * = 3. u;v;. Jednakze, dla dowolnego i € {1,...,n},
i=1

kazdy z elementéw u;, v; jest kombinacja liniowa a1, . . ., a, o0 wspélczynnikach z R, wiec u;v; = Z rija;a; dla
2,7=1
pewnych r; ; € R. Stad natychmiast otrzymujemy, ze u;v; € Iai+...+Iay, i wkonsekwencji x € Tai+...+1ay,.

Skoro wiec zachodzi (x) I = Iaj + ...+ La,(*), to dla dowolnego i € {1,...,n} istnieje takie element b; € I, ze
(1—0b;)I C Ia; + Iaj+1 + ...+ Iay,. Dowod przeprowadzi¢ mozna indukeyjnie wzgledem i, korzystajac z faktu,
ze dla i = 1 rozwazana wlasnosé jest konsekwencja rownosci (x) (wystarczy wzia¢ by = 0). Z rozumowania
indukcyjnego wynika, ze istnieje element x = by, 41 € I speliajacy warunek (1—xz)I = (0) — ten Wlaénie element
x spelnia warunki naszego zadania. Istotnie, skoro (1 — x)I = (0), to z(1 —2) = 0ix = 2%, czyli [ = Iz
i ostatecznie I = Rx.

Niech R bedzie pierscieniem i dla ideatu I w R zdefiniujmy radykal idealu I w nastepujacy sposéb:
rad(l) ={x € R: 2" € I}.

a) Wykazaé, ze rad([) jest idealem w R.

b) Wykazaé, ze rad(rad([)) = rad(I).

(c) Wykaza¢, ze rad(I N J) =rad(l) Nrad(J), gdzie J jest idealem w R.

(d) Wykaza¢, ze rad(I + J) = rad(rad(]) + rad(J)), gdzie J jest idealem w R.

(
(

Rozwigzanie: (a) Jeslir € R, z € rad(I) i m € N jest takie, ze ™ € I, to (rz)™ = r"z™ € I i tym samym
re € rad([). Jesli teraz z,y € rad(I) oraz m,n € N sa takie, ze ™, y" € I, to wowczas

m+n m4+n . »
(SL‘ + y)m—l—n — Z l,zym—l—n i
)

=0

Zauwazmy teraz, ze jesli i < m, to m+mn — i > n, co oznacza, ze kazdy z elementow (m+") xly"”'" ¢ nalezy do

ideatu I (bo y™*™™~% € I). Tym samym ich suma réwniez nalezy do I. Jedli zas$ i > m, to z* € I i dostajemy
analogiczna wlasno$ci. Tym samy cala rozwazana suma, a wiec i element (z + y)™ ™" naleza do I. Oznacza to,
ze v +y € rad(]).

(b) Jest jasne, ze I C rad(I). W szczegolnosci rad(I) C rad(rad([)). Niech zatem x € rad(rad()). Istnieje
wiec takie m € N, ze 2™ € rad(I). Z definicji radykatu wynika, ze istnieje tez takie n € N, ze (z™)" = 2™" € I.
Oznacza to jednak, ze z € rad(I).
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(¢) Poniewaz I'NJ C I,J, wiec rad(I NJ) C rad(I) Nrad(J). Niech zatem = € rad(I) Nrad(J). Onzacza to,
ze istnieja takie liczby m,n € N, ze 2™ € I,z™ € J. Stad (2™)" = ™" = (2")™ € I N J, co implikuje, ze
x €rad(INJ).

(d) Poniewaz I, J C I+J, wiec rad(I)+rad(J) C rad(I+J) i w konsekwencji rad(rad(I)+rad(J)) C rad(I+J).
Niech teraz = € rad(l 4+ J). Oznacza to, ze istnieje takie n € N, ze ™ € I + J. Réwnowaznie, istnieja takie
elementy v € I C rad(I),v € J C rad(J), ze 2" = u+ v € rad(I) + rad(J). Otrzymujemy zatem, ze

x € rad(rad(I) 4+ rad(J)) i stad teza.
A—{(Zl 22>:zl,22€@}.
—Z2 z1

Wykazaé, ze A jest pierScieniem bez dzielnikéw zera.

4. Niech

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze jeSli z1 = a + bi, z9 = ¢ + di, to mozemy napisaé

M = ( 1 Z2> =aly + bl + cJ + dK,
—Z22 21

=(0 ) o=(Ga) x=( o)

Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze zachodzg relacje

gdzie

P=J=K=—-01,1J=-JI=K,KI=—-IK=JJK=-KJ=1.

Korzystajac z tych relacji mozna sprawdzi¢, ze A istotnie jest pierScieniem (nieprzemiennym). Poniewaz dla
macierzy M zachodzi réownoéé det(M) = a? +b? + c? +d?, wiec dla M € A\ {0}, M jest odwracalna. Implikuje
to, ze w A nie ma dzielnikow zera. (Rozwazany pierscien jest przykladem tzw. pierscienia z dzieleniem, czyli
pierscienia nieprzemiennego, w ktorym kazdy niezerowy element jest odwracalny).

5. Niech R bedzie pierscieniem. Wykazaé, ze nastepujace warunki sg rownowazne

(a) jedynym elementem nilpotentym w R (tzn. takim dla ktorego istnieje n € N ze 2™ = 0) jest 0;

(b) U(R[X]) = U(R).
Rozwigzanie: (a) = (b) Oczywiscie, do obu zbioréw naleza elementy odwracalne w pierscieniu R. Niech
wiec f = g a; Xt g= i b;X? € R[X], gdzie deg(f) = m,deg(g) = n i przynajmniej jeden z wielomianéw nie

i=0 i=0
jest stala. Zalozmy, ze fg = 1. W szczegdlnosci apby = 1, czyli ag, by € U(R) oraz a,,b, = 0. Napiszmy

m-+n ' J
fg =1+ Z CjX], gdzie cj = Zajbi_j.
j=1 =0

W powyzszym zapisie przyjeliSmy konwencje, ze a; = 0 dla j > n i analogicznie dla b;. Poniewaz fg = 1, wigc
cj = 0dla j > 0. Zauwazmy, Ze skoro ¢pqn = amby, = 01 Crgn—1 = Ambn—1+ am—-1b, = 0, to po przemnozeniu
przez by, stronami, otrzymujemy réwnosé a,,_1b2 = 0. Rozumujac dalej analogicznie (indukcyjnie wzgledem )
otrzymujemy, ze

0 =anb, = am,lbi = am,gbi =...=ab)' = aobnm+1.
Poniewaz ag jest jednoscia, wiec oznacza to, ze b, jest elementem nilpotentnym i stad b, = 0 — sprzecznosé.

(b) = (a) Dla dowodu nie wprost zalozmy, ze a € R* jest elementem nilpotentym, tzn. istnieje takie n € N,
ze a” =01 a’ # 0 dlai < n. Zauwazmy, ze wowczas wielomian f = 1+ a" 1 X € U(R[X]). Istotnie

(14ad" ' X)1—a"'X)=1-a*"" VX2 =0,

bo 2(n — 1) > n dlan > 2. Jako, ze stopien f jest dodatni mamy sprzecznosc.
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6. Wykaza¢, ze Z[i] = {a+bi: a,b € Z} jest pierscieniem Euklidesa.
Rozwiazanie: Niech ¢ : Z[i] 3 a + bi — a® + b* € Ny. Jest jasne, ze jesli z; = aj + bji dla j = 1,2, to
B(2122) = 6(21)6(22), (de facto 6(z) = |2]2). Zanwazmy, 7c

21 _m + byt aias + biby — (albg — agbl)i

29 - as + bat - qf)(Zz)

7 algorytmu dzielenia z reszta wynika, ze istnieja takie liczby catkowite ¢;, 7,1 = 1,2, Ze
arag +biby = q1¢(22) + 11, aibe — asb1gag(22) + 12

oraz —%(/5(22) < € %(]5(22). Niech zatem g = ¢ — qoi,7 = 71 — roi. Przy takim okresleniu ¢, r zachodzi
réwnosé , r
21 =qzg — — = R:= — €Zi], (Z oznacza sprze¢zenie liczby zespolonej)
) )

By zakonczy¢ dowod, wystarczy wykazaé, ze ¢(R) < ¢(z2). By za$ tego dowie$¢ wystarczy zauwazy¢, ze

#(r) = p(Rz) = ¢(R)d(z2) = d(R)p(22). Poniewas

2
o) =1t +r3 <2 (o)) = gt

wiec

i dostajemy teze.

7. Niech R bedzie pierscieniem i I ideatem w R. Wykazaé, ze

n

J = {ZaiXi €R[X]: apeI oraz a; € R,i= 1,...,n}
=0

jest ideatem w R[X]. Wykazac¢, ze jesli I jest idealem pierwszym (maksymalnym), to J jest idealem pierwszym

(maksymalnym).

Rozwigzanie: By dowies¢ pierwszej czesci tezy rozwazmy odwzorowanie
®: R[X]> f— f(0) €R,

ktore jest epimorfizmem pierscieni. Zauwazmy, ze J = ®71(I), co implikuje, ze J jest ideatem w R[X].
Rozwazmy teraz naturalny epimorfizm 7 : R — R/I oraz odwzorowanie

Porm: RX]— R/I,
ktore jest wiec rowniez epimorfizmem pierscieni. Mamy réwniez, ze
Ker(®om) ={f € R[X]: ®on(f)=1}=.

Oznacza to na podstawie twierdzenia o izomorfizmie, ze R[X]|/J = R/I. Jesli I jest idealem pierwszym
(maksymalnym), to rowniez R[X]/J jest idealem pierwszym (maksymalnym).

8. Niech n € N33 bedzie liczba nieparzysta, ktora nie jest kwadaratem liczby naturalnej. Wykazaé, ze element
2 € Z[iy/n] jest nierozktadalny, ale nie jest pierwszy.

Rozwiazanie: Na poczatek zauwazmy, ze (1 4 iy/n)(1 —iy/n) = n+ 1 = 2k dla pewnego k € N. Poniewaz
2ln+11241=+iy/n, wiec 2 nie jest elementem pierwszym w Z[iy/n]. Pokazemy teraz, ze 2 jest elementem
nierozktadalnym. Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze 2 = zy dla pewnych z,y € Z[iy/n]. Obkladajac
te rownos$¢ stronami przez sprzezenie, dostajemy rownos$¢ 2 = Ty. Jesli @ = a + biy/n,y = ¢ + diy/n dla
a,b,c,d € Z, to
4 = x7yy = (a® + nb*)(c* + nd?).

Oznacza to, ze a® + nb%|4, wiec a® + nb? € {1,2,4}. Jedli a®> + nb? = 1, to a = +1,b = 0 i x jest jednoscia.
Rownosé a? + nb?> = 2 jest niemozliwa, wiec musi byé¢ a? + nb?> = 4. Wowcezas jednak ¢ +nd?> = 11 y jest
jednoscia.
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9.

10.

8.4

Niech L bedzie cialem i f, g € End(L). Wykaza¢, ze K = {x € L : f(z) = g(z)} jest podcialem ciata L.

Rozwigzanie: Kazdy endomorfizm ciata jest monomorfizmem jako, ze gdy f(z) = 0 to gdyby = # 0 ozna-
czatoby to, ze 1 = f(z -271) = f(z) - [f(x)]"! = 0 mielibyémy sprzecznoéé. Stad f, g sa monomorfizmami.
Zauwazmy, ze zbiér K jest zamkniety ze wzgledu na dzialania dodawania i mnozenia. Istotnie, jesli x1, 22 € K,
to f(z1) = g(x1), f(z2) = g(xe), wiec f(z1 0 w3) = g(x1 0 22), gdzie o € {+,-}. Ponadto 0,1 € K. Pozostaje
wykazaé, ze kazdy element z K jest odwracalny w K. Jesli jednak z € K oraz y € L jest taki, ze xy = 1, to
oczywiscie f(y) = f(x)™! = g(z)~! = g(y) i dostajemy teze.

Niech d € N bedzie liczba bezkwadratowa. Wyznaczy¢ Aut(Q[vVd]).

Rozwiazanie: Na poczatek zauwazmy, ze Aut(Q) = {id}. Istotnie, poniewaz f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0),
to £(0) = 0. Nastepnie, f(1) = f(1-1) = f(1)f(1) = f(1)?, a poniewaz f jest automorfizmem, wiec f(1) = 1.
Ponadto 1 = f(1) = f((—1)(-1)) = f(—-1)f(—1) i stad f(—1) = —1 (bo f monomorfizm). W konsekwencj,
dla m € Z zachodzi rownosé¢ f(m) = m. Jedli terazm € Zin € N, to

et = (0 2) = 0 (2) =t (2).

Stad f(m/n) = m/n i widzimy, ze jedyny automorfizm Q, to automorfizm identycznosciowy.

Niech teraz f € Aut(Q[v/d]). Rozumujac jak wyzej dostajemy, ze dla dowolnego a € Q mamy f(a) = a. Jesli
teraz r = a + b\/ZZ, to

f(z) = fla+bVd) = f(a) + f(b) f(Vd) = a+bf(Vd).

Wiemy jednak, ze d = f(d) = f(\/f) = f(v/d)? i w konsekwencji f(v/d) = v/d lub f(v/d) = —v/d. Wobec tego
f=idlub f(a+bVd) = a—bVd, co daje, ze Aut(Q[/d]) = Zs.

Zadania z teorii cial

. Dla wielomianu f = X*+pX?+¢X +r € K[X] podaé¢ warunek konieczny i wystarczajacy na istnienie rozktadu

postaci f = (X2 4 aX + b)(X? + cX +d), gdzie a,b, c,d leza w pewnym rozszerzeniu ciata K.

Rozwigzanie: Niech hy := X2 + aX + b, ho := X? + c¢X + d. Poréwnujac wspolczynniki stojace przy tych
samych potegach zmiennej X po obu stronach réwnosci f = hyho otrzymujemy uktad réwnan

—bd+r=0, —-bc—ad+q=0, —-b—ac—d+p=0, a+c=0. (%)

7 dwoch ostatnich rownan wyznaczamy c, d otrzymujac ¢ = —a, d = a® —b+p. Wstawiajac wyznaczone wartosé
do pozostatych réwnan, nasz uktad redukujemy do postaci

a?b=0>—bp+r, 2ab=a+ap—yq.
Przemnazajac pierwsze rownanie przez 4a? i wykorzystujac drugie réwnanie otrzymujemy

2a3(a® + ap — q) = 2a3(2ab) = (2ab)* — 2a(2ab)p + 4a*r
= (a® 4 ap — q)* — 2a(a® + ap — q)p + 4a*r.

Poréwnujac skrajne wyrazenia widzimy, ze a? jest pierwiastkiem wielomianu g = X3 +2pX?2 + (p? — 4r) X — ¢>.
Twierdzimy zatem, ze f = hiho, gdzie f,hi, hy sa jak wyzej, wtedy i tylko wtedy, gdy a? jest pierwiastkiem
wielomianu g.

Przedstawione rozumowanie pokazuje, ze jest to warunek konieczny. Pokazemy, ze jest to réwniez warunek
wystarczajacy. Przypusémy zatem, ze a? jest zerem wielomianu g. Jesli @ = 0, to ¢ = 0 i uktad rownan (ED
redukuje sie do postaci ¢ =0, b+ d = p, bd = r. Eliminujac d widzimy, ze b spelnia réwnanie kwadratowe
b2 —bp +r = 0 i teza zachodzi (bo b, a wiec i d, leza w ciele L, gdzie [L : K] < 2). Jedli a # 0, to wyznaczamy

¢,d,b z trzech ostatnich réwnan uktadu (ED i widzimy, ze a? musi by¢ zerem wielomianu g.

Uwaga: Zauwazmy, ze jesli ¢ # 0, to istnienie a € K dla ktérego g(a?) = 0 gwarantuje, ze wielomiany h1, ho sa
okreslone nad K. Istotnie, jesli ¢ # 0, to a # 0 i elementy ¢, d, b wyznaczone 7 trzech ostatnich réwnan uktadu
() leza w K. Wtedy g(a®) =0, ale z zalozenia a € K, wiec rozklad jest okreslony nad K.
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2. Wyznaczyé element odwrotny do z = 1 +v/2 + /3 € Q(v/2,V3).
Rozwiazanie: Poniewaz Q(v/2,v3) = {a +bv2 + V3 +dV6 : a,b,c,d € Q}, to szukamy takiego y =
a+bv2+ V3 + dvVe, ze xy = 1. Mamy, ze
l=a2y=(1+V2+V3)(a+bV2+cV3+dV6)
=a+2b+3c+ (a+b+3d)V2+ (a+c)V3+ (b+c+d)V6.

Poniewaz elementy 1,v/2, /3,16 sa Q-liniowo niezalezne, wiec

l=xy<—=a+2b+3c=1, a+b+3d=0, a+c+2d=0, b+c+d=0.

Latwo sprawdzi¢, ze otrzymany uktad réwnan ma doktadnie jedno rozwigzanie: a = %,

i dostajemy posta¢ elementu ¥, ktory jest odwrotny do z w Q(v/2,v/3).
3. Niech L/K bedzie rozszerzeniem cial i u € L bedzie taki, ze 2 1 [K (u) : K|. Wykazaé, ze K (u) = K (u?).
Rozwigzanie: Poniewaz K (u?) C K (u), wiec

Zauwazmy roéwniez, ze u jest pierwiastkiem wielomianu f € K(u?)[X], gdzie f = X? — u?. Oznacza to, ze
[K(u) : K] < 2. Jednakze, r6wnoéé [K (u) : K| = 2 jest niemozliwa (bo 2 1 [K (u) : K]), wiec [K(u) : K(u?)] =1
i w konsekwencji K(u) = K (u?).

4. Niech n € Ns3,n =1 (mod 2) i a € Q bedzie liczba dodatnia. Wykazaé, ze ciato Q(a'/™) nie ma nietrywialnych
automorfizmow.

Rozwiazanie: Niech a = a'/" i oznaczmy K = Q(a). Mamy oczywiscie, ze

n—1
Q(a) = {Zba bo, b1,y bp1 e@}

Niech teraz ¢ € Aut(K) i zdefiniujmy § = ¢(a)/a. Jest jasne, ze f(o) = dla f = X" — a oraz ¢|g = id|g.
n—1 n—1 .

W szczegdlnosei, jesli x = > bal, to ¢(z) = Z ¢(a)'. Poniewaz o™ = a, wiec
=0 =0

oy,

a

Oznacza to, ze [ jest pierwiastkiem wielomianu g = X™ — 1. Poniewaz 8 € R, n jest nieparzyste i 8" = 1, wiec
8 > 0. Mamy réwniez
0=p"—1=(8-1) (Zﬁ‘).
n—1

Poniewaz > 8% > 0, wiec 3 = 1, co oznacza, ze ¢p(a) = a i ¢ =
=0

5. Niech p,q € Q,p # q. Wykaza¢, ze Q(/p, /q) = Q(\/p + /q).

Rozwigzanie: Jest jasne, ze Q(\/p + /q) C Q(\/p,/q). Oznaczmy u = /p + /q. By wykaza¢ zawieranie
w drugg stron¢ wystarczy udowodnié, ze /p, \/q € Q(u). Proste przeliczenie pokazuje, ze

W =p+q+2ypg v = (p+3q9)vp+(q+3p)Va

Rozwiazujac teraz uktad u = /p + ,/q, ud = (p+ 3q)\/p + (q + 3p)\/q ze wzgledu na /p, \/q znajdujemy, ze

pu + 3qu — u?

2(q —p)

—3pu — qu + u?
2(q —p)

VP = €Qu), Vvi= € Q(u),

co bylo do pokazania.
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6. Scharakteryzowac wszystkie takie wielomiany f € Z3[X] stopnia dwa, ze Z3s[X]/(f) jest cialem.

Rozwiazanie: Na poczatek zauwazmy, ze jesli u jest jednoscia w Zs (czyli v = 1,2), to (uf) = (f) dla
dowolnego f € Z3[X]. Mozemy zatem rozwazaé¢ wielomian f postaci f = X2+ aX +b. Poniewaz Z3 jest ciatem,
wiec Z3[X] jest pierscieniem ideatow glownych i ideal (f) jest maksymalny, czyli Zs[X]/(f) jest cialem wtedy
i tylko wtedy, gdy f jest nierozktadalny w Zs[X], co wobec jego stopnia jest rownowazne brakowi pierwiastkow
w Zs. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze by wielomian spelnial ten wymog muci byé¢ (a,b) € A, gdzie
A=1{(0,1),(1,2),(2,2)}. W konsekwencji liczba interesujacych nas wielomianéw wynosi 3 + 3 = 6.

7. Niech f = X*— X34+ X2 - X +1 € Z[X] i u € C bedzie pierwiastkiem f. Dla dowolnej liczby a € Q wyznaczy¢
stopien rozszerzenia [L : Q], gdzie L = Q (u + au‘l).
Rozwiagzanie: Na poczatek wykazemy, ze f jest wielomianem nierozktadalny w Q[X]. Poniewaz f(41) # 0,
wiec f nie ma czynnikéw stopnia 1. Poniewaz f jest stopnia 4, to jesli f bytby rozktadalny, to z lematu Gaussa,
istnialyby takie liczby catkowite p, q,r,s € Z, ze

X X34 X2 X+1=(X?4+pX +¢) (X2 +7rX +5).
Poréwnujac wspotezynniki po obu stronach powyzszej rownosci dostajemy uktad réwnan
gs=1, gr+ps=-1, q+pr+s=1, p+r=-1L

Poniewaz ¢q,s € Z, wiec ¢ = s = £1. Jedli ¢ = s = —1, to otrzymujemy uktad sprzeczny. Musi by¢ zatem
g = s = 1. Nasz uktad redukuje si¢ zatem do uktadu p +r = —1,pr = —1 i dostajemy, ze liczby p,r sa
pierwiastkami wielomianu 72 4+ T — 1 = 0, ktéry nie ma pierwiastkéw w liczbach catkowitych. Oznacza to, ze
f jest nierozktadalny nad Q i w konsekwencji [Q(u) : Q] = 4.

Jest jasne, ze dla dowolnego a € Q, element v, = u+au~! € Q(u) i wobec tego Q(v,) < Q(u). Stad [Q(v,) : Q]
jest dzielnikiem [Q(u) : Q] = 4. Oznaczmy D, = [Q(v,) : Q]. Gdyby D, = 1 dla pewnego a € Q, to by
oznaczalo, ze v, € Q. Rownowaznie istniataby taka liczba b € Q, ze u+au~" = b i wowczas u?> —bu+a = 0, co
oznaczaltoby, ze u jest stopnia co najwyzej 2 nad Q, podczas gdy wykazaliSmy, ze u ma stopienn 4 sprzecznosé.
Oznacza to, ze Dy = 2 lub Dy = 4. Jezeli D, = 2, to oznacza, ze elementy 1,v,,v2 sa liniowo zalezne nad Q
czyli istnieja takie p,q € Q, ze

V24 pug+q=0<=ut+pud+ 20+ q)u +apu+a> =0
— (p+Dud+2a+q—1Du+ (ap+u+a®>—1=0,

(jest to konsekwencja réwnosci u* = u3 — u? +u —1). Stad p = —1,a = 1,q = 1, co oznacza, ze D, = 2 wtedy
i tylko wtedy, gdy a = 1. W konsekwencji D, =4 dlaa € Q\ {1}.

8. Niech u = 24++/5 + v/—5 € C. Wyznaczy¢ wielomian minimalny dla u nad Q oraz wyznaczy¢ stopnie rozszerzei
[Q(w) : Q], [Q(v?) : Q.
Rozwigzanie: Mamy, ze (u—2)? = 5+ v/—5 wobec tego (u? —4u —1)? = —5 tym samym u jest pierwiastkiem
wielomianu f = X% — 8X3 + 14X? +8X + 6 € Z[X]. Korzystajac z kryterium Eisensteina dla p = 2 widzimy,
ze wielomian f jest nierozkladalny w Q[X]. Jako, ze f jest unitarny, to jest to wielomian minimalny elementu
unad Qi [Q(u) : Q] = 4.
Rozwazmy teraz wieze rozszerzen Q C Q(u?) C Q(u). Zauwazmy, ze Q(u?) C Q(u) jest rozszerzeniem stopnia
co najwyzej 2. Istotnie, element u jest zerem wielomianu g = X? — u? € Q(u?)[X], skad [Q(u) : Q(u?)] < 2.
Mamy jednak réwnosé

4=[Q(u) : Q] = [Q(u) : Qu?)][Q(u?) : Q).

Oznacza to, ze [Q(u?) : Q] = 2 lub 4. Gdyby [Q(u?) : Q] = 2, to oznaczaloby istnienie takiego wielomianu
h = X%+ pX +q € Q[X], ze h(u) = 0. Jednakze f jest wielomianem minimalnym dla u, wiec h|f. Ale
deg f = deg h = 4, wiec dostajemy sprzeczoéé. Oznacza to, ze [Q(u?) : Q] = 4.

9. Niech K bedzie ciatem, f = X°+3X 43 € K[X], za$ u bedzie pierwiastkiem wielomianu f. Wyznaczy¢ stopnie
rozszerzen [K(u) : K], [K(u") : K], gdzie K = Q lub K = F,.

Rozwiazanie: Niech K = Q. Korzystajac z kryterium Eisensteina z p = 3 widzimy, ze wielomian f jest
nierozktadalny w Q[X] i tym samym [Q(u) : Q] = 5. Poniewaz u’ € Q(u) i 5 = [Q(u) : Q] = [Q(u) :
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10.

Q(uN][Qu7) : Q], to [Q(u") : Q]|5. Gdyby [Q(uT) : Q] = 1, to istnialaby taka liczba wymierna p, ze u’ +p = 0.
Mamy jednak, ze f(u) =0, wiec

u’ = u?f(u) — 3u*(u+1) = —3u(u+ 1)

i liczba —3u?(u + 1) jest wymierna. Prowadzi to jednak do sprzecznosci, gdyz liczby 1,u,u? sa Q-liniowo
niezalezne (bo [Q(u) : Q] = 5). Oznacza to, ze [Q(u”) : Q] = 5.

Niech teraz K = Fy. Z postaci wielomianu f tatwo widaé, ze f nie ma pierwiastka w Fo. Jedli f jest rozkladalny,
to musi byé podzielny przez wielomian stopnia 2. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze jedyny wielomiany
nierozktadalny w Fo[X] stopnia 2, ma posta¢ X2 + X + 1 i otrzymujemy réwnosé

XP43X +3=(X?+X+1)(X*+X?+1).

Oznacza to, ze [Fo(u) : Fo] = 2 lub 3, w zaleznoéci od tego, czy u jest pierwiastkiem wielomianu f; = X2+ X +1,
czy fo = X3+ X%+ 1. Jedli f1(u) = 0, to Fa(u) = Fy i oczywiscie u” = u, czyli [Fo(u”) : Fo] = [Fo(u) : Fo] = 2.
Jesli fa(u) = 0, to Fa(u) = Fs. Zauwazmy, ze jednoczesnie w Fa(u) zachodzi réwnosé u’ = (ut + ud + u? +
1)(u +u? + 1) + 1, co oznacza, ze u” = 1 i wobec tego [Fa(u”) : Fo] = 1.

Niech K bedzie cialem i f € K[X] bedzie wielomianem stopnia dodatniego. Wykazaé, ze kazdy dzielnik zera
w K[X]/(f) jest nilpotentny wtedy i tylko wtedy, gdy f jest potega elementu nierozktadalnego w K[X].

Rozwiazanie: Na poczatek zauwazmy, ze jesli g := g+(f) € K[X]/(f) jest dzielnikiem zera, to NWD(f, g) # 1
(rownowaznie: f i g maja wspolny pierwiastek w pewnym rozszerzeniu K). Oznacza to, ze g + (f) jest
dzielnikiem zera wtedy i tylko wtedy, gdy g jest podzielny przez co najmniej jeden z czynnikéw nierozktadalnych
wielomianu f. Jednoczes$nie, zauwazmy, ze g + (f) jest nilpotentny wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielny
przez kazdy czynnik nierozktadalny wielomianu f.

Po tych obserwacjach jesteSmy gotowi by dowie$é¢ naszej tezy. Zaczniemy od wynikania (=>). Przypusémy,
ze f nie jest potega elementu nierozktadalnego. Oznacza to, ze wielomian f jest podzielny przez dwa wzgled-
nie pierwsze elementy nierozkladalne, powiedzmy hq,he. Widzimy wiec, ze hy + (f) jest dzielnikiem zera
w K[X]/(f), ale nie jest elementem nilpotentnym, co prowadzi do sprzecznosci.

Przejdzmy do dowodu (<=). Jesli f(X) = h(X)" dla pewnego h € K[X] i g + (f) jest dzielnikiem zera
w K[X]/(f), to istnieje taki wielomian hy € K[X], ze g = h- hy. Wowczas ¢" + (f) = h" -} + (f) = (f) =
(0) + (f) i rozwazny element jest nilpotentny.



Rozdzial 9

Wybrane zagadnienia teorii grup

9.1 Twierdzenia o izomorfizmach dla grup

Nasze rozwazania zaczniemy od uzyskania (istotnych dla dalszej czesci) wnioskow z podstawowego twierdzenia o izo-
morfizmie (por. [3.5.2)). Jak wiadomo, suma mnogosciowa podgrup danej grupy nie musi tworzy¢ struktury grupy, ale
wygodnym pojeciem jest zbudowana na bazie tej sumy grupa zwana ztaczeniem wyjsciowych podgrup.

Definicja 9.1.1 (zlaczenie podgrup). Jesli G jest grupa, (H;);cr niepusta rodzina podgrup grupy G to zlaczeniem
podgrup H; nazywamy grupe oznaczana przez \/ H; zadana nastepujaco:

i€l
Vm:<Um>
i€l el

Inaczej mowiac, jest to najmniejsza podgrupa G zawierajaca elementy wszystkich podgrup z rodziny (H;).

Wtasnosé 9.1.2 (wlasnosci ztaczenia). Nich H, K bedq podgrupami grupy G, przy czym H dodatkowo normalna
w G. Wtedy:

(1) HK = KH = HV K,
(2) jesli dodatkowo K takze normalna w G oraz H N K = {1g}, to hk = kh dla h € H oraz k € K.

Dowdd. (1) Wykazemy, ze HK = H V K. Oczywiscie, HK = {hk : h € H,k € K} C HV K wprost z definicji

ztaczenia podgrup. Zauwazmy teraz, ze kazdy element x € H V K jest postaci:
T=ay- ... ap,

gdzie a; € HU K oraz mozemy zalozy¢, ze elementy tych podgrup utozone sa naprzemiennie (jesli obok siebie bytyby
elementy z tej samej podgrupy to zastepujemy go ich iloczynem). Mozemy zaltozy¢, ze a1 € K, gdyz jesli a; € H to
wystarczy rozwazyé a;lx =ay-...-ay. Niech wiec:

x = kihikaho - ... - kyhe, hi € H kj € K.
7 zatozenia H jest normalng podgrupa G, czyli k‘lhlkfl € H wicc istnieje takie hy € H, ze kihy = hiky, czyli
x = hikikshs - ... - kyho.
Stosujemy analogiczne rozumowanie do elementu kikghg i otrzymujemy ponownie taki element hy € H, ze kikoho =

}‘Tgklkg, Czyli
Ilf:hilhigkilk'gk‘ghg k‘mhm

Postepujac dalej analogicznie po skoriczonej liczbie krokéw dostaniemy:
wx=hy...-hy-ki-... - kp € HK

dla pewnych h1, ..., h,, € H. Zauwazamy na koniec KH = KVH = HVK = HK. Dowéd drugiej czeci twierdzenia
pozostawiamy jako proste ¢wiczenie. ]

108
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Twierdzenie 9.1.3 (II twierdzenie o izomorfizmie). Jesli G — grupa, K, H — podgrupy G oraz dodatkowo H < G,
to HK/H 2 K/(HNK).

Dowdd. Skorzystamy ze znanego nam juz podstawowego twierdzenia o izomorfizmie (por. [3.5.2)) dla odwzorowania:
f:K>k— kH €€ HK/H.

Po pierwsze zauwazamy, ze k € Ker f wtedy i tylko wtedy, gdy kH = H co oznacza, ze k € HNK (skoro k wyjsciowo
jest z K), wiec Ker f = HN K. Dalej, gH € HK/H wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja takie elementy h € H oraz
ke K, ze gH = (hk)H czyli

gH = h(kH) = h(Hk) = (hH)k = Hk = kH = f(k) € Im f.

Wobec tego f jest epimorfizmem o jadrze H N K, czyli z twierdzenia [3.5.2 mamy teze. O

Twierdzenie 9.1.4 (III twierdzenie o izomorfizmie). Jesli G — grupa, H, K — normalne podgrupy G oraz K C H,
to HK < G/K oraz (G/K)/(H/K) = G/H.

Dowdd. Fakt, ze H/K jest podgrupa normalna w G/K wynika z tego, ze jest to obraz podgrupy normalnej H < G
przez epimorfizm kanoniczny 7 : G — G /K (por. twierdzenie|3.5.1]). Aby wykazaé¢ druga czesé¢ twierdzenia ponownie
skorzystamy z podstawowego twierdzenia o izomorfizmie (3.5.2) tym razem dla odwzorowania:

f:G/K >3aK — aH € G/H.

Zauwazmy najpierw, ze to odwzorowanie jest poprawnie okreslone dzieki temu, ze K C H. Ponadto oczywiscie jest
ono epimorfizmem. Trzeba jedynie wyznaczy¢ jego jadro. Otoz, gK € Ker f wtedy i tylko wtedy, gdy gH = H co
jest rownowazne temu, ze g € H albo inaczej gK € H/K, stowem jadro to H/K. Stosujemy twierdzenie i mamy
teze. [

Twierdzenie 9.1.5 (homomorfizmy iloczynéw i sum prostych). Niech (f; : Gi — H;)ier bedzie niepustq rodzing
homomorfizméw grup, N; < G; dlai € I i niech G =[] G;, H=[] H; oraz f :=[] fi : G — H. Wtedy:
icl icl i€l

(1) f € Hom(G, H) oraz Ker f = [[ Ker f; oraz Im f = [] Im f;,
el i€l
(2) f(BGi) C DBicr Hi

el

(8) homomorfizm f jest monomorfizmem (epimorfizmem, izomorfizmem) wtedy i tylko wtedy, gdy f; jest monomor-
fizmem (epimorfizmem, izomorfizmem) dla kazdego i € I,

() TN < TGy oras (116G )/ (TT8) = TG/,

i€l el i€l i€l el
i€l el el i€l el

Dowdd. Punkty (1)—(3) tatwo wynikaja wprost z definicji dzialain w produkcie oraz sumie prostej. Skomentujemy
dowod (4) — analogicznie dowodzi si¢ (5). Poniewaz dla kazdego ¢ € I homomorfizm naturalny m; : G; — G;/Nj jest
epimorfizmem o jadrze N;, wiec na podstawie (1) i (2) mamy, ze

el el el

jest epimorfizmem o jadrze [] N;, dzieki czemu zgodnie z podstawowym twierdzeniem o izomorfizmie [3.5.2] mamy
el
teze. O
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9.2 Dzialanie grupy na zbiorze

Podstawowym narzedziem w dowodach wielu waznych zastosowan teorii grup (m.in. w teorii Galois, ale takze np.
w geometrii rozniczkowej) jest pojecie dzialania grupy na zbiorze. W tym rozdziale wprowadzimy definicje, podamy
wazne przyklady oraz udowodnimy najwazniejsze wlasnosci zwiazane z tym pojeciem.

Definicja 9.2.1 (dzialanie grupy na zbiorze). Dzialaniem grupy G na zbiorze X # () nazywamy odwzorowanie:
GxX>3(g,x) —gaxeX
spetniajace nastepujace warunki:
(1) g.(h.x) = (g - h).x dla dowolnych g, h € G oraz x € X (lacznosc),
(2) 1.x =z dla dowolnego = € X (element neutralny).
Przyktad 9.2.2. Przyjrzyjmy sie kilku podstawowym przykladom dziatania grupy na zbiorze.

(1) Kazda grupa G dziata na siebie za pomoca translacji:

GxG>(g,x) — greCG

(2) Kazda grupa G dziala na siebie za pomoca sprzezenia:

GxG>3(g2) —grgted

(3) Kazda grupa G dziata na rodzinie swoich podzbioréw P(G) za pomoca sprzezenia

G xP(G)>(9,A) — gAg~' € P(G)

(4) Jesli X # 0, to grupa S(X) ((6)) dziala na zbiorze X za pomoca ewaluacji:

S(X)xX > (0,2) —o(x)e X

Definicja 9.2.3 (stabilizator i orbita). Jesli grupa G dziala na zbiorze X oraz x € X, to zbioér
Stabg(z) :=G, :={g€ G: gz ==z}
nazwamy stabilizatorem{l| elementu z. Zbior
O(z) :=O¢(z) :=={g.x, g € G}
nazywamy orbitg elementu zx.

Dla dalszej analizy wtasnosci dziatania grupy na zbiorze wprowadzamy na elementach zbioru X przydatna relacje.
Jesli grupa G dziata na zbiorze X, to definiujemy:

r~gy <= dgeG: y=g.ux.

Wtasnosé 9.2.4 (wlasnosci orbit i stabilizatoréw). Niech grupa G dziata na zbiorze X oraz x, y bedq dowolnymi
elementami X . Wtedy zachodzq wtasnosci:

(1) relacja ~¢ jest relacjg rownowaznosci na zbiorze X,

(2) zbior Stab(x) jest podgrupg grupy G,

(3) Oq(z) = [x]~y oraz #(O(x)) = [G : Stab(x)],

(4) jesli x ~q vy, to podgrupy Stab(x) i Stab(y) sq sprzezone tzn. istnieje takie a € G, Ze:

Stab(y) = a Stab(z)a™ .

!Czasem stabilizator jest nazywany grupa izotropii.
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Dowdd. (1) Poniewaz 1.z = x, wiec © ~¢ x i mamy zwrotnos¢. Jesli x ~¢ y, to istnieje takie g € G, ze y = g.x czyli
g ly=g"1(9.2) = (g7 g9).x = 1.v = 2. Stad y ~¢ z. Ostatecznie, jesli x ~q vy, y ~g 2, to istnieja takie g,h € G,
ze y = g.x, z = h.y. Wobec tego z = h.(g.x) = (hg).z, co pokazuje, ze x ~¢g z.

(2) Wprost z definicji dziatania grupy na zbiorze mamy, ze 1 € Stab(x). Jedli g, h € Stab(z), to (gh™!).z =
g.(h=t.(h.w)) = g.x = z, wiec gh~! € Stab(z).

(3) Wprost z definicji relacji ~g mamy réwnos¢ O(x) = [z]~,. Okreslmy teraz odwzorowanie:
(G/Stab(x)), 3 g Stab(z) — g.x € O(x).

Zauwazmy, ze g Stab(z) = hStab(z) wtedy i tylko wtedy, gdy g~ 'h € Stab(z), a to ma miejsce doktadnie, gdy
g.x = h.x. Nasze odwzorowanie jest wiec poprawnie okreslone i injektywne. Surjektywnos¢ odwzorowania wynika
z definicji.

(4) Niech y = a.xz dla pewnego a € G. Wtedy g € Stab(y) wtedy i tylko wtedy gdy g.(a.x) = a.z, czyli wtedy
i tylko wtedy, gdy a~1ga € Stab(x) lub réwnowaznie g € a Stab(z)a1. O

Bezposrednio z udowodnionych wtasnosci wynikaja kolejne, ktore tatwo widaé¢ (jesli pamietamy np. o twierdzeniu

Lagrange’a oraz o definicji centrum grupy )

Whiosek 9.2.5 (wazne wlasnosci orbit i stabilizatorow). Dla dziatania grupy G na zbiorze X zachodzq wtasnosci:
(1) jesli G jest skoriczona, to dla x € X mamy #(0(z))||G|,
(2) jesli G dziata na siebie za pomocq translacji, to Stab(z) = {1} oraz O(z) = G dla dowolnego = € G,

(8) jesli G dziala na siebie za pomocq sprzezenia, to dla x € G mamy
C(z) := Stab(z) = {g € G : gz = zg}f]
oraz O(x) = {gzg™" : g € G} =: Y. Zauwazmy ponadto, ze #(O(x)) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy = € C(G).

Twierdzenie 9.2.6 (uogoélnione réwnanie klas). Jesli grupa skoriczona G dziata na zbiorze skoriczonym X oraz
elementy x1,...,x, € X sq takie, Ze X = O(x1) U...UO(x,) gdzie O(x;) # O(z;) dla i # j, to prawdziwa jest

rownosc:
T

#(X) =Y G : Stab(z;)].

=1

Dowdd. Zauwazmy, ze przedstawienie X = O(z1) U ... U O(z,) jest zgodnie z wlasnosciami klas réwnowaznosci
przedstawieniem w postaci sumy zbioréw parami roztacznych wiec:

#(X) = #(O0(z1) + ... + #(O(z7).
Pozostaje wiec zauwazy¢, ze z poprzedniej whasnosci mamy #(O(x;) = [G : Stab(z;)], co konczy dowod. O

Whiosek 9.2.7 (réwnanie klas). Jesli skoriczona grupa G dziata na siebie za pomocq sprzezenia (@V, to zachodzq
wtasnosci:

(1) dla elementow x1,...,x, € G takich, ze G = O(x1) U...UO(z,), gdzie O(x;) # O(x;) dla i # j, mamy:
G| =[G : C(x:)).
i=1

(2) jesli ponadto I = {i € {1,...,7}: #O(x;) > 1}, to

G| =C(@)] + D [G : Clay)).

el

Whiosek 9.2.8. Jesli p jest liczbg pierwszq oraz k € N, to grupa rzedu p* ma nietrywialne centrum.

2C(x) nazywamy centralizatorem elementu z
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Dowdd. Niech G bedzie grupa rzedu pF. Jedli jest to grupa abelowa, to nie mamy czego dowodzié¢, gdyz w tym
wypadku G = C(G) i jest to nietrywialna grupa. Jesli G nie jest abelowa, to I # () (gdzie I oznacza zbior indeksow
z wypowiedzi réwnania klas (9.2.7)), zas [G : C(z;)] = p* dla pewnego k; € N, gdyz, jak wiadomo, indeks podgrupy
musi dzieli¢ rzad grupy. Wobec tego z rownania klas otrzymujemy réownosé:

T

IC(G)| = 1G] =[G Clzy)] = pF =D ph

i=1 i=1
i jako, ze prawa strona jest podzielna przez p, to p||C(G)|. Oznacza to, ze centrum jest nietrywialne. O

7 punktu widzenia zastosowan bardzo waznym dzialaniem grupy na zbiorze jest dziatanie G na zbiorze wszystkich
jej podgrup za pomoca sprzezenia. Niech G(G) bedzie zbiorem wszystkich podgrup grupy G. Wowczas chodzi nam
o dziatanie:

G xG(G)>(9,H) — gHg ™' € G(G).

Definicja 9.2.9 (normalizator podgrupy). Jesli H jest podgrupa grupy G i G dziala na zbior wszystkich swoich
podgrup przez sprzezenie, to stabilizator H nazywamy normalizatorem podgrupy H i oznaczamy N(H). Innymi
stowy:

N(H):={geG: gHg ' = H}.

Wtlasno$é 9.2.10 (wlasnosci normalizatora). Niech G bedzie grupa, za$ H jej podgrupa. Wtedy zachodzqg wtasnosci:
(1) H<N(H) i N(H) jest najwiekszq (w sensie inkluzji) podgrupa G, w ktorej H jest normalna,
(2) H < G wtedy i tylko wtedy, gdy N(H) = G,

(3) moc zbioru wszystkich podgrup grupy G sprzezonych z H (tzn. podgrup postaci: gHg~1 dla pewnego g € G) jest
rowna [G : N(H)].

Dowdd. (1) wynika wprost z definicji normalizatora, zas (2) to wniosek z (1). Dla dowodu (3) zauwazmy, ze moc
zbioru podgrup sprzezonych z H to moc orbity H, a ta jak wiemy jest rowna indeksowi stabilizatora H. Jako, ze
w tym przypadku stabilizator to normalizator, obserwacja ta konczy dowdod. O

Definicja 9.2.11 (punkty stale dziatania). Jesli grupa G dziala na zbiorze X, to zbior:
XC.={reX: gx=2 VgeG}

nazywamy zbiorem punktéw stalych dzialania G na X.

Wtasno$é 9.2.12 (moc zbioru punktow statych). Jesli p jest liczbg pierwszq, k € N, zas grupa G rzedu p* dziata na
zbior skoniczony X, to

#(X) = #(X) (mod p).

Dowdd. Element x € X nalezy do zbioru X wtedy i tylko wtedy, gdy O(z) = {z}, czyli #(X%) to moc zbioru orbit
jednoelementowych. Podobnie jak przy badaniu centrum w dowodzie [9.2] otrzymujemy z ogélnego réwnania klas:

#(X) = #(XD) + D #(0(x)),
=1

gdzie w sumie z prawej strony wystepuja reprezentacje orbit o mocy wiekszej od 1 (parami roztacznych). Wynika
stad, ze dla kazdego i = 1,...,r liczba #(O(z;)) = [G : Stab(x;)] jest wieksza od 1 i dzieli rzad grupy G, czyli jest
podzielna przez p. O

Twierdzenie 9.2.13 (lemat Burnside’a). Niech G bedzie grupq skoriczong dziatajgcq na zbiorze skonczonym X.
Wtedy liczba orbit dziatania G na X wyraza sie wzorem:

1
MZGS(Q)’

gdzie S(g) = #{r € X : g.x ==x}.
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Dowdd. Rozbijmy X na N orbit roztgcznych: X = O; U ... U Op. Jedli ustalimy orbite O; oraz punkt xzg € O;, to
dla dowolnego y € O;: #(9 € G : g.y = y) = | Stab(y)| = | Stab(zo)|, za$ a liczba punktow w O;, to [G : Stab(zo)].
Wobec tego:

Y #({y € 0i: gy =y}) = | Stab(wo)|[G : Stab(xo)] = |G.
geG

N N
Tym samym: S(g) = #('L_Jl{x €0;: gr==z})=> #{zr € 0;: go ==x}), astad

i=1
N
Y Se)=) > #{rc0;i: gx=a})
geG geG i=1
N N
:ZZ#({CC €0;: gxr=ux}) :Z|G| = N|G|,
i=1 geG i=1
co koniczy dowdd. O

9.3 Problem odwrécenia twierdzenia Lagrange’a

Zwracalismy uwage na fakt, ze w grupie skoriczonej G moze nie byé¢ podgrup pewnego rzedu dzielgcego rzad G.
Klasycznym (i najmniejszym w sensie liczebnosci rozpatrywanej grupy) przyktadem jest grupa alternujaca A4 (por.
, ktora ma 12 elementéw, ale mozna tatwo nawet bezposrednio stwierdzi¢, ze nie ma w niej podgrupy rzedu 6
(cho¢ istnieje wiele roznych dowodow tego faktu). Okoto 100 lat temu matematyk norweski Sylow E| odkryl pewne
prawidtowosci, dzieki ktérym mozna stwierdzié, ze w niektérych sytuacjach twierdzenie Lagrange’a mozna we wspo-
mnianym sensie odwroéci¢. Bedziemy dazyli do wykazania twierdzen, ktére w literaturze znane sa jako twierdzenia
Sylowa. Zaczniemy od wtasnosci przypisywanej Cauchy’emu i prawdziwej ogdlniej niz tylko w sytuacji, dla ktorej ja
ponizej udowodnimy.

Twierdzenie 9.3.1 (Cauchy). Jesli liczba pierwsza p dzieli rzqd skoriczonej grupy abelowej G, to w grupie G istnieje
element rzedu p.

Dowdd. Dowod przeprowadzimy indukeyjnie wzgledem rzedu grupy G. Jedli |G| = 2, to oczywiscie twierdzenie sie
trywializuje. Niech wiec |G| > 2. Wtedy istnieje w G element a # 11 wobec tego |a| = r > 1. Jesli p dzieli r, to r = pq
dla pewnego ¢ > 0 i element b := a? jest dobrym, poszukiwanym elementem. Mamy bowiem ¥ = (a9)P = a" = 1,
czyli |b] < p, a nie moze by¢ mniejszy, gdyz wtedy mniejszy bytby rzad a.

Jesli p nie dzieli r, to, biorac H := (a), mamy p||G| = [G : H||H| = |G/H||H| (ostatni zapis ma sens bo grupa G
jest abelowa, czyli podgrupa H jest normalna w G) i wobec tego p||G/H|. Jednak |G/H| < |G|, wobec czego mozemy
wykorzystaé zalozenie indukcyjne i wybra¢ taki element b € G, ze |[bH| = p. Jesli |b] = s, to (bH)®* = b°H = H.
Zatem p musi dzieli¢ s, skad s = pt dla pewnego ¢ > 0 i wracamy do poprzedniego przypadku otrzymujac analogicznie,
ze 1zad elementu b’ jest rowny p. O

Twierdzenie 9.3.2 (I twierdzenie Sylowa). Jesli p jest liczbg pierwsza, k € N, zas G to grupa skoriczona, ktdrej rzqd
jest podzielny przez pF, to w G istnieje podgrupa rzedu p*.

Dowdd. Dowod przeprowadzimy stosujac podwojna indukeje: wzgledem rzedu grupy G i wyktadnika k. Jesli |G| = 2,
to twierdzenie jest oczywiste. Niech wiec |G| > 2 1 wypiszmy roéwnanie klas (9.2) dla G:

Gl =1C(Q)+ D [G:Clxi)], [G:Clx)]>1,i=1,...,m
=1

Jesli p nie dzieli |C(G)|, to istnieje takie i € {1,...,r}, ze p nie dzieli [G : C(z;)] i tym samym z twierdzenia
Lagrange’a mamy, ze p¥||C(z;)|. Centralizator C(x;) jest podgrupa G i jej rzad jest mniejszy niz rzad G — tym
samym z zalozenia indukcyjnego istnieje w tej grupie podgrupa rzedu p* i jest to poszukiwana podgrupa w G.

Jesli p dzieli |C(G)[, to na mocy twierdzenia Cauchy’ego w C(G) istnieje element a rzedu p. Podgrupa
H := (a) jest normalna w G (gdyz zawiera sie w centrum). Jesli k = 1, to H jest juz dobra podgrupa. Niech wiec
k>1— wtedy:
G| =[G : H]||H| = |G/H]p,

3Peter Ludwig Mejdell Sylow (1832-1918).
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czyli p*~Y|G/H| i grupa G/H jest nizszego rzedu niz G. Z zalozenia indukcyjnego G/H zawiera podgrupe rzedu
p*~1. Podgrupa ta (z twierdzenia o przenoszeniu podgrup 3.5.1)) jest postaci K /H dla pewnej podgrupy K grupy G
zawierajacej H (jadro rzutowania kanonicznego). Wtedy K spelnia teze, gdyz:

K| =K : H||H| = |F/H||H| = p*'p = p". O

Przyktad 9.3.3. Niech G bedzie grupa rzedu n. Zbadajmy, gdzie mamy szanse znalezé¢ kontrprzyktad dla odwrocenia
twierdzenia w wersji ogélnej. Jesli n = 1,2,3,5,7,11 to odwrocenie jest prawdziwe: sa to grupy cykliczne. Jesli
n=4=22n=6=2-3n=8=2n=9=3%21in=10 = 2-5, to wszystkie te sytuacji podpadaja pod
twierdzenie Sylowa, zatem odwrocenie bedzie prawdziwe. Pierwszy przypadek gdy twierdzenie Sylowa nie moze
zostaé zastosowane, pojawia sie przy grupach rzedu n = 12 i faktycznie, jak wspomnieliémy, A4 ma 12 elementow
i nie posiada podgrupy rzedu 6.

Definicja 9.3.4 (podgrupa Sylowa). Jesli p jest liczba pierwsza, to grupe skoriczona, ktorej rzad jest potega p
nazywamy p-grupa. Przez p-podgrupe rozumiemy kazda taka podgrupe, ktora jest p-grupa. Podgrupy bedace p-
podgrupami maksymalnego rzedu w danej grupie nazywamy jej p-podgrupami Sylowa. Zbiér wszystkich p-podgrup
Sylowa w grupie G bedziemy oznaczaé¢ dalej przez Sy(G).

Innymi stowy, jesli |G| = p¥Fn, gdzie p jest liczbg pierwsza, k € N oraz p { n, to H jest p-podgrupa Sylowa grupy
G, jesli |H| = p* lub jeszcze inaczej, jesli H jest p-podgrupa grupy G i p 1[G : H].

Zauwazmy najpierw prosta wlasno$é charakteryzujaca p-grupy.

Wtasnosé 9.3.5. Niech p bedzie liczbg pierwszqg. Grupa G jest p-grupg wtedy @ tylko wtedy, gdy dla dowolnego a € G,
rzad elementu a jest pewng potega naturalng (badz zerowq) liczby p.

Dowdd. Oczywiscie, fakt ze dla dowolnego a € G\ {1¢} rzad tego elementu jest potega liczby p, gdy G jest p-grupa
wynika wprost z twierdzenia Lagrange’a. Wynikanie w druga strone wykazujemy wykorzystujac kontrapozycje. Jesli
bowiem n = |G| nie jest potega liczby p, to istnieje rézna od p liczba pierwsza ¢ dzielaca n. Na podstawie pierwszego
twierdzenia Sylowa (9.3.2)) istnieje wiec podgrupa G rzedu ¢q. Jako, ze ¢ jest pierwsza, to podgrupa ta jest cykliczna,
tym samym istnieje w G element, ktorego rzad nie jest potega liczby a. E| O

Wtasnosé 9.3.6 (maksymalnosé podgrup Sylowa). Jesli P jest p-podgrupg Sylowa skotriczonej grupy G, zas$ H jest
p-podgrupg zawartq w N(P), to H C P. W szczegdlnosci, jesli Q jest p-podgrupa Sylowa zawartg w N(P), to P = Q.

Dowdd. Wiemy, ze H < N(P) oraz P <« N(P). Na podstawie II twierdzenia o izomorfizmie dostajemy
HP/P = H/(H N P). Oczywiscie, |H| jest potega p, zatem na mocy twierdzenia Lagrange’a wiemy, ze liczba
|HP/P| = |H/(HN P)| = [H : HnN P] dzieli rzad grupy H, czyli istnieje takie k > 0, ze |HP/P| = p*. Wobec tego
dostajemy réwnoscé:

[HP| = |HP/P||P| = p*|P|.

Poniewaz P jest p-grupa, to jest nig rowniez H P. Poniewaz P C HP, wiec z maksymalnosci P wérod p-podgrup
wynika, ze HP = P idalej H C P. O

Twierdzenie 9.3.7 (II twierdzenie Sylowa). Niech G bedzie grupg rzedu p*n, gdzie p jest liczbg pierwszq, k € N oraz
ptn. Wtedy zachodzq wtasnosci:

(1) kazde dwie p-podgrupy Sylowa grupy G sq sprzezone,
(2) kazda p-podgrupa grupy G jest zawarta w pewnej p-podgrupie Sylowa grupy G,
(3) liczba #(Sp(G)) p-podgrup Sylowa grupy G jest dzielnikiem n oraz #(Sp(G)) =1 (mod p).

Dowdd. Zanim dowodzi¢ bedziemy konkretnych wlasnosci, przedstawmy kilka uzytecznych faktéw. Niech P bedzie
p-podgrupa Sylowa grupy G, zas @ dowolna p-podgrupa G. Rozwazmy dzialanie grupy @ na zbiorze (G/P); za
pomocy translacji:

Q@ x (G/P) > (a,9P) — (ag)P € (G/P):.

Przedstawmy teraz (G/P); jako rozlaczna sume orbit:

(G/P)i = O(giP)U...UO(g,P),

4Dla dowodu mozna takze oczywiscie skorzystaé bezposrednio z twierdzenia Cauchy’ego w wersji nieabelowej.
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gdzie g1,...,9, € G. Niech |Q| = p*® dla pewnego 1 < s < k. Moc kazdej orbity jest dzielnikiem rzedu grupy @, wiec
#(0(g; P)) = p" dla pewnego 0 < k; < s (1 <i < 7). Z twierdzenia Lagrange’a mamy:

n=|(G/Pyl=p" +... +p",
czyli przynajmniej jedna z poteg musi by¢ rowne zeru, oznaczmy ja przez k;,. Wtedy jednak O(g;,P) = {¢i, P}, skad
Q9i, P = gi, P lub réwnowaznie Q‘(]ioPgi_O1 = giOPgi;l, co daje Q C gioPgZ-_Ol.
PrzejdZzmy teraz do dowodu podpunktéw tezy, opierajac sie na powyzszym rozumowaniu.
(1) Jesli rozwazana (dowolna) podgrupa @ to p-podgrupa Sylowa, to |Q| = |P| = ]giOPgi_Oll = pF i mamy
Q = giyPy;, ! co oznacza, wobec dowolnosci P i Q, ze wszystkie p-podgrupy Sylowa G sa sprzezone.

(2) Poniewaz gi, Pg;, 1 jest tez p-podgrupa Sylowa i Q C 9i,P9;, 1 wiec dowolna p-grupa zawiera sie w pewnej
p-grupie Sylowa.

(3) Rozwazmy dziatanie G' na zbiorze Sy,(G) wszystkich p-podgrup Sylowa grupy G (wobec pierwszego twierdzenia
Sylowa jest to zbiér niepusty) za pomoca sprzezenia:
G x Sp(G) 3 (9, P) — gPg ™' € S,(G).
Ustalmy P € S,(G). Wiemy juz, ze wszystkie p-podgrupy Sylowa sa sprzezone, wiec dostajemy:
#(5p(G)) = #(0(P)) = [G : Stab(P)] = [G : N(P)],
gdyz Stab(P) = N(P). Poniewaz
(G Pl =[G : N(P)JIN(P) : P] = #(5,(G))[N(P) : P],

to wynika stad, ze #(S,(G)) dzieli indeks podgrupy P w G. Rozwazmy teraz dzialanie grupy P na zbiorze Sp(G) za
pomoca sprzezenia

P x Sp(G) 3 (a,Q) — aQa™* € S,(G).
Niech S := S,(G)F bedzie zbiorem punktéw statych tego dziatania. Wiemy wtedy, ze (por. :

#(5p(G)) = #(5) (mod p).

Ale jesli Q jest p-podgrupa Sylowa, to @ nalezy do S wtedy i tylko wtedy, gdy Q@ = aQa~! dla dowolnego a € P,
czyli dokltadnie wtedy, gdy P C N(Q). Wiemy jednak, ze N(Q) zawiera tylko jedna p-podgrupe Sylowa i jest nia
oczywiscie Q. Stad P = @Q oraz #(S) = 1. O

9.4 Twierdzenia o klasyfikacji grup abelowych

W podstawowej czesci twierdzenie o klasyfikacji grup abelowych przyjelismy bez dowodu (por. — teraz nadro-
bimy te zalegltodci i zobaczymy tez, jak mozna je zastosowaé¢ do wyznaczania wszystkich grup abelowych danego rzedu.
Jest to jednak bardzo wazne twierdzenie takze z punktu widzenia zastosowan w teorii liczb i topologii algebraiczne;j.
Najpierw wprowadzimy zestaw pomocniczych wtasnosci.

Twierdzenie 9.4.1 (charakteryzacja iloczynu podgrup). Jesli G jest grupq, za$ Hy, ..., H, jej podgrupami, to od-
wzorowansie:

¢p:Hy x...xHp>(hi,....;~hp)—h1-...-h, €G
jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sq nastepujgce warunki:
(1) Hy,...,H, sq normalnymi podgrupami G,
(2) HHNHiy1-...-Hy={1} dlai=1,...,n—1,
(3) Hy-...-H, =G.
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Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze w oczywisty sposob surjektywno$é odwzorowania ¢ jest rownowazna warunkowi (3).
Zalozmy najpierw, ze ¢ jest izomorfizmem. Wykazemy, ze dla ¢ # j i dowolnych h; € H;, hj € H; zachodzi rownosc¢
hihj = hjh;. Istotnie:

hihjhy 'hit = ¢(1,.. . hiy by, DL, hT R ) = (1, 1) = 1

]

Dalej, jesli h € H; oraz g € G, to z surjektywnos$ci ¢ mamy g = hy - ... - h, dla pewnych h; € H;,1 < i < n.
Otrzymujemy zatem:

ghg™t =h1-...-hyhhyt - Ryt = bbbyt € H,
czyli Hy <G dlai=1,...,n. Na koniec, jesli hy =hjy1-...-hn € H;NHijy1-...- Hy, to

L=h higr oo hy =01, ., LA higa, oo by,

czyli z injektywnosci ¢ mamy h; = h;j41 = ... = h, = 1.

Zalozmy teraz odwrotnie, ze zachodza warunki (1)—(3). Z wlasnosci wynika, ze wtedy h;h; = hjh; dla
dowolnych h; € H;,hj € Hj,i # j, czyli ¢ jest homomorfizmem. Warunek (3) zapewnia surjektywnosé¢ ¢ i wreszcie
jesli ¢(h1,...,hy) =hy-...-h, =1, to

hit=hy-...-hy € HHNHy-...- H, = {1},
czylihy =11ihg-... - h, =1. Podobnie jest

hyt=hg-...-hy, € HyNH;z-...-H, = {1},
czyli ho = 1. Kontynuujac analogicznie przekonujemy sie, ze hy = hg = ... = h, = 1, co oznacza injektywnosé
homomorfizmu ¢. O

Twierdzenie 9.4.2. Niech G bedzie grupq skoriczong rzedu n = plfl oo plr ) gdzie liczby pa, . . .,y SG parami réznymi
liczbami prerwszymi oraz ki, ..., k. € N. Jesli P; to p;-podgrupa Sylowa grupy G dlai=1,...,r, to odwzorowanie:

p:Prx...xP > (ar,...,ap) > ay-...-a, €G
jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy podgrupy Py, ..., P. sq normalne.

Dowad. Jesli powyzsze odwzorowanie jest izomorfizmem, to z poprzedniego twierdzenia wynika, ze podgrupy Py, ..., P,
sa normalne. Odwrotnie, gdy podgrupy te sa normalne, to P; N P; = {1} dla i # j ze wzgledu na fakt, ze rzedy tych
grup sa wzglednie pierwsze, a w rezultacie P; N Pi4q - ... - P, = {1} (na podstawie normalnosci elementy ro6znych
podgrup Py, P, sa ze soba przemienne z czyli rzad Pjiq - .. .- P, jest wzglednie pierwszy z rzedem P;). Warunki
te, podobnie jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia, daja injektywnosé ¢, zas rownosé |G| = |Py X ... x P,| koriczy
dowdd. O

Jako, ze w grupie abelowej mamy zagwarantowang normalnosé¢ kazdej podgrupy, to bezposrednio z naszego
twierdzenia wynika nastepujacy wniosek.

Whiosek 9.4.3. Jesli G jest grupag abelowq rzedu n = p’fl o -pFr, gdzie p; sq parami réinymi liczbami pierwszymi oraz
ki,..., k. € N, to istniejq takie podgrupy Hy, ..., H, grupy G, zZe |H;| = pfi dlai=1,...;,r orazG=H; ... 0 H,.
Dla skoniczonych grup abelowych uzyskamy nieco doktadniejsza charakteryzacje, rozktadajac je w sposéb taki jak

w powyzszym wniosku, z dodatkowa informacja o postaci podgrup H;. W ten uzyskamy rozktad grupt na ,cegietki”
cykliczne. Przedstawione przez nas ponizej rozumowania pochodza z [10].

Wtasnosé 9.4.4. Niech G bedzie skoriczong grupg abelowqg rzedu p™ dla pewnego n € N, zas g € G elementem
maksymalnego rzedu w G. Wtedy istnieje H taka podgrupa G, ze G = (g) ® H.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze teza jest w oczywisty sposob prawdziwa, gdy (g) = G. Istotnie, w tym przypadku
wystarczy wzia¢ H := {1g}. Dowod przeprowadzimy indukcyjnie wzgledem n.

Jesli n = 1, to mamy do czynienia ze skomentowana sytuacja G = (g).

Niech n > 11iniech |g| = p™ dla pewnego m € N. Wtedy, wobec maksymalnosci m, dla dowolnego a € G zachodzi

a?" = 1g. Jesli G = (g), to nie mamy co dowodzi¢, wiec niech h ¢ (g) bedzie elementem minimalnego rzedu spoza
(g). Twierdzimy, ze wystarczy przyja¢ H = (h).
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Udowodnimy najpierw, ze HN{(g) = {1g}. Zauwazmy, ze wystarczy wykaza¢, ze |H| = p. Jest tak, gdyz w takim
przypadku H = {1g,h,...,hP~'}, wiec jesli a € (h) N (g), to a = h* dla pewnego k € {0,...,p — 1} wzglednie
pierwszego z p. Tym samym H = (a) C (g), co prowadzi do sprzecznosci.

Zauwazmy, ze jesli |h| = s, to (hp)% = 1¢. Stad |hP| = %, a tym samym rzad hP jest mniejszy niz rzad h. Wobec
wyboru h mamy h? € (g), tzn. h? = ¢g" dla pewnego r. Stad:

(gr)pm—l _ (hp)pm—l _ hpm _ 1G,
i wobec tego rzad ¢" jest mniejszy lub rowny od p™ 1. Oznacza to, ze g" nie moze generowaé grupy (g). Jednoczesnie,
r = ps dla pewnego s € N, wiec h? = g" = gP*. Okredlmy teraz b := ¢~ °h. Element ten nie moze naleze¢ do (g),
gdyz w przeciwnym wypadku takze h nalezaloby do (g). Mamy jednak:

W =g PhP = g "hP = hPRP = 1.

Otrzymalismy wiec element b rzedu p spoza (g). Poniewaz h bylo minimalnego sposrod elementow spoza (g), mamy
|H| = p.

Zauwazmy dalej, ze |gH| = |g|. Oczywiscie, |[gH| < |g|, wigc przypusémy ze |[gH| < p™. Wtedy H = lg/g =

(gH)P" ' = g?" "H, cayli ¢*" ' € HN(g), wicc g = 1, whrew temu, ze |g| = p™.

Oznacza to, ze element gH jest elementem maksymalnego rzedu w grupie ilorazowej G/H, ktéra jest p-grupa
rzedu mniejszego niz rzad G. Mozemy wigc zastosowaé zatozenie indukcyjne i korzystajac z znalezé¢ taks K
— podgrupe G, ze G/H = (¢H) ® (K/H), gdzie H C K. Dowolny element aH 7z G/H mozna wiec przedstawic
w postaci (¢°H )(kH) dla pewnego s € Z oraz k € K. Oznacza to, ze a = g°kh dla pewnego h € H, czyli G = (g) K.
Jednoczesnie, jesli ¢ € (g) N K, to cH € (gH) N K/H = {lg/g}, wiec ¢ € (g) N H = {lg}, czyli ostatecznie

G=(g9) @ K. O
Twierdzenie 9.4.5 (charakteryzacja skoriczonych grup abelowych). Dla kazdej skoriczonej grupy abelowej G istniejg
takie niekoniecznie rdézne miedzy sobg liczby pierwsze pi,...,p, oraz takie liczby ky, ...,k € N, ze G =2 Z/p]flz <)
. OL/pET.

Dowdd. Jest to bezposredni efekt poprzedniej wtasnosci. Jesli bowiem G jest skoriczona grupa abelowa, zas g jest
elementem G maksymalnego rzedu, to albo (g) = G, co konczy dowod, albo na podstawie mamy G = Zy & H
dla pewnej podgrupy H zawartej w G. Poniewaz |H| < |G|, indukcja koriczy rozumowanie. O

Inaczej moéwiac, kazda skoniczona grupa abelowa jest sumag prosta grup cyklicznych. Jak sie okazuje, wlasnosé ta
dotyczy réwniez nieskoniczonych grup abelowych, gdy tylko sg one skoriczenie generowane, o czym przekonamy sie
w kolejnym twierdzeniu. Zamiescimy tu jedynie szkic dowodu tego twierdzenia.

Zauwazmy najpierw, ze jesli grupa abelowa G jest skoiiczenie generowana i ustalimy pewien uktad jej generatoréow
g1, - - -5 gn, to naturalny homomorfizm

n-krotnie

7" =7®... ®L> (ki,... kn 2 N
S...BL> (ki,... kn) — kigi + ...+ gEﬂ

jest epimorfizmem. Odwrotnie, jesli dla ustalonych elementéw grupy ¢y, . . ., g, rozwazane odwzorowanie jest epimor-
fizmem grup, to grupa G jest skoriczenie generowana, za$ jesli K jest jadrem tego epimorfizmu, to G = 2" /K.

Skoro chcemy scharakteryzowaé grupy abelowe skoriczenie generowane, to wobec powyzszych faktow wydaje sie,
ze dobrze bytoby lepiej poznaé¢ strukture podgrup grupy Z" (tak jak to uczyniliSmy dla n = 1 w twierdzeniu [3.1.15)).
Wykazemy, ze za pomoca zmiany uktadu generujacego mozna dowolng nietrywialng podgrupe K grupy Z" prze-
ksztalci¢ tak, aby:
K2diZ&®...®d7Z,
gdzie di,...,d, > 01id;|dipq1 dlai=1,...,r. W szczegdlnosci, otrzymamy pozadana informacje o grupie ilorazowe;.
Istotnie, konsekwencja tej wlasnosci jest rownosé¢ Z" /K 2 Z/d\Z & ... ® L/d, 7 ® Z"".

Zaczniemy od udowodnienia waznej wtasnosci podgrup w Z".

5Stosujemy zapis addytywny tzn. kg oznacza k-ta potege elementu g w G.
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Wtasnosé 9.4.6 (liczebnosé generatoréw podgrup w Z"). Kazda podgrupa w Z™ jest generowana przez co najwyzej
n elementow.

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza jest prawdziwa, co wykazalismy w Niech wiec
K < 7" (n> 1) oraz niech H = n(K) < Z, gdzie 7 jest rzutem na pierwsza wspolrzedna. Wtedy istnieje taki a; € Z,
ze H = a1Z i istnieja ag, ..., a, € Z takie, ze (ay,...,a,) € K. Niech (ki,...,k,) € K oraz k; = sa; dla pewnego
s = s(k1) € Z. Wtedy

(k1,kay ..., kn) = s(a1,a9,...,an) + (0,ko — sag, ..., ky — say).

Oczywiscie, zbior elementéw postaci (ko —s(k1)asz, . . ., kn —s(k1)a,) tworzy podgrupe w Z"~! i podgrupa ta, na mocy
zalozenia indukcyjnego, jest generowana przez co najwyzej (n — 1) elementow. Oznacza to, ze K jest generowana
przez co najwyzej n elementow. ]

Twierdzenie 9.4.7 (rzutowania Z™). Jesli K jest niezerowq podgrupg w Z", to istniejq takie di,...,d, € N, ze
dildiy1 dlai=1,...;,r =1 oraz K 2 diZ @ ... ® d,Z. W szczegdlnosci otrzymujemy izomorfizm:

7K 27/ 7.6 ... LI T ST

Dowdd. (Szkic) Wiemy, ze podgrupa K jest skoniczenie generowana, wybierzmy wiec generatory gi, ..., g, grupy K.
Wiemy juz, ze r < n. Jesli
gi:(ki,la'--yki,n)a i:1,...,r,

to utworzmy macierz:

kl,l k‘LQ . ]{Ln
k271 k272 R kgm
kr,l kr,2 v krn

Sprowadzamy te macierz do postaci normalnej

dv hia .. bLgy—1 by S O
0 dy ... l27r_1 l277« l2,7=+]_ e lgm
0 0 s dr—l lr—l,r lr—l,r—i—l o lr—l,n
0 0 .. 0 d busti oo lm

takiej, aby d;|diyq dlai =1,...,r —1 gdzie [;; € Z dla 1 <i < min{j,r +1} oraz 2 < j < n H Powstaly uklad
wektorow (wierszy) o wpotczynnikach catkowitych tworzy poszukiwany uktad generatoréw podgrupy K. O

Bezposrednio z poprzednich rozwazan i ostatniego twierdzenia dostajemy wniosek.

Whiosek 9.4.8 (charakteryzacja grup abelowych skonczenie generowanych). Kazda skoriczenie generowana grupa
abelowa jest izomorficzna z grupg postaci Z)d1Z& ... ® Z)d, 7. S 72, gdzie d; € N mozna wybraé tak, by d;|d; 1 oraz
d € Np.

Przyklad 9.4.9. Jak wyznaczyé wszystkie grupy abelowe rzedu 120 7 Niech G bedzie taka grupa. Wiemy, ze
istnieja takie dy,...,d, >1,2e G2 Z/d1Z & ... ®7Z/d,Z (bo grupa jest skonczona) oraz d;|d;+1 dlai =1,...,7r — 1.
Rozktadamy k = 120 = 23 .3 .5. Kazdy z dzielnikéw pierwszych liczby k musi dzieli¢ d,. Wobec tego mamy
nastepujace mozliwosci:

(1) d=2%-3-5czylir=11iG = Zjg,

(2) d, =22-3-5, wtedy r =21 dy =2 oraz G = Zo ® Zgo,

(3) dp=2-3-5iwtedy r=3,dy =do =21imamy G = Zy ® Zo ® Zsp.
Wykazalismy w ten sposoéb, ze istnieja dokladnie 3 grupy abelowe rzedu 120.

SMozna to zrobi¢ za pomoca operacji (wykonywanych na wyjsciowej macierzy) dodawania, odejmowania oraz zamiany miejscami
wierszy 1 kolumn, ewentualnie mnozenia przez (—1). Chcemy jedynie, by rzad tej macierzy sie¢ nie zmienit
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9.5 Grupy rozwiazalne

Na koniec bardziej zaawansowanych rozwazan z zakresu teorii grup przyjrzyjmy sie specjalnemu typowi grupy: grupie
rozwigzalnej. Nazwa tej grupy usprawiedliwiona jest jej zwigzkiem z problemem, ktory lezy u historycznych pod-
staw powstania teorii grup — problem rozwiazalnosci réwnan wielomianowych, czyli poszukiwania metod wyliczania
pierwiastkow wielomianu za pomoca jego wspotczynnikow. O tych zwiazkach opowiemy dalej (por. .

7Z kazda grupa G mozemy zwigza¢ pewng szczegdlng podgrupe normalng G’, nazywana pochodna grupy G. Jedna
z charakterystycznych cech tej grupy jest fakt, ze G/G’ jest grupa abelowa.

Definicja 9.5.1 (komutant/pochodna grupy). Jesli G jest grupa oraz x, y € G, to element:

[2,y] == zyax~ty

nazywamy komutatorem elementéw z, y. Komutantem (pochodna) grupy G nazywamy grupe G’ generowana
przez wszystkie komutatory tzn.

G = ([z,y]: 2,y €G]
Analogicznie okreslamy wyzsze pochodne:

GO .=q, @t .= @MY, neN,.

Wtasnosé 9.5.2 (podstawowe wlasnosci komutanta grupy). Jesli G jest grupa, za$ H jej podgrupq, to nastepujgce
warunki sg rownowazne:

(1) G’ C H,

(2) H<1 G oraz G/H jest grupg abelowg.
Dowdd. (1) = (2) Jesli h € H oraz g € G, to

ghg™t = (ghg 'h"V)h = [g,hlh € G'H C H.
Jedli natomiast a, b € G, to wtedy:
(aH)(bH) = abH = (baa " *b"'ab)H = ba[a™', b1 |H = baH = (bH)(aH).
(2) = (1) Dla a, b € G mamy:
[a,b|H = (aba b YH = (aH)(bH)(a *H)(b" H) = (aH)(a"*H)(bH)(b" H) = H,

czyli [a,b] € H, wiec G' C H jako grupa generowana przez komutatory. ]

Definicja 9.5.3 (grupa rozwigzalna). Mowimy, ze grupa G jest rozwiazalna, jesli istnieje takie n € Ny, ze G =
{1}. Najmniejsza catkowita liczbe nieujemna o tej wlasnosci nazywamy wtedy stopniem rozwiazalnosci grupy G.

Przyktad 9.5.4. (1) Kazda grupa abelowa jest rozwiazalna, bowiem jej pierwsza pochodna jest rowna {1}. Jesli
taka grupa jest nietrywialna, to stopien jej rozwigzalnosci wynosi 1.

(2) Mozna tatwo sprawdzi¢, ze Sy = Aq, Ay =V := {id, (1,2)(3,4), (1, 3)(2,4), (1,4)(2,3)}|§|i wreszcie V! = {1},
skad Sy jest grupa rozwigzalna stopnia 3.

Twierdzenie 9.5.5 (charakteryzacja rozwiazalnosci grupy). Grupa G jest rozwigzalna wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje taki cigg:
{1}:G0<G1<...<]Gn:G

w ktorym G;/Gi—1 jest grupg abelowq dla i =1,...,n.

"Gdy A jest podzbiorem grupy G, to piszemy (A) = (a: a € A) pomijajac dla uproszczenia pare nawiaséw klamrowych.
8Jest to tzw. czworkowa grupa Kleina, izomorficzna z niecykliczng grupa Zs @ Za.
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Dowdd. Zauwazmy, ze twierdzenie oczywiscie jest prawdziwe, gdy G jest grupa trywialna. Zakladamy wiec dalej, iz
G jest nietrywialna.

Jesli grupa G jest rozwigzalna, to niech n € N bedzie takie, ze G = {1}. Wtedy z poprzedniej wlasnosci
szukanym ciagiem jest:
{1}=G" «G"Vqg...«cG0 =q.
Odwrotnie, zalozmy, ze istnieje ciag z tezy. Poniewaz G,_1 < G, i grupa G, /G,_1 jest abelowa, to na podstawie
poprzedniej wlasnosci mamy G0 = Gg) C Gp—1. Podobnie dalej G,,—2 < Gy,—1 oraz grupa G,,—1 /G2 jest abelowa
i znow w takim razie G, Gn_a, czyli G®) M. ¢ Gp—2. Kontynuujac rozumowanie w ten sposéb, otrzymamy

n—1 n—1

G c Gy = {1}, co koriczy dowod. O

Twierdzenie 9.5.6 (dziedziczenie rozwiazalnosci). Niech f: G — G bedzie homomorfizmem grup, H — podgrupa
G, N < G. Wtedy zachodzq wtasnosci:

(1) jesli G jest rozwigzalna, to H i f(G) sq¢ grupami rozwigzalnymi,
(2) jesli grupy N i G/N sq rozwigzalne, to réwniez G jest rozwigzalna.

Dowdd. (1) Z definicji tatwo widaé, ze H () = G dla n € Ny, wiec H jest grupa rozwiazalna stopnia nie wiekszego
niz stopien G. Podobnie sprawdzamy, ze (f(G))™ = f(G™) dla n € Ny i znéow stopieni rozwiazalnosci f(G) nie
przewyzsza stopnia dla G.

(2) Jesli G/N jest trywialna, to oznacza, ze G = N, wiec twierdzenie jest prawdziwe. Zalozmy wiec, ze G/N jest
nietrywialna. Skoro jest rozwiazalna, to istnieje takie n € N, ze (G/N)(™ = {1}. Stosujac analogiczne rozumowanie
jak w (1) do rzutowania kanonicznego 7 : G — G/N dostaniemy, ze 7(G") = (G/N)™ = {1} czyli G c N -
jednak N jest grupa rozwiazalna, a jak wiemy z (1) jej podgrupa tez musi by¢ rozwiazalna. Oznacza to, ze G jest
rozwiazalna ze wzgledu na rekurencyjng definicje pochodne;j. O

Wnhniosek 9.5.7 (nierozwiazalnosé¢ S,). Grupy S, dlan > 5 sq nierozwigzalne.

Dowdd. Gdyby S,,n = 5, byta grupa rozwiazalna, to zgodnie z poprzednia wlasnodcia rozwiazalna bylaby takze
grupa A,. Jedyny ciag podgrup normalnych w A,, to {1} < A, (por. twierdzenie [3.6.10). Wiemy jednak, ze
Ay /{1} = A, nie jest abelowa dla n > 5. O



Rozdziat 10

Wybrane zagadnienia teorii pierscieni

10.1 Pierscienn wielomianéw wielu zmiennych

10.1.1 Konstrukcja pierscienia wielomianéw wielu zmiennych

Niech P bedzie pierécieniem. W tym rozdziale skonstruujemy pierscienn wielomianéw n-zmiennych w ogdélnej po-
staci. Nasza konstrukcja doprowadzi do powstania pierscienia izomorficznego z rozwazanym w Bedziemy dalej
operowa¢ na wielowskaznikach naturalnych, tzn. elementach zbioru Njj. Jesli o = (a1, ..., ay) € Njj, to liczbe:

lal :==a1+ ...+ ayp
nazywamy dlugoscia wielowskaznika a. Ustalmy teraz n € N i niech
Wip(P) :={f:Ny — P: f(a) =0, dla prawie wszystkich a € Nj}.

Na zbiorze tym wprowadzamy dwa dzialania. Dla f, g € W,,(P) oraz o € Njj okreslamy:

(f+9)@) = fl@)+g(a),  (fo)a):= D f(B()

Biy=a
Twierdzenie 10.1.1. Niech P — pierscien, n € N. Wtedy:
(1) zbior W, (P) z okreslonymi powyzej dziataniami ma strukture pierscienia przemiennego z jedynkq rézng od zera,
(2) odwzorowanie: ¢ : P — W, (P) okreslone wzorem:

a, gdy a=0

QO(CL) = fas fa(a) = {0 gdy a0

jest monomorfizmem pierscieni.

Dowdd. (1) Oczywiscie (W, (P),+) jest grupa abelowa, gdyz taka grupa jest (P,+). Ponadto, dla dowolnych f, g,
h € W, (P), mamy

(flgh) @) = > fB)gh)Ee)= > fB)| > 9(nh)

Bt+e=a Bt+e=a y4+d=¢

= > 1B = 3 | S FB9() | hie)

B+y+o=a dt+e=a \B+y=4
(flg+m)@)= > fBg+m) = > (FBgO) + F(BR()
B+y=a B+y=a
= > B+ D FB) = (f)(@) + (fh)(a) = (fg + fh)(a).
Bty=a B+y=a

121
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Analogicznie przeliczamy rownosé (g + h)f = gf + hf. Jedynka pierscienia W, (P) jest

Ly, (py(a) = {
gdyz (Lw,p)f)(@) = > 1w, (B f(v) = f(a).

Btr=a
(2) Gdy fo =0, to wtedy 0 = f,(0) = a. O

1, gdy a=0
0, gy a#0’

Wyréznimy teraz w pierscieniu W, (P) specjalne elementy nazywane zmiennymi. Niech:
Ej i = (51'7]‘)]‘:17,”7” = (0, ey 1, PPN 0), 1= 1, Lo,
Wobec tego dla dowolnego a = (v, ..., ay) € Nj, mamy o = ajeq + ... + anép.

Definicja 10.1.2 (zmienna nad pierscieniem II). (por. definicja [4.5.2]) Jesli P jest pierscieniem, n € N, to i-ta
zmienng nad tym pierscieniem (1 <4 < n) nazywamy element pierscienia W, (P) okreslony wzorem:

Q) 1= .
0, gdy a#¢g

Definicja 10.1.3 (pierscieri wielomianéw n-zmiennych). Jesli P — pierécieni, n € N, to pierscien (W, (P),+,+) wpro-
wadzony powyzej nazywamy pierscieniem wielomianoéw n-zmiennych nad pierscieniem P (lub o wspotezynnikach
z P) i oznaczamy W, (P) = P[X1,...,X,]. Kazdy element tego pierscienia nazywamy wielomianem.

Wprowadzamy dodatkowo oznaczenia:

Xi=(X1,...,X,), X*:=XM. . .X*  a=(a,...,0n) €N

10.1.2 Ogoblne wlasnosci pier$cienia wielomianéw

Przedstawimy teraz dowod rownowaznosci przedstawionej konstrukeji pierécienia wielomianéw wielu zmiennych z jego
konstrukecja indukcyjna, polegajaca na rozwazaniu pierScienia wielomianéw jednej zmiennej nad pierscieniem wielo-
mian6éw mniejszej liczby zmiennych. Rozumowania przedstawione ponizej powstaly w oparciu o [§].

Wiasnosé 10.1.4. Niech P — pierscien, n € N, 1 <i < n. Dla k € Ny oraz f = (B1,...,0n) € N§j zachodzi:
1 d = ke; 1 d =

Xf(a): 99 @ EZ, X'B(a): > 999« /8
0, gdy o # ke; 0, gdy a#p

Dowdd. Pierwsza cze$¢ udowodnimy indukcyjnie wzgledem k. Jesli k£ = 0, to oczywiScie mamy XlQ = lpixy,..Xa]-
Dla k =1 jest za§ X} = X;. Niech k > 1 i teza bedzie prawdziwa dla k — 1. Zauwazmy, ze

1-1, gdy B=(k—1)g oraz v=¢;

XEUB) X, = 4 10 8dY B = (k=D oraz 7 # <
! 0-1, gdy 8# (k—1)g; oraz v=¢;
0-0, gdy B# (k—1)e; oraz y#¢;

)1, gdy B=(k—1)g oraz y=¢;
|0, edy B# (k—1)e; lub v #e;

Zatem

_ _ 1, gdy a=ke;
Xf(e) = (X' X)) = D XFHBXi(y) = :
el 0, gdy a# ke;

+y=a

Podobnie:
XPa)= (XX e) = Y X ) X (),
Yt F =

co jest rowne:
o 17 gdy 71251517---,’%:571571 o ]-a gdyOé:B
0, w pozostalych przypadkach 0, w pozostalych przypadkach
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Ustalimy teraz standardowa terminologie. Wielomian postaci a X nazywamy jednomianem lub forma. Kazdy
wielomian f € P[X},..., X,] mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci sumy jednomianéw, mianowicie:

/= Z aa X%, gdzie prawie wszystkie a, = f(a) sa rowne zero.
aeNy
Czesto bedziemy upraszczaé zapis do f = > ao X lub nawet f = > a,X* gdy wiadomo ilu zmiennych jest wielo-

[0
mian. Stopniem wielomianu f nazywamy liczbe:

deng: maX{|O&‘ : aa#0}7 gdyf#o
Wielomian f # 0 nazywamy jednorodnym stopnia s > 0, jesli f = > a,X*.

|ar|=s

Twierdzenie 10.1.5 (o uniwersalnosci pierscienia wielomianéw). Dla dowolnego homomorfizmu pierscieni ¢ : P —
R i uktadu elementow ti,...,t, € R istnieje jedyny taki homomorfizm pierscieni ® : P[X1,...,X,] — R, Ze
O(X;)=t;dlai=1,...,n oraz ®|p = .

Dowdd. Zauwazmy, ze homomorfizm pojawiajacy sie w tezie jest jednoznacznie wyznaczony przez swoje wlasnosci,
gdyz:
O D anX?) =D (aaX) =D (aa)P(X) = Y o(aa)t?
aeNg aeNg aeNy aeNg

gdzie t* =t - ... - t2n dla o = (o, ..., o) € Njj. Pozostaje wigc sprawdzi¢, ze zadane w ten sposob odwzorowanie
spelnia teze. W oczywisty sposob jest to homomorfizm grup z dodawaniem. Ponadto, dla «, 3, v € Nj:

() aaX*D bpX) =) (D aabp)X?)
a 8

v at+p=y
= Z(p( Z (zoéb/g)?f7 = Z( Z 4)0(atﬁz)‘»0(bﬁ))t7
¥ a+pB=vy Y atf=y

= @(aa)t* > obp)t? =B aa X2 bX7),
« B [e8 B

czyli @ jest homomorfizmem pierécieni. Ostatecznie, jesli a € P, to ®(a) = ¢(a)t® = p(a) zatem ®|p = . O
Przeliczone wlasnosci pozwola nam na wyciagniecie wniosku, ktérego nalezato sie spodziewac.

Wnhiosek 10.1.6. Jesli pierscienie P i R sq izomorficzne, to rowniez pierscienie wielomiandow P[Xy, ..., X,] oraz
R[Xy,...,X,] sq izomorficzne.

Dowadd. Jesli f: P — R to izomorfizm, to okreslamy dwa homomorfizmy:
p:=1pof:P—R[X1,....,X,], W®:=1pof t:R— P[X1,...,X,]
Zgodnie z poprzednim twierdzeniem istnieja homomorfizmy rozszerzajace te odwzorowania tzn.
®: P[X1,...,X,] — R[X1,..., Xy, ®lp=¢, ®(X;)=2X;

U R[Xy,..., Xa] — PIX1, ..., X0, Ulp =1, U(X;) =X,

Dla ) anX“ € P[Xy,...,X,] mamy:
aeNg

Z%Xa = ZﬁpaaXa = Zfaa X
= Zw DX =3 (o)X = S aa X,

Podobnie wykazujemy, ze ® o ¥ = id, co konczy dowdd. ]
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Whniosek 10.1.7. Niech ¢ : P — R bedzie homomorfizmem pierscieni, I ideatem w P, zas w : P — P/I
epimorfizmem kanonicznym. Wiedy:

(1) istnieje doktadnie jeden homomorfizm ® : P[Xy,...,X,] — R[X1,...,Xy] taki, ze ®|p = ¢, ®(X;) = X;
dla i = 1,...,n; dodatkowo, gdy ¢ jest monomorfizmem (epimorfizmem), to rowniez ® jest monomorfizmem
(epimorfizmem,),

(2) jedyny homomorfizm pierscieniI1 : P[Xy,..., X,] — (P/I)[X1,..., X,] spetniajgcy II|p = 7w oraz I1(X;) = X;
dlai =1,...,n jest epimorfizmem o jadrze I[ X1, ..., X,| — w szczegdlnosci wiec P[ X1, ..., Xu]|/I[X1,..., Xn] =
(P/D)[Xy,..., X,

Dowdd. (1) Pierwsza czes$¢ tezy to wniosek z twierdzenia o uniwersalnoscei [10.1.5 zas druga wynika z postaci .

(2) Zauwazmy, ze >, aoX® € Ker(II) wtedy i tylko wtedy, gdy Z(aa + DHX* =0, czyli gdy a, + 1 = I co
aeNy
oznacza, ze aq € I dla dowolnego a. O

Wnhniosek 10.1.8. Niech P pierscien, {i1,...,in} ={1,...,n} oraz niech 0 < k < n. Wtedy
(1) istnieje monomorfizm P[X;,, ..., X;, | — P[X1,...,X,],
(2) P[Xiy,. ., X )[ X 0o -5 Xi) = P[Xq, .0, X

Dowdd. (1) Niech ¢ : P — P[X},..., X,] bedzie naturalnym monomorfizmem. Stosujac twierdzenie [10.1.5| otrzy-
mujemy taki homomorfizm @ : P[X;,,..., X;, ] — P[X1,..., Xy, ze ®|p = p oraz &(X;,) = X;, dla j =1,... k.
7 poprzedniego wniosku wiemy, ze ® jest monomorfizmem.

(2) Zachowujac oznaczenia i stosujac ponownie twierdzenie o uniwersalnosci do ® otrzymujemy dodatkowo taki
monomorfizm ¥ : P[X;,,..., X;, |[X; 5 Xi,] — PlXy,..., Xa], 2e Vipx, | x, | = ® oraz U(X;,) = X, dla

Tt19**

j=k+1,...,n. Wszczegolnosci ¥(X;) = X;dlai=1,...,n
Jeslizas f =) an X € P[Xy,...,X,], to
(0%

(673 g @ Ch,n _ i Qi
=) aaX;" XXX ZA Xy X,
6%
gdzie Aq = an X" ... X; ¥ € P[X;,,..., X;,]. O

Jako prosty wniosek z sytuacji dla jednej zmiennej (por. [4.5.10)) otrzymujemy nastepujaca wlasnosé.

Wtasnosé 10.1.9. Jesli P jest pierscieniem catkowitym, to P[X1,...,X,] tez jest pierscieniem catkowitym.

10.1.3 Wlasnosci stopnia i ich konsekwencje

Wtasnosé 10.1.10. Niech P bedzie pierscieniem, f, g € P[Xy,...,X,]. Wtedy
(1) jesli wielomiany f, g sq jednorodne stopnia s, to f + g =0 lub f + g jest jednorodny stopnia s,
(2) jesli wielomiany f, g sq jednorodne oraz fg # 0, to fg jest jednorodny stopnia deg f + degg,

(3) jesli deg f = n, to istniejq takie (wyznaczone jednoznacznie) wielomiany fo, ..., fn € P[X1,...,Xy], Ze fn #0,
n

f=> fiorazdeg fi=1ioile f; #0 dlai=0,...,n
=0

Dowdd. Wymienione wlasnosci wynikaja bezposrednio z definicji, podamy wiec tylko krotkie komentarze. Dowodzac
(2) zauwazmy, ze jesli f = > anX® oraz g = > bsXP to fg= > ( 3 aabp)X?, zatem w szczegolnoci

la|=s |B|=t |v|=s+t a+pB=y
deg(fg) = deg f +degg dla fg # 0.
(3) Jesli f =" an X, to wystarczy przyjac fi:= >, aoX* dlai=0,...,n. O
@ || =i

Wnhniosek 10.1.11. Niech P — pierscien, f,g € P[X1,...,X,]|. Wtedy

(1) deg(f + g) < max{deg f,degg},
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(2) deg(fg) < deg f + degg i dodatkowo przy catkowitosci pierscienia zachodzi réuwnosé.

Dowdd. Przedstawmy najpierw nasze wielomiany w postaci sumy form: f = fo+...+ fx,9=90+.---+ g - fx #0,
g1 # 0, gdzie sktadniki to formy jednorodne. Gdy k # [ i przyktadowo k < [, to

frg=(fo+g)+. ...+ (fr+9x) +grr1+...+a,

skad teza. Oczywiscie, gdy k =11 g = — fr to mamy nieréwnosé silng.

Dla dowodu (2) zauwazmy, ze:

fg = fogo + (fog1 + fig0) + ... + (fx—191 + frgi-1) + fra-

Jesli frgr # 0, to deg(fg) = deg f + degg. Jesli frg; = 0 to nierownosé jest staba. Gdy pierécien jest catkowity, to
frar # 0. o

Wnhniosek 10.1.12. Jesli P jest catkowity, to U(P[X1,...,Xy]) = U(P).

Dowdd. Oczywiscie U(P) C U(P[Xq,...,X,]). Jesli f € P[Xy,...,X,] jest elementem odwracalnym, to istnieje taki
g € P[X1,...,X,], ze fg = 1. Porownanie stopni po obu stronach, dzieki catkowitosci pierécienia daje deg f+degg =
0, czyli poniewaz oba wielomiany musza by¢ niezerowe mamy deg f = degg = 0, w szczegblnosci f jest stala
odwracalnag w perscieniu P. O

10.2 Pierscienie noetherowskie

W podstawowej czesci naszego wyktadu udowodniliémy, ze kazdy pierscien euklidesowy jest pierscieniem ideatow
gtownych (por. twierdzenie 4.6.3)). Przyjrzyjmy sie dalszym wlasnosciom tych ciekawych pierscieni. Szczegolnie
wazna jest nastepujaca wlasnosé, ktora prowadzi do definicji kolejnego typu pierscienia.

Wtasnosé 10.2.1. Niech P bedzie pierscieniem ideatow gtownych. Wtedy:
(1) kazdy wstepujacy ciag ideatdw w P stabilizuje sie,
(2) kazda niepusta rodzina ideatéw w P ma element maksymalny wzgledem relacji inkluzji.

Dowdd. (1) Niech (I,,)22, bedzie wstepujacym ciagiem ideatow.

oo
Wtedy poniewaz suma J := |J I, jest tez idealem (ze wzgledu na monotonicznoscé), to suma takze jest generowana
n=1

przez jeden element a € P, czyli J = (a). Wobec tego istnieje taki wskaznik ng € N, ze a € I,,,. Ale dla dowolnego
p = no mamy I, C I, C J = (a) C Ip,. Stad od tego momentu cigg musi si¢ stabilizowac.

(2) Dla dowodu nie wprost zatoézmy, ze F jest niepusta rodzina idealéw, w ktorej nie ma elementu maksymalnego
i wybierzmy I; € F. Skoro nie jest to element maksymalny to oznacza, ze istnieje taki element Iy € F, ze Iy & I>.
Kontynuujemy w ten sam sposéb rekurencyjnie i otrzymujemy wstepujacy ciag ideatéw w P, ktory sie nie stabilizuje,
co stoi w sprzecznosci z (1). O

Definicja 10.2.2 (pierscien noetherowski). E| Pierscien, w ktorym kazdy wstepujacy ciag idealéw stabilizuje sie
nazywamy pierscieniem noetherowskim.

Bezposrednio z udowodnionej przez nas wlasnosci otrzymujemy wniosek.
Whniosek 10.2.3. Kazdy pierscien ideatow glownych jest pierscieniem noetherowskim.

Czesto przyjmuje si¢ nieco inng definicje pierscienia noetherowskiego, ktérag wyraza warunek réwnowazny omo-
wiony w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 10.2.4. Pierscien P jest pierscieniem noetherowskim wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy ideat w P jest
skoriczenie generowany.

! Amalie Emmy Noether (1882-1935) — niemiecka matematyczka i fizyczka.
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Dowdd. Zatézmy najpierw, ze P jest pierScieniem noetherowskim, w ktérym znajdziemy pewien ideat I, ktory nie jest
skoniczenie generowany. Wybierzmy a; € I i dalej rekurencyjnie wybierzmy taki ciag ao, ..., ze a;y1 € I'\ (a1,...,a;)
(skoro aq,...,a; nie moga wygenerowaé I, to taki element a;41 istnieje). Mamy wtedy:

(al)g(al,az)g...g(al,...,an)g...

wstepujacy ciag ideatéw w P, ktory sie nie stabilizuje, co jest sprzeczne z noetherowskoscia P.

Dla dowodu wynikania przeciwnego rozumujemy analogicznie jak w dowodzie wtasnosci|10.2.1|z tym, ze dla sumy
wybieramy zamiast jednego generatora skonczony ukltad generatorow. O

Przyktad 10.2.5. (1) Pierscienie Z, K[X] (K — cialo) jako pierscienie idealow glownych sa pierscieniami noethe-
rowskimi i jak zobaczymy w kolejnym twierdzeniu takze K|[Xq,..., X,] jest noetherowski.
(2) Pierscienn K[Xi,Xo,...] = U K[X1,...,Xy] nie jest pierScieniem noetherowskim, jako ze ciag (X;) &
(X1, X2) & ... nie stabilizuje smg

Zauwazymy teraz, ze wlasnos¢ noetherowskosci pierscienia dziedziczy sie na nowe struktury.

Wtlasnoéé 10.2.6. Niech P bedzie pierscieniem noetherowskim, f : P — R homomorfizmem pierscieni, zas I
ideatem w P. Wtedy

(1) f(P) jest pierscieniem noetherowskim,
(2) P/I jest pierscieniem noetherowskim,

Dowdd. Czesé (1) jest oczywista ze wzgledu na postaé ideatow w f(P). Istotnie, kazdy ideal w f(P) jest postaci
f(I) dla pewnego ideatu I C P zawierajacego Ker(f) (por. [4.3.2). Wobec tego, jesli I = (aq,...,a,), to f(I) =
(f(ar),..., f(an))), czyli kazdy ideal w f(P) jest skoniczenie generowany.

(2) wynika z (1) zastosowanej do f := m, gdzie 7 jest rzutowaniem kanonicznym. O

Twierdzenie 10.2.7 (Hilberta o bazie). Jesli P jest pierscieniem noetherowskim, to jest nim tez pierscien wielo-
miandw P[X].
Dowdd. Przypusémy, ze mamy w P[X] ideal I, ktory nie jest skoriczenie generowany.

Utworzymy rekurencyjnie ciagg wielomianéw, wybierajac fi; — wielomian z I najnizszego stopnia sposrod wielo-
mianéw z I\ {0} i dalej po wyborze fi,..., fr wybieramy fr11 — wielomian najnizszego stopnia sposrod wielomianow
ze zbioru I\ (fi1,..., fx).

Niech ny := deg fi, ap — wspolczynnik wiodacy fg.

Z konstrukeji dostajemy, ze n1 < ng < ... oraz zauwazamy, ze ciag
(a1) & (a1,a2) & ... & ..,

nie stablhzuje sie w P. Faktycznie, zawierania sa istotne, gdyz gdyby dla pewnego k bylo (a1,...,a;) = (a1, ..., ak11),
to aky1 = Z bia; dla pewnych b; € P. Ale wtedy g := fri1 — Z by X417 foe T\ (f1,..., fr) 1degg < deg frt1,
=1

co prowadziloby do sprzecznosci z wyborem fi 1. O

Przyktad 10.2.8. Zauwazmy, ze dzieki poprzedniemu twierdzeniu wiemy, ze Z[X] jest pierscieniem noetherowskim
i w ten sposob otrzymujemy przyklad takiego pierscienia, ktory nie jest pierscieniem idealéw glownych (np. ideat
(X, 3) nie jest ideatem generowanym przez jeden element).



Rozdzial 11

Elementy teorii eliminacj

11.1 Roézniczkowanie i krotnos$é pierwiastka wielomianow

W podstawowej czesci wspominali§my o pierwiastku wielomianu oraz o zwigzanym z tym pojeciem twierdzeniu Bez-
outa (por. rozdziat . Mowilismy rowniez o krotnosci pierwiastka (por. deﬁnicja. Teraz scharakteryzujemy
krotnos¢ za pomoca pochodnej wielomianu. Musimy jednak najpierw taka pochodng wielomianu okresli¢. Na gruncie
algebry nie mamy pojecia granicy wobec tego nie mozemy wykorzystywaé definicji pochodnej wielomianu, jaka znamy
z analizy. Mozemy jednak sformutowaé to pojecie w taki sposoéb, aby byto zgodne ze znanym nam rézniczkowaniem.

Definicja 11.1.1 (pochodna wielomianu). Niech P bedzie pierscieniem catkowitym, f = ap + a1 X + ...+ a, X" €
P[X]. Pochodna wielomianu f nazywamy wielomian:

fli=a; +2aX + ... +na, X" ' e P[X],
przy czym rozumiemy te réwnosé tak, ze dla wielomianoéw statych pochodna wielomianu jest wielomianem zerowym.
Uwaga 11.1.2. (1) Indukeyjnie mozemy okresli¢ kolejne pochodne wielomianu f jako f*) = (f(=1y,
(2) W przypadku znanych nam pierscieni P = R lub P = C powyzsza pochodna wielomianu pokrywa si¢ ze znanym
nam pojeciem pochodnej z analizy.

Jako ¢éwiczenie pozostawimy sprawdzenie wzoréw na pochodne wielomianéw, ktére pokrywaja sie ze znanymi
wzorami z analizy matematycznej. Pamietajmy, ze musimy to zrobi¢ w oparciu o algebraiczng definicje pochodne;j.

Wtasnosé 11.1.3. Dia wielomiandw f, g z pierscienia P[X]| oraz elementow o, B € P, zachodzg wzory:
(1) (af +Bg) = af +Bg,

(2) (f9)' =1f9+ 19"
Twierdzenie 11.1.4. Niech R bedzie pierscien catkowitym, P jego podpierscieniem, ¢ € R i f € P[X]|. Wowczas ¢
jest pierwiastkiem wielokrotnym f wtedy i tylko wtedy, gdy f(c) = f'(c) = 0.

Dowdd. Wykonajmy najpierw dzielenie f przez (X — ¢)? w pierécieniu R[X] (mozemy to zrobi¢ bo wspotczynnik
wiodacy w (X — ¢)? jest odwracalny). Oznacza to, ze istnieja takie elementy ¢ € R[X], r € R[X], ze

f=q¢-(X=c+r
idegr < 2, czyli r = aX + § dla pewnych o, 8 € R.
Zapiszmy nieco inaczej f:
f=q¢ X-c?+aX—c)+ac+p
i policzmy teraz pochodng f:
flf=¢d (X -¢?+2¢- (X —c)+a=(X -0 (X —c)+2¢] +a.
Podstawmy w obu rownosciach X = ¢. Wtedy dostaniemy: f(c) = ac+ 3 (z pierwszej rownosei) 1 f/(¢) = «, czyli
f=a-(X =+ ()X =)+ fle).
Jesli f(e) = f'(c) =0, to (X — ¢)?|f, czyli ¢ jest co najmniej dwukrotnym pierwiastkiem f.

Na odwrét, jesli ¢ jest co najmniej dwukrotnym pierwiastkiem f, to oczywiscie f(c) = 01 (X — ¢)?|f, ale takze
(X —¢)?|q- (X —¢)? czyli (X —¢)?|f'(c), a poniewaz f'(c) jest stala, wiec f/(c) = 0 (zauwazmy, ze wykorzystujemy
w tym momencie catkowitos$¢ pierscienia, w ktorym pracujemy). ]

127
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11.2 Rugownik i jego wlasnos$ci
Niech K bedzie dowolnym cialem, f, g € K[X] — wielomiany jednej zmiennej postaci:
f=a X" +...+a1 X +ag, g=b, X"+ ...+ 01X + by, Anbm # 0. (%)

Definicja 11.2.1 (rugownik wielomianow). W sytuacji rugownikiem wielomianéw f i g nazywamy wyrazenie
R(f,g) = det(Sy,), gdzie:

ap QAp_1 Gp—2 ... ag 0 ... 0

0 an, Ap—1 .- al ap ... 0

g, — 0 0 .e. Qp Qp-1 Qp—9 ... Qg
597 M by bmei bm—z ... bo 0 ... 0]’

0 b bm_1 ... b1 bo ... 0

0 0 eee by b1 bm_o ... bg

gdzie wspotczynniki wielomianu f sg wypisywane m razy, za$ wielomianu g n razy. Macierz Sy, nazywana jest
macierza Sylvestera wielomianow f,g. Jezeli deg f = degg = 0, to ktadziemy R(f,g) = 1.

Przyktad 11.2.2. Przyjrzyjmy sie jak wyglada rugownik wielomianéw w prostych sytuacjach.
(1) Jedli f =ag oraz g = by, X™ + by 1 X™ 1 4.+ by, gdzie by, # 0, to
R(f,9) = ag".

(2) Jesli f =a1 X +ag,9=b1X + bo, to
R(f, g) = a1b0 - a()bl.

(3) Analogicznie, jesli f = asX? + a1 X + ag,g = b1 X + by, to
R(f,g) = asb3 — arbibo + agb?.

Wtlasno$é 11.2.3. Przy oznaczeniach jak wyzej, zachodzi réwnosé R(f,g) = (—1)"™R(g, f).

Dowdd. Korzystajac z definicji rugownika oraz przenoszac (m+1)-szy wiersz macierzy Sy 4 na pierwsza pozycje mamy
réownosé

bm bm-1 bmo ... 0 0 O

anp Qap-1 Gp—2 ... 0 0 O

0 a, GQp—1 ... 0 0 O

. _(_1\m 0 0 0 .oa1 ao 0
R(fag) = det Sf:g - ( 1) det 0 0 0 0 a,  ag
0 bm  bm_1 0 0 O

0 0 0 byt by O
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Rozumujac w sposéb analogiczny, czyli przenoszac m+i-ty wiersz na miejsce wiersza i-tego otrzymujemy ciag rownosci

bm bm—l bm—2 0 0 0
0 bm  bmi 0 0 O
Gp  Ap—1 (Gp-2 0 0 O
0 Gn  Gp—1 0 0 O
R(f,g) =detS;, = (-1)*"det | 0 0 0 ... ag ag O
0 0 0 0 a; ag
0 0 bm 0 0 O
0 0 0 by by O
0 0 0 0 b by
bm bmfl bm72 0 0 0
0 bm bm—l 0 0 0
0 0 0 by by O
— — (_1ynm 0 0 0 0 b1 bo
=...=(=1)""det 0 4y aps 0 0 0
0 an  Qp—1 0 0 O
0 0 0 ar Qo 0
0 0 0 0 al  ap
= (=1)""det Sg5 = (=1)""R(g, f),
i dostajemy teze. O

Wtiasno$é 11.2.4. Przy oznaczeniach jak wyzej, niech f*(X) = X"f(1/X),¢9*(X) = X™g(1/X). Wowczas

Dowdd. Wystarczy dowies¢ pierwszg rowno$¢. Zauwazmy jednak, ze macierz Sylvestera Sy« o« powstaje z macierzy
Sy.f Przez zamianeg kolejnosci wszystkich wierszy i kolumn (poprzez cykliczng permutacje). O

Wiasnosé 11.2.5. Niech K bedzie ciatem, f, g € K[X], gdzie deg f = n, degg = m. Wtedy NWD(f, g) # 1 wtedy

1 tylko wtedy, gdy istniejq takie niezerowe wielomiany f i g, ze:

(1) deg(f) <n, deg(g) <m,
(2) fg="fg.

Dowdd. Najpierw zal6zmy, ze h := NWD(L g) jest wielomianem dodatniego stopnia. Woéwczas f = hf, g = hg dla
pewnych wielomianéw f, gi fg = hgf = gf, skad teza.

Dla dowodu wynikania w druga strone, niech f, § beda wielomianami spetniajacymi odpowiednie zalozenia i niech
f=p1...psy § = Pss1--.pr bedy ich rozkladami na czynniki nierozktadalne. Wéwcezas mamy:

fg= (pl---ps)(szrl---pr) :fg-

Poniewaz deg(f) < deg(f), to jeden z czynnikow p;, gdzie 1 < i < s, musi wystapi¢ w rozkladzie g na czynniki
nierozktadalne. Oznacza to, ze p;|f 1 pi|g, skad deg(NWD(f,g)) > 1. O

Majac powyzszy techniczny lemat mozemy tatwo wykazaé wazna wlasnosé rugownika, dzieki ktérej mozemy
wychwytywaé istnienie istotnych wspoélnych podzielnikéw wielomianéw.

Twierdzenie 11.2.6. Niech K bedzie ciatem, f, g € K[X]. Wtedy wielomiany f i g majqg wspdlny dzielnik dodatniego
stopnia wtedy i tylko wtedy, gdy R(f,g) = 0.
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Dowdd. Bedziemy chcieli skorzystaé z poprzedniej wlasnosci. Wykazemy wiec najpierw, ze R(f, g) = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieja odpowiednie dwa wielomiany z jej tezy.

Niech najpierw f i g beda wielomianami takimi, ze gf = fg, gdzie

f=c+aX+.. .+ XM

G=do+di X+ ... +dp XL
7 réwnoéci iloczynéw wynika, ze

(an X"+ ...+ a1 X + ag)(dpm 1 X™ + ...+ di1 X + do)
= (b X™ 4. 401X +0) (a1 X 4 X + ),
co daje po poréwnaniu wspoétczynnikéw réwnania:
aodo = boco,

a1do + apdy = bicy + bgcq,
asdo + ai1dy + agda = baco + bicy + bgea,

andm—1 = bmcp—1.

Uktad réwnan, ktory otrzymalidémy traktujemy jako jednorodny uktad réwnan liniowych z n 4+ m niewiadomymi
€0y -3 Cn-1,do, - .,dm—1. Uklad ten ma niezerowe rozwiazania (bo wielomiany f i g sa niezerowe), czyli wyznacznik
tego uktadu musi by¢ rowny zero. Tym samym rugownik, jako wyznacznik macierzy transponowanej, tez jest rowny
zero, co konczy dowdd wynikania w jedna strone.

Dla dowodu drugiej implikacji przyjmijmy R(f,g) = 0. Wtedy uktad réwnan, ktory przed chwila rozwazalismy
posiada niezerowe rozwiazanie (cq, ..., ¢, .,¢n—1,do, - - -, dm—1) 1 W ten sposodb tatwo odzyskujemy wielomiany f i g.

Poprzednia wtasnosé koriczy dowdd twierdzenia. ]

Twierdzenie 11.2.7. Niech K bedzie ciatem, f, g wielomianami z K[X]| w postaci (x). Wtedy istniejq takie wielo-
miany F, G € K[X], Zze deg F < deg f, deg G < degg oraz R(f,g9) = Ff + Gg.
Dowdd. Domnézmy najpierw f kolejno przez 1, X, X2 ..., X™ 1 za$ wielomian g przez 1, X, X2,..., X" ! i za-
piszmy otrzymane réwnania:
f=ag+ a1 X +...+a, X",
Xf=aX+uX?+.. . +a, X",

Xmlp— goX™m™ 4 g, XML
g:b0+b1X—|—...—|—mem,
Xg=boX +b X2+ ... +b, X",

gX"=bo X"+ by XL
Niech Dy, ..., Dp4n beda dopelnieniami algebraicznymi elementéw pierwszej kolumny rugownika R(f, g).

Zauwazmy, ze mnozac obie strony uzyskanego wyzej i-tego réwnania przez D; i dodajac réwnania stronami
dostaniemy

(D1 + DX + ...+ Dy X" Y f + (D1 + Do X + ...+ Dy X" g
= (Dyag + Dpy1bo) + (D1ay + Daag + Dpy1b1 + Dyyobo) X + ... 4 (Dinan + Dppynb) X1
= R(f,9).
Istotnie, wyraz wolny tego wielomianu to rugownik R(f,g) rozwiniety wzgledem pierwszej kolumny, podczas gdy
wspotezynnik przy X* jest rozwinieciem wyznacznika powstalego z rugownika przez zastapienie pierwszej kolumny

(k4 1)-sza dla k = 1,2,...,n +m — 1. Oznacza to, ze wspotczynnik przy X* jest réwny zero, jako rozwniecie
wyznacznika o dwoch jednakowych kolumnach (pierwszej i (k + 1)-szej). O
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Niech f, g € K[X1,...,X,]. Roboczo, dla potrzeb omoéwienia jednego z zastosowari (por. [11.2.14]), rugownik
wielomianow f, g € K[X1,..., Xs—1, X5, Xs41, ..., Xn] wzgledem zmiennej X, ktory dla ustalonego s € {1,...,n}
bedziemy oznaczaé przez Rs(f,g). Jest to z definicji wielomian zmiennych X1, ..., Xs—1, Xgt1,..., Xn.

Twierdzenie 11.2.8. Niech F' = Ay + A1 Xn + ...+ AQXE, Ay #0,G=B+ B 1 Xn+...+ BoXTZAL, By # 0,

A;,Bj € K[Xq,...,Xn—1] — wielomiany jednorodne stopnia i, j odpowiednio.
Wtedy wielomian r(X1,...,Xpn—1) := R,(F,G) jest wielomianem jednorodnym stopnia kl wzgledem zmiennych
X1, , X0 1.

Dowadd. Zauwazmy, ze

T(tXl, N ,tXn_l)

tkAk tk_lAk_l tk_2Ak_2 ce Ap 0 ... 0

0 tkAk tkilAkfl ce tA1 Ay ... 0

B 0 0 - tkAk tkilAkfl tkiQAk,Q ... Ao
T | ¢B t'B_; t72B, ... By 0 ... 0
0 t'B; 1B, ... tBy By ... 0

0 0 . B, t°'B_; t7%B,_, ... By

Jesli pomnozymy i-ty wiersz z pierwszych [ wierszy przez t'="t1, za§ j-ty z pozostaltych k wierszy przez t* 7+ to
dostaniemy

tp’l"(tXl, e ,tanl)

tk+lA]€ tk+l*1Ak+l_1 tk+172Ak_2 ce tlA() ce 0
0 0 tht14, t*AL_, ... tAp
thtlp,  thtilp 2R, t*By ... 0
0 0 tHB, #¢B,_; ... tBy

= D=t A (x X)) = 89 ( X, X)),
gdzie
p= %(Z(H )+ k(k+1), q= %(Z+k+ (I + k).
Wobec tego, poniewaz ¢ — p = kl, dostajemy, ze
rtXy, .t Xo1) = R (Xq, L X)), O

Omowimy teraz uzyteczne twierdzenie, ktore jest punktem wyjscia do swoistego rodzaju metody redukcji, uzy-
wanej do obliczania rugownikdw.

Twierdzenie 11.2.9. Niech K bedzie ciatem, f, g € K[X]| wielomiany stopnia odpowiednio n, m, gdzie m < n.
Niech f = qg +r, dla pewnych q, r € K[X], przy czym degr < degg. Wowczas R(g, f) = bfnfdegTR(g, T).

Dowdd. 7 naszych zalozeni wynika, ze j = deg g = n —m. Zauwazmy, ze dla ustalonego k € {1,...,m} odejmujac od
wiersza (n + k)-tego sume w)cj + W(p1)Cj—1+ - - . + Wpj)Co Wyzerujemy wszystkie elementy na miejscach (n + i, 1)
dlai=1,2,...,7. Oznacza to, Ze od wierszy o numerach n+1,n+2,...,n+j macierzy S, y odejmujemy odpowiednie

kombinacje liniowe innych j wierszy otrzymujac

det Sy = det Sy 4g1r = det (Ml M2> :

0 Syr

gdzie, jak wynika z naszej dyskusji M} € M (n —m,n —m) jest macierza trojkatna, ktorej gtéowna przekatna tworza
wyrazy by, za$ Mo jest pewna macierza. Stad R(g, f) = det(S,, r) = det(M7) det(Sy,) i dostajemy teze.
L]
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Twierdzenie 11.2.10. Niech K ciato, f = an(X —a1)... (X —ayp) € K[X], g = b (X — 51) ... (X — ) € K[X].
Wiedy

R(f,g) = a™b", HH (11.1)
Rownowaznie mozemy napisaé
R(f,9) = a [] 9(es) = (=1)""bp, H £(8)).
i=1

Dowdd. Na poczatek zauwazmy, ze jesli nasza formuta (11.1) jest prawdziwa, to rownosé R(f,g) = al' [, 9(ay)
jest oczywista. Druga rownosé rowniez jest w tym przypadku jasna, gdyz

R(f.g) —amb”HH —B) = zH m (e

=1
=y [Tan T]-8 - H £(8)) = (=1)™by, Hf B))-
j=1 =1 Jj=1

Wykazemy teraz, ze rownosé jest spetniona. Dowod przeprowadzimy indukejnie wzgledem deg f+deg g = n+m.
Teza oczywiscie zachodzi, gdy n = m = 0. Wowczas R(f,g) = 1. Zalézmy, ze teza zachodzi dla wszystkich
wielomianéw f, g, ktére spelniaja warunek deg f + degg < n 4+ m. Bez straty dla ogélnosci mozemy zatozyé, ze
n < m. Drzielagc g z reszta przez wielomian f, mozemy napisa¢ g = qf + r, gdzie degr < deg f = n. Korzystajac
teraz z Twierdzenia [I1.2.9] otrzymujemy, ze

R(f,g) = a™ 98" R(f,g — qf ) = a™ 8" R(f, 7).

Jesli 7 #£ 0, to n + degr < n + m i stosujac zalozenie indukcyjne otrzymujemy réwnosé

R(f, )_am degr deng Oél =a” Hg Oél
=1

bo g(ai) = g(a;) few) +r(ei) =r(e) dlai=1,...,n
Jesli r = 0, to oznacza, ze wielomian f dzieli wielomian g czyli R(f, g) = 0. Z drugiej strony, jesli f|g, to istnieja
i,7, ze o = B, wiec kazdy z iloczynéw si¢ zeruje.

O
Wnhniosek 11.2.11. Niech K bedzie ciatem, f,qg1,g92 € K[X]. Wowczas R(f,g192) = R(f, 91)R(f, 92).
Dowdd. Korzystajac z formuly (11.1]) otrzymujemy
n
R(f,g192) = ap?®9 7489 [ | g1 (i) ga(cvs)
i=1
n
= ap® [Jon(ei) - ay g92H92 o;) = R(f,q1)R(f, g2)
i=1
i stad teza. 0

Omoéwimy teraz kilka zastosowan rugownika. Zaczniemy od wyznaczenia rugownika R(f, g) dla dowolnych dwu-
mianow f, g € K[X].

Whiosek 11.2.12. Niech K bedzie ciatem, r,s € N,a,b € K i rozwazmy f(X) = X" —a,9(X) = X* —b. Wowczas
R(f,9) = (—1)%(a®* —b™)?, gdzie d = NWD(r,s),r, =1r/s,51 = s/d.

Dowdd. Dowod przeprowadzimy indukcyjnie wzgledem r + s. Poniewaz R(f,g) = (=1)"*R(g,f) irs+d+r =
s (mod 2), wiec bez straty dla ogdlnosci mozemy zalozyé¢, ze s < r. Jesli s = 0, to nie ma czego dowodzi¢ i teza
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zachodzi. Mamy zatem, ze r > s > 0. Wykonujac dzielenie z reszta wielomianu f przez wielomian g otrzymujemy
rownosé f(X) = X"%g(X) +bX""° — a. Stad

R(f(X),9(X)) = R(bX""" —a,X* - )
= R(b, X* —b)R(X"~* — a/b, X* —b) = bR (XH - % X5 - b) .

Stosujac teraz zalozenie indukcyjne dostajemy, ze

R(X"%—a/b,X*—b) = (-1)° ((E)Sl _ brl_sl>d
’ - b
i w konsekwencji, po koniecznych uproszczeniach, otrzymujemy
R(Xr—a,Xs—b):(_l)S(asl —brl)d. -

Nastepny wniosek bedzie uzytecznym narzedziem w dowodzie gérnego ograniczenia na liczbe wspélnych rozwiazan
dwoch réwnan wielomianowych od dwoch zmiennych.

Whiosek 11.2.13. Jesli K jest ciatem, f,g € K[X,Y] — wielomiany stopni odpowiednio k,l, to deg Ry (f,g) < kl.
Dowdd. Rozwazmy ujednorodnienia f, § € K[X,Y, Z] wielomianéw f i g za pomoca zmiennej Z (tzn. domnazamy
kazdy sktadnik jednorodny przez potege Z tak, aby wielomiany byly jednorodne).

Otrzymujemy w ten sposob:

F(X,Y,2) = fo(X, Z)Y* + ...+ fi(X, 2)
9(X,Y,2) = go(X, 2)Y' + ...+ qu(X, Z)
gdzie f;, gj sa jednorodne stopni £ — i il — j lub zerami.

Rugownik Ry (f,g) zgodnie z poprzednim Twierdzeniem [11.2.8] jest wielomianem stopnia co najwyzej kl. Pod-
stawiajac Z = 1 otrzymujemy z powrotem wielomiany f i g, a tym samym ich rugownik, co dowodzi tezy. O

Twierdzenie 11.2.14 (Bezout). Niech K bedzie ciatem, f, g € K[X,Y] stopni odpowiednio m, n nie posiadajgce
wspdlnego dzielnika stopnia dodatniego. Wtedy #V (f,g) < mn, gdzie V(f,g9) = {(z,y) € KxK : f(x,y) = g(z,y) =

0}.

Dowdd. Dla dowodu nie wprost zaloézmy, ze w zbiorze V(f,g) jest co najmniej mn + 1 elementow. Oznaczmy te
rozwigzania przez (aj,b;) € K x K. Dobierzmy element ¢ € K tak, aby:

aj+cbj #a;+cby, dla 1<j<i<mn+1.
i zmienmy uktad wspotrzednych na K x K:
r=x—cy, y=y.

W ten sposéb zmieniamy osie tak, aby na kazdej osi rownoleglej do y lezal co najwyzej jeden punkt zbioru V'(f,g).

Rozwazmy teraz wielomiany:
FXT) = fo(X = D) (D)™ 4+ fu(X = V)TV 4+ fo(X = 7))

GX,Y) = go(X =cY)Y)"+ g1 (X —cY)(Y)" 4. 4 go(X — ).
Bezposrednie przeliczenie pokazuje, ze pary liczb (@j,b;) = (a; + cbj, b;) spetiaja f(a;,b;) = 0 i g(aj,b;) = 0,
czyli a1, ..., Gmnt1 sa pierwiastkami rugownika Ry (f,g) tych dwoch wielomianéw jako wielomianéw zmiennej X.
Poniewaz rugownik ten jest stopnia co najwyzej mn i ma mn+1 pierwiastkow musi by¢ wielomianem zerowym. Wobec

tego wielomiany f i g maja wspoélny dzielnik h(X + ¢Y,Y) stopnia dodatniego wbrew zalozeniom twierdzenia. [

Czytelnika zainteresowanego poglebieniem swojej wiedzy dotyczacej teorii rugownika i jego zastosowan odsytamy
do ksiazki [I].
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11.3 Wyréznik wielomianu i jego wlasnosci

Niech K bedzie dowolnym cialem, zas f € K[X]| wielomian jednej zmiennej postaci

f=a, X"+ ...+ a1 X +ap. (%)

. . .. . . . . . —1)n(n=1)/2
Definicja 11.3.1 (wyr6znik wielomianu). Wyréznikiem wielomianu f nazywamy wyrazenie D(f) = %R( L,

n .
gdzie f' = 3" ia; X! jest pochodna wielomianu f (por. definicja [11.1.1)).
i=0

Jest jasne, ze D(f) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy wielomiany f, f maja wspolny dzielnik. Réwnowaznie D(f) =0
wtedy i tylko wtedy, gdy f ma pierwiastek wielokrotny.

Lemat 11.3.2. Dla f € K[X] postaci () zachodzi réwnosé
D(f) = ay™ Y [ (i — o).
1<j
Dowdd. 7 okreslenia rugownika wielomianéw f, f’ wiemy, ze zachodzi réwnosé R(f, f') = a? ' [T f/ (), gdzie o

n
jest i-tym pierwiastkiem wielomianu f (pierwiastki liczymy z krotnosciami). Latwo wida¢, ze skoro f = a,, [[ (X—ay),

=1
to f(ei) = an [[ (v — o). Stad ’

J#i
_ n(n=1) _
R(f, f) = a2 [[ (e —2i) = ()75 a2 () — 2)?.
J#i i<j
Korzystajac teraz ze zwiazku miedzy wyréznikiem D(f) i rugownikiem R(f, f’) otrzymujemy teze. O

Lemat 11.3.3. Niech f =Y " ja; X', g =" b:; X" € K[z]. Wowczas

D(fg) = D(f)D(9)R*(f.9)-

Dowdd. Niech ay,...,an,B1,...,Bm beda pierwiastkami wielomianéw f, g, odpowiednio. Z okreslenia wyrdznika
otrzymujemy ciag rownosci

D(fg) = (anbm)2(n+m71) H (ail - ai2)2 H (/le - ﬁjz)Q H (akl - Bk2)2

11 <t2 71<J2 k1<kso
= <ai(n_1) IT (e - ai2)2) b T Bi = 827 | (@2v) T (or — Br.)?
1<t Jj1<j2 k1<ko
— D(F)D(9)R(f. 9)" =

Przyklad 11.3.4. Niech f = X" +a € K[X]. Wykazemy, ze D(f) = (—=1)" 2 a" !'n". Istotnie, korzystajac ze
zwigzku miedzy wyr6znikiem i rugownikiem mamy

n(n—1)

D(f) = (=)™ R(f. ) = (=) [[ f(ei) = (=)= [ nal".
=1 =1

n n
Poniewaz H o = (—l)na, wiec H na?_l =n"
=1 i=1

n—

a" ! i dostajemy teze.

Mozna réwniez udowodnié¢ nastepujace
Twierdzenie 11.3.5 (Swan [14]). Niech f = X" +aX™ 4+ b € K[X], gdzie 0 < m < n, d = NWD(n,m),n; =
n/d,my =m/d. Wowczas

D(f) = (~) ™0 (b (<) (= )™ g

Cho¢ pozornie moze si¢ wydawad, ze wyznaczanie jawnej postaci wyréznikoéw jest tatwe, nie jest znana wyrazna
posta¢ wyroznika ogolnego czwormianu f = X™ 4+ aX™ + bXF + ¢, gdzie 0 < k < m < n oraz a,b,c € K.



Rozdzial 12

Wybrane zagadnienia teorii cial

12.1 Jednoznaczno$é ciala rozkladu wielomianu

W tym rozdziale powrécimy do pojecia ciala rozktadu wielomianu (por. definicja . Jak wiemy na podstawie
twierdzenia kazdy wielomian posiada cialo rozkltadu nad swoim ciatem wspoélczynnikéw. Wykazemy teraz
kilka pomocniczych wtasnosci, ktore wykorzystamy w dalszych zastosowaniach, ale w szczegélnosci udowodnimy tez
jednoznacznos¢ ciata rozkladu. Zaczniemy od przygotowan.

Niech ¢ : K — L bedzie homomorfizmem cial. Homomorfizm ten w naturalny sposéb indukuje homomorfizm
pierscieni wielomianéw o, : K[X] — L[X] okreslony wzorem:

oxlag+ar X +...+ap, X") :=0(ag) + o(a)) X + ...+ o(an) X",
co inaczej zapisa¢ mozemy jako o, f = oo f dla f € K[X].
Bezposrednio z definicji tatwo zauwazy¢ zestaw ponizej zebranych wlasnosci.

Uwaga 12.1.1. Niech 0 : K — L, 7 : L — M beda homomorfizmami cial, f, ¢ € K[X]|. Wtedy zachodza
wtasno$ci:

(1) (To0)s = 7w 00y oraz (idk ) = idg|x], co W szczegdlnosci prowadzi do wniosku, ze jesli o jest izomorfizmem
(0 oo™l =idg), to o, takze jest izomorfizmem,

(2) jesli o jest izomorfizmem, to f dzieli g wtedy i tylko wtedy, gdy o, f dzieli o,g,

(3) jesli o jest izomorfizmem, to wielomian f jest nierozktadalny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian o, f jest
nierozkladalny.

Twierdzenie 12.1.2 (jednoznacznosé ciata rozktadu). Niech o : K1 — Ky bedzie izomorfizmem ciat, f € K;i[X],
L1 ciatem rozktadu wielomianu f nad Ky, za$ Lo ciatem rozktadu wielomianu oy f nad Ko. Wtedy istnieje taki
izomorfizm cial ¥ : L1 — Lo, Ze |k, = 0.

Dowdd. Dowod przebiega indukcyjnie wzgledem n := [Ly : Ki]. Jeslin =1, to L1 = K1 i Ly = K», wiec wystarczy
przyja¢ ¥ := 0. Zalozmy wiec, ze n > 1, co w szczegolnosci oznacza, ze istnieje taki element u € Ly \ K1, ze f(u) = 0.
Niech p, € K1[X] bedzie wielomianem minimalnym u nad K;. Jako, ze p, jest unitarny i nierozktadalny w K;[X],
to wielomian o,p,, tez jest wielomianem unitarnym i nierozktadalnym w K3[X]. Dodatkowo, poniewaz p,, dzieli f, to
oxpy dzieli o, f. Z zalozenia wiemy, ze o, f rozktada sie liniowo nad Lo, czyli takze o4p, rozklada sie liniowo nad Lo.

Wybierzmy w € Lo — dowolny pierwiastek wielomianu o,p,. Wtedy, dla g, h € K1[X], mamy
9(u) =0 = pulg = owpul(ong) = (ox9)(w) =0,

czyli mozemy poprawnie okresli¢é homomorfizmm cial, ktory z powyzszej wlasnosci jest tez automatycznie izomorfi-
zmem:

o) | (o29)(w)
h(u) — (oxh)(w)
Zauwazmy, ze z definicji wynika tez, ze |k, = o. Jednocze$nie mamy K, C Kj(u) C Lj i wiemy tez, ze [L; :
Ki(u)] < n. Dodatkowo, L; to cialo rozkladu wielomianu f nad K;(u), za$ Lo to cialo rozktadu o, f nad Ka(w).
Z zalozenia indukcyjnego mamy wiec, ze istnieje taki izomorfizm cial ¥ : Ly — Lo, ze ¥k, (4) = 7, W szczegdlnosci
E|K1:5‘|K1:O'. ]

o:Ki(u)> € Ky (w)

135
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Stosujac powyzsze twierdzenie dla sytuacji, gdy Li, Lo sa ciatami rozkladu wielomianu f nad K, za$ o jest
identycznoéciag na K otrzymujemy wniosek méwigcy o wspomnianej jednoznacznosci ciata rozktadu.

Wnhiosek 12.1.3. Kazde dwa ciata rozktadu wielomianu f € K[X] nad ciatem wspotczynnikow K sq K-izomorficzne.
Dla dalszych zastosowan sformutujemy jeszcze jedna przydatna wlasno$é, wynikajaca z gtéwnego twierdzenia.

Wtasnosé 12.1.4. Niech L/ K bedzie rozszerzeniem cial takim, ze L jest ciatem rozktadu pewnego wielomianu nad K .
Jesli u, w € L oraz py, pw S¢ wielomianami minimalnymi nad K elementow u, w odpowiednio, to p, = p, wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje ¥ — taki K-automorfizm ciata L, Ze X(u) = w.

Dowdd. Przyjmijmy p := p, = py, 1 zauwazmy, ze dla dowolnego f € K[X]| mamy f(u) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
p dzieli f, a to ma miejsce doktadnie wtedy, gdy f(w) = 0, zatem mozemy poprawnie okresli¢ izomorfizm

N R AR i)

35—~ — ——< e Kw).
glu)  g(w)
Oczywiscie, zachodzi 6| = idg. Ponadto L jest cialem rozkladu tego samego wielomianu nad K jak i nad K(u)
oraz nad K(w). Z [12.1.2] otrzymujemy istnienie takiego izomorfizmu X : L — L, ze X|g(,) = 0|k = idk oraz
Y(u) =a(u) = w.

Odwrotnie, jesli ¥ jest K-automorfizmem L spelniajacym warune ¥(u) = w, to X,py, = pu, gdyz X jest K-
automorfizmem. Stad

Pu(w) = (E4pu)(5(w)) = L(pu(u)) = £(0) =0,
WieC Py = Pw, &dyz py jest unitarny i nierozktadalny. O

12.2 Wielomiany i rozszerzenia rozdzielcze

Wyr6znimy teraz szczegdlny typ wielomianéw — w skrocie mowiac (przy odpowiednich zatozeniach) beda to wielo-
miany o wyltacznie jednokrotnych pierwiastkach (por. definicja|5.3.1]).

Definicja 12.2.1 (wielomian rozdzielezy). Jesli K jest cialem, to wielomian f € K[X] nierozkladalny nad K
nazywamy rozdzielczym nad K, gdy nie posiada on pierwiastkéw wielokrotnych w zadnym swoim ciele rozktadu
(por. deﬁnicja nad K. Dowolny wielomian dodatniego stopnia (niekoniecznie nierozktadalny) z K|[X] nazywamy
rozdzielczym nad K, gdy kazdy jego czynnik nierozkladalny w K[X] jest wielomianem rozdzielczym.

Jak zbadaé¢, czy dany wielomian nierozkladalny jest rozdzielczy? Jak wiemy (por. twierdzenie krot-
nos¢ pierwiastkow danego wielomianu mozna badaé¢ za pomoca odpowiedniej wlasnosci pochodnej tego wielomianu.
Okazuje sie, ze ,test pochodnej” bardzo dobrze funkcjonuje przy sprawdzaniu rozdzielczosci. Zanim udowodnimy
odpowiednig wtasno§é przyjrzymy sie przyktadowi, ktéry jest jednym z najprostszych, klasycznych przykladéw wie-
lomianu, ktory rozdzielczy nie jest. Jak zobaczymy niedlugo, nie warto takiego przyktadu szukaé¢ nad najbardziej
znanymi ciatami, czy to charakterystyki zero, czy to dodatniej charakterystyki ale skonczonymi, gdyz nad nimi
wszystkie wielomiany sa rozdzielcze.

Przyktad 12.2.2. Niech K := Z,(t) bedzie cialem funkcji wymiernych o wspotczynnikach z ciata Z,,, gdzie p — liczba
pierwsza. Rozwazmy wielomian f := XP —t € K[X]. Na podstawie kryterium Eisensteina (por. twierdzenie m
gdzie jako element nierozkladalny bierzemy t) widzimy, ze jest to wielomian nierozktadalny w K[X]. Jedli teraz a € L
jest pierwiastkiem f w dowolnym L — ciele rozkladu f nad K, to XP —t = (X — )P, gdyz char(L) = p. Oznacza to,
ze f nie jest rozdzielczy nad K. Jednoczesnie za$ widzimy, ze f' = pXP~! = 0.

Przyktad ten sugeruje, ze brak rozdzielczodci wiaze sie¢ z zerowaniem si¢ pochodnej wielomianu. Istotnie tak jest
o czym przekonuje kolejne twierdzenie.

Twierdzenie 12.2.3 (charakteryzacja rozdzielczosci). Jesli K jest ciatem, za$ f € K|[X| wielomianem nierozktadal-
nym w K[X], to f jest wielomianem rozdzielczym wtedy i tylko wtedy, gdy f’ # 0.

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy rozwazajac kontrapozycje.

Jesli wielomian f nie jest rozdzielczy, to zgodnie z definicja posiada pierwiastek wielokrotny w pewnym ciele
rozktadu L, czyli w L[ X | wielomiany f i f’ (zgodnie z twierdzeniem|11.1.4)) maja wspolny dzielnik dodatniego stopnia,
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co oznacza (por. twierdzenie ), ze R(f,f") = 0. Jednak, poniewaz f i f’ to wielomiany o wspo6lczynnikach
z K, to R(f, f') € K, wiec oznacza to, ze f 1 f’ maja wspolny czynnik dodatniego stopnia takze w K[X]. Istnieje
zatem g € K[X|\ K dzielacy f i f'. W szczegolnosci, f = cg dla pewnej statej ¢ € K* (gdyz f jest nierozkladalny).
Tym samym f’ = ¢~ fh dla pewnego h € K[X]. Jednak deg(f’) < deg(f), wiec podzielnosé¢ f’ przez f jest mozliwa
tylko, gdy f’ = 0.

Odwrotnie, gdy f' = 0, to kazdy pierwiastek wielomianu f w dowolnym jego ciele rozkladu jest jednoczesnie
pierwiastkiem pochodnej, czyli jest to pierwiastek wielokrotny. Korzystajac ponownie z[11.1.4] wiemy, ze f nie jest
rozdzielczy. O

Trzeba pamietac o tym, ze w powyzszym twierdzeniu zalozylismy nierozktadalno$é wielomianu. Bez tego zatozenia
proponowana witasno$é nie zachodzi: pochodna wielomianu nierozdzielczego w ogdlnej postaci nie musi byé zerowa,
co potwierdza przyktad f = X(XP —t) € Zy(t) — jak wiemy z [12.2.2| nie jest to wielomian rozdzielczy, a mimo to
fl=XP—t#0.

Jedli cialo ma charakterystyke zero, to pochodna wielomianu jest wielomianem zerowym tylko wtedy, gdy jest to
wielomian staty. Prowadzi to do kolejnego wniosku.

Wnhiosek 12.2.4 (rozdzielczos¢ nad charakterystyka zero). Jesli K jest ciatem charakterystyki zero, to kazdy niestaty
wielomian z K[X] jest rozdzielczy nad K.

Nie jest jednak tak, ze nie znajdziemy cial dodatniej charakterystyki, przy ktérych takze wystepuja wylacznie
wielomiany rozdzielcze — takie ciatla maja swoja szczegélna nazwe.

Definicja 12.2.5 (ciato doskonale). Mowimy, ze cialo K jest doskonate, gdy kazdy niestaly wielomian z K[X] jest
rozdzielczy nad K.

Przyklad 12.2.6. (1) Z[12.2.4] wynika, Ze kazde cialo charakterystyki zero jest doskonate.
(2) Kazde cialo skoriczone jest doskonate.

Dowdd. (2) Jesli K jest skoniczone, f € K[X] jest wielomianem nierozkladalnym w K[X], char(K) = p > 0, to musi
by¢ f' # 0. Istotnie, gdyby f' = 0, to mielibysmy f € K[XP?], zatem moglibySmy zapisa¢ f = ap+a1 XP+...+a, X"P
dla pewnych ag, ..., a, € K. Poniewaz K jest cialem skoiiczonym, to na podstawie faktu, ze monomorfizm Frobeniusa
jest wowczas automorfizmem (por. uwagi po , dla kazdego i = 0,...,n istnieje takie b; € K, ze a; = bf. Tym
samym:

F=U+ 0 XP + 4 PXP" = (bg+ 01 X +...+b,X")P,

wbrew nierozkladalnosci f. O

Z powyzszego przyktadu wynika wiec, ze przyktadéw cial ktore nie sa doskonale poszukiwaé nalezy wsrod ciat
nieskoniczonych o charakterystyce dodatniej.

Definicja 12.2.7 (rozszerzenie rozdzieleze). Jesli L/K jest rozszerzeniem cial, to element v € L nazywamy roz-
dzielczym nad K, gdy jest on przestepny nad K lub gdy jest on algebraiczny nad K i jego wielomian minimalny
jest rozdzielczy nad K. Rozszerzenie cial L/ K nazywamy rozdzielczym, gdy kazdy element ciala L jest rozdzielczy
nad K[1

Przyklad 12.2.8. (1) Rozszerzenie C/R jest rozdzielcze jako ze mamy do czynienia z cialami charakterystyki zero.

(2) Jesli K = Z,(t) oraz L jest cialem rozkladu wielomianu f = X? —t € K[X], to rozszerzenie L/K nie jest
rozdzielcze.

Na zakoniczenie naszych rozwazai o rozszerzeniach rozdzielczych wypowiemy bez dowodu twierdzenie, ktére cha-
rakteryzuje liczbe mozliwych rozszerzeri izomorfizmu cial wspétczynnikéw do izomorfizmu ciat rozktadu wielomianéw,
gdy zalozymy dodatkowo rozdzielczo$é rozwazanych wielomianoéw (por. twierdzenie |5.3.9)).

Twierdzenie 12.2.9. Jesli o : K1 — Ky jest izomorfizmem cial, f € K1[X] jest wielomianem rozdzielczym nad
K1, L1 jest ciatem rozktadu tego wielomianu nad K1, za$ Lo ciatem rozktadu o, f nad Ko, to istnieje doktadnie
[Ly1 : K4] takich izomorfizmoéw ciat ¥ : Ly — Lo, ze X, = 0.

!Czasem w definicji rozszerzenia rozdzielczego zaklada sie jego algebraicznosé, nie dopuszczajac tym samym elementéw przestepnych.
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12.3 Twierdzenie o elemencie prymitywnym

W tej czesci udowodnimy twierdzenie, ktore pozwala znacznie uprosci¢ postaé skoriczonego rozszerzenia cial (por.
definicja . Okazuje sie bowiem, ze rozszerzenie takie w rozsadnych sytuacjach mozna zastapi¢ rozszerzeniem
prostym (por. definicja . Bedzie to wniosek z tzw. twierdzenie o elemencie prymitywnym. Zanim je udowod-
nimy przyjrzymy sie dokladniej podgrupom skoriczonym grupy multiplikatywnej ciata, ktore, jak zobaczymy, maja
szczegdlng strukture.

Twierdzenie 12.3.1 (o grupie multiplikatywnej w ciele). Kazda skoriczona podgrupa grupy multiplikatywnej ciata
jest cykliczna.

Dowdd. Niech G bedzie skoniczona podgrupa grupy (K*,-), gdzie K jest cialem. Jesli |G| = n oraz d|n jest ustalona
liczba naturalna, zas H cykliczng podgrupa grupy G rzedu d, to dla kazdego elementu x € H zachodzi z¢ = 1.
Poniewaz wielomian stopnia d o wspotczynnikach z ciata ma co najwyzej d pierwiastkow (por. , wiec nie moze
istnie¢ druga, inna cykliczna podgrupa G rzedu d. Innymi stowy, kazdemu dzielnikowi naturalnemu d liczby n,
odpowiada co najwyzej jedna podgrupa cykliczna G rzedu d.

Jesli, dla podgrupy cyklicznej H grupy G oznaczymy przez g(H) zbiér generatorow H, to oczywiscie G jest
mnogosciowa suma zbiorow g(H), gdzie sumujemy po wszystkich H podgrupach cyklicznych G. Jak wiadomo (por.
wniosek [3.3.14])), jesli |H| = d, to #g(H) = ¢(d), zatem na podstawie wlasnosci mamy:

n=|G| = > #9(H) <Y ¢(d) =n.

H — podgrupa cykliczna G dn

Oznacza to, ze dla kazdego podzielnika d liczby n mamy doktadnie jedna podgrupe cykliczng zadanego rzedu. W szcze-
goblnosci istnieje podgrupa cykliczna w G rzedu n, skad sama grupa G jest cykliczna. O

7 udowodnionej wtasnosci ptynie bardzo wazny wniosek, ktéry odnotujemy osobno.
Whiosek 12.3.2. Grupa multiplikatywna ciata skoriczonego jest grupg cykliczng.

Twierdzenie 12.3.3 (o elemencie prymitywnym). Kazde skoriczone rozszerzenie rozdzielcze jest rozszerzeniem pro-
stym.

Dowdd. Niech L/K bedzie skoniczonym rozszerzeniem rozdzielczym . Jesli samo cialo K jest skonczone, to
rowniez L jest ciatem skonczonym, jako skoriczenie wymiarowa przestrzeri wektorowa nad K. Wobec tego, z poprzed-
niego wniosku wynika, ze grupa multiplikatywna (L*,-) jest generowana przez jeden element v € L. Wowczas wiec
L = K(u) i rozszerzenie jest oczywiscie proste.

Niech wiec K bedzie cialem nieskoniczonym. Dziatajac indukcyjnie, zauwazmy, ze wystarczy gdy wykazemy teze
dla ciatla L postaci L = K(a,b) dla pewnych elementéw a, b € L algebraicznych nad K (por. twierdzenie [5.2.8]).
Niech M bedzie cialem rozkladu wielomianu p, - pp, gdzie pq, pp to wielomiany minimalne odpowiednio elementéw
a, b nad cialem K. Wtedy oba wielomiany p,, p, rozktadaja sie liniowo nad M. Rozwazmy a; := a,as,...,a,,
b1 :=0b,bs,...,bs — wszystkie pierwiastki odpowiednio wielomianu p, i wielomianu p, w ciele M. Dzieki rozdzielczosci
rozszerzenia L/K wiemy, ze pierwiastki te sa jednokrotne. Wybierzmy element ¢ € K w taki sposob, aby ¢ ¢

a; —a
{ bZ b t=1,...,7,5=2,...,5 p — wybor ten jest mozliwy dzieki temu, ze K jest cialem nieskoniczonym. Niech
— Y

teraz

f(X) :=pa(u — cX), gdzie u=a+ bc.

Wprost z definicji mamy K(u) C K(a,b) oraz f(b) = 0, co wiecej f(b;) # 0 oile j # 1, gdyz u — bjc # a;,
dla ¢ = 1,...,r. Stad wniosek, ze b jest jedynym wspolnym pierwiastkiem wielomiandéw p, i f, czyli X — b jest
najwiekszym wspoélnym dzielnikiem tych wielomianéw w K (u)[X], gdyz pierwiastki najwiekszego wspolnego dzielnika
dwoch wielomianéw sa jednoczesnie pierwiastkami obu tych wielomianéw. Oznacza to, ze X — b € K (u)[X], czyli
b€ K(u), a tym samym takze a = u — be € K(u), czyli K(a,b) C K(u). O

Zauwazmy, ze w przypadku ciata nieskoriczonego w zasadzie dowod jaki przeprowadziliSmy powyzej opisuje algo-
rytm wyboru elementu prymitywnego danego rozszerzenia, jesli jest to rozszerzenie o dwa elementy.

Przyktad 12.3.4. Rozwazmy klasyczne rozszerzenie Q(v/2, v/3) /Q. Wykorzystujac algorytm z poprzedniego dowodu
tatwo otrzymujemy, ze Q(v/2,v2) = Q(v/2 + v/3), ktora to ré6wnosé tatwo takze sprawdzié bezposrednio wykazujac
odpowiednie zawierania.
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12.4 Grupa Galois

Dalsza czes¢ skryptu dotyczaca badania grup Galois oraz rozwigzalnosci przez pierwiastniki opracowana zostala
w oparciu o goraco polecany podrecznik [I3], do ktérego warto siegna¢ po wiecej informacji.

Zauwazmy, ze tatwo sprawdzi¢, ze jesli L/K jest rozszerzeniem cial, to zbior {o € Aut(L) : o|x = idx} tworzy
grupe z dzialaniem sktadania. Grupa ta bedzie miata w tym rozdziale specjalne znaczenie.

Definicja 12.4.1 (grupa Galois rozszerzenia/wielomianu). Dla rozszerzenia cial L/K grupe
G(L/K) :={c € Aut(L): o|x =idg}

nazywamy grupa Galois rozszerzenia L/K, za$ jej elementy nazywamy K-automorfizmami ciala L. Jesli
f € K[X], za$ L jest ciatem rozkltadu f nad K, to grupe G(L/K) nazywamy grupa Galois wielomianu f nad
cialem K. Bedziemy ja dalej oznaczaé przez G (f).

Zauwazmy, ze oczywiscie G(L/K) jest podgrupa grupy wszystkich automorfizmoéow ciata L. Przyjrzyjmy sie
klasycznemu, waznemu przyktadowi, w ktérym widaé jasno jak wyglada grupa Galois.

Przyklad 12.4.2. Zauwazmy, ze jesli L = C, zas§ K = R, to oczywiscie kazdy R-automorfizm ciala C mozna
wyznaczy¢ wyliczajac wartosé o(a+ bi) gdzie a, b € R. Jednak, skoro jest to R-automorfizm, to o(a+bi) = a+bo(i).
Jego postaé jest wiec jednoznacznie wyznaczona przez o(i). Zauwazmy jednak dalej, ze 2 = —1, czyli (0(i))2+1 =0
wiec o (i) musi by¢ pierwiastkiem zespolonym réwnania X?+1 = 0, tym samym o(a+bi) = a+bi lub o(a+bi) = a—bi.
Mamy wiec dwa R-automorfizmy ciata C, zas G(C/R) jest grupa rzedu 2, czyli jest izomorficzna z Zs.

Ciato C jest cialem rozktadu nad R wielomianu f = X2 + 1 € R[X], tym samym nasze rozumowanie pokazuje,

ze Gr(f) = Zs.

Przyjrzyjmy sie teraz nieco doktadniej grupie Galois wielomianu f € K[X]. Zauwazmy, ze jesli o € Gk (f), to
jest to homomorfizm, ktoéry jest identycznoscia na wspoétczynnikach naszego wielomianu. Jesli zatem o € L jest
pierwiastkiem f, to 0 = 0(0) = o(f(a)) = f(o(a)), co oznacza, ze o(«a) jest takze pierwiastkiem naszego wielomianu.
Widzimy wiec, ze de facto o permutuje pierwiastki wielomianu f.

Wtlasnosé 12.4.3. Jesli K jest ciatem, zas wielomian f € K[X] man réznych pierwiastkéw w L swoim ciele rozktadu
nad K, to Gk (f) jest podgrupg Sy,. W szczegdlnosci |Gk (f)| jest podzielnikiem n!.

Dowdd. Wiemy juz z poprzedzajacych rozwazan, ze o € G (f) permutuje pierwiastki tego wielomianu, wiec mozemy
zaltozy¢, ze jesli X = {aq,...,a,} jest zbiorem wszystkich roznych pierwiastkow f w ciele L, to o|x mozna utozsamic
z permutacja elementow {1,...,n}, czyli przyjaé, ze o|x € S,. Odwzorowanie

G(L/K)> 0 — o|x € Sy

jest wiec monomorfizmem (pamietajmy, ze L = K(ai,...,q,)), ktorego obraz jest podgrupa S, izomorficzna
2 G(L/K) = G(f). 0

Jesli mamy do czynienia z wielomianem nierozktadalnym i rozdzielczym, to rozwazajac fakt, ze identycznosé jako
automorfizm z K na K posiada (dzieki twierdzeniu [12.2.9)) [L : K] rozszerzeni do automorfizmu L, otrzymujemy
wiecej informacji o liczbie elementéow grupy Galois wielomianu f.

Twierdzenie 12.4.4. Jesli K jest ciatem, f € K[X] jest nierozktadalny i rozdzielczy nad K, za$ L jest jego ciatem
rozktadu nad K, to |G(L/K) = |Gk(f)| = [L : K].

Zobaczmy, jak wykorzystujac powyzsze twierdzenie tatwo mozna wyznaczy¢ grupe Galois prostego wielomianu.

Przyklad 12.4.5. Wyznaczmy grupe Galois wielomianu f = X3 — 2 nad ciatem Q. Zauwazmy, ze jest to wielomian
nierozkltadalny, wiec jesli rozwazymy jego jedyny rzeczywisty pierwiastek a = v/2 to [Q(a) : Q] = 3. Jednoczesnie,
wszystkie pierwiastki naszego wielomianu mozemy uzyska¢ wykorzystujac ( — dowolny pierwiastek pierwotny stopnia 3
z jedynki, (por. definicja tym samym L = Q(a, () jest cialem rozktadu naszego wielomianu nad Q. Policzmy:
|Go(f)] = |G(L/Q)] = [L : Q] = [L : Qa)][Q(a) : Q] = 3[L : Q(a)]. Jednak L zawiera elementy, ktore nie sa
rzeczywiste, wiec [L : Q(a)] > 1. Jednoczesnie wiemy, ze G(L/Q) jest podgrupa Ss, a jedyna podgrupa Ss rzedu
wiekszego od 3 jest cala S3. Tym samym Gg(f) = Ss.
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Twierdzenie 12.4.6. Niech K C L C M bedzie wiezq rozszerzen cial, f, g € K[X]| za§ L, M to ciala rozktadu
odpowiednio wielomiandw f, g nad K. Wtedy G(M/L)<G(M/K) oraz GIM/K)/G(M/L) = G(L/K).

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze jesli o € G(M/K), za$ aq,...,q, to wszystkie rozne pierwiastki f, to o(L) =
K(o(a),...,0(ap)) = K(ay,...,an) = L, a to oznacza, ze poprawnie okresli¢ mozemy odwzorowanie:

®:GM/K)>0— ol € G(L/K)

ktore jest oczywiscie homomorfizmem cial o jadrze G(M/L). Oznacza to, ze G(M/L) jest normalna podgrupa
G(M/K), za$ z twierdzenia o izomorfizmie dla grup dostaniemy, ze G(M/K)/G(M/L) = Im(®), czyli pozostaje
wykaza¢, ze Im(®) = G(L/K). Jednak z twierdzenia wiemy, ze dla dowolnego o € G(L/K) istnieje takie
Y e G(M/K), ze X|1, = o, co koriczy dowod. O

12.5 Pierwiastki z jedynki w ciatach

Definicja 12.5.1 (pierwiastki pierwotne z jedynki). Jesli K jest cialem, za$ L jest cialem rozkladu wielomianu
X" —1nad K, (gdzie n € N), to zbior:
Up(K):={ueL: u"=1}

tworzy podgrupe skoniczong grupy multiplikatywnej (L*,-). Jak wiemy (por. twierdzenie [12.3.1]) jest to grupa cy-
kliczna. Kazdy generator grupy U, (K) nazywamy pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia n.

Zauwazmy, ze nasza definicja jest kompatybilna z rozwazaniami prowadzonymi po Zauwazmy dalej, ze
jesli ¢ jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia n, to wszystkie pierwiastki wielomianu X" — 1 maja postaé
1,(,¢%,...,¢" !, a co za tym idzie pierwiastki wielomianu X™ — ¢ beda postaci a, aC,a?,...,al" !, gdzie a jest
dowolnie wybranym pierwiastkiem X" — c.

Kolejne dwa twierdzenia maja charakter przygotowawczy do dowodu charakteryzacji rozwiazalnosci wielomianu
w jezyku jego grupy Galois.

Twierdzenie 12.5.2. Jesli L = K((), gdzie K cialo, zas { jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopna n, to
G(L/K) jest podgrupg grupy U(Zy,). W szczegdlnosci, oznacza to, ze jest to grupa abelowa.

Dowdd. Oczywiscie kazdy K-automorfizm L jest jednoznacznie wyznaczony przez wartosé na (. Dodatkowo wiemy,
ze o(C) jest pierwiastkiem wielomianu X™ — 1, co oznacza, ze o(¢) = (¥ dla pewnego ks € {1,...,n} (jednoznacznie
wyznaczonego). Wiemy tez, ze o permutuje pierwiastki wielomianu X™ — 1, czyli skoro ¢ byl generatorem grupy
pierwiastkow, to o(() takze musi by¢ generatorem. Oznacza to, ze NWD(n, k,) = 1, wiec k, € U(Zy,). Mozemy wiec
poprawnie okresli¢ odwzorowanie:

s:G(L/K) 30— ks € U(Zy).

Odwzorowanie to jest homomorfizmem: o(7(¢)) = (%) = (0({))* = ¢FoFr, czyli kyor = ko - kr. Dodatkowo, jesli

ke =1, to 0(¢) = ¢, wiec 0 = idy, czyli s jest monomorfizmem, co koriczy dowod. O

Grupa multiplikatywna U (Z,,) jest oczywiscie abelowa, jednak nie musi by¢ cykliczna (np. U(Zg) nie jest). Glebo-
kie twierdzenie Kroneckera—Webera mowi, ze kazde skoriczone i abelowe (tzn. o abelowej grupie Galois) rozszerzenie
ciata Q moze zosta¢ zanurzone w pewnym rozszerzeniu postaci Q(().

Twierdzenie 12.5.3. Dla ustalonego n € N, niech K bedzie ciatem charakterystyki roznej od n, zawierajgcym pewien
n-ty pierwiastek pierwotny z jedynki, f = X" —a € K[X]. Wtedy dla dowolnego L ciata rozktadu f nad K istnieje
monomorfizm ¢ : G(L/K) — Zpn. W szczegdlnosci oznacza to, ze grupa G(L/K) jest cykliczna.

Dodatkowo, monomorfizm @ jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy f jest nierozktadalny nad K.

Dowdd. Niech ( bedzie pierwiastkiem pierwotnym z jednynki stopnia n nalezacym do K, za§ o € L dowolnym
pierwiastkiem f. Jesli 0 € G(L/K), to wobec faktu, ze obrazem przez o pierwiastka f jest pierwiastek f wiemy, ze
o(a) = a* dla pewnego k, € {1,...,n}. Tym samym o jest jednoznacznie wyznaczone przez ky. Okreslmy wiec
odwzorowanie:

0:G(L/K)>0 — ko € Ly,

Zauwazmy, 7e o o T(a) = o(al*) = o(a)(0 () = acktkr cayli p(o o 7) = ¢(0) + ¢(7). Nasze odwzorowanie
jest wiec homomorfizmem i tym samym w oczywisty sposéb monomorfizmem, co pozwala zakonczyé dowod pierwszej
czesci twierdzenia.
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Zauwazmy dalej, ze odwzorowanie ¢ jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego pierwiastka a¢* wie-
lomianu f istnieje taki 0 € G(L/K), ze o(a) = a¢*. Jednak, na podstawie wlasnoéci ma to miejsce dokladnie
wtedy, gdy wszystkie pierwiastki wielomianu f maja ten sam wielomian minimalny, co oznacza nierozkladalnosé
wielomianu f. O

Whiosek 12.5.4. Niech K bedzie ciatem charakterystyki roznej od p € P, zawierajgcym pewien p-ty pierwiastek
pierwotny z jedynki, f = XP — a € K[X] oraz niech L bedzie ciatem rozktadu wielomianu f nad K. Wtedy zachodzq
wlasnosci:

(1) jesli wielomian f jest liniowo rozktadalny nad K, to G(L/K) jest grupg trywialng,
(2) jesli wielomian f nie rozktada sie liniowo nad K, to G(L/K) = 7, za$ wielomian f jest nierozktadalny.

Dowdd. Rozwazmy ponownie odwzorowanie ¢ : G(L/K) — 7Z, okreslone w dowodzie poprzedniego twierdzenia.
Jesli f rozklada sie liniowo nad K, to L = K, wiec G(L/K) jest trywialna.

Jesli f nie rozklada si¢ liniowo nad K, to Im(p) jest nietrywialna podgrupa Z,, zatem wobec pierwszosci p
odwzorowanie ¢ musi by¢ surjekcja, czyli G(L/K) = Z, i f jest nierozktadalny na mocy poprzedniego twierdzenia. [

12.6 Rozwiazalno$¢ przez pierwiastniki

Wykazemy teraz jak wykorzysta¢ grupe Galois wielomianu do zbadania istnienia wzoru na na pierwiastki tego wie-
lomianu wyrazonego za pomoca jego wspolczynnikéw i podstawowych operacji: dodawania, odejmowania, mnozenia,
dzielenia i pierwiastkowania.

Definicja 12.6.1 (rozszerzenie pierwiastnikowe). Rozszerzenie cial L/K nazywamy prostym pierwiastnikowym,
gdy jest ono postaci L = K(«), gdzie o™ € K dla pewnego n € N.

Powiemy, ze rozszerzenie L/ K jest rozszerzeniem pierwiastnikowym, gdy istnieje taka wieza rozszerzen ciatl:
K=LyCL CLyC...C L, =1L, ze kazde z rozszerzen L;/L; 1 dlai=1,...,r jest proste pierwiastnikowe.

Uwaga 12.6.2. Rozwazajac rozszerzenie pierwiastnikowe zawsze mozemy zakladaé, ze rozszerzenia proste jakie
pojawiaja sie w wiezy sa takimi rozszerzeniami, ze n jest liczbg pierwsza. Istotnie, jesli bowiem mamy rozszerzenie
postaci K C K(«), gdzie o™ € K i n = pq, to wystarczy rozbi¢ wieze dodatkowo na K C K(8) C K(8)(«) dla
B =aP, gdyz wtedy B9 =a" € KiaoP =€ K(f).

Definicja 12.6.3 (rozwiazalnosé wielomianu). Jesli K jest cialem, to wielomian f € K[X] nazywamy rozwigzalnym
przez pierwiastniki (lub po prostu rozwiazalnym) nad K, gdy istnieje rozszerzenie pierwiastnikowe L ciata K,
ktore zawiera jako podciato cialo rozktadu wielomianu f nad K.

Przyktad 12.6.4. Rozwazmy dowolny wielomian kwadratowy f = X2 4+ bX + ¢ € Q[X]. Zauwazmy, ze L =
K (Vb? — 4¢) jest rozszerzeniem pierwiastnikowym K, a ze L jest cialem rozkltadu naszego wielomianu nad K, to f
jest rozwiazalny nad K.

W dalszych rozwazaniach zaklada¢ bedziemy, ze ciala sa charakterystyki zero, by méc dosé dowolnie korzystaé
m.in. z twierdzenia [12.5.3

Wtlasno$é 12.6.5. Niech K bedzie ciatem charakterystyki zero, f € K[X] wielomianem rozwigzalnym przez pier-
wiastniki nad K, zas L ciatem rozktadu f nad K. Wtedy

(1) istnieje taka wieza pierwiastnikowa K = Lo C Ly C ... C L, ze L C L,, gdzie L, jest ciatem rozktadu pewnego
wielomianu nad K, za$ L; = Li—1(oy) oraz of* € Ly dla pewnych p; € P,i=1,...,r,

(2) jesli L./K jest rozszerzeniem pierwiastnikowym z punktu (1) oraz K zawiera p;-te pierwiastki pierwotne z
jedynki dlai=1,...,r, to G(L/K) jest grupg rozwigzalng.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze poniewaz f jest rozwiazalny przez pierwiastniki, to istnieje taka wieza pierwiastni-
kowa K = My C M; C ... C Mg, ze L C M,. Rozszerzenie M;/K jest rozszerzeniem skoriczonym, wiec istnieja
elementy up,...,u, € M, algebraiczne nad K takie, ze My = K(ui,...,u,). Wystarczy wiec przyja¢ jako M
cialo rozktadu wielomianu bedacego iloczynem wielomianéw minimalnych elementéw uq, ..., u,, a nastepnie zage-
$ci¢ otrzymana wieze tak, by rozszerzenia proste w niej wystepujace zwigzane byty z potegami bedacymi liczbami
pierwszymi.
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Dla dowodu drugiej czedci najpierw rozwazmy K = Lo C Ly C ... C L, rozszerzenie dobrane w czesci pierwszej.
Okreslmy dla i = 0,...,r grupy G; = G(L,/L;). Dla kazdego p; cialo K zawiera pewien pierwiastek pierwotny
pi-tego stopnia z jedynki, wiec kazde L; jest cialem rozkladu wielomianu f; = X?i — of* € L;_1[X] nad L;_1. Wobec
tego z twierdzenia [12.4.6] otrzymamy ciag:

{id} =G, <---<1Gy QGQZG(LT/K), Gi—l/Gi <Zpi7 1=1,...,7.

Odpowiednie grupy ilorazowe sa tutaj abelowe jako podgrupy Z,,, co oznacza rozwiazalnosé¢ grupy G(L,/K). Ponow-
nie stosujac [12.4.6|do wiezy K C L C L, otrzymamy, ze G(L/K) jest grupa ilorazowa grupy rozwiazalnej G(L,/K),
czyli jest to grupa rozwiazalna. O

Okazuje sie, ze dzieki abelowosci (a tym samym rozwiazalnosci) grupy G(K(¢)/K), gdzie ( jest pierwiastkiem
pierwotnym z jedynki, mozemy w poprzedniej wlasnosci wyeliminowaé¢ wymog zawierania przez ciatlo K pierwiastkow
pierwotnych z jedynki.

Twierdzenie 12.6.6. Niech K bedzie ciatem charakterystyki zero, f € K[X| wielomianem rozwigzalnym nad K, za$
L ciatem rozktadu f nad K. Wtedy grupa G(L/K) jest rozwigzalna.

Dowaod. Na podstawie poprzedniej wlasnosci wiemy, ze istnieje taka wieza pierwiastnikowa K = Lo C L; C ... C L,,
ze L C Ly oraz L; = L;_1(«;), gdzie ot € L;_; dla pewnych liczb pierwszych p;. Dodatkowo, mozemy zalozy¢, ze L,
jest ciatem rozkladu pewnego wielomianu g € K[X] nad K. Przyjmijmy teraz m := NWW (py,...,p,) i rozwazmy
rozszerzenie L, C M, gdzie M = L,(¢) dla ¢ pierwiastka pierwotnego z jedynki stopnia m. Wtedy M jest cialem
rozktadu nad K wielomianu (X™ — 1)g i mozemy rozwazy¢ wieze pierwiastnikows

K =1Ly C K(¢) =Lo(¢) € Li(¢) € ... € Ly(¢) = M,

dodatkowo pamietajac, ze L C M. Cialo K(() jest cialem rozktadu wielomianu X™ — 1 nad K i rozwaza¢ mozemy
tez wieze K C K({) € M. Z twierdzenia [12.4.6] dostajemy G(M/K(¢)) < G(M/K) i G(M/K)/G(M/K({)) =

G(K(¢)/K), czyli grupa ilorazowa jest abelowa, w szczegolnosci rozwiazalna. Patrzac teraz na wieze

K(C)=Lo(Q) S L1(Q) S ... C L() =M

jestedmy w sytuacji z wlasnosci (pi-te pierwiastki pierwotne naleza do K(()), stad rozwiazalnosé¢ grupy
G(M/K(()). Skoro grupa ilorazowa G(M/K)/G(M/K(()) jak i podgrupa G(M /K (()) sa rozwiazalne, to wiemy, ze
rozwiazalna jest sama grupa G(M/K) (por. twierdzenie[9.5.6)) i dalej a G(L/K), gdyz ponownie, z twierdzenia[12.4.6]
mamy G(L/K) =2 G(M/K)/G(M/L). O

Twierdzenie 12.6.7 (Abel, Ruffini). Istnieje wielomian f € Q[X] stopnia 5, ktory nie jest rozwigzalny nad Q.

Dowdd. Rozwazmy wielomian

f=X°—-4X +2€Q[X]
nierozkltadalny w Q[X], co mozna tatwo sprawdzi¢ stosujac na przyktad kryterium Eisensteina (por. twierdzenie|4.9.6)).

Niech L bedzie ciatem rozkladu f nad Q i niech G := G(L/Q) bedzie grupa Galois tego wielomianu. Gdyby
wielomian byl rozwiazalny, to jego grupa zgodnie z poprzednim twierdzeniem musiataby byé¢ rozwigzalna. Wezmy
dowolny ustalony a € L pierwiastek naszego wielomianu i rozwazmy wieze rozszerzeii Q C Q(a) C L. Wobec
nierozktadalnosci f nad Q wiemy, ze [Q(«) : Q] = 5, wiec skoro

[L:Q] = [L: Q()][Q(a) : Q] =5[L : Q(a)],

to |G| = [L : Q] jest podzielny przez 5. Z prostych przeliczen analitycznych widzimy, ze f posiada doktadnie trzy
pierwiastki rzeczywiste, jako ze np. f(—=2) < 0, f(0) > 0, f(1) < 01 f(2) > 0, wiec pierwiastkow tych jest co
najmniej trzy, ale wiecej by¢ nie moze, gdyz f’ = 5X* — 4 ma tylko dwa pierwiastki rzeczywiste. Nasz wielomian ma
wiec dwa istotnie zespolone, sprzezone ze soba pierwiastki. Jednoczesnie wiemy, ze na grupe G mozemy patrzeé jak

na podgrupe grupy Ss (por. wlasnosé (12.4.3)).

Na podstawie twierdzenia Sylowa (por. wiemy, ze grupa G posiada element rzedu 5, co w S5 oznacza,
ze do G nalezy pewien cykl dtugosci 5. Jednocze$nie do G nalezy tez transpozycja odpowiadajaca odwzorowaniu
sprzezenia — takie odwzorowanie po zawezeniu do L to automorfizm, ktéry polega na zamianie miejscami sprzezonych
pierwiastkow istotnie zespolonych i jest identycznoscig na pozostatych pierwiastkach rzeczywistych. W G znajdujemy
wiec transpozycje oraz cykl maksymalnej dtugosci. Latwo w ramach éwiczenia wykazaé, ze jesli podgrupa S,, zawiera
cykl dtugosci n oraz transpozycje, to jest to cata grupa S,. Tym samym G = Ss, a jak wiemy grupa ta nie jest
rozwiazalna (por. wniosek , co prowadzi do sprzecznosci. O
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Wartym odnotowania jest fakt, ze w dowodzie powyzszego twierdzenia nieistotna byla postaé samego wielo-
mianu f, natomiast kluczowe bylo spostrzezenie, ze 6w wielomian posiada doktadnie trzy pierwiastki rzeczywiste.
Co ciekawe taka konstrukcje mozna uogoélni¢ na dowolny stopienn deg f > 5 bedacy liczba pierwsza. Nalezy rowniez
wspomnieé, ze powyzsze twierdzenie jest mocniejsza wersjg wyniku Abela i Ruffiniego. Twierdzenie przypisywane
tym dwoch autorom mowi, ze dla wielomianéw stopnia wiekszego do 4 nie istnieja ogdlne (dobre dla wszystkich
wielomianéw) wzory, na podstawie ktérych mozna wyliczy¢ ich pierwiastki, dysponujac wspotczynnikami. Twier-
dzenie wykazane wyzej pokazuje, ze nawet dla konkretnego wielomianu wskazanie takich wzoré6w moze okazaé sie
niewykonalne.

12.7 Konstrukcje za pomoca cyrkla i linijki

Problemy geometryczne wielokrotnie motywowaty badania prowadzone w algebrze. Wiele z nich zostalto postawionych
w starozytnosci, za$ trzy najbardziej znane mozna sformutowaé nastepujgco:

1. trysekcja kata,
2. podwojenie szescianu,
3. kwadratura kota.

By doprecyzowac cel, ktory nas interesuje, przypomnijmy, ze pierwszy z probleméw sformutowanych wyzej dotyczy
podziatu danego kata na trzy réwne czesci, drugi dotyczy konstrukceji szescianu, ktorego objetosé jest dwa razy wieksza
od objetosci danego szescianu, za$ w trzecim interesuje nas konstrukcja kwadratu, ktérego pole jest réwne polu danego
kota. To co najwazniejsze, to wyjasnienie stowa ,konstrukcja”, ktérego uzyliSmy w wyjasnieniu sformulowania naszych
probleméw. Dokladniej, chodzi o to by w konstrukeji uzywaé tylko cyrkla i linijki. Warto podkresli¢, ze przez linijke
rozumiemy tutaj listewke, ktora stuzy do kreslenia linii prostych i zaznaczono na niej dhugo$é jednego odcinka.
Przyjmujemy, ze jest to tzw. dlugos$é¢ jednostkowa. By przeformutowaé powyzsze problemy na jezyk algebry nalezy
wyjasnié¢, co to znaczy skonstruowaé¢ dany punkt lub odcinek, uzywajac cyrkla i linijki.

Doktadniej, powiemy, ze dana dlugos¢ lub punkt sa konstruowalne za pomoca cyrkla i linijki, jezeli daja sie
uzyska¢ w wyniku zastosowania (mozliwe, ze wielokrotnego) czterech operacji:

1) wyznaczenie prostej przechodzacej przez dwa ustalone punkty;

(1)

(2) wyznaczenie punktu przeciecia dwoch prostych;
(3) wyznaczenie okregu o danym srodku i promieniu;
(

4) wyznaczenie punktu przeciecia prostej i okregu lub przecieca dwoch okregow.

Z kursu geometrii szkolnej wiemy, ze uzywajac cyrkla i linijki, dla danej prostej potrafimy skonstruowaé prosta
prostopadla i prosta rownolegta do danej prostej i przechodzaca przez ustalony punkt. Wynika z tego, ze wychodzac
od punktow Py = (0,0), P, = (0,1) oraz osi ukladu wspoélrzednych OX (czyli prostej zadanej rowniem x = 0)
i OY (czyli prostej zadanej rownaniem y = 0), a nastepnie stosujac do nich operacje brania prostej prostopadlej
i rownolegtej, jesteSmy w stanie skonstruowa¢ kazdy punkt o wspoélrzednych caltkowitych. Rozwazajac pozostate
operacje i stosujac je do punktow o wspotrzednych catkowitych, otrzymamy nowe punkty. Zbior liczb (odlegtosci),
ktore otrzymamy nazywamy zbiorem diugosci konstruowalnych. Powiemy nastepnie, ze dany punkt (z,y) € R? (lub
rownowaznie liczba zespolona z = x + iy) jest konstruowalny, jezeli jego wspolrzedne sa liczbami konstruowalnymi.

W dalszej czesci naszych rozwazan nie bedziemy rozrézniaé pojecia liczby konstruowalnej i punktu konstruowal-
nego. By przekonac sie, ze te pojecia sa istotnie rownowazne zauwazmy, ze jesli P = (x,y) jest punktem konstruowal-
nym, to rozwazajac prosta L prostopadla do osi OX przechodzaca przez punkt P, widzimy, ze L N OY = {(z,0)}.
Oznacza to, ze dtugosé |z| jest konstruowalna. W analogiczny sposéb dostajemy, ze diugosé |y| jest konstruowalna.
Z drugiej strony, jesli potrafimy skonstruowaé¢ dlugosci x,y, to potrafimy skonstruowaé¢ punkty P = (z,0) oraz
@ = (0,y). Niech teraz L, bedzie prosta przechodzaca przez punkt P i prostopadla do osi OX, za$ L, prosta
przechodzaca przez punkt @ i prostopadla do osi OY. Woéwcezas L, N Ly = {(x,y)}, co oznacza, ze punkt P jest
konstruowalny. Z naszych rozwazan wynika, ze jesteSmy tez w stanie konstruowac liczby zespolone, ktore interpretu-
jemy jako punkty na plaszczyzZnie. Zauwazmy jeszcze, ze jesli P = (x,y) jest konstruowalny, to dla kazdego uktadu
znakow, punkt (+z,+y) rowniez jest konstruowalny. Przyktadowo, jesli rozwazymy prosta L prostopadta do osi
OY i przechodzaca przez punkt P, to @ = LN OY i oczywiscie Q = {(0,y)}. Rozwazajac teraz okrag S o srodku
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w punkcie @ i przechodzacy przez punkt P widzimy, ze SN L = {P, P'}, gdzie P’ = (—x,y), co oznacza, ze punkt
P’ jest konstruowalny.

Jezeli mamy skonstruowane dwie dtugosci, powiedzmy a,b > 0, to potrafimy skonstruowaé¢ odcinek o dtugosci
ab. Istotnie, do tego wystarczy umiejetnosé skonstruowania prostych réwnoleglych. Doktadniej, rozwazmy dowolny
(niezerowy) kat ostry £LAOB, ktorego dlugosci ramion wynosza |AO| = 1,|BO| = b. Nastepnie, na polprostej
OA konstruujemy odcinek OC, ktorego dlugosé wynosi |OC| = a. Wyznaczamy teraz prosta, powiedzmy lap,
przechodzacy przez punkty A i B, a nastepnie wyznaczamy prosta [ przechodzacg przez punkt C i réwnolegta do
prostej lap. Zauwazmy, ze prosta [ przecina w punkcie D poélprosta zawierajaca punkty OB. 7 naszej konstrukcji
wynika, ze trojkaty AOB oraz COD sa podobne. Oznacza to, ze

|BO|  |DOJ b |DO|
40| ~ |co| 1=, = |DO| = ab,
i tym samy skonstruowaliémy odcinek o dtugosci ab.

W analogiczny sposéb, korzystajac z prawa podobieristwa trojkatoéw, mozemy skonstruowaé odcinek o dlugosci
a/b. Istotnie, rozwazmy dowolny (niezerowy) kat ostry £ AO B, ktorego dtugoscei ramion wynosza |[AO| = 1, |BO| = a.
Nastepnie, na potprostej OA konstruujemy odcienek OC, ktorego dtugosé wynosi |OC| = b. Wyznaczamy teraz
prosta, powiedzmy Ilpc, przechodzaca przez punkty B i C, a nastepnie wyznaczamy prosta [ przechodzacy przez
punkt A i rownolegta do prostej Ipc. Zauwazmy, ze prosta [ przecina w punkcie D poétprosta zawierajaca punkty
OB. 7 naszej konstrukcji wynika, ze trojkaty AOD oraz BOC sa podobne. Oznacza to, ze

|DO|  |BO| |DO|  a a
ol “jcol T T T P9y
i tym samym skonstruowalismy odcinek o dtugosci a/b.

Oznaczmy teraz przez K C C zbior liczb konstruowalnych. Z naszych dotychczasowych rozwazan wynika, ze
Q C K. W szczegdlnosei zbior punktow konstruowalnych zawiera wszystkie punkty, ktorych wspotrzedne sa wymierne.
Co wiecej, zbior K jest zamkniety ze wzgledu na dzialanie dodawania oraz mnozenia. Do tego 0 € K oraz kazdy
element = € K posiada element przeciwny. Ponadto, dla dowolnego x € K \ {0} istnieje element odwrotny 1/x
wzgledem mnozenia. Oznacza to, ze K jest cialem. Pojawia sie naturalne pytanie: czy mozna opisaé to ciato
w terminach algebraicznych?

Zanim to zrobimy zauwazmy, ze K jest istotnie wicksze niz Q, gdyz dla danego a € Q,a > 0 potrafimy skon-
struowaé \/a. Istotnie, rozwazmy odcinek AB dlugosci a + 1 oraz dwa punkty O oraz C lezace na tym odcinku.
Punkt O jest srodkiem odcinka AB, zas punkt C' spelnia uktad rownan: |AC| = a,|BC| = 1. Rozwazmy teraz okrag
S o srodku w punkcie O przechodzacy przez punkt A. Woéwcezas AB jest §rednica okregu S. Niech teraz L bedzie
prosta prostopadta do prostej zawierajaca odcinek AB i przechodzacy przez punkt C. Wowcezas przeciecie prostej
L oraz okregu S zawiera dwa punkty P = (x,y) oraz @ = (z,—y) i kazdy z nich jest konstruowalny. Co wiecej
|PC| = +/a, i liczba +/a jest konstruowalna. Rownosé ta jest konsekwencja znanej whasnosci okregu, ktora mowi, ze
trojkat wpisany w okrag, ktérego jeden z bokéw jest srednica okregu, jest prostokatny.

PrzejdZzmy teraz do opisu ciala K. Na poczatek zauwazmy, ze jesli mamy dwa punkty konstruowalne, ktoérych
wspolrzedne lezg w pewnym podciele K’ ciala K, to rownanie prostej przechodzacej przez te dwa punkty ma wspoi-
czynniki w ciele K’. Jesli mamy dwie proste, powiedzmy L1, Lo, zadane przez réwnania o wspolczynnikach z ciala
K' C K, to ich punkt przeciecia rowniez ma wspolrzedne w ciele K'. Oznacza to, ze stosujac operacje (2) nie
wychodzimy poza cialo K.

Rozwazmy teraz operacje (3) i (4). Jakiego typu punkty uzyskujemy w wyniku tych operacji i czy wyprowadzaja
nas poza cialo K'? Tutaj zakladamy, ze prosta i okrag lub oba okregi sa zadane rownaniami o wspoélczynnikach
w ciele K'. W przypadku konstrukeji (3) interesuje nas rozwiazanie uktadu rownar

)

ar + by +c =0
(r—z1)*+(y—wm) =r

gdzie a,b,c,x1,y;,7 € K'. Eliminujac jedng ze zmiennych z rownanie liniowego i wstawiajac do rownania okregu
otrzymujemy rownanie kwadratowe o wspotezynnikach z K'. Oznacza to, ze rozwigzanie takiego rownania lezy w ciele
K", ktorego stopien nad K’ jest < 2.

W przypadku konstrukcji (3) interesuje nas rozwigzanie uktadu rownarn

(z—21)+ @y —w)* =n
(z—x2)’ + (y—y2)* = 12

)
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gdzie x;,y;,7; € K' dlai = 1,2. Odejmujac od rownanie pierwszego réwnanie drugie nasz uktad redukuje si¢ do
uktadu
2w —w1)r +2(y2 —y1)y = x5 —af+y3 —yi Hr -2
(= 22)% + (y — v2)° = T2 ’

czyli przeciecia prostej i okregu. Oznacza to, ze operacja (4) prowadzi do rozszerzenia K” ciala K’, ktorego stopien
nad K’ jest < 2.

Z naszych rozwazan wynika nastepujaca obserwacja. Jezeli mamy dany skoriczony ciag punktoéw konstruowalnych
oraz K’ jest najmniejszym cialem zawierajacym wspotrzedne tych punktéw, to po wykonania operacji (1), (2), (3),
(4) jestesmy w stanie wyprodukowaé punkty, ktorych wspolrzedne leza w co najwyzej kwadratowym rozszerzeniu
ciala K’. Oznacza to, ze jesli mamy liczbe konstruowalna o € C otrzymana po skonczonej liczbie naszych operacji na
prostych i okregach o wspotezynnikach z ustalonego ciala K’| to istnieje takie m € N oraz cialo K", ze [K" : K'] =
2™, Poniewaz [K'(a) : K'] dzieli 2™, wiec rowniez [K'(«) : K'] jest potega dwojki. Tym samym udowodnilismy
nastepujace

Twierdzenie 12.7.1. Jesli liczba a € C jest konstruowalna nad ciatem K', to dla pewnego m zachodzi réwnosé
[K'(«a) : K'] =2™.

Uwaga 12.7.2. Nalezy znaznaczy¢, ze jesli a € C oraz [Q(«) : Q] = 2™, to « nie musi by¢ liczba konstruowalna.
Istotnie, nasze rozumowanie, ktére doprowadzito nas do Twierdzenia pokazuje, ze a musi byé elementem
ciala, powiedzmy F', ktore powstato jako ciag rozszerzen kwadratowych ciata Q. Rzecz jasna wtedy [F': Q] = 2™ dla
pewnego m. Nietrudno jednak wskazaé¢ takie a € C, ze [Q(«) : Q] = 4 i cialo Q(«) nie ma podciata kwadratowego.
[stotnie, niech o bedzie zerem wielomianu f(X) = X4+3X +3. Wielomian f jest nierozktadalny w Q[X] (dlaczego?)
i mozna sprawdzié¢, ze grupa Galois jego ciata rozkladu to A4 — grupa permutacji parzystych na czterech elementach.
Jak wiadomo w A4 nie ma podgrup indeksu 2, co oznacza, ze nie istnieje cialo kwadratowe F, ze Q C F C Q(«).
Oznacza to, ze « nie jest liczbag konstruowalna.

Twierdzenie [12.7.1] umozliwia dow6d nastepujacego.
Whniosek 12.7.3. Podwojenie szescianu nie moze byé przeprowadzone za pomocqg cyrkla i linijki.

Dowadd. Jesli mamy dany sze$cian o boku a > 0, to podwojenie szescianu oznacza skonstruowanie takiego b € R, ze
b = 2a>. Roéwnowaznie, nalezy skonstruowaé dlogosé d = /2. Jednakze [Q(d) : Q] = 3, a poniewaz liczba 3 nie jest
potega dwdjki, wiec konstrukcja jest niemozliwa. O

Whiosek 12.7.4. Konstrukcja tryskekcyi kgta nie jest na ogot wykonalna za pomocqg cyrkla i linigks.

Dowdd. Zauwazmy, ze jesli kat 6 jest konstruowalny, to punkt o wspotrzednych (cos@,sin @) rowniez jest konstru-
owalny, jako punkt lezacy w odleglosci jednostkowej od érodka uktadu wspétrzednych i na prostej przechodzacej
przez srodek uktadu wspotrzednych i nachylonej do osi OX pod katem «. Na odwrot, jesli punkt (cosf,sin @) jest
konstruowalny, to kazda ze wspoétrzednych jest liczba konstruowalna, a wiec i kat o jest konstruowalny. Z naszych
rozwazan wynika, ze problem trysekcji danego kata € jest rownowazny pytaniu o konstruowalnosé kata 6/3 lub row-
nowaznie konstruowalnosé liczby cos 6/3. Niech teraz 6 bedzie dane i rozwazmy a = cos 6 oraz t = cos6/3. Ze wzoroéw
trygonometrycznych mamy réwnosé

cos =4cos®0/3 —3cos0/3 = Fu(t):=4t>—3t—a=0.

Widzimy zatem, ze trysekcja kata 6 jest wykonalna wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie Fy(t) = 0 ma pierwiastek
wymierny. Jesli rozwazymy teraz 0 = 60°, to a = cosf = 1/2 i rozwazamy réwnanie F} /2(t) = 0 lub réwnowaznie,
PO przemnozeniu przez 2, rownanie

8t> — 6t —1=0.

Zauwazmy jednak, ze réwnanie to nie ma pierwiastkéw wymiernych (bo te musza byé¢ postaci £1/2% dla pewnego
i=0,1,2,3). Oznacza to, ze wielomian definiujacy nasze réwnanie jest nierozkladalny i stopien rozszerzenia [Q(f) :
Q] = 3, gdzie 883 — 63 — 1 = 0. Stad trysekcja kata # nie jest wykonalna za pomoca cyrkla i linijki. O

W przypadku kwadratury kota lub réwnowaznie konstrukeji liczby 7 prawdziwe jest nastepujace.

Twierdzenie 12.7.5. Kwadratura kota jest niewykonalna za pomocqg cyrkla © linigki. Doktadniej, liczba w jest prze-
stepna.
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Nie bedziemy dowodzi¢ tego twierdzenia, gdyz metody jego dowodu, w przeciwieristwie do dwoch poprzednich
problemoéw, nie sa algebraiczne, a analityczne. Nawet dow6d niewymiernoéci liczby 7 jest nietrywialny i zostal
przeprowadzony po raz pierwszy przez J. H. Lamberta w 1760 r. Prosty dow6éd wykorzystujacy jedynie elemen-
tarng analize zaproponowal Ch. Hermite [7]. Dowdd, ze liczba 7 jest przestepna zostal przeprowadzony przez von
Lindemanna w 1882 r. [12].

Innym ciekawym problemem geometrii, z ktéorym mozna sobie poradzi¢ za pomocs zaprezentowanych przez nas
technik, jest konstruowalnosé n-kata foremnego. W szczegdlnosci okazuje sie, ze prawdziwe jest nastepujace kryte-
rium.

Twierdzenie 12.7.6 (Gauss). Niech n > 3 bedzie ustalong liczbg naturalng. Niech n = 2Fng, gdzie ng jest liczbg
nieparzystq. Wowczas n-kqgt foremny jest konstruowalny za pomocq cyrkla i linijki wtedy i tylko wtedy, gdy ng jest
tloczynem réznych liczb pierwszych Fermata.

Pierwszy dowod stwierdzenia, ze liczba n w zaprezentowanej wyzej postaci jest konstruowalna, zostal przedsta-
wiony przez Gaussa w roku 1801. Ciekawostka jest fakt, ze 17-kat foremny zdobi pomnik Gaussa w Brunszwiku, lecz
tylko wprawne oko jest w stanie odréznié¢ go od okregu.
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