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Rozdzial 1

Wstep

Statystyka zajmuje sie zbieraniem, analizowaniem, interpretowaniem oraz prezentacja danych (statystycznych). Mozna
tez powiedzieé¢, ze statystyka to zbior metod, ktére maja znajdowaé uzyteczne informacje zawarte w danych.

W ponizszych podrozdziatach bardziej precyzyjnie powiemy co to sa dane, jakie sg ich rodzaje oraz oméwimy
podstawowe pojecia dotyczace badan statystycznych.

1.1 Definicje ogélne

Pierwszym krokiem w badaniu statystycznym jest okreslenie jakie obiekty badamy. Zbiér tych obiektéw nazywamy
populacjq (populacja generalng, zbiorowoscig statystyczanD. Oznaczmy ten zbiér przez Q. Formalnie wszystkie
elementy populacji musza mieé jakas ceche wspolna (wlasnosé, ktora definiuje ten zbior). Populacja oczywiscie nie
musi sktadaé sie z obiektow zywych (co sugeruje nazwa). Moze to by¢ zbidr wszystkich obywateli Polski, ale tez zbior
wszystkich mieszkan w Krakowie. Populacja moze byé skonczona lub tez nieskoriczona. Jeden element populacji
nazywamy osobnikiem (jednostkq statystycznaﬁ).

Drugim krokiem jest zdefiniowanie wtasnosci osobnikéw, ktéra badamy. Wtlasno$é te nazywamy cechg (zmienanD.
Naturalnie musimy zalozy¢, ze cecha jest mierzalna (obserwowalna), tzn. dla danego osobnika jesteSmy w stanie
okresli¢ (lub zmierzy¢) warto$é tej cechy. Zakladamy tez, ze wartoSciami cech sa liczby rzeczywiste. Wtedy ceche
X mozemy traktowaé jako funkcje X : Q — R, a X(w) bedzie wartoscia tej cechy dla osobnika w € Q (wartosé
ta nazywana tez jest obserwacjq). Mozemy tez bada¢ kilka cech naraz (powiedzmy k) i wtedy formalnie cecha X
bedzie funkcja X : @ — RK. Celem statystyki jest badanie wtasnosci cechy X na populacji Q. W tym momencie
mozemy badania statystyczne podzieli¢ na dwa gtéwne rodzaje: badania petne (caikowz’teﬁ) oraz badania czes$ciowe
(niepe%neﬂ).

W badaniu pelnym wyznaczamy warto$é¢ badanej cechy dla wszystkich osobnikéw z populacji. W ten sposéb
mamy petng informacje o badanej zmiennej. Przykladami takich badan sa powszechne spisy statystyczne, ewi-
dencje urodzen i zgonéw, inwentaryzacje majatku, przymusowa sprawozdawczosé¢ dla urzedow statystycznych, czy
finansowych. Problemem w tego typu badaniach jest to, ze, wylaczajac wyzej wymienione przyktady, trudno jest
je przeprowadzi¢ (moze z wyjatkiem sytuacji, gdy populacja jest niewielka). Gléownym powodem jest to, ze takie
badania sa kosztowne i czasochtonne. Badania pelne sa tez oczywiscie bezsensowne, jesli sam pomiar cechy powoduje
zniszczenie (czy zabicie) badanego osobnika.

Badania czesciowe obejmuja zas tylko czes¢ osobnikéw. Podzbiéor badanych osobnikéw {wi,...,w,} C Q nazy-
wamy probkq (pro’quD. Wartosci badanej cechy na osobnikach z proby X1, ..., X, gdzie X; = X(w;), takze nazywamy
proba. Generalnie bedziemy zaktadaé, ze licznosé prdby n jest istotnie mniejsza niz liczba wszystkich osobnikéw. Te-
raz statystyke mozemy podzieli¢ na dwa rodzaje: statystyke opz'sowqm oraz statystyke matematyczng (wnioskowanie
statystyczneﬂ) .

Statystyka opisowa podaje wtlasnosci proby (glownie za pomoca réznych charakterystyk liczbowych i metod
graficznych) bez wnikania z jakiej populacji ta proba pochodzi. Tylko w sytuacji, gdy proba obejmuje wszystkich

ang. population.

ang. individual, unit.

ang. variable.

ang. census, complete enumeration.
ang. partial enumeration.

ang. sample.

ang. descriptive statistics.

ang. inferential statistics.
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ROZDZIAL 1. WSTEP 4

osobnikow (czyli w badaniu pelnym) statystyka opisowa da nam informacje o badanej zmiennej na caltej populacji.

Statystyka matematyczna stara sie za$ uogéolni¢ informacje zawarte w probie na cata populacje. Bardziej obrazowo,
stara sie powiedzie¢ co§ o calosci znajac wlasnosci czesci populacji. Wnioskowaé o calej populacji majac niepelna
informacje. Oczywiscie nie mozna tego zrobi¢ bez dodatkowych zatozen. Widaé, ze kluczowy jest tutaj sposob
wybrania proby. Na przyktad powiedzmy, ze badamy populacje 18-latkéw w Polsce ze wzgledu na wzrost, a do proby
wzieliémy 100-tu najwyzszych. Trudno w tej sytuacji podejrzewaé, ze wnioski o calej populacji oparte o te probe
beda prawdziwe. Dlatego chcemy, aby proba byta reprezentatywna, tzn. o podobnych wtasnosciach (strukturze) co
cata populacja. Robimy to, losujac osobnikéw do proby i otrzymujac w ten sposéb prébe losowq. Gdy kazdy osobnik
ma taka sama szanse bycia wylosowanym, méwimy, ze mamy prébe (losowq) prostq. Mozemy tez wtedy potraktowaé
badana ceche X : Q — R jako zmienna losowa, a cale badanie jako eksperyment losowy i uzy¢ catego aparatu rachunku
prawdopodobieristwa do jego opisu. W szczegblnosci do oszacowania prawdopodobienistwa popelnienia btedu przy
wnioskowaniu o catej populacji. Punktem wyjscia jest teraz zdefiniowanie rodziny rozktadéw P = {Pg |6 € ®} do
ktorej potencjalnie nalezy rozktad badanej cechy Px. W tym kontekscie charakterystyki liczbowe préby bedziemy
nazywali statystykami, a charakterystyki liczbowe cechy na catej populacji parametrami. Wnioskowanie statystyczne
mozna wtedy sprowadzi¢ do problemu, co mozna powiedzie¢ o parametrach na podstawie znanych statystyk i jaki
btad przy tym popelniamy.

Metody wnioskowania mozemy tez podzieli¢é na parametryczne, gdy zbiér parametrow O zawiera sie w prze-
strzeni skoriczenie wymiarowej, oraz nieparametryczne w przeciwnym wypadku. Do tych spraw wrocimy dokladniej
w pdzniejszych rozdziatach, w szczegbdlnosci pojawia sie bardziej precyzyjne definicje.

Koriiczac ten podrozdzial nalezy podkresli¢, ze wnioskowanie statystyczne zawsze jest obarczone ryzykiem btedu.
Nawet jesli proba jest reprezentatywna, to btad ma prawo sie pojawi¢ (wprost przeciwnie jego brak moze by¢ dziwny
i podejrzany). Cala sztuka polega na tym, aby prawdopodobienistwo tego btedu bylo matle, a wnioski statystycznie
odpowiednio interpretowaé (w szczegdlnosci by¢ swiadomym istnienia tego btedu).

1.2 Rodzaje zmiennych i skale pomiarowe

Zatozylidmy, ze wartos¢ badanej cechy jest liczba rzeczywista. Jak wiadomo, na liczbach rzeczywistych mozemy
przeprowadzaé¢ wiele operacji (dodawanie, mnozenie, poréwnywanie, porzadkowanie, etc). W zaleznosci od tego
jakie operacje na liczbach w sensowny sposéb przenoszg sie na wtasnosci badanej cechy, bedziemy mieé¢ do czynienia
z roznymi skalami pomiarowymi. Formalna definicje skal pomiarowych mozna znalezé na przyktad w [23], my podamy
jednak definicje bardziej opisowa (intuicyjna).

W skali nommalnej[ﬂ liczba jest tylko nazwg wartosci cechy. Co za tym idzie mozemy jedynie poréwnywaé
wartosci cech, tzn. czy sa rowne, czy rozne (moéwiac bardziej matematycznie, mozemy tylko uzywac relacji rownosci).
Rozwazmy najprostszy przyktad ceche pteé. Mozemy zakodowaé wartosé cechy ,kobieta” jako 1, a ,mezczyzna”
jako 0. Jedyne co mozemy robié, to porownywaé te liczby, czyli na przyklad jak dwoéch osobnikéw ma wartosé tej
cechy 1, to wiemy, ze sa kobietami, a jak sg rézne, to osobnicy maja rézng pteé. Z nieréwnoscei liczb 1 > 0 nic nie
wynika dla badanych osobnikow. W skali tej nie ma jednostki pomiarowej, a przeskalowanie (czyli operacja zamiany
wartosci pomiarow tak, aby wtasnosci skali sie nie zmienity) odbywa si¢ za pomoca dowolnej bijekcji (w powyzszym
przyktadzie rownie dobrze bytoby zakodowaé ,kobiete” jako 5, a ,mezczyzne” jako 0).

Skala porzqdkowaETI dodatkowo umozliwia uporzadkowanie (inaczej rangowanie) obserwacji (mozemy uzywaé re-
lacji porzadku liczb rzeczywistych). Skala ta takze nie ma jednostki pomiarowej ani naturalnego zera. Przyktadem
jest skala ocen w szkole: ,niedostateczny” — 1, ,mierny” — 2, az do ,celujacy” — 6. Z relacji 3 < 5 wynika, ze uczen
z ocenyg, b jest lepszy niz uczen z oceng 3. Nie ma tu naturalnego zera, a przeskalowanie dokonujemy przez funkcje
rosnaca (jesli chcemy zachowaé porzadek). Wiec wlasnosci tej skali sie nie zmienia, jesli liczby {1, ..., 6} zmienimy na
{-100,-50,0,1,2,10}. W skali tej mozemy wiec uzywaé okreslen typu ,wiekszy-mniejszy”, ,lepszy-gorszy”, etc. Nie
mozemy natomiast interpretowaé¢ réznic. W powyzszym przyktadzie nie mozemy powiedzieé, czy ze sa takie same
roznice w wiedzy miedzy uczniami z ocenami 5 i 4, a uczniami z ocenami 2 i 1 (mozna to tez uzasadni¢ tym, ze po
przeskalowaniu te roznice sie moga po prostu zmienic).

W skali pTZ@dZiawaejE dodatkowo mozemy poréwnywaé roznice obserwacji, tzn. badaé o ile réznia sie osobnicy
wzgledem badanej cechy. W skali tej jest ustalona (arbitralnie) jednostka oraz umowne zero. Przeskalowanie odbywa
sie za pomoca funkcji afinicznej. Przyktadem jest pomiar temperatury w stopniach Celsjusza (a przez przeskalowanie
w stopniach Fahrenheita). Przyktadowo jesli w Krakowie rano byto 10°C, a w Warszawie 20°C, to jest sens powiedzie¢,

Yang. nominal scale.

Oang. ordinal scale.
Lang. interval scale.
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ROZDZIAL 1. WSTEP 5

ze w Warszawie byto cieplej (porzadkowanie) oraz, ze w Warszawie byto o 10°C cieplej (badanie roznicy). Nie mozemy
natomiast powiedzie¢, ze w Krakowie byto 2 razy zimniej niz w Warszawie (po pierwsze, przeskalowanie moze zmieni¢
stosunek tych wartosci, a po drugie co bySmy powiedzieli, jakby te temperatury wynosity 0°C i —=10°C?).

Ostatnig skala jest skala z'lomzowaE W skali tej dodatkowo mozemy badaé ilorazy wartosci cech. Skala ta ma
absolutne zero, a skalowanie odbywa sie¢ za pomoca funkcji liniowej. Przykladami sa waga (w kilogramach, mozna
przeskalowaé¢ na tony), wzrost (w centymetrach), etc. W tej sytuacji stwierdzenie, ze pies wazacy bkg jest dwa razy
1zejszy niz pies wazacy 10kg, jest poprawne.

Skale nominalng uwaza sie za najstabsza, a ilorazows za najmocniejsza, w tym sensie, ze w skali ilorazowej mamy
najwiecej mozliwosci manipulacji wartosciami pomiaréw.

Innym waznym podziatem cech jest podziat na cechy ilosciowe (mierzalnﬂ oraz jakosciowe (niemierzalne, ka-
tegoryzacyjneigb. Nie ma jednoznacznej definicji tych poje¢. Mozna zdefiniowaé zmienng jako$ciowa jako taka, ktorej
wartos$ci pomiaru nie sa bezposrednio liczbg (generalnie sa definiowane stownie), np. pleé¢, wyksztatcenie. A iloSciowe
jako te, dla ktorych wartosé pomiaru jest liczba. W sensie tej definicji zmienne mierzone w skali nominalnej i porzad-
kowej bytyby jakosciowe, a w skali przedziatowej lub ilorazowej ilo$ciowe. W polskiej systematyce zmienna ilosciowa
definiuje sie jako taka, ktora mozna zmierzyé i poréwnaé, wiec skala porzadkowa ,przesztaby” do cech ilo§ciowych
(ale i tak niekiedy dla tej skali jest uzywana nazwa cecha quasi-ilosciowa). Potencjalne wartosci cech jakosciowych
nazywamy poziomami (kategom’am@. Natomiast cechy ilo$ciowe mozna jeszcze podzieli¢ na cechy dyskretne (gdy
przyjmuja skonczony lub przeliczalny zbior wartosci, tj. maja rozktad dyskretny) i ciggle (gdy modelujemy je roz-
ktadem ciagltym). Cechy dyskretne sa najczesciej efektem zliczania (np. liczba posiadanych samochodow, liczba
wypadkow) a cechy ciagle efektem pomiaru wlasnosci fizycznych urzadzeniami pomiarowymi (np. wzrost, waga,
dtugosé).

Ten podrozdzial zakoriczymy dwoma uwagami.

Pierwsza jest taka, ze przed przystapieniem do analiz musimy okresli¢ z jakiego typu zmiennych sktadaja sie nasze
dane, poniewaz to determinuje metody jakie mozemy uzy¢.

Druga, bardziej ogélna, ze wyniki metody statystycznej nie powinny zalezeé¢ od przeskalowania. Bardziej szczego-
towo, rozwazmy ceche waga stonia w Afryce. Powiedzmy, ze dane mamy w kilogramach i uzywajac ustalonej metody
wyszto nam, ze na 95% Srednia waga stonia jest wieksza od 2000kg. Dokonujemy przeskalowania na tony i uzywajac
tej samej metody wychodzi nam, ze na 95% S$rednia waga stonia jest mniejsza niz 2 tony. Taka metoda bylaby
niepoprawna (wlasciwie bezsensowna).

1.3 Rys historyczny

Statystyka zostala zapoczatkowana poprzez spisy ludnosci w panstwach starozytnych (Sumeria, Egipt, Chiny, Im-
perium Rzymskie). Pierwsze uzycie stowa statystyka nastapito w XVIII wieku i zostalo zdefiniowane jako nauka
o gromadzeniu i wykorzystaniu danych przez panstwo (samo slowo statystyka pochodzi z laciniskiego status ,pan-
stwo”). Ten nurt trwa do dzisiaj i nosi tez nazwe parnstwoznawstwa. Jak wida¢ mamy tu do czynienia z badaniami
pelnymi i statystyka opisowa.

Poczatki wnioskowania statystycznego mozna upatrywaé w pracach Pettiego i Graunta w drugiej polowie XVII
wieku (np. oszacowanie ludnosci Londynu, okreslenie szansy przezycia osob w okreslonym wieku, oszacowanie dochodu
narodowego Anglii). Prawdziwy rozwdj statystyki matematycznej nastapit wraz z rozwojem rachunku prawdopodo-
biefistwa i nastapil w pierwszych dekadach XX wieku, gléwnie za sprawg Fishera, Pearsonéw i Sptawa-Neymana.

Dalsze informacje mozna znalezé, np. w [12].

1.4 R

Zazwyczaj metody statystyczne sa obliczeniowo bardzo czasochtonne, wiec oczywiscie uzywa si¢ komputera. Istnieje
wiele programéw statystycznych. Na tym kursie bedziemy uzywaé programu R (https://cran.r-project.org/). Nie-
mniej prosze nie traktowaé tego wyktadu jako kursu programu R. Program ten postuzy nam tylko do implementacji
poznanych metod.

12ang. ratio scale.

13ang. quantitative.

Mang. qualitative, categorical, factor.
5ang. levels.



ROZDZIAL 1. WSTEP 6

1.5 Uwagi konicowe

Ponizszy wyklad ma charakter przegladowy, nastawiony jest raczej na ,stosowanie”, a nie ,teorie” i jest przeznaczony
na 60 godzin zajeé¢. Z tego powodu znajduje sie w nim malo dowodoéw twierdzen, cho¢ oczywiscie same definicje
i twierdzenia sie znajduja. Taki cel wykladu zostal przyjety swiadomie, a motywowane to bylo na przyktad tym,
ze lepiej jest chyba zdefiniowaé dziesieé¢ testow z przyktadami zastosowan, niz jeden z pelnym dowodem na to jaki
rozktad ma funkcja testowa.

Literatura dotyczaca statystyki jest olbrzymia. Ponizej prezentujemy literature, ktéra byta pomocna w pisaniu
tego kursu oraz ktora moze stuzy¢ dla zainteresowanych do pogtebienia wiedzy z poszczegdlnych dziatow.

e Estymacje, testowanie hipotez (teoria): [3], 16} 21];
e Estymacja punktowa: [17];

e Statystyka ogolnie (w formie leksykonu): [I§];

e Modele liniowe: [11 [ [8] 23];

e Statystyka nieparametryczna: [13];

e Whnioskowanie bayesowskie: [11];

e Metody bootstrapowe: [6] [7].

e Metody statystyczne w R: [4, [, 8 23].



Rozdzial 2

Statystyka opisowa

Statystyka opisowa dostarcza narzedzi do analizy (badania wlasnosci, struktury) proby, ale bez uogélnieni na cata
populacje. Niemniej jest kluczowa w pierwszym etapie analizy statystycznej, poniewaz dostarcza nam informacje,
ktore pozwalaja nam oceni¢ ,na oko” jakich wlasnosci badanej cechy mozemy sie spodziewaé (oraz oczywiscie dlatego,
ze tych informacji uzywamy potem we wnioskowaniu statystycznym).

Metody statystyki opisowej mozemy podzieli¢ na dwa rodzaje: miary (inaczej: statystyki, wspotezynniki) licz-
bowe, ktore charakteryzuja probe, oraz metody graficzne (,wizualizacja” danych), to znaczy tworzenie rysunkow, na
podstawie ktérych jesteSmy w stanie podaé¢ wlasnosci proby.

2.1 Miary liczbowe

Miary liczbowe mozemy podzieli¢ na kilka kategorii (miary polozenia, zmiennosci, skosnosci i koncentracji) w zalez-
nosci od tego, jaka wtasnosé préoby opisuja.

2.1.1 Miary polozenia

Miary pofozem'ap_-] informuja nas, gdzie na osi liczbowej ,lezy” proba. Zaczniemy od miar potozenia cemfmlnegoE]7 ktore
wyznaczaja ,Srodek” (,centrum”) probki. Najczesciej uzywanymi sa $rednia arytmetyczna oraz mediana.
Niech X = (Xq, ..., X,) bedzie proba n elementowa. Wtedy

1 n
X, =X==>"X

n i=1

nazywamy S$rednig arytmetyczng z pro’by{ﬂ Czesto mowi sie po prostu srednia, ale z kontekstu powinno sie rozréznic,
czy méwimy o Sredniej z proby, czy Sredniej dla catej populacjzm W R te srednig wyznaczamy nastepujaco

> X=c(1.2,1.5,0.3,3.44,4.55,1.34)
> mean (X)

[1] 2.055

Zdefiniujmy odchylenie i-ej obserwacji od érednie]ﬁ d; = X; — X. Wtedy latwo udowodnié, ze

S-S0
i=1 i=1

Powyzsza wlasno$é ma ciekawa interpretacje fizyczna. Mowi ona bowiem, Ze Srednia arytmetyczna jest Srodkiem
ciezkosci (barycentrum)lz] figury {X1,..., Xy}, zakladajac, ze kazdy punkt X; ma taka sama mase.

ang. location measures.

ang. measure of central location.

ang. (arithmetic) (sample) mean.

ang. population mean.

5Ta uwaga dotyczy wszystkich miar liczbowych z préby.
Sang. deviation of i-th observation from the arithmetic mean.
Tang. center of gravity, balance point.

1
2
3
4
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Srednia arytmetyczna jest chyba najczesciej stosowang statystyka we wnioskowaniu statystycznym, niemniej po-
siada pewna wade. Jest nia czuto$é na wartosci odstajgce. WartoSci odstajqcﬂ zostang formalnie zdefiniowane
pOzZniej, niemniej intuicyjnie sa to obserwacje, ktore sa istotnie wieksze lub mniejsze od pozostalych, ktére stanowia
wiekszosé. Czulos$é na wartosci odstajace oznacza, ze jedna wartos¢ roznigca sie od pozostatych moze mieé¢ duzy
wplyw na warto$¢ sredniej. Dla przyktadu zaldézmy, ze zapytaliSmy pieciu studentéw, ile samochodéw by chcieli
posiadaé i uzyskalismy odpowiedzi 1,0,2,2,1000. Srednia wynosi 1005/5 = 201, ale trudno powiedzie¢, ze ,grednio”
w tej grupie student chce mie¢ 201 samochoddw, jesli wiekszos$¢ z nich chece co najwyzej dwoch.

Zwroéémy uwage na inne aspekty uzycia sredniej arytmetycznej. Bedziemy uzywacé te sredniag wyliczong dla obser-
wacji tej samej cechy (tak zostata zdefiniowana) mierzonej w skali co najmniej przedzialowej, wiec w szczegolnoscei,
jesli na przyktad obserwacje byly w metrach, to srednia tez jest w metrach. O ile widaé, ze liczenie Sredniej z proby
dla cechy mierzonej w skali nominalnej nie ma sensu, to pozostaje pytanie, czy jest sens jej liczenia w skali porzad-
kowej, na przyktad w skali ocen w szkole od 1 do 6 ﬂ W ,zyciu codziennym” spotykamy sie tez z sytuacja liczenia
$redniej arytmetycznej z obserwacji roznych cech, co z naszego punktu widzenia nie bedzie interpretowywaln

Druga powszechnie stosowang miara potozenia centralnego jest mediana. Niech X = (Xi,...,X,) bedzie juz
posortowana proba (to znaczy, ze zachodzi X; < ... < Xj,). Wtedy

Xkt Xie+1

me(X)=4 * T T
Xk, jesli n = 2k — 1 dla pewnego k € N

jesli n = 2k dla pewnego k € N

nazywamy mediang z prébﬂ Widzimy wiec, ze mediana to liczba taka, ze polowa obserwacji jest niewieksza od
niej, a potowa obserwacji z proby jest od niej niemniejsza. W R obliczamy ja nastepujaco

> X=c(1.2,1.5,0.3,3.44,4.55,1.34)
> median (X)
[1] 1.42

Mediana, w przeciwienistwie do Sredniej arytmetycznej, jest statystyka odporan na wartosci odstajace, w szcze-
gblnosci w poprzednim przyktadzie mediana liczby samochodéw wynosi 2. Niestety mediana jako funkcja ma stabsze
wlasnosci matematyczne i jest rzadziej wykorzystywana we wnioskowaniu statystycznym.

Istnieja tez modyfikacje sredniej arytmetycznej w celu jej ,,uodpornienia” na wartosci odstajace. Najpopularniejsze
to drednia obcigtaﬁi winsorska lub wz’nsorowska@ srednia obcieta to §rednia z proby po usunieciu z niej ustalonej
czeSci najmniejszych i najwiekszych obserwacji. W R mozemy ja policzyé¢ nastepujaco

> X=c(1.2,1.5,0.3,3.44,4.55,1.34)
> mean(X,trim=0.3)
[1] 1.87

(tu usunieto po okoto 30% obserwacji z obu stron). Srednia ta jest czesto stosowana w sporcie. Srednia winsorska
rozni sie od obcietej tym, ze usuniete obserwacje zastepuje sie odpowiednio najmniejsza i najwieksza obserwacja
nieusunieta (na przyktad srednia winsorska z proby 1,3,4,5,6,9,10 to $rednia z liczb 4,4,4,5,6,6,6 przy zatozeniu,
ze modyfikujemy po dwie skrajne obserwacje).

W przypadku obserwacji mierzonych w skali nominalnej lub porzadkowej najczesciej uzywang miarg jest modaE|
(dominanta), ktora jest definiowana jako najczesciej wystepujaca obserwacja w probie. Przykladowo

> sort(table(c(2,1,2,2,3,2,3,2,1,5,5,4,3,4)))

14532
22235

8ang. outliers, extreme observations.

9Co nam méwi informacja, ze w klasie V b $rednia ocena z historii wynosi 4.12, a w V ¢ wynosi 4.20?

10Czy uczen, ktory z poszczegolnych (réznych) przedmiotéw ma oceny 3,3,3,6,6 jest lepszy” od ucznia, ktory uzyskat odpowiednio
oceny 4,4,4,4,4, bo Srednia ocen jest wicksza? W tym przykladzie skala pomiarowa jest ta sama, co moze ,usprawiedliwia¢” uzycie
sredniej. Ale na przyklad $rednia ze wzrostu (w metrach), wagi (w kilogramach) i ostrosci wzroku (w dioptriach) bylaby bez sensu.

Hang. sample median.

R2ang. robust statistic. Oczywiscie czasami ta odpornosé tez moze byé wada.

Bang. trimmed mean.

Mang. winsorized mean.

Bang. mode.
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(tu moda jest 2, ktora wystapita w probie pie¢ razy).

Watek o miarach centralnych zakoriczymy uwaga, ze oczywiscie istnieja inne $rednie, na przyktad wazona, geo-
metryczna, harmoniczna, potegowa, etc., ale nimi nie bedziemy sie zajmowali.

Najbardziej ogbélng miarg potozenia jest kwantyl.

Kwantylem (z proby) rzedu pm nazywamy liczbe x,, taka, Ze co najmniej p x100% obserwacji z proby jest mniejsze
lub réwne x,, i co najmniej (1 — p) x 100% obserwacji jest wieksze lub réwne x,. W R wyznaczamy je nast@puj@cﬂ

> X=c(1.2,1.5,0.3,3.44,4.55,1.34)
> quantile(X,p=c(0.1,0.5,0.8))
10% 50% 80%

0.75 1.42 3.44

Najczesciej uzywanymi kwantylami sa:

— kwartyl dolnﬂ Q1 oraz kwartyl go’rnﬂ 03, to jest kwantyle rzedu odpowiednio 0.25 oraz 0.75. Razem z me-
diana (czyli kwartylem rzedu 0.5) kwartyle dziela probe na cztery grupy kwartylowe;

— decyle, to znaczy kwantyle rzedu 0.1,0.2,...,0.9;

— percentyle, to jest kwantyle rzedu 0.01,0.02,...,0.99.
W R funkcja summary dostarcza nam podstawowe statystyki pozycyjne z proby:

> X=c(1.2,1.5,0.3,3.44,4.55,1.34)

> summary (X)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
0.300 1.235 1.420 2.055 2.955 4.550

2.1.2 Miary zmienno$ci

Kolejna grupa statystyk sa miary zmiennoéczﬂ, ktore badaja zmienno$¢ (zréznicowanie) obserwacji (lub inaczej,
badaja jak bardzo skupione/rozproszone sg obserwacje).
Najprostsza miarg zmiennosci jest rozste

R =max{X1,..., X} —min{Xy,..., X, }.

Wada tej miary jest to, ze zalezy tylko od dwoch skrajnych obserwacji, wiec nie informuje nas co sie dzieje ,w $rodku”
(i w szczegdlnoscei jest bardzo czula na wartosci odstajace).
Inng miara jest rozstep mi@dzykwartylowﬁ

IOR =03 - 01,

czyli rozstep 50% srodkowych obserwacji (lub innymi stowy obserwacji z drugiej i trzeciej grupy kwartylowej). W R
te statystyki mozemy obliczyé¢ nastepujaco:

> X=c(1.2,1.5,0.3,3.44,4.55,1.34)
> diff (range (X))

[1] 4.25

> IQR(X)

[1] 1.72

Zdefiniujemy teraz dwie najczesciej uzywane miary dyspersji.
Wariancjg (z pm’byﬂ X1,..., X, nazywamy
s2 _ ?:1(Xi - X)Z

n

>

16ang. (sample) quantile corresponding to the probability p, p-quantile.

17Formalnie funkcja quantile domyslnie wyznacza kwantyle uzywajac troche innej definicji (dostepne jest 9 definicji).
Bang. lower (first) quartile.

Dang. upper (third) quartile.

2Dang. measures of dispersion (variability, spread).

2lang. range.

22ang. interquartile range.

23

ang. (sample) variance.
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a odchyleniem standardowym (z prébyﬂjej pierwiastek
s = Vs2.

Wariancje definiuje sie tez jako ~
S2: ?:1(Xi_x)2.
n—1
Pierwszej definicji uzywa sie na gruncie statystyki opisowej, a drugiej we wnioskowaniu statystycznynﬁ. W R
wyznaczamy je nastepujaco (funkcje te wyznaczaja wariancje z drugiej definicji):

> X=c(1.2,1.5,0.3,3.44,4.55,1.34)
> var (X)

[1] 2.55471

> sd(X)

[1] 1.598346

Jak wida¢, wariancja to $redni kwadrat odlegtosci obserwacji od Sredniej. Latwo tez widaé, ze wariancja i odchylenie
standardowe sg nieujemne, réwne zero tylko, gdy préba jest stata, a im rozproszenie wicksze, tym te statystyki sa
wieksze. Odchylenie standardowe jest chyba uzywane czesciej, poniewaz jest wyrazone w tej samej jednostce co
pomiary cechy, a wariancja w kwadracie tej jednostki. Co wiecej odchylenie standardowe lepiej zachowuje sie przy
zamianie skali (na przyklad z centymetréow na metry). Wada wariancji moze by¢ to, ze obserwacje, ktore sa polozone
daleko od éredniej, maja wiekszy wplyw na warto$é¢ tej statystyki, niz obserwacje lezace blisko éredniej. W celu
unikniecia tego efektu rozwaza sie niekiedy odchylenie przecietn

?:1 |Xi - Xl

n

d =

Nie bedziemy podawaé¢ ogdlnych wlasnosci tych miar, ale mozna na przyktad pokazaé¢, ze dla préb o licznosci
n > 4 zachodzi 0 < d < s < 0.6R, etc. Z praktycznego punktu widzenia bardziej istotnym problemem jest to, ze
odchylenia standardowego nie mozna bezposrednio uzy¢ do poréwnania dwoch préb i stwierdzenia, ktére obserwa-
cje byly bardziej roznorodne (w szczeg6lnosci moga mie¢ nawet rozne jednostki pomiarowe). Dlatego definiuje sie
wspdtczynnik zmiennos’cﬂ wzorem (dla prob ze srednia dodatnia)

V= < % 100%,
X

ktory juz dla kazdej proby wyrazony jest w procentach i mozna go uzy¢ do poréwnywania zmiennosci dwoch prob.
Jesli V > 100%, to mowimy, ze proba ma duzg zmienno$é. Wada tego wspolczynnika jest to, ze dla srednich bliskich
zero, jest ,niestabilny”, to znaczy mata zmiana sredniej powoduje duza zmiane wartosci tego wspdlczynnika.

2.1.3 Miary sko$noéci

Miary skosnosci (asymetrii ﬂ maja za zadanie okreslenie jak bardzo proba jest skosna (to znaczy niesymetryczna).
Przy czym powiemy, ze proba jest symetryczna, jesli zbiér {Xi,..., X, } jako figura na osi liczbowej jest symetryczna.
Rodzajow niesymetrycznosci jest wiele, najczesciej wyrdznia sie probe skosng prawostronnie (w prawo ﬂ (gdy skrajne
prawe obserwacje rozciagaja sie w prawo bardziej niz lewe skrajne w lewo (patrz tez rysunek) i skosng lewostonnie
(w lewo ﬂ (gdy jest odwrotnie niz w sko$nosci prawostronnej)

Pierwsza miara wykorzystuje fakt, ze dla proby symetrycznej srednia arytmetyczna i mediana sg rowne (a dla
proby jednomodalnej prawostronnie skosnej mediana jest mniejsza od Sredniej). Jest nim wspétczynnik skosnosci
Pearsona@ dany wzorem -

_3(X —me(X))
s

AS1

2ang. (sample) standard deviation.

25Powodem jest to, ze ta druga statystyka jest estymatorem nieobcigzonym wariancji cechy na calej populacji.
26ang. mean (average) absolute deviation.

27ang. coefficient of variation.

28ang. coefficient of skewness.

29ang. skewed to the right, positively skewed.

30ang. skewed to the left, negatively skewed.

31T nie sa matematycznie precyzyjne definicje. . .

32ang. Pearson’s skewness coefficient
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Innym wspoétcezynnikiem jest kwartylowy wspdtczynnik skos’nos’cﬁ

_ (@3 —me(X)) = (me(X) = Q1) _ Q@3+01 — 2me(X)
03-O1 03—-01 ’
ktory bada jak bardzo kwartyle sa niesymetryczne wzgledem mediany (dla proby symetrycznej oczywiscie kwartyle

sa symetryczne wzgledem mediany i wartos¢ tego wspotczynnika wynosi zero).
Jeszcze innym jest wspdtczynnik skos’nos’cﬁ

Aso

1 yn v\3
n :1(X _X)
AS3 =12 S3l .

Inaczej méwiac jest to standaryzowany trzeci moment centralny z proby. W R mozemy je policzyé na przyktad tak:

> X=¢(1.2,1.5,0.3,3.44,4.55,1.34)
> 3*(mean(X)-median(X))/sd(X)

[1] 1.191857

> (mean((X-mean(X))~3))/(sd(X)"3)
[1] 0.4743385

Wszystkie te wspotczynniki przyjmuja wartosé zero dla prob symetrycznych i wartosci dodatnie (ujemne) dla
prob jednomodalnych skosnych w prawo (w lewo).

Zakonczymy ten podrozdzial uwaga, ze wspotezynniki te sg liczba (bez jednostki), a przy afinicznej zmianie skali
ich wartos¢ sie nie zmienia (po to istnieja mianowniki w powyzszych zbiorach).

2.1.4 Miary koncentracji

Najczesciej stosowang miara koncentracji (skupienia) wokot sredniej jest kurtoza@ dana wzorem

R LG -X 5
s4 -

Dla préb pochodzacych z rozktadu normalnego warto$é kurtozy wynosi okoto zero (préba o kurtozie bliskiej zero
nazywana jest mezokurtyczng). Duza kurtoza $wiadczy o ,ogonach” ,grubszych” niz w rozkladzie normalnym (takie
proby nazywamy platokurtycznymi), a ujemna o ,cieniszych” (takie proby nazywamy leptokurtycznymi). W R mamy

> X=c(1.2,1.5,0.3,3.44,4.55,1.34)
> (mean((X-mean(X))~4))/(sd(X)"4)
[1] 1.348537

33ang. quartile skewness coefficient
34ang. skewness.
35ang. kurtosis
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2.2 Podstawowe metody graficzne

Metod wizualizacji danych jest bardzo duzo. Zdefiniujemy trzy podstawowe rodzaje graficznej prezentacji danych.

2.2.1 Pudeltko z wasami — boxplot

Najpierw zdefiniujemy wartosci odstajace (to jedna z mozliwych definicji).

Definicja 2.1. Niech X = (X3,...,X,) bedzie préoba. Obserwacje X; nazywamy odstajgcg, gdy X; > Qs + 1.5I0R
albo Xi < Q1 - 1.5IQR.

Pudelko z wasami (ang. boxplot) to wizualizacja podstawowych statystyk pozycyjnych i ewentualnie wystepujacych
obserwacji odstajacych w danej probie.

17

16

15

14
|

13

12

il

Pogrubiony odcinek wewnatrz prostokata (pudetka) znajduje sie na wysokosci mediany z proby. Dolny i gorny bok
znajduja si¢ odpowiednio na wysokoéci kwartyla dolnego Q1 i gérnego Q3. ,Wasy’ korticza sie¢ na wysokoéci ostatnich
wartosci nieodstajacych. Ewentualnie wystepujace obserwacje odstajace sa zaznaczane koéteczkami. Z powyzszego
przykladu mozemy na przyktad odczytaé, ze mediana z préoby jest odrobine mniejsza niz 11 oraz, ze préba jest troche
skosna w prawo (trzecia grupa kwartylowa jest dtuzsza niz druga, gorny was jest dtuzszy od dolnego oraz wystepuja
obserwacje odstajace w gore), etc. Boxplot dla proby symetrycznej bedzie oczywiscie symetryczny.

Boxplot moze tez stuzyé¢ do wstepnego badania niezaleznoéci zmiennej iloéciowej i jakosciowej. Dla zilustrowania
tego zastosowania rozwazmy data frame dane o trzech zmiennych (dane sa fikcyjne): wzrost, waga oraz zamieszkanie
— factor o trzech poziomach W, K i P (powiedzmy odpowiednio Warszawa, Krakow i Poznan). Kilka pierwszych
obserwacji wyglada tak:

wzrost
186.4530
171.3599
164.8907
172.7926

Sw N -

waga zamieszkanie

88.24875 P
69.51805 W
79.36840 W
63.67085 K

Rezultatem instrukcji

> boxplot (wzrost~zamieszkanie,data=dane)

bedzie nastepujacy rysunek
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Boxploty dla obserwacji zmiennej wzrost dla tych trzech pozioméw zmiennej zamieszkanie sa podobne, wiec
stwierdzamy, ze raczej zmienna zamieszkanie nie ma wptywu na zmienng wzrost, wiec ;na oko’ sa niezalezne.

2.2.2 Histogram

Dla danej proby X = (Xi,...,X,) ustalmy ap € R oraz h > 0 (zwane szerokoSciq pasma). Zdefiniujmy klasy
K; = [ag+ih,ag + (i + 1)h) oraz licznosci klas n; = #{Xs : Ss € K;} dla wszystkich i € Z.. Oczywiscie }; n; = n oraz
poza skonczona liczba klas licznosci sg zerowe. Klasy mozemy takze definiowaé jako odcinki o réznych dlugosciach.
Ciag, sktadajacy sie z par {(K;,n;)};, nazywamy szeregiem rozdzielczym. Niekiedy obserwacje bezposrednio mamy
w formie szeregu rozdzielczego, gdy na przyktad metoda pomiarowa jest niedoktadna. Gdy chcemy policzyé jakies
statystyki opisowe z szeregow rozdzielczych, to generalna zasad jest taka, ze dla szeregu {(K;, n;)}; tworzymy probe
X1,..., X, (gdzie n = Y;n;), ktora sklada sie z n; srodkow klasy K; (dla wszystkich i). Nastepnie dla tej proby
wyznaczamy statystyki.

Histogram jest to graficzne przedstawienie szeregu rozdzielczego (plus ewentualne skalowanie). Precyzyjniej hi-
stogram to wykres jednej z ponizszych funkcji:

hi(x) =n;, gdy x € K;,

ho(x) = 22, gdy x € K,
n
n;

h3(x) = Ni gdy x € K.

Funkcja hj3 jest gestoscia, wiec mozna ja potraktowaé jako rozktad proby. Przykltad takiego histogramu znajduje sie
na kolejnym rysunku.

> hist(dane$waga,freq=FALSE)
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Histogram of dane$waga
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Histogram stuzy tez do opisu rozktadu préby, np. gdy jest symetryczny moéwimy, ze proba jest symetryczna, jesli
ma dwie ,gorki’; ze jest dwumodalny, etc. (przyktady na rysunkach i[2.2)).
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Rysunek 2.1: Histogramy odpowiednio dla préb: jednostajnej, symetrycznej jednomodalnej, jednomodalnej skos$nej
w prawo i dwumodalne;j.

2.2.3 Rysunek rozrzutu. Korelacja liniowa

Rysunek rozrzutu to podstawowe narzedzie do badania zaleznosci miedzy dwoma zmiennymi iloSciowymi. Majac
probe dwu zmiennych (X1, Y1), ..., (X,,Yy), rysujemy po prostu punkty o wspotrzednych (X1,Y1),...,(X,,Y,). Dla
poprzednich danych dane wyglada to tak:
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Rysunek 2.2: Boxploty dla prob z rysunku

> plot(dane$waga~dane$wzrost)
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Na tym rysunku widaé, ze wartosci zmiennej waga zmieniaja sie wraz ze zmiang zmiennej wzrost. Ponadto ta
,chmurka’ punktéw przypomina ,rosnacy’ pasek, wiec ,na oko’ stwierdzamy zaleznos¢ liniowa tych dwdch zmiennych.
Przy okazji zdefiniujemy wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona.

Definicja 2.2. Dla proby (X1,Y1),. .., (X,,Yy,) liczbe

1
p(X,Y) ==

(X - X)(Y;-Y)

Sx Sy
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nazywamy wspdtczynnikiem korelacji liniowej Pearsona.
Dla poprzednich danych wynosi

> cor(dane$waga,dane$wzrost)
[1] 0.7517139

Dowodyzi sie, ze p(X,Y) € [-1,1] oraz, ze p(X,Y) = 1 (odpowiednio p(X,Y) = —1) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja a > 0 (odpowiednio a < 0) i b takie, ze dla wszystkich i mamy Y; = aX; + b. Wartosci tego wspolczynnika
bliskie zera nie $wiadcza o braku jakiejkolwiek zaleznosci, tylko o braku zaleznosci liniowej. Ilustruje to ponizszy
przyktad.

> X=1:15

> Y=c(1,2,3,4,5,6,7,8,7,6,5,4,3,2,1)
> cor(X,Y)

(1] o

> plot(Y™X)




Rozdzial 3

Estymacja punktowa

Wracamy do wnioskowania statystycznego. Przypomnijmy punkt wyjécia: badamy populacje  oraz ceche X : Q — R.
Pobieramy probe osobnikéow {wi,...,w,} € Q. Obserwacje cechy X dla tych osobnikéw tworza probe Xi,..., X,
(X; = X(w;)). Zakladamy, ze rozklady X; sa takie same jak rozklad cechy X (Px, = Px). Najbardziej ogdlnym celem
wnioskowania statystycznego jest znalezienie rozktadu Px, majac probe Xy, ..., X,. Rozpoczynamy od zdefiniowania
rodziny rozktadéw, do ktorej potencjalnie nalezy szukany rozktad Px.

Definicja 3.1. Rodzine rozktadéw P = {Pg | 6 € O} nazywamy przestrzenig statystyczng, a ® przestrzeniq parame-
trow.

Innymi stowy, zaktadamy, zZe istnieje ,prawdziwy’ parametr 6y, tj. taki, ze Px = Py,.

W tym miejscu mozna wyr6ézni¢ dwa podstawowe rodzaje wnioskowania statystycznego:
a) parametryczne, gdy istnieje k € N takie, ze ® c R¥;

b) nieparametryczne, gdy dla kazdego k € N zachodzi ©® ¢ RX.

Definicja 3.2. Prébe X, ..., X, nazwiemy prostq, gdy zmienne losowe X, ..., X, sa niezalezne.

Przyklad 3.3. a) P = {N(u,0) | 6 = (u,0) € ® = R x R;} rodzina skladajaca sie ze wszystkich rozktadow
normalnych (wnioskowanie parametryczne);

b) P = {Ps | f € D}, gdzie D to zbior wszystkich gestosci, a Py rozklad ciagly zadany przez gestosé¢ f
(wnioskowanie nieparametryczne).

Wyréznia sie trzy gtéwne metody wnioskowania statystycznego:
1. Estymacje punktowq szukamy takiego 6 € ©, ze Px = Py;
2. Estymacje przedziatowqg gdy ® C R szukamy przedziatu ©1, ze

Px € {Pg |6 €O}
3. Testowanie hipotez ustalamy @ i decydujemy czy
Px € {Pg | 0 e @Q}

W tym rozdziale zajmiemy sie estymacja punktowa (ang. point estimation).
Skoro mamy na podstawie proby wskazaé¢ jeden parametr 8, w naturalny sposéb zrobimy to definiujac funkcje
(X1,...,X,) = ©. My zdefiniujemy estymator jeszcze nieco ogdlniej.

Definicja 3.4. Ustalmy P = {Py | 6 € ® c R?}, g : R? — R* oraz probe Xi,...,X,. Wtedy T(X1,...,Xp)
nazywamy estymatorem g(6), gdy funkcja T : R* — RF jest mierzalna (borelowska).

Czesto bedziemy szukaé estymatora 6, tj. dla funkcji g(8) = 6. W tej sytuacji czesto estymator parametru 6
oznacza sie przez 6 lub 6,. Funkcja g jest przydatna, gdy chcemy estymowaé parametry zmiennej losowej Py, np.
wartosci oczekiwanej (np. gdy X ~ U(a, b), 6 = (a, b), to bierzemy g((a,b)) = (a+b)/2).

Zauwazmy, ze estymator T(X1, ..., X;) traktujemy jako zmienna losows, a jesli mamy konkretne wartosci liczbowe
w probie, to T(X1, ..., X,) jest elementem @, ktory ma przybliza¢ prawdziwa warto$¢ parametru 6 (ta wartos¢ zwana
jest ocena punktowa lub estymatem).

17
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3.1 Metoda najwiekszej wiarygodnosci

Nie bedziemy na razie odpowiada¢ na pytanie jaki estymator jest ,dobry’, zaczniemy od metod wyznaczania estyma-
torow. Jedng z podstawowych metod jest metoda najwiekszej wiarygodnosci. Ze wzgledoéw praktycznych zdefiniujemy
ja osobno dla rozktadéw dyskretnych i ciaglych.

3.1.1 Dla rozkladéw dyskretnych

Zalozmy, ze przestrzen statystyczna P = {Py | 6 € O} sklada si¢ z rozkladow dyskretnych (Pg(A) = Py(X € A)).
Definiujemy wtedy funkcje wiarygodnos’czﬂ zmiennej 8 wzorem

L(01X1,...,Xn) = Po(X1) -+ Po(Xy).

Gdy proba (Xi, ..., X,) jest prosta, to L(0|X1, ..., X,) jest prawdopodobienistwem tej proby przy zalozeniu, ze Py, =
Py dla kazdego i.

Definicja 3.5. Estymatorem najwiekszej wiarygodnosci parametru 6 nazywamy
ENW() = 6(Xy,...,X,) = argmaxgeg L(6|X1, ..., Xy).
Czesto rozwaza sie funkcje log-wiarygodnosci dana wzorem
1(0]...) =log(L(8]...)).
Zachodzi proste twierdzenie (poniewaz logarytm jest funkcja rosnaca)
argmaxgcg L(0]X1,...,X,) = argmaxgee [ (0] X1, ..., Xy).

Czesto prosciej jest znalezé maksima funkcji log-wiarygodnosci niz funkcji wiarygodnosci. Podamy teraz naj-
prostszy przyktad.

Przyktad 3.6. (Model ankiety) Najpierw zauwazmy, ze sformutowania a), b) i ¢) sa rownowazne.

a) Wyznaczy¢ estymator najwiekszej wiarygodnosci parametru p w rozktadzie zero-jedynkowym (1, 0, p) dla proby
prostej X1, ..., Xn.

b) Xi,...,X, i.i.aﬂ (1,0, p). Wyznacz ENW(p).

c) Badamy ceche X o rozkladzie zero-jedynkowym (1,0, p) o nieznanej wartosci parametru p (tzn. przestrzen
statystyczna sklada sie z rozkladow zero-jedynkowych). Pobrano prébe prosta Xi,...,X,. Wyznacz estymator
najwickszej wiarygodnosci parametru p.

Rozklad zero-jedynkowy mozemy zapisaé¢ jako Pp(x) = p¥(1—p)!™ dla x = 0, 1. Przestrzeni parametréw to [0, 1].
Zatozmy, ze w probie wystepuje co najmniej jedno zero i jedna jedynka. Wtedy

L(p|Xi,...,X,) = le(l _p)l—X1 .. .an(l _p)l_Xn — pZ[Xi(l _p)n—ZiXi’
L(plX, ..., Xa) = D Xilog(p) + (n = > X;)log(1 = p).
i i

Kroétkie przeliczenie pokazuje, ze maksimum lokalne jest w punkcie p = %, a poniewaz L(0) = L(1) = 0, stwier-

dzamy, ze ENW(p) = ZiXi,

n

Przyktad 3.7. Zalozmy, ze mamy dwie proby proste z roéznych rozktadéw Poissona: Xi,...,X, ~ P(1) oraz
Yi,....Ym ~ P(32). Wyznaczyé ENW ().

Rozktad Poissona z parametrem A dany jest wzorem P,(x) = e‘/l’lx—f dla x € N, tak wiec funkcja wiarygodnosci
bedzie dana formuta

% AXn 3an 3aYm
LAX1, ... X0 Y1, ..., Y)=e .. _/l—e_?”lu---e_?’l—.
X! X! Y;! !

Zmowu rozwazajac funkcje log-wiarygodnosci i po krotkich przeliczeniach, otrzymujemy wynik

ENW() = n+3m

Lang. likelihood function
2ang. independent, identically distributed.
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Ostatni przyktad dotyczy obserwacji obcietych, tzn. takich, ktore nie sg liczba, a przedziatem.

Przykltad 3.8. Chcemy oszacowaé srednig liczbe drobnoustrojéw na litr wody w basenie. Test, ktory mamy, jest
tylko w stanie stwierdzi¢, czy w danej probce sa albo nie ma drobnoustrojéw. Pobrano losowo 10 prébek po 20ml
wody i w 7 z nich stwierdzono drobnoustroje. Ile §rednio drobnoustrojéow znajduje sie w litrze?

Oznaczmy przez X liczbe drobnoustrojow w 20ml wody. Mozemy przyjaé, ze X ~ P(A), czyli srednio w 20ml
wody jest A drobnoustrojéow. W litrze wiec bedzie §rednio 504 drobnoustrojéow.

Nie mamy doktadnych pomiaréw zmiennej losowej X, wiemy tylko, ze Xi,...,X7 € [1,+00) i Xg = Xg = X190 = 0.
Funkcja wiarygodnosci przyjmie postac

7 3
L@%:@MX>0DWRAX=WPZ(1_E%§)&%%3

L()=(1-eYH(e™)?

Podstawiajac ¢t = e, uzyskujemy, ze maksimum jest w punkecie 7 = 3/10. Ostatecznie wiec 501 = 50(—log(3/10)) ~
60.19864.
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3.1.2 Dla rozkladéw ciaggtych

Estymator najwickszej wiarygodnosci dla rozktadéw ciaglych definiuje sie analogicznie.
Rozwazmy przestrzen statystyczna P = {fy | 0 € O}, skltadajaca sie z rozktadéw ciagltych danych przez gestosci
fo. Funkcje wiarygodnosci definiujemy wzorem wzorem

L(O|X1,...,Xn) = fo(X1) - fo(Xn).

W sytuacji danych obcietych, gdy X; € A, w powyzszym wzorze sktadnik fg(X;) zastepujemy przez Pg(A). De-
finicja estymatora najwiekszej wiarygodnosci jest ta sama jak dla rozkladéw dyskretnych. Definicja funkcji log-
wiarygodno$ci oraz wspomniana jej wtasnosé oczywiscie tez zachodzi.

Zaczniemy od standardowego przyktadu.

Przyktad 3.9. Na podstawie proby prostej Xi,...,X, wyznaczy¢ ENW(a) w rozkladzie jednostajnym U[O0, a]
(a >0).

Rozktad U0, a] jest dany gestoscig f,(x) = % X10.a](x) (xa to funkcja charakterystyczna zbioru A). Funkcja
wiarygodnosci przyjmuje wiec postaé

1 1 1
L(a) = ;/\/[O,a](xl) e ;X[O,a](Xn) = a—nX[o,a](Xl) e X[0,a] (Xn)-

Jesli istnieje i takie, ze X; <0to L=01 ENW(a) = (0,+) (zauwazmy jednak, ze gdy istnieje ujemna obserwacja
w probie, to zalozenie, ze cecha ma rozktad U[0, a], jest bez sensu).
Zatozmy wiec, ze wszystkie X; sa dodatnie. Wtedy

X10,a](X1) - X[0,a1 (Xn) =1

wtedy i tylko wtedy, gdy X; < a dla wszystkich i, czyli gdy
max(Xy, ..., X,) < a. Ostatecznie wiec

1 ©1s

s 1 Xi,....X,) <
Lia)=17 J.es? max( X n) < a

0, jesli max(Xy,...,X,) >a

Estymatorem najwiekszej wiarygodnosci parametru a jest wiec ENW(a) = max(Xy, ..., Xp).
Kolejny przyktad bedzie dotyczyt danych obcietych.

Przyktad 3.10. Badamy X czas (w godzinach) bezawaryjnej pracy pewnego typu zaréwki w ustalonych warunkach.
Wylosowalismy 6 sztuk (z zalozenia z duzej liczby egzemplarzy), wlaczyliémy je i poszliSmy do domu. Po powrocie
po 8 godzinach okazalo sie, ze dwie z nich sa juz przepalone. Kolejne zaréwki przepalaly sie odpowiednio w 12,
13 i 15 godzinie pracy. W 18-ej godzinie eksperymentu musieliSmy go przerwaé, a ostatnia zarowka jeszcze Swie-
cita. Zaktadajac, ze X ma rozktad wyktadniczy Exp(1), chcemy wyznaczy¢ estymator najwiekszej wiarygodnosci
parametru A.

Gestoscig rozktadu Exp(A) jest fi(x) = /le_’lx)([o,%o](x), a dystrybuantg Fy(t) = 1 — e~ dla t > 0. Proba jest
nastepujaca: X1 = X € [0,8], X3 =12, X4 = 13, X5 = 15 oraz Xg € [18, +c0]. Funkcja wiarygodnosci jest wiec postaci

L(/l) - (1 _ e—/l8)2/16—/112/16—/113/16—/1158—/118 — (1 _ 8—8/1)2/136—58/1.

Analityczne wyznaczenie maksimum tej funkcji moze byé klopotliwe, wiec zrobimy to numerycznie. Na poczatek
warto narysowaé¢ wykres.

> L=function(lambda) (1-exp(-8+*lambda)) 2*lambda~3*exp(-58+lambda)
> lambda=seq(0,0.5,by=0.01)
> plot(lambda,L(lambda) ,type="1")
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L{lambda)
Be-07 Be-07 1e-06

4e-07
|

2e-07

QOe+00
I

0.0 01 0.2 03 0.4 05

lambda

Wyznaczamy teraz estymator numerycznie.

> (O=optimize(L,c(0,0.3) ,maximum=T))
$maximum
[1] 0.07668633

$objective
[1] 1.109826e-06

> 1/0$maximum
[1] 13.04013

Otrzymujemy wiec, ze ENW(Q) = 0.0766 oraz na przyktad to, ze Sredni czas bezawaryjnej pracy tej zaréwki wynosi
okoto 13.04 godziny. Pozostaje pytanie, czy poza przedziatem (0, 0.3) nie istnieje inne maksimum?(Cwiczenie)

Przyklad 3.11. Mierzylismy temperature (w stopniach Celsiusza) pewnego obiektu. Wykonaliémy 7 niezaleznych
pomiaréw i uzyskalismy 1.2,0.9,0.7,0.8, 0.77,2.1, 1.34 stopni. Niestety po eksperymencie okazalo sie, ze w termome-
trze zepsut sie wyswietlacz i nie dziata znak ,minus’ oraz odchylenie btedu pomiarowego wynosito az 1 stopieri. Jaka
temperature miatl badany obiekt, jesli zalozymy, ze temperatura byta dodatnia?

Oznaczmy badana ceche (temperature) przez X. Zakladamy, ze btedy pomiarowe maja rozktad normalny, wiec X
ma rozklad normalny N(m, 1), gdzie m oznacza prawdziwg temperature badanego obiektu. Jednak proba pochodzi
z pomiaréw cechy |X|. Wyznaczmy na poczatek rozklad zmiennej |X| (przez @ i f oznaczmy odpowiednio dys-
trybuante i gestos¢ standardowego rozktadu normalnego N(0,1), a przez ®,, ,» dystrybuante rozktadu normalnego
N(m,o)). Dla t > 0 mamy

Fix|(t) = P(|X] <1) = P(X € (=1,1)) = @p,1 (1) = Ppp,1 (1) =

=®(t —m) — Ot +m).

Czyli gestosé zmiennej losowej | X| jest réwna

g(t) = Fl'Xl(t) =®'(t—m)+® (=t —m) = f(t —m) + f(~t —m).
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Funkcja wiarygodnosci bedzie dana wzorem

6
1 (X;-m?) 1 (-X;-m)?)
L(m) = [—e_f +——e 2 |
L_ll V2r V2r

Wyznaczymy maksimum numerycznie.

X=c(1.2,0.9,0.7,0.8,0.77,2.1,1.34)
L=function(m){
n=length (m)
w=numeric(n)
for (i in 1:n) wlil=prod(dnorm(X-m[i])+dnorm(-X-m[i]))
return(w)
}
m=seq(0,2,by=0.01)
plot(m,L(m),type="1")

VV + 4+ 4+ 4+ 4+ VYV

m
0.0010 0.0015 0.0020
| | |

0.0005
|

0.0000
|

0.0 0.5 1.0 1.5 20

> O=optimize(L,c(0,2) ,maximum=T)
> 0[[1]1]
[1] 0.8275602

Ostatecznie EMW(m) ~ 0.8275602. Podobnie jak poprzednio pozostaje pytanie, czy poza przedziatem (0,2) nie
istnieje inne maksimum (Cwiczenie).
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3.2 Metoda momentow

Przedstawimy teraz druga (a historycznie pierwsza) metode wyznaczania estymatoréow. Na poczatek przypomnijmy
definicje i-tego momentu (momentu rzedu i) zmiennej losowej

m; = E(X")
(o ile istnieje) oraz i-tego momentu z proby (X, ..., Xp)
I
g == XL
n s=1

W kontekscie wnioskowania statystycznego momenty badanej cechy nazywa sie momentami teoretycznymsi, a momenty
z proby empirycznymi. Metoda momentéw szuka parametréow, dla ktérych i-te momenty teoretyczne i empiryczne

sg rowne.
Bardziej precyzyjnie, zalozmy, ze nasza przestrzen statystyczna P = {Py | 6 € O} jest parametryzowana k-
wymiarowym parametrem 6 = (61,...,0r) € ® c R*. Zalézmy dalej, ze dla kazdego i = 1,...,k istnieje funkcja

gi taka, ze moment rzedu i zmiennej losowej X o rozkladzie Pg, . ¢, jest rowny g;((01,...,0x)) dla wszystkich
(01,...,0;) € ®. Niech Xy,..., X, bedzie pobrang proba. Estymatorem momentéw nazywamy 6 = (61,...,0;), ktory
nalezy do @ i jest rozwigzaniem ukladu k réwnan

my =g1((01,...,0k))

g =gk ((61,...,6k))

Zaczniemy od najprostszego przyktadu.

Przyklad 3.12. Wyznaczymy estymator momentow w rozktadzie U[0,a] (a > 0).
W tym problemie mamy k = 1. Wtedy my = E(X), gdy X ~ U0, ], czyli g1(@) = a/2. Pierwszy moment z proby
to z definicji érednia z proby. Ostatecznie mamy réwnanie

x=2
2

Rozwigzaniem jest & = 2X, o ile X > 0. Zauwazmy, Ze estymator momentéw wyszed} inny niz estymator najwickszej
wiarygodnosci.

Rozwazmy nastepny prosty przyktad.

Definicja 3.13. Wyznaczmy estymator momentéw parametru A4 w rozkladzie wyktadniczym Exp(Ad). Pierwszy
moment teoretyczny (czyli wartos¢ oczekiwana) wynosi

1
mp = —.
T2
Otrzymujemy réwnanie
- 1
X =
A
Estymatorem momentéw jest wiec
~ 1
A==
X

(oile X > 0). W tym przypadku estymator momentéw jest taki sam jak najwickszej wiarygodnosci.
Nastepny przyktad bedzie nieco bardziej ztozony.

Przyktad 3.14. Wyznaczymy estymator momentow w rozkltadzie Ula, b] (b > a > 0).
Mamy do wyestymowania dwa parametry liczbowe (k = 2). Wyznaczamy pierwszy i drugi moment teoretyczny:

a+b
my =E(X) = — = gi(a, b);



ROZDZIAL 3. ESTYMACJA PUNKTOWA 24

b

1 1

m2=E(X2)=/ x? dx = =(b> +ab +d?) = gs(a, b).
a b-a 3

Otrzymujemy ostatecznie uktad dwdch réwnan

y = £(b* +ab +a?)
Po krétkich przeksztalceniach mamy

a+b:2ﬁ11
ab = 4m? - 3y

Przez podstawienie otrzymujemy réownanie kwadratowe ,na a’. Jesli mig — nﬁ% > 0 (inaczej wariancja z proby si =
Mg — nﬁ% > 0), to mamy dwa rozwiazania, ale tylko jedno spetnia warunek b > a

Przed kolejnym przyktadem zdefiniujemy rozktad mieszany.

Definicja 3.15. Niech fi, fo beda gestosciami. Wtedy rozklad nazywamy mieszanym (rozkladow fi i f2), gdy jego
gestosé jest kombinacja wypukta fi i fo, tzn. f(x) = efi(x) + (1 — &) fa(x) dla pewnego € € [0,1] (ozn. (f1, f2,€)).

Przyktad 3.16. Zal6zmy, ze badana cecha X ma rozktad mieszany (f1, f2, €), gdzie fi i fa sa gesto$ciami odpowiednio

rozktadow normalnych N(my,01) i N(mo, 09). Wyestymowaé parametr g, zaktadajac, ze my, o1, ma, 05 sa znane.
Estymator najwickszej wiarygodnosci parametru € jest trudny do wyznaczenia, natomiast estymator momentow

jest prosty. Mamy bowiem tylko jeden parametr do wyestymowania. Wyznaczmy pierwszy moment teoretyczny:

miy = / x(efi(x)+ (1 -¢)fa(x))dx = emy + (1 — &)ms.

(o)

Otrzymujemy réwnanie

X=emi+(1-¢&)ms.

Szukanym estymatorem jest wiec

. X —ma
E=———
my — mo

o ile powyzszy & € [0, 1].
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3.3 Wilasnosci teoretyczne estymatorow

Rozwazmy przestrzen statystyczng {Pg : 6 € ® c R*} oraz probe prosta X = (X, ..., X,) wylosowana z rozkladu Py
dla pewnego (nieznanego nam) parametru 6. Chcemy teraz na podstawie proby oszacowaé warto$é tego nieznanego
(,prawdziwego’) parametru 6 lub ogdlniej wartosé g() dla pewnej ustalonej funkcji g : R¥ — R¥ (na przyktad, gdy
P, to rozktad wyktadniczy o parametrze A, a my chcemy oszacowaé wartos¢ oczekiwang rozktadu z ktoérego pochodzi
proba, to formalnie estymujemy g(4) = 1/1).

Definicja 3.17. Funkcje mierzalng 6, : (X1, ..., X,) — R? nazywamy estymatorem parametru g(6).

Powstaje pytanie jakie estymatory sa ,dobre’. Zdefiniujemy pewne wtlasnosci, ktore uznamy za ,pozadane’ oraz
kryterium do poroéwnywania estymatorow.

Zgodnosé estymatorow

Rozwazmy ciag estymatorow (QAn);’l":1 parametru g(6). Intuicyjnie, zgodnosé ciggu estymatoréw oznacza, ze dla
kazdego (,prawdziwego’) 6 € ® wraz ze wzrostem licznosci proby n estymatory ,daza do g(6)’. Poniewaz estymatory
to zmienne losowe, to zbiezno$é estymatoréw mozna zdefiniowaé na rézne sposoby. Przedstawimy dwa z nich.

[

Definicja 3.18. Ciag estymatoréow (én)n:1 parametru g(68) nazywamy

1. mocno zgodnym, gdy dla kazdego 6 € ®
Py(lim 0, = (6)) = 1;
n—o00

2. stabo zgodnymE], gdy dla kazdego 6 € © i kazdego € > 0
lim Py(10, - g(0)] > £)) = 0.

Mozna pokazaé, ze mocna zgodnos¢ implikuje stabg zgodnogé.

Przyktad 3.19. Zal6zmy, ze proba prosta (X1, ..., X,;) pochodzi z rozktadu cigglego Py danego gestoscia fy, takiego,
ze 8 € ® C R, a dla kazdego 0 istnieje wartosé srednia Eg(X) = fR Xfg(x)dx. Zdefiniujmy g(6) = Eg(X). Wtedy
z prawa wielkich liczb, estymator

. IR _
(X1, X)) == > X; = X,
ni:l

sg mocno zgodnymi estymatorami g(6).

Przyktad 3.20. Zatézmy, ze proba prosta (Xi,...,X,) pochodzi z rozktadu jednostajnego U[0, ], dla @ > O.
Rozwazmy estymator &, = max(Xj,...,X,) (n > 1) parametru a (tutaj formalnie g(a) = a).
Najpierw znajdziemy rozklad estymatora &, dla ustalonego n i a przez wyznaczenie jego dystrybuanty. Mamy

Fg,(t) = P(@, <t) = P(max(X1,...,Xn) <t) =P(X1 <t,....,Xn <1)

=P(X1<t)---P(X,<1) = (ét)n,

dlat e [0,a]iFq4,(t)=1dlat> a.
Ustalmy teraz € > 0. Jedli € > @ to od razu dostajemy, ze

P(la, —al <¢e) =1.
W przypadku, gdy € < @, mamy

P(lap —al<e)=Pla—e<ap<a+e)=Fz (a+¢e)—Fg,(a—¢)
=1—(l(a—8)) :1—(1—£)n
a a

lim P(|a¢, —a| >&)=1- lim P(la, —a| < &) =1.
n—oo n—oo

Ostatecznie otrzymujemy, ze

Estymator &, jest wiec estymatorem stabo zgodnym parametru @ w rozktadzie U[0, a].

3ang. weakly consistent.
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Blad sredniokwadratowy, nieobcigzono$¢ estymatora
Przedstawimy kryterium liczbowe oceny dokladnosci estymacji parametru rzeczywistego g(6).
Definicja 3.21. Btedem s’redm'okwadmtowy estymatora 6, parametru g(#) nazywamy
MSE(6,) = Eg((0n ~ 8(6))°).
Twierdzenie 3.22. Blgd sredniokwadratowy jest réwny
MSE (6,) = D (6,) + b* (6, 2(6)),
gdzie b(0,,8(0)) = Eg(0,) — g(0) nazywamy obci@Zenie estymatora 0,,.
Dowad.
MSE(60) = Eo((6n — 8(0)>) = Eq ((0n = Eo(0,) + Eo(6,) - 2(0))°)
= Eq (6 — E(6))* + 2000 — Eg(6,))(3(6) = Eg(00)) + (3(6) — Eq(8n))?)
= Eq (60 = E0(0n)?) + (2(6) = Ea(0u)) Ea (B = Ea(02)) + Eo (2(6) — Ea(02))%)

= D%(én) + (g(Q) - Ee(én))2 = Dz(én) + (Ea(én) - g(@))2
= D%(én) + b2(én’ g(Q)).

Btad éredniokwadratowy estymatora jest wiec suma jego wariancji i kwadratu obciazenia. Yatwo widaé tez, ze
MSFE ¢(6,,) = 0. ]

Definicja 3.23. Estymator T jest lepszy od estymatora W, gdy istnieje 8 taka, ze MSE¢(T) < MSE4(W) oraz
MSE o(T) < MSE ¢(W) dla kazdego 6.

Definicja 3.24. Estymator &) nazywamy dopuszczalnym, gdy nie istnieje estymator lepszy od niego. Nazywamy go
za$ niedopuszczalnym, gdy nie jest dopuszczalny.

Przyktad 3.25. Zal6zmy, ze ® = R. Zdefiniujmy dwa trywialneﬂ estymatory parametru 6: T(Xy,...,X,) = 61
i W(Xy,...,X,) =0y dla pewnych 61 < 65. Wtedy:

1. MSEy,(T) = MSE4,(W) =0 (oraz D%(T) =0), ale
MSE¢(T) = (61 = 6) # (62 = 6)* = MSE (W),
dla 8 € R\ {(01 +62)/2}. Czyli ani T nie jest lepszy od W, ani W nie jest lepszy od T.
2. Jesli 6 to dowolny estymator taki, ze MSEgl(é) > (, to nie jest on lepszy od T.

Powyzsze przyktady pokazuja, ze nie ma sensu szukaé estymatora, ktory jest najlepszy dla wszystkich 6 € . Dla-
tego szuka sie takich estymatoréw na pewnych podzbiorach (,klasach’) estymatorow (ale uwaga, estymator dopusz-
czajacy w pewnej klasie nie musi by¢ dopuszczalny w klasie szerszej). Najczesciej ta klasa sa estymatory nieobcigzone,
ktorych definicja jest nastepujaca.

Definicja 3.26. Estymatory (én);"zl parametru g(60) nazywamy
1. nieobcigzonymi, gdy Eg(6,) = g(6) (tj. obciazenie jest rowne zero) dla kazdego n i 6;
2. asymptotycznie nieobcigzonymi, gdy limy,—e Eg(6,) = g(0) dla kazdego 6.

Przyklad 3.27. Zalézmy, ze proba (X1, ..., X,) pochodzi z rozktadu Py, takiego, ze istnieje jego $rednia u. Wtedy
1Y 1
Eg(X) = - ZEH(XL') = —np = [
n & n

Czyli drednia z proby jest estymatorem nieobciazonym wartosci Sredniej.

4ang. mean square error.
Sang. bias.
6(by nie rzec ,patologiczne’)
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W kilku punktach przedstawmy podstawowe wtasnosci estymatoréw nieobcigzonych.

1. Estymator nieobcigzony nie musi istnie¢, na przyktad nie istnieje estymator nieobciazony parametru g(p) = p?
w rozktadzie (1,0, p) dla préb jednoelementowych, albo parametru g(p) = 1/p w rozktadzie b(n, p).

2. Jedli T i W to estymatory nieobcigzone parametru g(8), to dla kazdego a € [0, 1] estymator Z, = aT+ (1 —a)W
tez jest nieobciazony (czyli jesli istnieja juz dwa rézne estymatory nieobcigzone pewnego parametru, to istnieje
ich juz nieskonczenie wiele).

3. Jedli h(x) = ax+b, a T jest estymatorem nieobciazonym parametru g(6), to h(T) jest estymatorem nieobciazonym
parametru h(g(6)). Ale uwaga, wltasnosé ta nie musi zachodzi¢ dla dowolnej funkcji &, na przyktad wariancja
z proby s2 = (1/(n-1)) 2 (X — X)? jest estymatorem nieobcigzonym wariancji rozkladu (jesli ta istnieje), ale
Vs2 nie jest estymatorem nieobcigzonym odchylenia standardowego rozktadu.

4. Jesli T jest estymatorem nieobcigzonym parametru g(6), to wprost z definicji
MSEy(T) = D%(T).

Stad na przyktad wniosek dla dwoch estymatoréw nieobcigzonych 71 W, ze jesli D%(T) < D20(W) dla wszystkich
0, to T jest lepszy od W.

To uzasadnia definicje estymatora o najmniejszej wariancji.

Definicja 3.28. Oznaczmy przez U zbior estymatoréw nieobcigzonych parametru g(6) i zatézmy, ze jest niepusty.
Wtedy estymator nieobciazony T parametru g(6) nazywamy estymatorem nieobcigzonym o minimalnej wariancjzﬂ
(ozn.

ENMW(g(8)), gdy Eg(T?) < oo oraz dla kazdego W € U i kazdego 6 € ©

D%(T) < D%(W).

Przyklad 3.29. Rozwazmy dwa estymatory wartosci oczekiwanej u rozktadu Py o éredniej u i skoriczonej wariancji

0_2

T(X1,...,Xn) = Xn

oraz
- 1
W(Xl, e ,Xn) =X,_1 = m()ﬁ + -+ Xn—l)-

Wtedy E(T) = E(W) = u, wiec oba sa nieobcigzonymi estymatorami y. Policzmy wariancje estymatora T

W@hD%%&+m+&ﬂ=%w%ﬁwm+Nam

1 5, o?
= —no°=—
n? n
Analogicznie
o2
D*(W) = T
Mamy wiec dla kazdego 0
o? o?
D*(T) = — < = D*(W),
n n—1

wiec w szczegblnosci MSE¢(T) < MSE¢(W) i estymator T jest lepszy od estymatora W (wiec estymator W jest
niedopuszczalny). Wnioskujemy tez, ze estymator W nie jest ENMW (u).

Definicja 3.30. Dla proby prostej X = (X1, ..., X,;) pochodzacej z rozktadu Py definiujemy n-ta informacje Fishera

5 2
[%logﬂg(g)]

gdzie P(—)(X) = Pg(Xl) B Pg(Xn)

Tang. minimum-variance unbiased estimator (MVUE).
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Twierdzenie 3.31. (Nieréwnosé Rao—Craméra). Przy pewnych zatozeniach, jesli 0, jest estymatorem nieobcigzonym

parametru 8, to

. 1
D%(9,) > ——.
o(6n) nl;(6)

Przyklad 3.32. Niech proba prosta X = (X1, ..., X,) pochodzi z rozktadu N(u, o) dla znanego 0. Wtedy mamy

1 _e=w?

P#(_x) = 27[0-@ 202

oraz
X1 —p)? _Xi-p
202 o2

0 0
a log P, (X1) = a (— log(V2ro) — (

Skoro X1 ~ N(u, o), to pierwsza informacja Fishera wynosi

2 2
X1 —pu 1 o 1
Il(ﬂ):Eﬂ([ 2 ] )ZFD,Q,(Xl):j:;-

g

7 nier6wnosci Rao—Craméra wynika wiec, ze wariancja dowolnego estymatora nieobciazonego u jest niemniejsza niz
1/(nl () = 0?/n. Z drugiej strony Di(fn) = 02 /n, wiec érednia z proby jest ENMW (u).



Rozdzial 4

Przedzialy ufnosci

W tym rozdziale przedstawimy kolejna metode wnioskowania statystycznego: estymacje przedziatlowa. Metoda ta
zostala wprowadzona przez Jerzego Neymana w roku 1937 (|20]).

Definicja 4.1. Niech X1, ..., X,, bedzie préba z rozktadu z parametrem 6 € ® C R. Przedziatem ufnosci E]para,metru
6, na poziomie ufnosci E] 1 — @, nazywamy przedziat
(01(X1,...,X,),02(X1,...,X,)) z wlasnoscia:

Po(61(X1,....Xn) <0< 62(X1,....Xn) > 1-0a
dla wszystkich 6.

Metoda ta dostarcza nam wiecej wnioskow niz estymacja punktowa. Dhugosé tego przedziatu daje nam dodatkowsa
informacje o doktadnosci estymacji (btedzie statystycznym). Parametr @ jest za$ rowny prawdopodobienistwu (ry-
zyku) bledu, tj. sytuacji kiedy nasz przedzial moze nie zawiera¢ prawdziwego parametru. Wizualizuje to nastepujaca
symulacja: zaktadamy, ze cecha ma rozklad N(2,4) i 100 razy losujemy probe prosta 10-cio elementows. Dla kazdej
proby wyznaczamy 95% przedzial ufnosci wedltug wzoru . Na rysunku mamy zaznaczone te 100 przedzialow
ufnosci. Widzimy, ze 93 z nich byly dobre, tj. zawieraly srednia cechy 2. Najlepiej wiec by byto, gdyby 1 —a = 0.
Wtedy niestety dhugos$é przedziatu obejmuje cale ©, czyli mamy wniosek pewny, ale zupetnie niedoktadny. Gdy nato-
miast 1 — @ maleje, to doktadno$é rosnie, ale ryzyko tez. Najczesciej wiec bierze sie 1 —a = 0.95, co jest kompromisem
miedzy dokladnodcia, a ryzykiem bledu.

0.93
(o]
8
o |
o
o |
w
o |
=
o |
(o'
o
T T T T T T T
4 2 0 2 4 6 8

lang. confidence interval (CI)
2ang. confidence level

29
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4.1 Rozklad t-Studenta

Omoéwimy teraz rozklad t-Studenta, ktory bedzie potrzebny w dalszej czesci wyktadu.

Definicja 4.2. Rozklad dany gestoscia

_ktl

(k) 2,
:mﬁ(@(l o

k
nazywamy rozktadem t-Studenta z k € N, stopniami swobody (ozn. X ~ #(k)).

f(x)

Jak widacé, gestosé jest funkcja parzysta, a dla duzych k jest bliska funkcji C e~¥*2 W konsekwencji dla duzych k
rozklad t(k) mozna aproksymowaé standardowym rozkladem normalnym. Przez t(p, k) bedziemy oznaczaé¢ kwantyl
rzedu p rozktadu t(k) (tj. t(p, k) = Ft_(}c) (p)). Z parzystosci gestosci dostajemy, ze t(1 — p, k) = —t(p, k) dla kazdego
p i k. Dla duzych k kwantyle tego rozkltadu mozemy przybliza¢ kwantylami standardowego rozktadu normalnego
t(p,k) =~ u(p). Inne podstawowe wlasnosci tego rozktadu sa zawarte w ponizszych twierdzeniach.

Twierdzenie 4.3. Jesli X ~ t(k), to
1. EX =0 dla k > 1 1 EX nie istnieje dla k = 1.
2. D*(X) = % dla k > 2, D*>(X) = 0o dla k =2 oraz wariancja nie jest zdefiniowana dla k = 1.

Twierdzenie 4.4. Niech Xi,...,X, bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie N(u,o). Wtedy
zmienna losowa

Xn —H
n7
Sn \/_

gdzie Xp = (X X)) /n i s, = ,/ﬁ Y (X; — X)2, ma rozktad t-Studenta o n — 1 stopniach swobody.

=

4.2 Przedzialy ufnosci dla sredniej

Przedzial ufnosci dla u w rozktadzie N(u, o) przy znanym o
Wiadomo, ze jesli Xi,...,X, jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie N(u, o), to zmienna
losowa %
"\,

(o

u =
ma standardowy rozktad normalny N(0,1). Ustalmy 1 — @. Wtedy istnieja uy i us takie, ze
P(up <u<ug)=1-a.

Mozemy wziaé u1 = u(a/2) oraz us = u(1 — a/2). Wtedy

P(u(a/2) < X"O__”«/ﬁ <u(l-a/2)=1-a,

a po krotkich przeksztatceniach, wykorzystujac wtasnosé u(1 — p) = —u(p), ostatecznie otrzymujemy

PlX, —u(1-a/2)Z <u< X, +u(l-a/2)Z]=1-a. (4.1)
\n n

\/_

Gdy w powyzszym rozumowaniu wezmiemy inne u1, us, to otrzymamy inne przedzialy ufnosci. Przedziat dany wzorem
(4.1) nazywamy dwustronnym. O tym przedziale mozemy powiedzie¢, ze ma nastepujace wlasnosci.

1. Gdy ustalimy @ i n, to wraz ze wzrostem o dlugo$é przedziatu rosnie (czyli, gdy modelujemy ceche o duzej
zmiennosci, to wnioski sa mniej dokladne).

2. Gdy ustalimy a i o, to wraz ze wzrostem n dtugos$¢ przedziatu maleje (czyli im wieksza proba, tym wnioski sa
doktadniejsze).

3. Gdy ustalimy n i o to gdy 1 — @ dazy do 1 to dtugos¢ przedziatu dazy do nieskoniczonosci (czyli im pewniejszy
wniosek tym mniej jest doktadny).
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Przedzial ufnosci dla ¢ w rozkladzie N(u, o)
W sytuacji, gdy nie znamy o, postepujemy podobnie, z ta réznica, ze skorzystamy z twierdzenia [£.4] Ustalmy
1 — @ oraz rozwazmy zmienna losows t z tego twierdzenia. Wtedy

X _
t= 20T <= 1).
Sn

Wtedy istnieja 11, t2 takie, ze
P(ti<t<t)=1-a.

Biorac t1 =t(a/2,n —1) i to = t(1 — a/2,n — 1), po przeksztalceniach otrzymujemy
_ s _ s
PlX,-t(l-a/2,n-1)—<u<X,+t(l-a/2,n-1)—|=1-a. 4.2
it el =D << Eyeil-afzn =) ] (12

Przyklad 4.5. Mamy duza partie workéw cementu, ktore powinny wazy¢ srednio po 20 kg. Wylosowalismy kilka,
zwazylidmy je 1 otrzymaliémy pomiary 19.5, 19.6, 20.2, 20.1, 19.9. Wyznaczymy 95% przedzial ufnosci dla sredniej wagi
worka. Mozemy tu zatozy¢, ze waga worka pochodzi z rozktadu normalnego N(u, o). Przedzial ufnosci wyznaczamy
w R:

przedzial .ufnosci=function(X,alfa=0.05){

>

+

+ n=length(X)

+  m=mean (X)

+ 1l=qt(l-alfa/2,n-1)*sd(X)/sqrt(n)
+ return(c(m-1,m+1l))

+ }

>

> X=c(19.5,19.6,20.2,20.1,19.9)
> przedzial.ufnosci(X)

[1] 19.48134 20.23866

Jak widaé¢ powyzszy przedzial zawiera 20, wiec mozemy wnioskowaé, ze na poziomie ufnosci 0.95 srednia waga worka
wynosi(w granicach btedu statystycznego) 20 kg.

Przedzial ufnosci dla $redniej dowolnego rozktadu dla duzej licznosci proby
Zalozmy, ze Xi,...,X, proba prosta z populacji o $redniej p i wariancji 0 < 02 < co. Wtedy z Centralnego
Twierdzenia Granicznego wynika, ze -
Xn — M

= Vn =~ N(0,1)

o
dla duzych n. Estymujemy o przez s, i otrzymujemy, ze

X, —
K\~ N, 1)

Sn

dla duzych n. Po podobnych przeksztalceniach jak wczesniej otrzymujemy przedzial ufnosci dla u na poziomie ufnosci
l1-«a
S Sn o Sn
e(Xy—ul-a/2)—, X, +u(l-—a/2)—). 4.3

t € (Xn —u( /)\/ﬁn( /)\/ﬁ) (4.3)
Przyklad 4.6. Przepytano 600 losowo wybranych kierowcow w Krakowie, ile wydaja miesiecznie ztotych na paliwo.
7 odpowiedzi uzyskano $rednia 438 zt z odchyleniem standardowym 187 zt. Ile srednio miesiecznie wydaje kierowca
z Krakowa na paliwo? (Przyjmijmy 1 — @ =0.9).

Nie znamy rozktadu wydatkow na paliwo, ale proba jest duza. Zastosujemy wiec wzor (4.3)).

> 438-gnorm(0.95)*187/sqrt (600)
[1] 425.4428
> 438+gnorm(0.95)*187/sqrt (600)
[1] 450.5572
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Otrzymalismy przedzial (425.44,450.55).

Przedzial ufnosci dla frakcji dla duzej licznosci préby
Ostatni model mozemy zastosowaé dla rozktadu zero-jedynkowego (1,0, p). Niech p = k/n oznacza frakcje z proby.

Wtedy wzor (4.3) przyjmie postac

vp( - p) Vo -p)\

elp-—ull-—a/2 ,p+u(l—a/2 4.4
pe(p-u(l-af2) N (1-a/2) 7 (4.4)
Przedzial ufnosci dla frakcji
Mozna pokazaé, ze przedziat ufnosci dla frakeji (dla dowolnej licznosci proby n) jest dany wzorem
p<eBla/2,k,n—k+1),B(1-a/2,k+1,n-k)), (4.5)

gdzie wykorzystujemy kwantyle rozktadu Beta (patrz definicja [4.13)).

Przyktad 4.7. W sondazu na 978 losowo wybranych respondentéw 430 powiedziato, ze popiera kandydata AA. Jaki
jest 95% przedzial ufnosci dla prawdziwego poparcia tego kandydata?
W tym przypadku mamy n = 978, k = 430 oraz 1 — @ = 0.95. Mozemy zastosowaé oba wzory (4.4) oraz (4.5):

> przedzial.ufnosci=function(k,n,alfa=0.05){
+ p=k/n

+ 1=qnorm(1-alfa/2)*sqrt(px(1-p))/sqrt(n)
+ pl=gbeta(alfa/2,k,n-k+1)

+  p2=gbeta(l-alfa/2,k+1,n-k)

+
+

print (paste("Przedzial przyblizony: (",p-1, ",",p+1l,")"))
+ print(paste("Przedzial doktadny: (",p1,",",p2,")"))
+ }
> przedzial.ufnosci(430,978)
[1] "Przedzial przyblizony: ( 0.408565358502969 , 0.470780244769014 )"
[1] "Przedzial doktadny: ( 0.408275907334687 , 0.47143394041474 )"

Jak widaé¢ na poziomie ufnosci 0.95 poparcie miesci sie w przedziale (40.8%,47.1%), cho¢ wynikiem ankiety bedzie
430/978 x 100% = 43.96%.

Wyb6ér licznosci proby do estymacji p.

Zauwazmy, ze przedzial ufnosci jest postaci (p — B, p + B). Nazwijmy B bledem estymacji. Mozemy teraz
postawié¢ nastepujacy problem: dla ustalonych 1 — @ oraz B wyznaczy¢ (przed pobraniem proby) najmniejsze takie
n, aby p € (p — B, p + B).

Wiemy, ze
Vp(1-p)

[0
B=M(1—§)

Po kroétkich przeksztalceniach uzyskujemy

(1= 9)2p(1 - p)
n= 5 .
Niestety prawa strona, a konkretnie p zalezy od juz wykonanej ankiety (wiec tez od n). Na szczescie wiemy, ze
p € [0,1], wiec

Ostatecznie uzyskujemy
(u(1-9))?
nz ————.
4B2
Przykltad 4.8. Dla 1 - =0.951 B = 0.03 uzyskujemy
> gqnorm(0.975)~2/(4%0.03~2)
[1] 1067.072

Czyli n = 1068.
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4.3 Rozklad y? i Beta

Definicja 4.9. Rozkltad y? (,chi-kwadrat’) z k stopniami swobody (ozn. X ~ x2(k))jest rozktadem o gestosci danej
wzorem

k_4
x2 Le=x/2 . ,1. S 0
f(x) _ 2k/gr(§) s jeshi x =
0, jesli x < 0

Przez x?(p,k) bedziemy oznaczaé kwantyl rzedu p rozkladu y?(k). Najwazniejsze wlasnosci tego rozkladu sa
zawarte w ponizszych twierdzeniach.

Twierdzenie 4.10. Niech Xi,...,X, bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o standardowym rozktadzie
normalnym oraz niech Z = Zf‘(:l Xl?. Wtedy Z ~ x*(k). W szczegdlnosci, X12 ~x2(1).

Twierdzenie 4.11. Niech zmienne losowe X ~ y?(k) i Y ~ x%(1) sq niezaleine. Wtedy
1. EX =k oraz D*(X) = 2k.
2. X+Y ~ x2(k+1).
3. x2(k) =~ N(k,V2k) dla duzych k.
4. x*(2) = Exp(1/2).
5. Jesli Z ~U[0,1], to —2log(Z) ~ x*(2).
Twierdzenie 4.12. Niech Z ~ N(0,1) oraz V ~ x%(k) sq niezaleine. Wtedy

T = Z ~ t(k).

|V
k
Zdefiniujemy teraz rozktad Beta.

Definicja 4.13. Rozklad Beta o parametrach «, 8 (ozn. B(e, B)) jest dany gestoscia

_ I(a+p)
- T(o)T(B)

Przez B(p, a, B) oznaczaé bedziemy kwantyl rzedu p rozktadu 8B(«, B).

f(x) A= 0.0 ().

4.4 Przedzial ufnosci dla wariancji

Przedzial ufnosci dla wariancji w rozkladzie normalnym.

Twierdzenie 4.14. Niech X1,...,X, bedzie ciggiem niezaleinych zmiennych losowych o rozktadzie normalnym ze
$redniq u i wariancig o®. Wtedy

(n—1)s2
Q:T" ~x*(n-1).

Wykorzystujac powyzsze twierdzenie, analogicznie do poprzednich przedzialow, mozemy uzyska¢ 1 — @ (dwu-
stronny) przedziat ufnosci dla o2

2 (n—1)sy (n = Dsy
Y21 -a/2,n-1)" x%2(a/2,n-1) |

Przyktad 4.15. Producent urzadzenia do napetniania butelek jednolitrowych zapewnia, ze odchylenie standardowe

napelnien wynosi 1ml. W losowej probie 10 napekieni, odchylenie standardowe z proby wyniosto 1.4ml. Czy zakta-

dajac normalnosé¢ napelnient, mozemy na poziomie ufnosci 1 — a = 0.95 powiedzieé¢, ze producent ma racje?
Wyznaczamy przedzial ufnosci dla wariancji
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> (10-1)*1.4~2/qchisq(1-0.05/2,10-1)
[1] 0.9273099

> (10-1)*1.4"2/qchisq(0.05/2,10-1)
[1] 6.532391

oraz dla odchylenia standardowego

> sqrt (0.9273099)
[1] 0.9629693
> sqrt(6.532391)
[1] 2.555854

Ostatecznie otrzymujemy

o € (0.962, 2.555),

wiec nie mozemy zaprzeczy¢ stwierdzeniu producenta.
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Testowanie hipotez

Testowanie hipotez to trzecia podstawowa technika wnioskowania statystycznego.

5.1 Ogoéblna teoria

Zatozmy, ze badamy ceche X : Q — R. Niech Xy, ..., X, bedzie probg. Testowanie hipotez to procedura, ktora sktada
sie z nastepujacych krokdw.

1. Sformulowanie hipotez Hy and H;.

Na poczatku stawiamy dwie hipotezy o badanej zmiennej: hipoteze zerowq HUE] oraz hipoteze alternatywng Hlﬂ
Celem testu jest ustalenie, czy informacja zawarta w prébie wystarczajaco swiadczy przeciwko hipotezie zerowej na
rzecz hipotezy alternatywnej. Gdy proba wystarczajaco nie przeczy hipotezie zerowej, to méwimy, ze nie ma podstaw
do odrzucenia hipotezy zerowej. Testowanie hipotez polega wiec na podziale przestrzeni préb na dwie czesci: proby,
dla ktorych odrzucimy hipoteze zerowa i moéwimy, ze hipoteza alternatywna jest prawdziwa, oraz préby, ktére nie
przecza hipotezie zerowej.

2. Statystyka testowa. Ten podziat bedziemy realizowaé¢ za pomocg mierzalnej funkcji

T:(X1,...,X:) — R,

ktorg nazywamy statystykg testowqﬂ Nastepnie musimy wyznaczy¢ rozktad T przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy
zerowej Hy (bedziemy uzywaé oznaczenia
TR,
gdy statystyka testowa ma rozktad R przy prawdziwosci Hy).
3. Ustalenie « i wyznaczenie zbioru krytycznego.

Ustalamy a € (0,1) (zazwyczaj jest rowny 0.05) nazywany poziomem z'stotnos’czﬂ Nastepnie wyznaczamy zbidr
krytyczny (odrzucen, ang. rejection region) K o whasnosci

P(T € K|Hy) = a (5.1)

probujac zminimalizowaé
P(T ¢ K|Hy) = B. (5.2)

Parametr a jest prawdopodobienstwem btedu I rodzaju, B jest prawdopodobietistwem bledu II rodzaju, zas 1 — 8
jest nazywane mocq (ang. power) testu.
4. Decyzja. Nasz wniosek opiera sie na wartosci statystyki testowej dla naszej proby:

— jesli T(Xy,...,X,) € K, to odrzucamy hipoteze zerowa Hy na rzecz Hy;

— jesli T(X1,...,X,) ¢ K, to nie mamy podstaw do odrzucenia Hy (proba nie przeczy hipotezie Hp);
Przed przyktadem sformutujemy jeszcze kilka uwag.

— Hipotezy Hy i H; stawiamy przed analizg proby.

ang. null hypothesis

ang. alternative hypothesis
ang. test statistic

ang. significance level

R N
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— Czesto hipoteza alternatywna ma postaé¢, ktéra nie pozwala wyznaczy¢ 8. Skoro wiec kontrolujemy prawdopo-
dobienistwo bledu I rodzaju (i jest male), a nie wiemy ile doktadnie wynosi B, to odrzucenie hipotezy zerowej
jest wynikiem bardziej znaczacym niz jej nieodrzucenie.

— Jesli hipoteza zerowa jest prawdziwa to i tak prawdopodobienistwo, ze jg odrzucimy wynosi @. Zaltézmy, ze
pewna prawdziwg hipoteze zerowa bada niezaleznie od innych 100 zespoléw na poziomie istotnosci @ = 0.05.
Wtedy okoto 5 zespoléw odrzuci te hipoteze w tedcie i opublikuja ten wynik, a ok. 95 zespoléw nie jej nie
odrzuci i raczej nie opublikuje tych wynikow. Wtedy powstanie nieprawdziwy obraz w literaturze. Nosi to
nazwe obcigzenia publik‘acyjnegolﬂ

Rozwazmy konkretny test.

Test na y w rozkladzie N(u, o) przy znanym o.

Zatozmy, ze Xi,...,X, jest proba prosta pochodzaca z rozktadu normalnego N(u, o) ze znanym o. Stawiamy

hipoteze zerowa o parametrze u, majac trzy mozliwosci postawienia hipotezy alternatywnej

Ho: p=po
a) Hiy:u # po alternatywa dwustmnnaﬁ;
b) Hi : p > po alternatywa pmwostmnnaﬂ

c) Hy:p < po alternatywa lewostmrmaﬁ;

Przed testowaniem musimy sie na jedna z tych alternatyw zdecydowaé. Statystyka testowa z zdefiniowana ponizszym
wzorem ma przy prawdziwosci hipotezy zerowej standardowy rozklad normalny

X, —
7= 20RO B N0, 1),
o
Teraz musimy wyznaczy¢ zbiory krytyczne. Oczywiscie istnieje niekoniczenie wiele zbioréw spetniajacych definicje
(5.1)), ale, probujac minimalizowaé¢ prawdopodobienstwo bledu II rodzaju (5.2)), otrzymujemy dla poszczegdlnych
hipotez alternatywnych zbiory krytyczne postaci

a) K= (-c0,—u(l-5)) U (u(l-3),e0);
b) K = (u(1 — @), c0);
c) K =(—o0,—u(l - a)).

Powyzsze zbiory mozna uzasadni¢ na dwa sposoby. Dla ustalenia uwagi rozwazmy alternatywe prawostronna. Skoro
érednia z proby X, jest estymatorem parametru y to za przyjeciem alternatywy u > po wnioskujemy, gdy X, jest
duzo wieksza niz ug, a to jest rownowazne z przyjmowaniem przez z duzych wartosci. Wiec zbior krytyczny powinien
by¢ postaci (¢, +00).

Mozemy tez rozwazy¢ hipoteze alternatywna postaci Hy : u = 1, gdzie u1 > pg. Przy takiej alternatywie jesteSmy
juz w stanie wyznaczy¢ rozklad statystyki testowej z, i co za tym idzie, policzyé¢ B. Ustalmy wiec a i zbior krytyczny
K1 = (u(1l - a@),). Wtedy prawdopodobieristwo btedu II rodzaju wynosi

B1=Pz¢Ki|pu=pm)=Pz<u(l-a)|u=u)

=P(M\/ﬁ<u(1—a) |ﬂ=u1)

P

+
R TR < u(1 - a) |u=m)

><1|

Il
~

«/‘+“1 I i <u(l-a) = ul)

Il
’“U

(1- )_,Ul ,uo\/—

(n B < (1 — ) — ﬂlaﬂov—lﬂ #1)
ofs

Sang. publication bias

Sang. two-sided alternative

Tang. right-sided alternative
8ang. leftt-sided alternative
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Dla zbioru krytycznego postaci Ko = (—co, —u(1 — @)) prawdopodobienistwo btedu II rodzaju wynosi

Ba=P(z¢ Ko |pu=p1)=Pz>-u(l-a)|u=u)

:1—P(M\/ﬁ<—u(1—a)—m\/ﬁ|ﬂ=ﬂ1
o g
:1-@(—u(1—a)—u\/ﬁ)

g
=<I)(u(1—a/)+l%\/ﬁ) > 3.

Mozemy teraz rozumowaé, ze skoro zbior krytyczny K; jest lepszy od zbioru K, dla kazdej alternatywy postaci u =
U1, 1 > Mo, to jest tez lepszy dla alternatywy u > ug, ktora jest suma wszystkich alternatyw postaci u = uy, 1 > /,toﬂ

Zauwazmy, ze dla ustalonej postaci zbioru krytycznego, jesli odrzucamy hipoteze zerows na poziomie istotnosci
@, to odrzucimy hipoteze zerowa na kazdym poziomie istotnosci @’ > @. To uzasadnia ponizsza definicje.

Definicja 5.1. Liczbe
pv = inf{a | odrzucamy hipoteze Hy na poziomie istotnosci a}
nazywamy pvalue.

Wprost z tej definicji wynika, ze jesli dla danego testu otrzymamy pvalue pv, to jesli testujemy na poziomie
istotnosci @ < pv, to hipotezy zerowej nie odrzucimy, a jesli na poziomie istotnosci @ > pv, to hipoteze zerowa
odrzucimy.

Mozna tez udowodnié, ze jesli statystyka testowa ma rozktad ciagly, to pvalue ma rozklad jednostajny U[0, 1].

Dla przyktadu wyznaczmy pvalue w powyzszym tescie dla alternatywy prawostronnej. Wtedy pvalue to poziom
istotnodci dla ktorego wartosé statystyki testowej znajdzie sie na brzegu zbioru krytycznego. Mamy wiec

u(l-pv) =z2(X1,....Xy,).
Obktadajac dystrybuanta rozktadu N(0,1), uzyskujemy
pv=1-0(z(Xq,...,Xn)).
Zauwazmy, ze to pvalue takze mozemy zapisaé¢ jako
pv=P(z>z(Xy,...,Xn) | Ho),

stad interpretacja, ze pvalue to prawdopodobieristwo pobrania préby bardziej przeczacej hipotezie Hy niz analizowana
proba.
W R do implementacji tego testu mozna uzyé¢ funkcji z.test{BSDA}.

90czywiscie nie pokazali§my, ze zbior krytyczny (c,+00) ma najmniejsze B posrod wszystkich zbiorow krytycznych, tylko, ze jest lepszy
od zbioru postaci (-, c).



Rozdzial 6

Przeglad podstawowych testow
parametrycznych

W tym rozdziale zaprezentujemy podstawowe testy.

6.1 Podstawowe testy parametryczne

6.1.1 Testy o jednym parametrze
6.1.1.1 Test na u w rozkladzie N(u,o) (test t o Sredniej w rozkladzie normalnym).

Zatozmy, ze X1, ..., X, jest proba prosta pochodzacg z rozktadu normalnego N(u, o). Tak jak w poprzednim tescie sa
mozliwe trzy alternatywy o tych samych nazwach. Poniewaz test ten jest bardzo podobny do poprzedniego wypiszemy
go ,skrétowo’:

Ho: p=po Hita)p#po b)p>po c)p<po.
X
t:"—’uox/ﬁliot(n—l).

n
a) K= (-co,~1(1-%.n-1)U(i(1-%.n-1),00);
b)  K=(@(1-a,n-1),00);

c) K = (-00,—t(1 —a,n—1)).
W R do implementacji tego testu uzywamy funkcji t.test.

Przykltad 6.1. Mamy duza partie workéw cementu, ktére powinny wedlug producenta wazy¢ érednio po 20kg.
Podejrzewamy, ze producent zawyza Srednia wage worka. Wylosowalismy kilka, zwazyliSmy je i otrzymaliémy pomiary
19.5,19.6, 20.2,20.1,19.9,19.6,19.4. Mozemy tu zalozy¢, ze waga worka pochodzi z rozktadu normalnego N(u, o).
Stawiamy hipoteze zerowa Hp : u = 20 i alternatywna H; : p < 20 (poniewaz chcemy pokazaé, ze producent zawyza
srednia wage worka, to jest prawdziwa Srednia waga worka jest mniejsza niz 20). Testowanie w R wyglada tak

> W=c(19.5,19.6,20.2,20.1,19.9,19.6,19.4)
> t.test(W,mu=20,alternative = "less")

One Sample t-test

data: W
t = -2.0717, df = 6, p-value = 0.04184
alternative hypothesis: true mean is less than 20
95 percent confidence interval:
-Inf 19.98493

sample estimates:
mean of x

19.75714
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Uzyskujemy miedzy innymi informacje, ze wartosé statystyki testowej to t = —2.0717, etc. Najistotniejsza informacja
jest jednak to, ze pvalue jest rowne 0.04184. Na poziomie istotnosci 0.05 odrzucimy wiec hipoteze zerowa na rzecz
alternatywnej, czyli uznamy, ze producent zawyzyt wage worka.

Oczywiscie wynik testu zalezy od przyjetej alternatywy, na przyktad

> t.test(W,mu=20,alternative="two.sided")
One Sample t-test

data: W
t = -2.0717, df = 6, p-value = 0.08369
alternative hypothesis: true mean is not equal to 20
95 percent confidence interval:
19.47031 20.04398
sample estimates:
mean of x
19.75714

czy

> t.test(W,mu=20,alternative="greater")
One Sample t-test

data: W
t = -2.0717, df = 6, p-value = 0.9582
alternative hypothesis: true mean is greater than 20
95 percent confidence interval:
19.52936 Inf
sample estimates:
mean of x
19.75714

6.1.1.2 Test na wariancje w rozkladzie normalnym

Zatozmy, ze Xi,...,X, jest proba prosta pochodzaca z rozkladu normalnego N(u,o). Stawiamy hipoteze zerowa
o wariancji 2. Tradycyjnie mamy trzy mozliwe hipotezy alternatywne.

H0:0'2=0'g H1:a)0'2¢0'02 b)0'2>0'g ¢) o2 < ol
n—1)s?
2=( 2)nl:1\9/\/2(n_1)
%

a) K:(O’XQ(Q’H_]-))U(XQ(l_g’n_l)’oo);
b) K=(*1-a,n-1),00);

c) K = (0, x*(a,n-1)).

6.1.1.3 Test na wariancje w dowolnym rozkladzie

Bez zatozenia normalnosci, ale dla duzej proby, mozemy skonstruowaé test ze statystyka testowa

2 2
S, — O, n H,
u = no-2 0\/; n—~>0c>o N(O, ].),

0

ktora asymptotycznie ma standardowy rozktad normalny.
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6.1.1.4 Testy na frakcje

Zatozmy, ze X1, ..., X, jest proba prosta pochodzaca z rozktadu zero-jedynkowego (1,0, p). Niech & to liczba jedynek
w probie, a p = k/n. Stawiamy hipoteze zerowa o frakcji p. Tradycyjnie mamy trzy mozliwe hipotezy alternatywne.

Hy: p=po Hy:a)p+#po b)p>po c)p<po.

Mamy dwie wersje tego testu.
I. n male (a wlasciwie dowolne).

T =k b(n, po).

Poniewaz rozklad statystyki testowej jest dyskretny, to zeby nie bawié sie kwantylami, prosciej jest od razu wyznaczy¢
pvalue. I tak na przyklad dla alternatywy b) rozwazamy zbior krytyczny prawostronny, wiec pv = P(T > k | Hp),
itd. W R implementujemy ten test funkcja binom.test (patrz przykltad .

I1. n duze (n > 100,npo > 50).

k_
u=——=_"P0 Mo N 1),

Vnpo(1—=po) "7

Zbiory krytyczne sa podobne jak poprzednio, to znaczy
a) K= (-co,~u(l-$) U (u(l - $),);
b) K= (u(l-a),c);
c) K = (=00, —u(1 - a)).

Przyklad 6.2. W pewnej gminie poparcie dla partii ABC w ostatnich wyborach wynosito 24.5%. Teraz przeprowa-
dzono ankiete i na 134 losowo wybrane osoby 45 popieraja te partie. Czy poparcie sie zmienito?
Stawiamy hipoteze zerowa Hp : p = 0.245 i alternatywna Hy : p # 0.245.

> binom.test (45, 134, p = 0.245)
Exact binomial test

data: 45 and 134
number of successes = 45, number of trials = 134, p-value = 0.02033
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.245
95 percent confidence interval:
0.2565963 0.4224826
sample estimates:
probability of success
0.3358209

Poniewaz nie jest powiedziane inaczej rozwazamy standardowy poziom istotnoséci @ = 0.05. Poniewaz pv = 0.02033,
to hipoteze zerowa odrzucamy i stwierdzamy, ze od ostatnich wyboréw poparcie tej partii sie zmienito.

6.1.2 Testy t na Srednia w dwoch populacjach

6.1.2.1 Testy t dla dwéch préb niezaleznych

Zalozmy, ze niezalezne od siebie proby proste Xj 1,..., X1, oraz Xa 1, ..., X2 ,, pochodza odpowiednio z rozktadow
N(u1,01) oraz N(usz,03). Niech Xi, X, S% oraz S% oznaczaja odpowiednio $rednie i wariancje z proby dla proby
pierwszej i drugiej. Stawiamy hipoteze zerowa o réznicy Srednich oraz jak zawsze trzy mozliwe alternatywy

Ho: p1—p2 = po
Hy:a) py —po # po b) py—pe > po )y — 2 < o-

Mamy dwa testy: przy zalozeniu, ze wariancje sa réwne albo, ze sa dowolne.
I. Gdy o1 = 0%».
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Uzywamy statystyki testowej

X1 - Xo) -
1,1

SX1X2 ni ng

gdzie

g (1 —1)S? + (na - 1)S2
= ny+ng— 2 '

W R mamy t.test (X, Xg,mu=yg,var.equal=TRUE, paired=F).
II. Dla dowolnych oy, 0%.

Uzywamy statystyki testowej ~ ~

X1 —-Xo) -
t:(l 2) Ho Ho ey,

SX,-%,

gdzie
2 2

S— = = fl + EZ
X1 -X» n

oraz

df = { (s2/n1 + s2/n2)? J
(s3/n1)?/(n1 = 1) + (s3/n2)?/(ny = 1)
W R mamy t.test(X;,Xy,mu=pg,var.equal=FALSE,paired=F).

W obu testach odpowiednio dla alternatyw a), b) i c) stosujemy zbior krytyczny dwustronny, prawostronny
i lewostronny.

Przyklad 6.3. Badano wzrost 18-latkéw w Krakowie i Warszawie. Pobrano losowe préby i uzyskano dane 176, 180,
170, 172, 173, 175 dla Krakowa i 176, 178, 179, 180, 170, 172, 174, 175 dla Warszawy. Czy Sredni wzrost 18-latkow
w Krakowie i Warszawie sie r6zni?

Rozwazamy hipoteze alternatywna dwustronna.

> K=c¢(176,180,170,172,173,175)
> W=c(176,178,179,180,170,172,174,175)
> t.test(K,W,var.equal = FALSE,paired = FALSE)

Welch Two Sample t-test

data: K and W
t = -0.61969, df = 10.855, p-value = 0.5483
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:
-5.317168 2.983835
sample estimates:
mean of x mean of y
174.3333 175.5000

Jak widaé¢ nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o réwnosci §rednich w tych dwoéch miastach.

6.1.2.2 Test t dla dwoch préb zaleznych

Zalozmy, ze mamy probe prosta zmiennej losowej dwuwymiarowej (X1, Y1), ..., (Xn, Yy) (to znaczy badamy cechy X
i Y na tych samych osobnikach, sa sparowane). Zakladamy, ze zmienna losowa D = X —Y ma rozklad normalny.
Stawiamy hipoteze zerowa Hy : E(X) — E(Y) = po (i znowu mamy trzy mozliwe hipotezy alternatywne). Test polega
na uzyciu zwyktego testu t na prébie

Di=X1-",...,D, =X, - Y,.

W R uzywamy funkcji t.test(X;,Xo,mu=pg,var.equal=FALSE,paired=TRUE).

Przyklad 6.4. Badano skutecznos$é pewnego leku na obnizenie ci$nienia. Wybrano losowo wybrang grupe pacjentéow
i dwukrotnie zmierzono im ci$nienie, przed podaniem leku i godzine po. Otrzymano pomiary: przed 134, 145, 143,
154,149 i po 129,147, 140, 150, 147. Czy lek dziata?
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> Przed=c(134,145,143,154,149)
> Po=c(129,147,140,150,147)
> t.test(Po,Przed,alternative="less",paired=TRUE)

Paired t-test

data: Po and Przed
t = -1.9863, df = 4, p-value = 0.05898
alternative hypothesis: true difference in means is less than O
95 percent confidence interval:

-Inf 0.1759203
sample estimates:
mean of the differences

-2.4

Na poziomie istotnosci 0.05 stwierdzamy, ze nie mamy podstaw do stwierdzenia, ze lek (Srednio) obniza cinienie.

6.1.3 Rozklad F

W tym podrozdziale zdefiniujemy kolejny wazny w statystyce rozktad, rozktad F (zwany tez Fishera, Snedecora—
Fishera, F-Snedecora).

Definicja 6.5. Rozktad F z dy i do stopniami swobody (ozn. X ~ F(dy,d2))) to rozklad zadany gestoscia
dy+do

f(x) = ;_(Z—;)d;x‘?-l(uj—;x)_ T IR ().
' 72

Przez F(a,d1, ds) bedziemy oznaczaé¢ kwantyl rzedu a rozktadu F(dy, ds).
Najwazniejsze wlasnosci tego rozktadu zawarte sa w ponizszych twierdzeniach.

Twierdzenie 6.6. Jesli X ~ F(dq,d>) to

1. EX = 25 dlady > 2;

2. dla dy > 4
2d3(di +ds — 2)

2 _
DX = ==

Twierdzenie 6.7. Niech X ~ x*(d1) i Y ~ x?(ds) bedq niezaleinymi zmiennymi losowymi. Wtedy

X/dy

Y/ds

Twierdzenie 6.8. Zachodzq tez nastepujgce wltasnosci.
1. Jesli X ~ F(dy,ds), to X' ~ F(da, dy);

F= ~ F(dy,da).

2. JesliY ~ t(k), toY? ~ F(1,k) oraz Y=2 ~ F(k,1).

6.1.4 Testy na poréwnywanie wariancji w dwoch populacjach o rozktadach normalnych

Zalozmy, ze niezalezne od siebie proby proste Xi1,..., X1, oraz Xa1,..., X2 ,, pochodza odpowiednio z rozkladow
N(u1,01) oraz N(us,09). Niech S% oraz Sg oznaczaja wariancje z proby odpowiednio dla préoby pierwszej i drugiej.
Stawiamy hipoteze zerowsg o ilorazie wariancji oraz mamy trzy mozliwe alternatywy

2
91

Hy : =1;
()
o o o
Hy:a) —#1 b)—>1 ¢)—<1.
02 02 02
Stosujemy statystyke testowa
S2
F=="2™Fpm —1,n-1).

S2
2

Zbioér krytyczny jest dla powyzszych hipotez alternatywnych odpowiednio dwustronny, prawostronny i lewostronny.
W R uzywamy instrukcji var.test.
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6.1.5 Testy na poréwnywanie frakcji w dwoéch populacjach dla duzych préb

Zalozmy, ze niezalezne od siebie proby proste Xj 1,..., X1, oraz Xa 1, ..., X2, pochodza odpowiednio z rozktadow
(1,0, p1) oraz (1,0, p2). Zatézmy, ze liczno$ci prob ni i no sa duze. Niech py = ki/ny oraz ps = ko/ns oznaczaja
frakcje z proby odpowiednio dla préoby pierwszej i drugiej. Przedstawimy dwa testy.

Test réownosci frakcji

Stawiamy hipoteze zerowsa o réwnosci parametréw pi i po oraz mamy trzy mozliwe alternatywy

Ho: p1=p2
Hy:a) p1 #p2 b) p1>p2 c)p1<ps.

Uzywamy statystyki testowej

) — P H
= 3 ]fl 22 n n~0—>oo N(O’ 1)’
VP =p)(1/ny +1/ng) ™2
gdzie
. ki+ko
- n1+n2'

Zbior krytyczny jest dla powyzszych hipotez alternatywnych odpowiednio dwustronny, prawostronny i lewostronny.

Przyktad 6.9. W Krakowie na 300 losowo wybranych ludzi 60-ciu popiera partic ABC, a w Warszawie 70-ciu na
400. Czy poparcie dla tej partii w Krakowie i Warszawie sie r6zni?
Stosujemy hipoteze alternatywna dwustronna:

row.frak.test=function(ki,ni1,k2,n2){

>

+

+ print("Test dwustronny na rownosc frakcji")
+  print("p.value=")

+ pl=kil/ni

+  p2=k2/n2

+  p=(k1+k2)/(n1+n2)

+

+  z=(pl-p2)/sqrt(p*x(1-p)*(1/n1+1/n2))

+
+
+

return(2* (1-pnorm(abs(z))))
}

>

> row.frak.test(60,300,70,400)

[1] "Test dwustronny na rownosc frakcji"
[1] "p.value="

[1] 0.3999416

Pvalue 0.3999416 $wiadczy, ze nie odrzucimy hipotezy o réwnosci poparcia w tych miastach.

Test o réznicy frakcji

Hy: p1—p2=D;
Hy: p1—p2>D.
Uzywamy statystyki testowej
7= (p1—-p2)-D Ho
\/ﬁl(l - [f1)/n1 +ﬁ2(1 _I?Az)/HQ ni,ng—oo

N(0,1),

z prawostronnym zbiorem krytycznym.

Przyklad 6.10. Wykonano dwie niezalezne ankiety: przed i po kampanii reklamowej pewnej marki piwa. Przed
kampania na 1100 losowo wybranych piwoszy 100-stu zadeklarowato cheé¢ zakupu piwa tej marki. Po kampanii 150-ciu
na 1200-tu. Czy kampania reklamowa spowodowata wzrost udziatu w rynku o co najmniej D = 0.017
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row.frak.D.test=function(kl,n1,k2,n2,D){

>

+

+ print("Test na roznice frakcji")
+ pil=kil/n1

+  p2=k2/n2

+ print(paste("pl=",pl))
+  print(paste("p2=",p2))
+

+

+

+

+

+

z=(p1-p2-D)/sqrt (p1*(1-pl) /ni+p2*(1-p2)/n2)
print("p.value=")
return(l-pnorm(z))

}

>

> row.frak.D.test(150,1200,100,1100,D=0.01)
[1] "Test na roznice frakcji"

[1] "pl= 0.125"

[1] "p2= 0.0909090909090909"

[1] "p.value="

[1] 0.03086311

Na poziomie istotnosci @ = 0.05 stwierdzamy, ze kampania reklamowa spowodowata wzrost udziatu w rynku o co
najmniej 0.01.



Rozdzial 7

Przeglad podstawowych testow
nieparametrycznych

W tym rozdziale przedstawimy podstawowe testy nieparametryczne.

7.1 Testy zgodnosci i niezaleznosci

W testach zgodnosci testujemy hipoteze, ze badana cecha ma ustalony rozklad, np. Hy : X ~ N(0,1), Hy : X ~ P(2),
etc. Ogolnie Hy : Fx = Fy, to znaczy, ze dystrybuanta badanej cechy jest réwna Fy.
7.1.1 Test zgodnosci y? (Pearsona)

W tym teScie nie mamy zadnych dodatkowych zalozeri o badanej zmiennej (co jest wielka zaleta), niemniej dla
zmiennych o rozktadzie ciagtym test Kolmogorowa (patrz podrozdziat [7.1.4) jest lepszy.
Testujemy hipoteze zerowa i alternatywna

Hy:Fx=Fy H;: -Hj.

Probe prosta (Xi,...,Xn,) przeksztalcamy w szereg rozdzielczy {(K;, O;)}i=1,.., (gdy badana zmienna ma rozklad
dyskretny to klasy w tym szeregu sg zazwyczaj definiowane przez poziomy tego rozkladu). O; nazywamy czestosciami
empirycznymi (zaobserwowanymsi E Zdefiniujmy

pi = P(X € K;|Ho)
nazywane prawdopodobieristwamsi teoretycznymi. Definiujemy czestosci spodziewaneﬂ wzorem
Ei =npi.

Statystyka testowa y? mierzy réznice miedzy czestogciami spodziewanymi i zaobserwowanymi i ma asymptotycznie
rozktad y?(k — 1)
(0; — E; ) Ho

n—00

X (k-1).

M»

i=1 E;
Zbior krytyczny jest prawostronny, jest wiec rowny K = (y?(1 — a, k — 1), o). Zazwyczaj aproksymacji tej uzywamy,
gdy E; > 5 dla kazdegoi=1,...,k.
Jak wida¢ wynik testu zalezy od proby (a tak naprawde od licznosci klas Oy, ..., O) oraz prawdopodobieristw
teoretycznych p = (p1,...,pr). W R uzywamy funkcji

chisq.test(x, y = NULL, correct = TRUE,
p = rep(1/length(x), length(x)), rescale.p = FALSE,
simulate.p.value = FALSE, B = 2000)

Zwracam uwage na domyslng wartosé¢ argumentu p.

Lang. observed frequencies
2ang. expected frequencies

45
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Przyktad 7.1. Rzucamy moneta. Otrzymalismy 25 ortow i 35 reszek. Czy moneta jest symetryczna?
W tym przypadku mamy dwie klasy o licznosciach (czestosciach) 25 i 35. Testujemy hipoteze, ze p1 = pa = 1/2.

> chisq.test(c(25,35))
Chi-squared test for given probabilities

data: c(25, 35)
X-squared = 1.6667, df = 1, p-value = 0.1967

Na poziomie istotnosci 0.05 nie odrzucamy hipotezy o symetrycznosci tej monety.

7.1.2 Test niezaleznoéci y?

Niech X,Y bedg dowolnymi zmiennymi. Chcemy testowaé hipoteze o niezaleznosci tych zmiennych. Wtedy oczy-
wisci musimy obserwowaé¢ warto$ci tych zmiennych na tych samych osobnikach, wiec nasza proba jest postaci
(X1,71),..., (X, Y,). Testujemy hipoteze zerows

Hy: X iY sa niezalezne

z hipotezg alternatywna, ze nie sa niezalezne.
Zarowno probe cechy X 1Y dzielimy na klasy, a nastepnie wyznaczamy licznodci we wszystkich kombinacjach tych
klas. Formalnie

Oij = #{(X?’YS) : Xs e Ki,sz E L]}
Macierz O = [Ojjli=1,... k:j=1,...,; nazywamy tablicq wielodzielczq (tablicg kontyngencjzﬂ),

Oznaczmy przez r; = 25-:1 Oijicj= Zle O;;j odpowiednio sume i-tego wiersza i j-ej kolumny macierzy O. Wtedy

Dij = P(XeK;,AY € Lj|H0) =P(X eK;)P(Y € Lj)
riCj _Ticj

nn n
Wyznaczamy teraz spodziewang licznosé w (i, j)-ej komorce

I",'Cj

Eii=piin=
J J n

Statystyka testowa jest postaci

k1 2
O:i—E:
XQ:Z (”E—‘]) n’_i)ooo X2((k—1)(l—1))-
i=1 j=1 Y
Zbiér krytyczny jest prawostronny K = (y2(1—a, (k—1)(I-1)), ) (zazwycza]j aproksymacji tej uzywamy, gdy Eij 25
dla wszystkich i, j).

Jak wida¢ wynik testu zalezy tylko od tablicy wielodzielczej O (a sama ta procedura nazywa sie tez analiza tablicy

wielodzielczej). W R mamy chisq.test(0).

Przyktad 7.2. (Dane fikcyjne). Badamy dwie cechy: miejsce urodzenia (z poziomami 'NW’ ’NE’, 'SW’ i ’SE’) oraz
grupe krwi. Uzyskano dane

> O=matrix(c(20,30,35,25,40,60,50,

+ 30,30,70,40,30,50,50,70,50),

+ ncol=4,

+ dimnames=1ist(c("NW","NE","SW","SE"),
+ C(“O“,"A","B","AB")))
>0

0O A B AB
NW 20 40 30 50
NE 30 60 70 50
SW 35 50 40 70
SE 25 30 30 50

3ang. contingency table
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Czy rozktad grupy krwi zalezy od miejsca urodzenia?

> chisq.test(0)
Pearson's Chi-squared test

data: O
X-squared = 18.599, df = 9, p-value = 0.02883

Na poziomie istotnosci 0.05 hipoteze zerows o niezaleznosci odrzucamy. Stwierdzamy wiec, ze grupa krwi zalezy od
miejsca urodzenia.

7.1.3 Test Fischera

Zatozmy, ze badamy niezaleznos¢ dwodch cech X i Y, a tablica wielodzielcza jest wymiaru 2 x 2. Wtedy zamiast
testu niezaleznosci 2, gdzie znamy tylko asymptotyczny rozklad statystyki testowej, mozemy uzyé doktadnego testu
F isheraE]. Jest to szczegdlnie istotne dla matej liczby obserwacji. Zobaczmy ponizszy przyktad.

Przyktad 7.3. Zalézmy, ze tablica wielodzielcza jest nastepujaca

> M=matrix(c(4,24,6,7),ncol=2)
> M
(11 [,2]
[1,] 4 6
[2,] 24 7

Uzyjmy zaréwno testu Fishera jak i testu y2.

> fisher.test (M)
Fisher's Exact Test for Count Data

data: M
p-value = 0.04851
alternative hypothesis: true odds ratio is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.03196256 1.13355348
sample estimates:
odds ratio
0.2039797

> chisq.test(M)
Pearson's Chi-squared test with Yates' continuity correction

data: M
X-squared = 3.3138, df = 1, p-value = 0.0687

Komunikat ostrzegawczy:
W poleceniu 'chisq.test(M)': Aproksymacja chi-kwadrat moze by¢ niepoprawna

Zauwazmy, ze stosujac test doktadny, hipoteze zerowa odrzucamy, w przeciwienstwie do testu x? (na poziomie
istotnosci 0.05).

Yang. Fisher’s Exact Test
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7.1.4 Test zgodnos$ci Kolmogorowa

Testujemy hipoteze zerows i alternatywna
Ho : Fyx =F() H : _‘HOa

zakltadamy jednak, ze dystrybuanta Fj jest ciagla.
Statystyka testowa jest réwna
D, = sup |Fy (1) — Fo(1)],
teR

gdzie F), jest dystrybuanta empiryczna z proby. Kolmogorow pokazal (zob. [15]), ze rozklad statystyki D, nie zalezy
od Fy oraz podal jej asymptotyczny rozklad. Precyzyjniej pokazal, ze VnD, — D (przy n — ), gdzie rozktad D
dany jest dystrybuanta (dla 7 > 0)

[

Fp()= )’ (—1)ke2kt*

k=—c0

W R uzywamy funkcji ks. test.
Przyktad 7.4. Przyktad pokarzemy na danych symulowanych.

> X=runif (25,0,1)
> ks.test(X,"punif",min=0,max=1) $p.value
[1] 0.450178

Testowalidémy hipoteze zerowa prawdziwa i jak widaé test Kolmogorowa zadziatal prawidtowo.

7.2 Test znakow

Test znakow jest prostym testem (o medianach), co wiecej wymaga co najwyzej porzadkowej skali pomiarowe;.

7.2.1 Test znakéw dla mediany

Zatozmy, ze badamy ceche X oraz mamy probe prosta Xi,...,X,. Niech md oznacza mediane cechy X. Testujemy
hipoteze zerowa, majac trzy mozliwe alternatywy

Hy : md = ug Hy:a)md+# uy b)md>pug c¢)md< ug.
Niech ng = #{X; : X; # po}. Statystyka testowa jest réwna
H
S=#{X; : X; > uo} ~ b(no,1/2).
Do poszczegodlnych hipotez alternatywnych uzywamy odpowiednio zbioru krytycznego dwustronnego, prawostronnego
i lewostronnego. W R uzywamy funkcji SIGN.test{BSDA} (patrz przyktad .
7.2.2 Test znakéw dla dwoch préb zaleznych

Zaloézmy, ze mamy probe prosta zmiennej losowej dwuwymiarowej
(X1,Y1),. .., (X, Yy) (to znaczy badamy cechy X i Y na tych samych osobnikach). Niech mdx oznacza mediane cechy
X, a mdy cechy Y. Stawiamy hipoteze zerowsa

Hg : de —mdy = Mo

(i znowu mamy trzy mozliwe hipotezy alternatywne). Zauwazmy, ze gdy uo = 0 to rownowaznie mozemy sformutowaé
hipoteze zerowsa jako
Hy:p:=P(X>Y)=1/2.

Test polega na uzyciu testu znakéw na probie
Di=X,-Yi,....,D, =X, - Y,.

W R uzywamy funkcji SIGN.test (X1, Xs,md=ug,alternative=...).
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Przyktad 7.5. Producent batonéw bada czy projekt nowego opakowania podoba sie bardziej niz aktualne. Wyloso-
wano kilku klientéw i kazdy mial ocenié te dwa opakowania w skali od 1 do 5. Uzyskano dane: dla starego opakowania
1,2,3,2,4,5,5,5,2,3,2,3,3,3 oraz dla nowego 2,4,3,2,2,4,3,4,3,4,1,1,4, 4.

> Stare=c(1,2,3,2,4,5,5,5,2,3,2,3,3,3)
> Nowe=c(2,4,3,2,2,4,3,4,3,4,1,1,4,4)

a) Czy mediana oceny starego opakowania wynosi 27

> SIGN.test(Stare,md=2)
One-sample Sign-Test

data: Stare
s =9, p-value = 0.02148
alternative hypothesis: true median is not equal to 2
95 percent confidence interval:
2.000000 4.165934
sample estimates:
median of x
3

Na poziomie istotnosci 0.05 stwierdzamy, ze mediana oceny starego opakowania nie jest réwna 2.

b) Czy projekt nowego opakowania podoba sie (Srednio) bardziej?

> SIGN.test(Stare,Nowe,alternative="less")
Dependent-samples Sign-Test

data: ©Stare and Nowe
S =6, p-value = 0.6128
alternative hypothesis: true median difference is less than O
95 percent confidence interval:
-Inf 1
sample estimates:
median of x-y
0

Na poziomie istotnosci 0.05 nie mozemy stwierdzi¢, ze nowy projekt jest lepszy.

7.3 Testy serii i rangowe

W tym podrozdziale przedstawimy podstawowe testy serii oraz testy rangowe. Zanim do nich przejdziemy zdefiniu-
jemy pojecie serii oraz rangi.

7.3.0.1 Serie

Rozwazmy ciag a sktadajacy sie z n zer oraz m jedynek (formalnie a € {0, 1}"*™). Sem’qseriaﬂ nazywamy maksymalny
podciag a sktadajacy sie z kolejnych, takich samych wyrazéw. Na przyktad ciag a = (1,0,0,1,1,1,0,0) sktada sie z 4
serii: (1), (0,0), (1,1,1) oraz (0,0). Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 7.6. Rozwazimy zbidr wszystkich ciggow Q = {0, 1} 2z prawdopodobienstwem klasycznym. Niech R
oznacza zmienng losowaq, ktéra ciggowi z Q przyporzgdkowuje liczbe serii w tym ciggu. Wiedy

Sang. run
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a) rozktad R jest nastepujqcy

n-1\ (m—-1
p = oy < 260G

(N
oraz
n-1\ y(m-1 n—-1\ rm-1
P(R =% + 1) — (k*l)( k ()ni_m<) k )(kfl) )
b
) 2nm
E(R) = Tt +1;

D(R) = \/ 2nm(2nm — n — m)

(m+m)2(n+m-1)

Dla duzych wartosci n i m stosuje sie aproksymacje R ~ N(E(R), D(R)).

7.3.0.2 Rangi

Zalozmy, ze ciag X = (X1, . .., Xp) sktada sie¢ z réznych wartosci (przy zalozeniu, ze badamy ceche o rozktadzie ciagltym,
to zalozenie jest teoretycznie spetnione). Wtedy rangq i-ej obserwacji w ciagu X nazywamy miejsce X; ciagu, ktory
powstal przez uporzadkowanie X od najmniejszego do najwigkszego i oznaczamy przez rx(X;) lub rx, . x, (X;).
W szczegblnosci element najmniejszy w ciagu X bedzie mial range 1, a najwiekszy range n. Suma wszystkich rang
wyniesie zas 1+ ---+n = n(n + 1)/2. Zamiane obserwacji na rangi nazywamy rangowaniem. Zauwazmy, ze do
rangowania wystarczy nam skala porzadkowa, a niekiedy obserwacja moze by¢ bezposrednio ranga (na przyktad gdy
badana cecha jest miejsce w zawodach, uzyskana lokata w rankingu, etc.).

Przyktadowo wektor rang obserwacji z ciagu X = (8,7, 3, 10) wyniesie (3,2, 1, 4).

W praktyce obserwacje czasami si¢ powtarzaja i wtedy ciag sortujemy, a ranga obserwacji to érednia arytmetyczna
rang wszystkich takich samych obserwacji, na przyktad w ciggu (10,10, 7,4, 4,4) rangi poszczegdlnych obserwacji
wynosza (5.5, 5.5,4,2,2,2). To tak zwane rangi wz‘qzandﬂ Zazwyczaj testy oparte na rangach sa odporne na niewielkie
ilogci rang wiazanych. Przy wiekszej ich ilosci testy sie lekko modyfikuje (zob. [13]).

Definicja 7.7. Niech X i Y beda zmiennymi losowymi, a F' i G odpowiednio ich dystrybuantami. Wtedy méwimy, ze
X jest stochastycznie mniejsza od Y (lub X jest mniejsza od Y w porzadku stochastycznym zwyktym) (ozn. X <5 Y
lub ogolnie dla rozkltadéow F <5 G), gdy dla wszystkich ¢ € R zachodzi F(t) > G(t).

7.3.1 Test losowosci serii (Walda—Wolfowitza)

Ogolnie testami serii nazywamy testy, w ktorych uzywa si¢ pojecia serii i wykorzystuje sie wlasnosci z rozktadu
z twierdzenia Przedstawimy test losowosci serii (ang. Single-Sample Runs Test for Randomness, Wald—Wolfowitz
Runs Test).

Niech X, ..., X, bedzie proba. Testujemy hipoteze zerowa i alternatywna

Hy : préba Xq,...,X, jest losowa;
Hy : nie jest losowa.

Jesli proba sktada sie bezposrednio z dwoch symboli (na przyklad w ankiecie odpowiedzi ,tak’ i jnie’), to statystyka
testows, jest liczba serii w tej probie. Gdy obserwacje dotycza cechy ilosciowej, to najpierw wyznaczamy ciag zero-
jedynkowy a = (ai,...,a,) ze wzoru a; = 0, gdy X; < md, albo a; = 1, gdy X; > md (gdzie md to mediana z proby
X1,...,Xn). Wtedy statystyka testowa jest liczba serii w ciagu a. Hipoteze o losowosci odrzucamy, gdy liczba serii
jest za mala (czyli mamy do czynienia z dodatnia korelacja w probie) lub za duza (czyli mamy do czynienia z ujemna
korelacja w probie). Zbior krytyczny jest wiec dwustronny, a do wyznaczania zbioru krytycznego uzywamy kwantyli
rozktadu zmiennej R z twierdzenia

Mozemy uzy¢ tez wersji jednostronnych tego testu, na przykltad przyjaé¢ hipoteze alternatywna, ze préba jest
ujemnie skorelowana i przyja¢ zbior krytyczny prawostronny.

Uwaga. Oczywiscie liczba serii w ciggu zalezy od kolejnosci, wiec testujemy losowosé proby w kolejnosci jej
pobierania.

W R uzywamy funkcji runs.test{lawstat} (patrz przyktad .

Sang. tied ranks
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7.3.2 Testy rangowe

Testy rangowe, jak wskazuje nazwa, opieraja si¢ na rangach.

7.3.2.1 Test losowosci Bartelsa

Jest to rangowa wersja testu losowosci von Neumanna (zob. [2]).
Testujemy hipoteze zerows
Hy : préba Xy, ..., X, jest losowa;

Hi : nie jest losowa.

Niech r; = rx,,. x,(X;) oznacza range i-ej obserwacji w ciaggu Xi, ..., X,. Statystyka testowa jest dana wzorem

.....

-1
St = rin)?

RN = S G~ v )22

Statystyka ta ma asymptotycznie rozktad N(2, o), gdzie

_ [4(n—2)(5n% - 2n-9)
7= 5n(n+1)(n-1)2

Statystyka RVN przyjmuje mate wartosci dla prob z trendem (dodatnio skorelowane), a duze dla prob oscylujacych’
(ujemnie skorelowanych). W R uzywamy funkcji bartels.test{lawstat}.

Przyktad 7.8. Zobaczmy, czy generator generuje liczby statystycznie losowe.

> X=runif (100)
> runs.test(X)

Runs Test - Two sided

data: X
Standardized Runs Statistic = 0.40204, p-value = 0.6877

> bartels.test (X)
Bartels Test - Two sided

data: X
Standardized Bartels Statistic = -0.1925, RVN Ratio = 1.9615,
p-value = 0.8474

Jak wida¢ w obu testach nie odrzucamy hipotezy o losowosci wygenerowanej proby.

7.3.2.2 Test sumy rang Wilcoxona (U-Manna—Whitneya)

Ten test traktuje sie jako odpowiednik testu t dla dwoch prob niezaleznych, ale bez zatozenia normalnosci. Formalnie
jest to test jednorodnosci, to znaczy testujemy hipoteze, ze dwie préby pochodza z tego samego rozktadu.

Niech X = (X1,...,Xy) oraz Y = (Y1,...,Y,) beda losowymi, niezaleznymi prébami pochodzacymi z dwoch
populacji o rozktadach danych przez odpowiednio dystrybuanty ciagle F i G. Testujemy hipoteze zerowa

Hy: F=G.
Mozliwe sa trzy hipotezy alternatywne
a) F<5GiF #G (wR alternative—"less’);
b) F>5GiF #G (w R greater’);

c) (F<SGlub F>5G)iF #G (wR alternatywa domy$lna);
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Alternatywe c¢) mozemy tez bardziej ogolnie traktowaé jako F # G.
Oznaczmy przez

Niech

Statystyka testowa jest

U’ = - — mn.

Przy prawdziwosci hipotezy zerowej W ma rozktad, ktérego kwantyle uzyskujemy z funkcji qwilcox. Asymptotycznie
U’ ma rozktad normalny N(E(U’), D(U’)) dla

’ mn
l?(l]) = —5—

DU = /W

Mozna korzystaé z tego przyblizenia, gdy n,m > 4 oraz n+m > 20.

Duze wartosci statystyki U’ $wiadcza o duzej warto$ci W, a to oznacza, ze rangi obserwacji cechy Y sg wieksze niz
cechy X, wiec obserwacje cechy Y sa wieksze niz cechy X. Oznacza to, ze dla alternatywy a) zbioér krytyczny bedzie pra-
wostronny, dla b) lewostronny, a dla ¢) dwustronny. W R zaimplementujemy go funkcja wilcox.test (X,Y,alternative=. .

Test ten mozna uogdlni¢ na model z przesuni@ciemﬂ Testujemy w nim hipoteze zerowa

oraz

Hy: Vte R F(t-A)=G(1),

dla ustalonego A nazywanego location shift. Hipoteza ta jest rownowazna hipotezie, ze zmienna X + A ma taki sam

rozktad jak zmienna Y (oznaczamy to X +A dy ). Wtedy w szczegolnosci EY —EX = A. Hipotezy alternatywne formu-
tujemy analogicznie jak wczesniej. Oczywiscie dla A = 0 otrzymujemy poprzednia wersje testu. W R implementujemy
ja za pomocy funkcji

wilcox.test(X,Y,mu=A,alternative=...).

Przyklad 7.9. (Dane fikcyjne). Wylosowano grupe czwarto- i piatoklasistow i zmierzono ile minut dziennie ogladaja
telewizje. Uzyskano dane

> k4=c(25,28,43,34,24,88,36,39)
> kb5=c(33,56,45,12,98,38)

Czy te dwie grupy si¢ r6znig?
Testujemy hipoteze, ze rozklady czasu ogladania telewizji w tych dwoch grupach sa takie same, z alternatywa, ze
nie sg.

> wilcox.test (k4,k5)
Wilcoxon rank sum test

data: k4 and kb
W = 18, p-value = 0.4908
alternative hypothesis: true location shift is not equal to O

Na poziomie istotnosci 0.05 nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o réwnoéci tych rozktadéow.

Tang. location-shift model
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7.3.2.3 Test znakowanych rang Wilcoxona dla préb zaleznych

Zat6zmy, ze mamy probe prosta zmiennej losowej dwuwymiarowej
(X1,71), ..., (Xn,Yy) (to znaczy badamy cechy X i Y na tych samych osobnikach). Niech mdx oznacza mediane cechy
X, amdy cechy Y. Niech D; = X; —Y; dlai=1,...,n oraz niech Fp oznacza ciagla dystrybuante D.
Testujemy hipoteze zerowa
Hy: D 4 p (rownowaznie Fp(t) =1 — Fp(—t) lub Fp = F_p).

Zauwazmy, ze z hipotezy zerowej wynika w szczegblnosci, ze mediana zmiennej D wynosi zero. Mozliwe sa trzy
hipotezy alternatywne

a) Fp <5 F_p i Fp # F_p (w R alternative—"less’);
b) Fp > F_p i Fp # F_p (W R 'greater’);
¢) (Fp <5 F_p lub Fp >5 F_p)i Fp # F_p (w R alternatywa domy$lna);
Statystyka testowa jest
i:Di>0

Dla matych n uzywamy rozktadu Wilcoxona, dla n > 16 rozktad W przyblizamy rozktadem normalnym N(E(W), D(W)),
gdzie

powy = "D
oraz
DOW) = \/n(n + 1;i2n + 1).

W R zaimplementujemy go funkcja
wilcox.test(X,Y,paired=TRUE, alternative=...)
lub
wilcox.test(X-Y, alternative=...).

Mozemy tez testowaé hipoteze, ze zmienna D = X — A — Y jest symetryczna wokot zera. W R implementujemy ja
za pomocy, funkcji

wilcox.test(X,Y,mu=A,paired=TRUE, alternative=...)
lub
wilcox.test(X-Y,mu=A, alternative=...)
Mozemy tez zastosowaé ten test dla zmiennej D = X — A, uzywajac
wilcox.test(X,mu=A, alternative=...)
(testujemy wtedy, ze zmienna X ma rozklad symetryczny wzgledem A, w szczegolnosci, ze mediana X jest rowna A).

Przyktad 7.10. Grupa losowo wybranych konsumentéw oceniala réwnoczesnie dwa gatunki masta, powiedzmy A
i B, w skali od 0 do 100. Uzyskano dane

> A=c(34,67,44,50,60,70,45,51,67,62)
> B=c(37,70,50,55,54,75,55,69,65,80)

Czy masto B smakuje lepiej niz masto A7

> wilcox.test(A,B,paired=T,alternative="1less")
Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: A and B
V =7.5, p-value = 0.02314
alternative hypothesis: true location shift is less than O

Na poziomie istotnosci 0.05 stwierdzamy, ze masto B smakuje lepiej.
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7.4 Inne testy rangowe i testy jednorodnosci

Testy jednomdnoécﬁ stuza do testowania hipotezy, ze dwie (lub wiecej) prob maja ten sam rozktad.

7.4.1 Test Kolmogorowa—Smirnowa

Test Kotmogorowa—Smirnowa jest rozwinieciem testu zgodnosci Kolmogorowa.

Zalézmy, ze niezalezne od siebie proby proste Xi,..., X, oraz Y1,...,Y, pochodza z rozktadéw cigglych danych
odpowiednio przez dystrybuanty Fx i Fy.

Testujemy hipoteze zerowa i alternatywna

H():FX=FY H12 —|H0.

Statystyka testowa jest réwna
Dy =sup |Fx q(t) = Fy m(1)],
teR

gdzie Fx,n i ﬁy’m sa odpowiednio dystrybuanta empiryczna z pierwszej i drugiej proby. Duze wartosci statystyki

testowej $wiadcza przeciwko hipotezie zerowej. Smirnow pokazal (zob. [22]), ze dystrybuanta statystyki /55Dy

przy prawdziwosci hipotezy zerowej jest zbiezna (gdy n — co, m — oo oraz /-*%- — oco) do dystrybuanty danej
wzorem (dla 7 > 0)
Fp()= ) (-Dke™
k=—o00

(Jest to ta sama dystrybuanta, ktora wystepuje w tescie Kotmogorowa).
W R uzywamy funkcji ks.test.

Przyklad 7.11. (Dane fikcyjne). W dwoch jeziorach, A i B, losowo wylowiono po kilka leszczy i zmierzono ich
dtugosé. Dla jeziora A uzyskano pomiary 30.4, 34.5,29.8,40.7,12.5, 31.0, a dla jeziora B 11.1, 14.7,23.8, 32.7, 25.5, 36.7.
Czy rozktady dtugosci leszczy w tych jeziorach sg takie same?

> A=c(30.4,34.5,29.8,40.7,12.5,31.0)
> B=c(11.1,14.7,23.8,32.7,25.5,36.7)
> ks.test(A,B)

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: A and B
D = 0.5, p-value = 0.474
alternative hypothesis: two-sided

Otrzymano pvalue rowne 0.474, wiec nie ma podstaw (na poziomie istotnosci 0.05) do odrzucenia hipotezy o row-
nosci badanych rozktadow.

Dla wigkszej liczby préb mozemy uzy¢ na przyklad testu Kruskala—Wallisa, ktéry zostanie przedstawiony pézniej.

7.4.2 Test jednorodnosci y? dla rozkladéw dyskretnych

Test ten stuzy do testowania hipotezy, ze k (k > 2) niezaleznych prob ma taki sam rozklad dyskretny. Bardziej
precyzyjnie, zalozmy, ze X; ; to j-ta obserwacja z i-ej proby (dla i = 1,...,k oraz j = 1,...,n;) oraz ze te proby
pochodzg z rozktadéw dyskretnych przyjmujacych wartosci wy, ..., ws.
Testujemy hipoteze zerowa, ze proby pochodza z tego samego rozktadu z hipoteza alternatywna H; : —Hy.
Definiujemy tablice czestosci N = [Ny jli=1,... k;j=1,....s, gdzie

Nij=#{Xi; : Xip=wj}.

Nastepnie procedura testowa jest identyczna jak w tescie niezaleznosci y2.

8ang. tests for homogeneity.
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Przyklad 7.12. (Dane fikcyjne). W trzech miastach A, B i C badano jak czesto uczniowie liceum czytaja ksiazki
w skali nigdy, rzadko, czasami i czesto. Pobrano préby losowe i uzyskano nastepujaca tablice czestosci N

nigdy rzadko czasami czesto

A 13 10 4 3
B 34 30 8 9
C 22 8 9 15

Uzywamy teraz funkcji chisq.test.

> chisq.test(N)
Pearson's Chi-squared test

data: N
X-squared = 13.351, df = 6, p-value = 0.0378

Na poziomie istotnosci 0.05 odrzucamy hipoteze zerowa. Stwierdzamy wiec, ze czestotliwos$é czytania ksiazek przez
licealistow nie jest taka sama w tych trzech miastach.

Test jednorodnosci y? jest (zazwyczaj) szczegélnym przypadkiem testu niezaleznosci y2. Mianowicie, jesli badamy
ceche X na k podpopulacjach wyznaczonych przez poziomy zmiennej jako$ciowej Y, to niezaleznosé X i Y to to samo, co
réownosé rozkladow cechy X na poziomach cechy Y (w powyzszym przykladzie cecha X bytaby czestotliwosé czytania,
a Y miastem o poziomach A, Bi C).

7.4.3 Test Kruskala—Wallisa

Test Kruskala—Wallisa jest testem rangowym jednorodnosci dla k grup (k > 2) dla prob niezaleznych (i mozna go
uznaé¢ za uogodlnienie testu Wilcoxona).

Niech
Xlls e X1n1
Xits oo Xing

beda k niezaleznymi probami prostymi pochodzacymi z rozktadéw danych odpowiednio przez dystrybuanty ciagle
Fi,...,Fx.
Testujemy hipoteze zerows
H()ZFl:...:Fk

i alternatywna
Hy:3i,j : F; <8 F;lub F; >° F; (w szczegolnosci F; # F)),

gdzie nieréwnosci stochastyczne sa takie, jak w definicj{7.7]

Niech n = ny +---+ni, ary; =rx,, .., Xiony (X;;) oznacza range obserwacji X;; w probie powstalej z potgczenia k
powyzszych préob. Niech R; = Z;’;l ri; oznacza sume rang obserwacji z i-ej proby. Wtedy statystyka testowa jest dana
wzorem

k  p2

12 R:
H=— > L -3(n+1).
n(n+1);ni (n+1)

Dla matych wartosci n; rozktad statystyki H wyznacza sie metodami kombinatorycznymi. Dla wiekszych korzysta sie
z twierdzenia, ze asymptotycznie rozktad H jest réwny rozktadowi y2?(k — 1) (przyblizenie jest juz dobre dla n; > 5
ik>4).

Zbior krytyczny jest prawostronny. Intuicyjnie mozna to uzasadni¢ nastepujgco. Gdy hipoteza zerowa jest
prawdziwa, to obserwacje z tych k grup powinny sie réwnomiernie przemieszaé¢, wiec (dla uproszczenia zal6zmy,
ze grupy sa rownoliczne) suma rang w kazdej grupie powinna by¢ podobna. Wiedzac, ze Ry + --- + R = n(n +
1)/2, gdy w jednej grupie suma rang wzrasta, to warto$¢ funkcji H tez wzrasta. Duze wartosci H $wiadcza wiec
o nieréwnomiernosci sumy rang w grupach.
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Przyklad 7.13. (Dane fikcyjne). Na pewnej uczelni wylosowano po kilku studentéw z trzech wydziatow A, B, C
i poproszono ich aby dokladnie liczyli jaka kwote wydadza na zywnos¢ w nadchodzacym miesigcu. Po miesigcu
uzyskano dane

> A=c(623,714,699,807,430,766)
> B=c(777,789,804,680,823,902,759)
> C=c(550,655,780,781,644)

Testujemy, czy na tych wydziatach rozkltad wydatkéow na zywnosé jest taki sam.

> kruskal.test(1list(A,B,C))
Kruskal-Wallis rank sum test

data: 1ist(A, B, C)
Kruskal-Wallis chi-squared = 4.5383, df = 2, p-value = 0.1034

Jak wida¢ na standardowym poziomie istotnosci nie ma podstaw, aby odrzuci¢ hipoteze o roéwnodci tych rozktadow
na tych trzech wydzialach.

7.4.4 Test McNemary

Test McNemary stuzy do testowania hipotezy o réwnosci rozktadéw dwoéch zmiennych o rozktadach dwupunktowych
dla prob zaleznych (powiazanych, sparowanych).

Zal6zmy, ze mamy probe prosty (Xi1,Y1),...,(X,,Y,) zmiennej losowej dwuwymiarowej (X,Y), takiej, ze X 1 Y
maja rozktady dwupunktowe (dychotomiczne, binarne). Testujemy hipoteze, ze zmienne X i Y maja te same rozktady,
naprzeciwko hipotezy, ze nie maja tych samych rozktaddow.

Dla ustalenia uwagi, zatézmy, ze zmienne X i Y przyjmujg wartosci 0 1 1. Zdefiniujmy B = #{(X;,Y;) : X; =0,Y; =
1} oraz C = #{(X;,Y;) : X; = 1,Y; = 0}. Statystyke testowa definiujemy wzorem

» (B-0C)?
" B+C

(lub z tzw. korekta cigglosci x? = (|B — C| — 1)2/(B + C)). Przy prawdziwosci hipotezy zerowej statystyka testowa
ma asymptotycznie rozktad y?(1) (zob. [19]), a zbiér krytyczny jest prawostronny (intuicyjnie wynika to z faktu, ze
hipoteza zerowa jest rownowazna hipotezie, ze P(X =1,Y =0) =: p1o = po1 := P(X =0,Y = 1)).

Przyklad 7.14. (Dane fikcyjne). Badano zachorowalno$¢ na pewna chorobe w wieku 10 lat (cecha X) i 12 lat
(cecha Y). Losowo wybrane 120 dzieci pytano wiec dwukrotnie (w wieku 10 i 12 lat) czy w ostatnim polroczu bytly
chore. Uzyskano dane

> Dane=matrix(c(40,20,30,30) ,ncol=2,
+ dimnames=1list(c("chore jako 10 latek",
+ "zdrowe jako 10 latek"),
+ c("chore jako 12 latek",
+ "zdrowe jako 12 latek")))
> Dane
chore jako 12 latek zdrowe jako 12 latek
chore jako 10 latek 40 30
zdrowe jako 10 latek 20 30

Testujemy hipoteze o réwnosci rozktadéw cech X i Y.

> mcnemar.test(Dane)
McNemar's Chi-squared test with continuity correction

data: Dane
McNemar's chi-squared = 1.62, df = 1, p-value = 0.2031

Na poziomie istotnosci 0.05 nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o réwnosci tych rozktadow.

Uogolnieniem tego testu na przypadek wiekszej liczby prob (tj. na badanie rownosci rozktadow wspolrzednych k
wymiarowej zmiennej (X1, ..., Xg), przy zatozeniu dwupunktowosci rozktadow) jest test Q Cochrana (zob. [13]).
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7.4.5 Test Friedmana

Test Friedmana jest testem rangowym jednorodno$ci rozkltadéw k zmiennych dla préob zaleznych przy zatozeniu
ciaglosci rozkladow.
Zatozmy, ze mamy n elementows probe prosta

Xit, ooy Xik
Xnt, oo Xuk
zmiennej losowej k-wymiarowej (X1, ..., Xy), takiej, ze zmienne X, ..., Xy maja rozktady dany odpowiednio przez
dystrybuanty ciagte F1, ..., F.
Testujemy hipoteze zerows
H()ZFl:...:Fk

i alternatywna
Hy:3i,j : F; <8 F;lub F; >5 F; (w szezegolnosci F; # Fj).
Niech rij = rx,,,.. x: (Xij), a R; = 2?21 rji (tzn. przy powyzszej formie danych rangujemy ,w poziomie”, a sumu-
jemy rangi ,w pionie”). Statystyka testowa jest dana wzorem

12 &
T=—"__ SR _3nk+1
nk(k+1); p —nlk+ 1),

ktora asymptotycznie ma rozktad y?(k — 1) (zob. [9]). Zbior krytyczny jest prawostronny.

Przyktad 7.15. (Dane fikcyjne). Checemy ocenié, czy troje skrzypiec (A, B i C) sa podobne. Na kazdych gra 10-ciu
skrzypkow (z zawiazanymi oczami, w losowej kolejnosci, etc). Kazdy ocenia skrzypce w skali od 1 do 10. Uzyskano
dane:

> Skrzypce
A

O 0 NO O © NN O
W 0 0+ NN O OO N
g O O 01 00 01 © 00 O b ™

OO N O P NN OTNDDN
© 0 0 = O 00 Ol W O+ Q

5‘&000\10301%00!\)!—*
© 00 N O 01 00 O W s O

Stosujemy test Friedmana.

> friedman.test (Skrzypce)
Friedman rank sum test

data: Skrzypce
Friedman chi-squared = 6.2, df = 2, p-value = 0.04505

Na poziomie istotnosci 0.05 odrzucamy hipoteze zerowa i stwierdzamy, ze rozklady ocen tych trzech skrzypiec sie
réznig.

Znormalizowana statystyka Friedmana nosi nazwe wspotczynnika zgodnosci W Kenndala, ktory shuzy do oceny
zgodnosci ocen eksperckich (zob. [14]).
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7.4.6 Test korelacji rang Spearmana

Zalozmy, ze mamy probe prosta (X1,Y1), ..., (X,,Y,) zmiennej losowej dwuwymiarowej (X,Y). Niech R; = rx, ... x, (X;)
,,,,, v, (Y;). Definiujemy wtedy wspotczynnik korelacji Spearmana ps jako wspolczynnik korelacji liniowej
rang Ri,...,R, oraz S1,...,S, lub réwnowaznie

oraz S; =ry,

631 (R — Si)?
 an2-1)

ps=1

Wprost z definicji wynika na przyklad, ze gdy ten wspoétczynnik ma warto$é 1 to zwiazek miedzy zmiennymi
jest rosnacy, etc. Zaleta tego wspoélczynnika jest tez to, ze mozna go uzywaé¢ dla zmiennych mierzonych w skali
porzadkowe;j.

Testujemy hipoteze zerowa, ze zmienne X i Y sa nieskorelowane, z trzema mozliwymi hipotezami alternatywnymi
(korelacja niezerowa albo dodatnia albo ujemna). Dla matych licznosci proby mozna wyznaczy¢ doktadny rozktad pg.
Dla 10 < n < 200 statystyka

n—2
1-pg

ma w przyblizeniu rozktad #(n — 2), natomiast asymptotycznie psVn — 1 ma rozktad N(0, 1).

Przyktad 7.16. W pewnym kursie uczestniczyto 15-stu kursantéw. Przeprowadzono testy na poczatku oraz na
konicu kursu i poszczegélni kursanci zajeli na nich nastepujace miejsca

> WST=1:15
> KON=c(7,14,10,3,5,13,1,12,8,9,15,4,11,6,2)

(czyli na przyktad jeden kursant byl najlepszy w tescie wstepnym, a siédmy na koncowym). Czy oceny wstepne
i koricowe sa skorelowane?

> cor (WST,KON,method="spearman")
[1] -0.1607143
> cor.test (WST,KON,method="spearman")

Spearman's rank correlation rho

data: WST and KON
S = 650, p-value = 0.5667
alternative hypothesis: true rho is not equal to O
sample estimates:
rho
-0.1607143

Jak wida¢ wspotczynnik korelacji Spearmana dla tych préob wynosi —0.1607143, a pvalue z testu 0.5667, wiec hipotezy
zerowej nie odrzucamy.

7.5 Paradoks Simpsona

Paradoksem Simpsona nazywamy sytuacje (w rachunku prawdopodobieristwa i statystyce), gdy analiza na pewnej
populacji daje inne (sprzeczne) wyniki, niz ta analiza przeprowadzona na pewnych podzbiorach tej populacji. Zilu-
strujemy to dwoma standardowymi przyktadami.

Przyklad 7.17. (Dane fikcyjne). W tablicy Katar znajduja sie liczby wyleczonych i niewyleczonych pacjentow
leczonych lekiem A albo B na lekki albo mocny katar.

> Katar=array(c(600, 90, 20, 300,

+ 300, 10, 80, 600),
+ dim = c(2, 2, 2),

+ dimnames = list(
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+ Lek = c("A", "B"),

+ Rodzaj_kataru = c("lekki", "mocny"),

+ Pacjenci = c("wyleczeni", "niewyleczeni")))
>

> Katar

, » Pacjenci = wyleczeni

Rodzaj_kataru
Lek lekki mocny

A 600 20

B 90 300

, » Pacjenci = niewyleczeni

Rodzaj_kataru
Lek lekki mocny

A 300 80

B 10 600

Wyliczmy skutecznosé (to jest frakcje wyleczonych pacjentow) tych lekow dla pacjentéw z lekkim i mocnym katarem.

> Skutecznosc=apply(Katar,c(1,2),function(x) x[1]/sum(x))
> Skutecznosc
Rodzaj_kataru
Lek lekki mocny
A 0.6666667 0.2000000
B 0.9000000 0.3333333

Jak widzimy lek B jest lepszy w leczeniu zaréwno lekkiego, jak i mocnego kataru. Jesli potaczymy pacjentow (nie
wezmiemy pod uwage jaki rodzaj kataru mieli), to uzyskamy wynik przeciwny, lek A jest skuteczniejszy.

> Skutecznosc_bez_rozroznienia_rodzaju_kataru=

+ apply (apply(Katar,c(1,3),sum),1,function(x) x[1]/sum(x))
>

>

Skutecznosc_bez_rozroznienia_rodzaju_kataru
A B
0.62 0.39

Ten paradoks byl mozliwy dlatego, ze liczba leczonych pacjentéw w tych czterech grupach nie byta poréwnywalna,
czego oczywiscie staramy sie unika¢ w zaplanowanych badaniach.

> apply(Katar,c(1,2),sum)
Rodzaj_kataru

Lek lekki mocny
A 900 100
B 100 900

Jako ¢wiczenie mozna do tych danych uzyé¢ testu na poréwnywanie frakcji.
Kolejny przyktad dotyczy cech iloSciowych.
Przyklad 7.18. (Dane fikcyjne). W danych Dane

X YR
1 1.097196 3.1257216 1
2 1.684475 2.1353762 1
3 1.017309 2.7681811 1
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zawarto pomiary nastepujacych zmiennych dla pewnego gatunku chrzaszcza: X dlugos$é, Y waga oraz R rodzaj lasu
(1- lisciasty, 2— mieszany, 3— iglasty) w jakim wystepuje. Gdy nie uwzglednimy zmiennej R uzyskamy nastepujacy
rysunek rozrzutu oraz wspoélczynnik korelacji liniowe;j.

> cor(Dane$X,Dane$Y)
[1] -0.5050072
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Uzyskujemy wniosek, ze im ten chrzaszcz jest dtuzszy, tym jest (Srednio) lzejszy. Gdy uwzglednimy miejsce wyste-
powania, uzyskamy wnioski przeciwne. W kazdym rodzaju lasu im ten chrzaszcz jest dluzszy, tym jest (Srednio)
ciezszy.

> for (i in 1:3) print(cor(Dane$X[Dane$R==i] ,Dane$Y[Dane$R==1]))
[1] 0.1237896
[1] 0.4575853
[1] 0.4477652
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Przyktady te obrazuja nam, ze uwzgledniajac badz nie jakas zmienna, mozemy uzyskaé jakosciowo rézne wnioski.
W modelowaniu (szczegolnie ztozonych ukladow) istnieje wiec niebezpieczeristwo, ze uzyskaliSmy btedne wnioski,
poniewaz nie uwzgledniliSmy jakiej$ istotnej zmiennej (o istnieniu ktorej mozemy nawet nie mie¢ pojecia).
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7.6 Wspobdlczynnik 7 Kendalla

W tym podrozdziale przedstawimy nieparametryczny wspétczynnik korelacji 7-Kendalla uzywany do badania nieza-
leznosci zmiennych losowych.

Definicja 7.19. Rozwazmy wektor losowy (X,Y). Wtedy wspétczynnikiem korelacji T-Kendalla (miedzy zmiennymi
X 1Y) nazywamy
T=2P((Y2 -Y1)(X2 - X1) > 0) - 1,

gdzie X1, X» to niezalezne zmienne losowe o takim samym rozktadzie jak X, a Yi,Ys to niezalezne zmienne losowe
o takim samym rozkladzie jak Y.
Zauwazmy, ze gdy X i Y sa niezalezne, to
T=2P((Y2-Y1)(X2-X1) >0) -1

=2P(Yo-Y1>0,X0—-X1>0)+PYo-Y1 <0,X50-X1<0)) -1
=2(P(Yo-Y1>0)P(Xo—X1>0)+P(Yo—-Y; <0)P(X2 - X1 <0)) -1
=2(1/2-1/2+1/2-1/2) -1 =0.

Implikacja w druga strone nie zachodzi.

Definicja 7.20. Dla proby (X1, Y1), ..., (Xy, Yn) statystykqg Kendalla z préby nazywamy

n-1 n
K= Z Z sign((Y; = Yi)(X; - X;)),

i=1 j=i+l
K

nn-1)/2
nazywamy wspotczynnikiem korelacyi Kendalla z proby.

7=

Testujemy hipoteze zerowa (przy zalozeniu, ze rozktad wektora (X,Y) jest ci@gly@
Hpy: X 1Y sa niezalezne
(w szezegolnosci T = 0). Mozliwe sg trzy alternatywy
Hi:a)t#0 b)7>0 ¢)7<0.

Uzywamy statystyki testowej K. Dla powyzszych alternatyw zbiér krytyczny jest odpowiednio dwustronny, prawo-
stronny i lewostronny. Dla matych n trzeba wyznaczaé rozklad K dla kazdego n osobno. Dla duzych n wykorzystujemy
aproksymacje rozktadem normalnym wykorzystujac fakt, ze

E(K)=0
oraz
D(K) = \/n(n - 11)é2n+5)'

Przyktad 7.21. Rozwazmy problem z przyktadu Wyznaczmy wspotczynnik korelacji Kendalla dla ocen masta,
a nastepnie przetestujmy hipoteze o niezaleznosci ocen.

> cor(A,B,method = "kendall")
[1] 0.6590909
> cor.test(A,B,method="kendall")

Kendall's rank correlation tau

data: A and B
z = 2.6146, p-value = 0.008933
alternative hypothesis: true tau is not equal to O
sample estimates:
tau
0.6590909

Jak wida¢ na poziomie 0.05 oceny sg zalezne.

9Przy tym zalozeniu dla kazdego i, j (Y; - Y;)(X; - X;) jest niezerowe.
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Testy normalnosci

Testy normalnosci testuja hipoteze, ze proba pochodzi z rozktadu normalnego. Wiele metod wymaga normalnosci
badanej zmiennej, wiec powstalo (i powstaje) wiele takich testow. Wsrod nich sa nastepujace testy (w R znajduja
si¢ w pakiecie nortest):

1. Shapiro-Wilka (shapiro.test(X));
2. Andersona—Darlinga (ad.test (X));
3. x*-Pearsona (pearson.test (X));

4. Craméra—von Misesa (cvm.test (X));
5. Lillieforsa (1illie.test(X));

6. Shapiro—Francii (sf.test(X));

Oczywiscie powstaje pytanie, ktéry z nich stosowaé. Niestety nie da sie wyznaczy¢ mocy tych testow, poniewaz
hipoteza alternatywna jest zbyt ztozona. Moc wyznacza sie wiec symulacyjnie: dla ustalonej licznosci préoby losujemy
wielokrotnie prébe z rozktadu, ktéry nie jest normalny, i sprawdzamy jaka jest frakcja odrzucen hipotezy zerowej
na ustalonym poziomie istotnosci (u nas to bedzie 0.05). Rozklad normalny mozna scharakteryzowaé tym, ze to
rozktad jednomodalny, symetryczny o ,cienkich’ ogonach. Do symulacji mocy testu bierze sie wiec proby z rozktadow
symetrycznych, ale o ,grubych’ ogonach lub jeszcze ,cienszych’, rozktadow skosnych (o réznych ogonach), czy rozklady
dwu- lub trzymodalnych.

Dla rozkladu jednostajnego
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Jak wida¢ dla rozktadu jednostajnego najlepszym (tj. najmocniejszym) testem jest test Shapiro-Wilka, a potem
Andersona—Darlinga oraz Shapiro—Francii. Moc okoto 0.95 test Shapiro—Wilka uzyskuje dla licznosci prob okoto 70.
Pozostalte testy potrzebuja ponad 100, a najgorsze nawet i 200. Zwraca uwage fakt, ze dla matych licznosci préb moc

jest mata (nawet 0.1).

Dla rozkladu t df=2
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Dla rozktadu t-Studenta o 2 stopniach swobody wszystkie testy oprocz testu y2-Pearsona zachowuja sie podobnie

i osiagaja moc 0.95 dla licznosci okoto 70.

Dla rozkladu Cauchyego
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Dla rozktadu Cauchego, a wiec rozktadu o bardzo grubych ogonach, wszystkie testy dla licznosci proby okoto 35

osiagaja moc 0.95.
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Dla rozkladu mieszanego N(-2,1) N(2,1)
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Dla rozktadu symetrycznego, dwumodalnego o ogonach podobnych do rozktadu normalnego najmocniejsze sa
testy Craméra—von Misesa i Andersona—Darlinga, stabszy jest test Shapiro-Wilka.

Dla rozkladu mieszanego N(-2,1) N(2,1) N(6,1)
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Dla rozktadu niesymetrycznego trzymodalnego najmocniejszy jest test Shapiro-Wilka, a troche stabszy jest test

Andersona—Darlinga.
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Dla rozkladu wykladniczego lambda=5
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Dla rozkladu log—normalnego
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Dla rozkladow skosnych (wyktadniczego i log-normalnego) wszystkie testy dziataja dobrze, najmocniejszym zas

wydaje sie¢ test Shapiro-Wilka.



ROZDZIAL 8. TESTY NORMALNOSCI

moc testu
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Jak widaé, gdy rozkltad bardzo odbiega od rozktadu normalnego, juz dla licznoéci préby 12 mozemy osiggnaé moc

w okolicach 0.95.

moc testu
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Dla rozkladu mieszanego N(0,1) U(3,4)
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Na koniec symulacja dla ,egzotycznego’ rozktadu (mieszanego normalnego i jednostajnego).
Podsumowanie. Jak wida¢ najtrudniej od rozktadu normalnego jest odrozni¢ rozktad jednostajny. Przy roz-
ktadach skosnych lub o ,grubych’ ogonach testy radza sobie duzo lepiej. Zaden test nie jest jednoznacznie najlepszy,
niemniej widaé, ze testy Shapiro—Wilka i Andersona—Darlinga mozna uznaé¢ ogdlnie za najlepsze.
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Wybrane zagadnienia

9.1 Estymacja punktowa nieparametryczna

7 wnioskowaniem statystycznym nieparametrycznym mamy do czynienia, gdy przestrzen parametréw jest nieskon-
czenie wymiarowa. Rozwazymy dwie sytuacje, gdy badamy zmienng o rozktadzie ciaglym danym gestoscia f, wiec
mamy do czynienia z przestrzenia statystyczna

P ={P; : feD}

skladajacg sie ze wszystkich rozkladow ciagtych Py zadanych przez gestos¢ f € D, lub jeszcze ogblniej przestrzen
statystyczna sktada si¢ ze wszystkich rozktadéw zadanych dystrybuantg F € ¥

P:{PF : FGT}

Szukamy wiec estymatora gestosci f lub w drugiej sytuacji estymatora dystrybuanty F,. W przypadku estymacji
gestosdci kryterium oceny takiego estymatora jest scatkowany blgd éredniokwadmtowy{ﬂ.

Definicja 9.1. Scatkowanym btedem Sredniokwadratowym estymatora fn gestosci f nazywamy
: ° 2
RUD =E [ () = F0)d

Wprost z definicji wynika, ze btad ten przyjmuje wartosci nieujemne, a im jest mniejszy, tym estymator fn lepiej
szacuje f (w skrajnej sytuacji, wartos¢ R( fa) = 0 oznacza, ze dla prawie wszystkich prob wartos¢ estymatora jest
rowna prawie wszedzie szukanej gestosci f).

Przedstawimy dwie podstawowe metody estymacji gestosci: histogram oraz estymacje jqdrowaﬂ

Estymacja dystrybuanty

Niech (X1, ..., X,) bedzie proba prosta wylosowana z rozktadu Pr dla pewnej dystrybuanty F € ¥. Wyznaczymy
teraz estymator najwiekszej wiarygodnosci dystrybuanty. Niech

L(F;(X1,...,Xy) = l_lPF(X,-).
i=1

Kiefer i Wolfowitz w 1956 roku udowodnili, ze funkcje L maksymalizuje dystrybuanta empirycznaﬂ

R 1<
Fa(t) = Z‘ T (o) (X0). (9.1)

i=
Dowdd polega na zauwazeniu, ze jesli dystrybuanta F jest ciagta w ktoryms z punktow X;, to L(F) = 0. Niech
wiec p; = Pr(X;) i problem sprowadzamy do sytuacji skoficzenie wymiarowej: dla jakich dodatnich pq,..., p, takich,
ze p1+---+ p, =1iloczyn py--- p, jest najwiekszy? Rozwiazaniem jest p; =--- = p, = 1/n, wiec dystrybuanta jest

dana wzorem ({9.1]).

Lang. MISE — mean integrated squared error.
2ang. KDE — kernel density estimation.
3ang. empirical cumulative distribution function.

67
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Estymacja gestosci

Histogram

Definicja 9.2. Ustalmy probe (Xi,...,Xy), xo € R oraz h > 0 (zwane szerokosciq klasy, szerokoscig pasma). Niech
Ly, = [xg+mh,xqg+ (m+1)h)

dla m € Z oznacza klasy. Wtedy histogramem nazywamy funkcje fn : R — R dana wzorem

fn(x) _ #{Xl : Xpel, > x}'
nh

Rysunek [9.1] pokazuje nam jak histogram zalezy od parametru . Jak wida¢ histogram istotnie zalezy od wartosci
tego parametru. Powstaje wiec pytanie, jak dobra¢ wartos¢ h w praktyce (aby byl jak ;najlepszy’). Teoretycznie
odpowiada na to twierdzenie [9.3]
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Rysunek 9.1: Histogramy dla tej samej proby dla réznych wartosci szerokosci klasy h.

Twierdzenie 9.3. (Por. [10]). Rozwazmy przestrzen statystyczng

P:{Pf :feD,/f2<oo,/(f’)2<oo}.

Wtedy optymalng (w sensie scatkowanego btedu Sredniokwadratowego) szerokoscig pasma jest

c . 6
ho = %, gdzie c = 3//(]”)2'

Twierdzenie to jest w praktyce nieprzydatne, poniewaz optymalne pasmo zalezy od szukanej gestosci f. Gdy
dodatkowo zalozymy, ze szukana gestos¢ pochodzi z rozktadu normalnego N(u, o), to ¢ = 2¥3«ro ~ 3.4860, co
dalej zalezy od szukanej gestosci, wiec w praktyce stosujemy wzor hg = 3.486sx (gdzie sx jest odchyleniem stan-
dardowym z pr()by) Istnieja tez inne metody wyznaczania pasma, np. h = 2IQR(X)/(n~'/3) (metoda Freedmana—
Diaconisa, [10]).

4Scott’s normal rule.
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Prostota (obliczeniowa) jest zaleta histogramu, ale matematycznie jest wada, poniewaz jako funkcja kawaltkami
stata jest nieciagla (a w praktyce czesto estymujemy gestosci klasy C*).
W R do wyznaczenia histogramu mozna uzy¢ funkcji hist.
Estymator jadrowy
Do zdefiniowania estymatora jadrowego potrzebujemy zdefiniowaé jq,drolﬂ
Definicja 9.4. Funkcje K : R — R nazywamy jgdrem, gdy spetnione sg dwa warunki
o [T K(x)dx=1,
e Vx e R K(—x) = K(x).
Innymi stowy jadrem nazywamy parzysta gestosé. NajczeSciej uzywanymi jadrami sa:
e jadro gaussowskie K, (gestos¢ standardowego rozkltadu normalnego);

e jadro optymalne (Epanecznikowa)

3 1,
Ko(t) = —[1-= :
(t) 4\/5( 5t )X[—‘@,\E](t)

e jadro prostokatne (gestos¢ rozktadu jednostajnego U[-1,1]);
e jadro trojkatne
K(t) = (1= thx[-1,11(0).

Zdefiniujmy teraz estymator jadrowy.

Definicja 9.5. Ustalmy probe (Xi,...,X,), jadro K oraz h > 0 (zwane szerokoscia pasma lub parametrem wygta-
dzajadcyrrﬁ). Wtedy estymatorem jgdrowym nazywamy funkcje f, : R — R dana wzorem

. 1 & -X;
fn(x>=%;1<(x hX).

Rysunki[0.2] 0-3] oraz [9.4] ilustruja nam idee jaka stoi za ta definicja oraz obrazuje wplyw parametru i na wartosci
estymatora jadrowego.

Powstaje problem, jakie jadro i szeroko$¢ pasma wybraé¢ w praktyce. Ponizsze twierdzenie odpowiada teoretycznie
na to pytanie.

Twierdzenie 9.6. Rozwazmy przestrzen statystyczng

P:{Pf :feD,/(f”)2<oo}.

Wtedy asymptotycznie (tj. dla n — oo) optymalnym jgdrem (w sensie scatkowanego btedu Sredniokwadratowego)
w klasie catkowalnych w kwadracie jgder jest jadro Epanecznikowa. Natomiast dla jgdra K (catkowalnego w kwadracie)
asymptotycznie optymalng szerokosciq pasma jest

gdzie

2/5 1/5 “1/5
c= (/IQK(t)dt) (/KQ(t)dt) (/(f”(t))th) .

Ponownie to twierdzenie nie mozna bezposrednio stosowaé¢ w praktyce, poniewaz oszacowanie optymalnego pasma
zalezy od szukanej gesto$ci f. Gdy zalozymy, ze f ma rozklad normalny N(u,o), to dla jadra gaussowskiego
otrzymamy h ~ 1.060n~ /%, a dla jadra Epanecznikowa h ~ 1.050n~1/5. W praktyce okazuje sie, ze jadro gaussowskie
i Epanecznikowa daja podobne rezultaty (zob. [10]).

Sang. kernel.
Sang. bandwith, smoothing parameter.
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Rysunek 9.2: Estymator jadrowy dla proby 2,4,4.5,4.8,5 dla jadra gaussowskiego i & = 0.1 (czerwony). Na czarno
wykresy funkcji, ktorych przeskalowana suma tworzy estymator jadrowy.

9.2 Metody komputerowe

Przedstawimy kilka podstawowych metod komputerowych, ktore pozwalaja rozwigzywaé problemy, ktore sa trudne
dla klasycznego wnioskowania statystycznego, na przyktad wyznaczania rozkltadéw funkeji testowych, czy wyznacza-
nia przedzialdéw ufnosci dla maltych prob lub bez szczegbélowych zatozeri, czy mocy testéw dla ustalonych hipotez
alternatywnych. W kolejnych podrozdziatach oméwimy symulacyjne wyznaczanie rozktadéw, testy permutacyjne
oraz metode bootstrap.

Symulacyjne wyznaczanie rozkltadow

Symulacyjne wyznaczenie rozktadu funkcji testowej moze nam sie przydac, gdy nie znamy jego doktadnego rozktadu,
na przyktad gdy znamy tylko rozklad asymptotyczny (badz nie znamy go wcale). Zilustrujemy to standardowymi
przykltadami.

Przyklad 9.7. Wyznaczymy symulacyjne rozktad statystyki testowej w tescie niezaleznosci y? dla tablicy 2 x 2
przy zadanych rozkladach brzegowych i poréwnamy go do rozktadu y2(1). Zwréémy uwage, ze doktadny rozktad
statystyki testowej w tym tescie jest zawsze dyskretny, wiec trudno podejrzewaé, ze bedzie on dobrze aproksymowany
(dla matych licznogci prob) przez rozklad ciagty x2(1).

WarStat=function(n=40,p=c(1,2,1.5),B=10000){
k=1length (p)

S=numeric(B)

for (i in 1:B){
X=sample(1:k,n,prob=p,replace=TRUE)
Y=sample(1:k,n,prob=p,replace=TRUE)
X=as.factor (X)

Y=as.factor(Y)

names (X)=1:k

names (Y)=1:k
S[il=chisq.test(table(X,Y))$statistic
}

return(S)

}

>W=WarStat (n=10,p=c(0.3,0.7) ,B=2000)



ROZDZIAL 9. WYBRANE ZAGADNIENIA 71

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0
|

4
-9

-

T
1

2
T f f T
3 4 5

Rysunek 9.3: Estymator jadrowy dla proby 2,4,4.5,4.8,5 dla jadra gaussowskiego i h = 0.2 (czerwony). Na czarno
wykresy funkcji, ktorych przeskalowana suma tworzy estymator jadrowy.

>plot (ecdf (W) ,xlab="",ylab="",main="")
>lines(sort (W) ,pchisq(sort(W),df=1),col="red")

Dla liczno$ci proby n = 10 rezultat symulacji znajduje sie na rysunku a dla licznosci proby n = 1000 na
rysunku [0.6]

Jak wida¢ dla malej licznosci proby rozklad asymptotyczny yx2(1) rézni sie od rozktadu wyznaczonego symula-
cyjnie.

W kolejnym przykladzie wyznaczymy pvalue w teécie zgodnosci y?, wykorzystujac rozktad statystyki testowej
wyznaczony symulacyjnie.

Przyklad 9.8. Najpierw zaimplementujmy test zgodnosci y? dla wektora wartosci zaobserwowanych O i prawdopo-
dobienstw teoretycznych p.

chisq.sym.test=function(0,p,B=1000){
k=length(0)
n=sum(0)
S=numeric(B)
for (i in 1:B){
X=as.factor(sample(l:k,n,prob=p,replace=TRUE))
levels(X)=1:k
S[il=chisq.test(table(X))$statistic
}
return(sum(S>=chisq.test(0) $statistic)/B) #zbidr krytyczny prawostronny

Zaimplementujmy teraz ten test i dla poré6wnania ten sam test funkcja chisq.test z opcjg simulate.p.value
= TRUE dla malo licznej préoby

> chisq.sym.test(0=c(3,8),p=c(0.5,0.5),B=2000)
[1] 0.227
> chisq.test(c(3,8),simulate.p.value = TRUE)

Chi-squared test for given probabilities with simulated p-value
(based on 2000 replicates)
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Rysunek 9.4: Estymator jadrowy dla proby 2,4,4.5,4.8,5 dla jadra gaussowskiego i & = 0.5 (czerwony). Na czarno
wykresy funkcji, ktorych przeskalowana suma tworzy estymator jadrowy.

data: c¢(3, 8)
X-squared = 2.2727, df = NA, p-value = 0.2309

oraz dla duzej (juz z wykorzystaniem rozktadu asymptotycznego)

> chisq.sym.test (0=c(80,60) ,p=c(0.5,0.5),B=2000)
[1] 0.109
> chisq.test(c(80,60))

Chi-squared test for given probabilities

data: ¢(80, 60)
X-squared = 2.8571, df = 1, p-value = 0.09097

9.2.1 Testy permutacyjne

Ustalmy test statystyczny (i w szczegolnosci forme danych). Test permutacyjny polega na wielokrotnej (odpowiedniej)
permutacji danych i wyznaczeniu wartosci statystyki testowej dla kazdej z nich. Pvalue wyznaczamy jako frakcje tych
permutacji, dla ktorych statystyka testowa ,bardziej’ przeczyta hipotezie zerowej niz statystyka testowa dla danych
oryginalnych (w szczegolnosci dla zbioru krytycznego prawostronnego pvalue definiujemy jako frakcje permutacji, dla
ktorych statystyka testowa miata wartos¢ wieksza lub rowna statystyce testowej dla danych oryginalnych). Powstaje
pytanie, ile permutacji trzeba wykonaé. Najczesciej przyjmuje sie, ze dla poziomu istotnosci @ nalezy wykonaé¢ co
najmniej 50/a permutacji.

Wielka zaleta testow permutacyjnych jest wtasciwie brak dodatkowych zalozen, a wada moze byé ditugi czas
wykonania.

Podamy przyktad testu, ktory poréwnuje dwie proby.

Przyktad 9.9. Rozwazmy test o statystyce testowej stat, ktory testuje hipoteze o dwoch préobach X i Y oraz ma zbior
krytyczny prawostronny (tzn. im wieksza wartosé statystyki testowej tym ,gorzej’ dla hipotezy zerowej). Zalozmy, ze
proba X jest n elementowa, a ¥ m elementowa. Permutacja danych polega na tym, ze proby X i Y taczymy w jedna
probe n + m elementowa, permutujemy ja i pierwsze n obserwacji traktujemy jako probe ‘X', a pozostate jako probe
'Y’. W R bedzie to wyglada¢ nastepujaco.
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Rysunek 9.5: Do przyktadu dla n = 10, na czarno dystrybuanta empiryczna rozktadu statystyki testowej, a na
czerwono dystrybuanta rozktadu y2(1).

TestPermut=function(X,Y,stat,B=999){

n=length (X)

m=length(Y)

Z=c(X,Y)

S=stat (X,Y)

Stat=numeric(B)

for (i in 1:B){
probka=Z[sample (m+n) ]
Stat[i]=stat(probkal[l:n],probka[n+(1:m)])

}
print (1-ecdf (Stat) (S)) #pvalue z ecdf
return((1+sum(Stat>=38))/(B+1)) #pvalue wprost z symulacji

Zaimplementujmy test t o réwnosci Srednich i odpowiadajacy mu test permutacyjny.

> x=rnorm(40,0,1)

> y=rnorm(50,0,5)

> TestPermut(x,y,stat=function(x,y) t.test(x,y)$statistic,B=1001)
[1] 0.2647353

[1] 0.2654691

> t.test(x,y,alternative = "greater")$p.value

[1] 0.2569116

Jak wida¢ wartosci pvalue sg podobne. Podkreslmy, ze w tedcie permutacyjnym nie trzeba zaklada¢ normalnosci
cech, ani nic o licznosci prob, wiec mozemy go implementowaé na przyktad tak

> v1=rexp(10,0.5)

> v2=rpois(20,1)

> TestPermut(vl,v2,stat=function(x,y) t.test(x,y)$statistic,B=1001)
[1] 0.001998002

[1] 0.002994012

Test ten mozemy zastosowaé tez do ,wlasnych’ statystyk testowych (ponizej dla testu rownosci median), o roz-
ktadach ktorych ciezko cokolwiek powiedzieé.



ROZDZIAL 9. WYBRANE ZAGADNIENIA 74

1.0

0.6

0.4

0.2

0.0

T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12

Rysunek 9.6: Do Przyktadu[9.7} dla n = 1000, na czarno dystrybuanta empiryczna rozkladu statystyki testowej, a na
czerwono dystrybuanta rozktadu y2(1).

> TestPermut (x,y,B=2500,stat=function(x,y) abs(median(x)-median(y)))
[1] 0.2103159

Mozemy tez symulacyjnie wyznaczy¢ moc tego testu (na poziomie istotnosci 0.05) dla prob z rozkladu normalnego
i rozktadu ¢, ktérych mediny réznig sie o 1. W tym przypadku to moze juz chwile potrwaé, bo wykonujemy w sumie
milion permutacji.

> alpha=0.05

> B=1000

> S=numeric(B)

> fun=function(x,y) abs(median(x)-median(y))
> for (i in 1:B){
+  x=rnorm(30,0,1)
+  y=rt(20,df=2)+1

+  S[il]=TestPermut(x,y,B=1000,stat=fun)
+ 7

> print (sum(S<alpha)/B)

[1] 0.773

9.2.2 Bootstrap

Rozwazmy probe X = (X1,...,X,) (pobrana z pewnej populacji) oraz estymator T pewnego parametru 6. W sytuacji,
gdy na przyktad n jest male nie jestedmy w stanie okredli¢ z jakiego rozkladu pochodzi ta préba i w konsekwencji
nie mozemy wyznaczy¢ rozkltadu estymatora T oraz skonstruowaé¢ dokladnego przedzialu ufnosci dla 6. Metoda
bootstrapu pozwala rozwiazaé¢ ten problem.

Metoda ta polega na wygenerowaniu (ponizej zdefiniujemy trzy sposoby) replikacji oryginalnej proby X7,..., X%
(z ktorych kazda sklada sie z n obserwacji). Nastepnie wyznaczamy warto$¢ statystyki T na tych replikacjach:
17 = T(XY),....ty = T(X%). Metoda bootstrap opiera si¢ na zasadzie, ze * = (¢7,...,t5) pochodzi z rozkladu
podobnego do rozktadu T na catej populacji. Mozemy wiec wnioskowaé o wtasnosciach T na podstawie replikacji
oraz proby t*. W szczegolnosci mozemy wnioskowaé na podstawie histogramu dla r*, zdefiniowaé btgd standardowy
estymatora jako

R
1 _
SEp = | —— 1 —1%)2,
=\ FT 2 )
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Przedzial ufnosci dla parametru 6 na poziomie ufnosci 1 — @ mozna zdefiniowa¢ na przyktad nastepujaco

e percentylowy przedzial ufnosci
(qa (1), q1-a(17)),
gdzie gp, (t*) to kwantyl z proby rzedu p;

e normalny przedziat ufnosci (gdy r* ma rozktad zblizony do normalnego)
(f— u(1— %)SEt*,f+ u(1 - %)SE,*) ,

gdzie t = T(X).
Najwazniejszymi sposobami generowania replikacji sa
e bootstrap nieparametryczny

Elementy replikacji X¥ pochodzg z losowania z rozktadu danego przez dystrybuante empiryczng F, proby X,
innymi stowy replikacja sktada sie z n elementow wylosowanych ze zwracaniem z X. Metoda ta nie wymaga
zadnych dodatkowych zalozeri.

e bootstrap parametryczny

Zakltadamy, ze proba X pochodzi z ustalonej rodziny rozktadéw, estymujemy jej parametry, a nastepnie z tego
rozktadu losujemy elementy replikacji.

e bootstrap wygtadzajgcy
Ta metoda zostanie zdefiniowana ponizej w osobnym paragrafie.

Przyktad 9.10. Poréwnamy percentylowy przedzial ufnosci z klasycznym przedziatem ufnosci dla sredniej w roz-
ktadzie normalnym.

> X=rnorm(50)

> 1=qt(0.975,df=49) *sd (X) /sqrt (length(X))

> c(mean(X)-1,mean(X)+1)  #klasyczny przedzial ufnosci dla sredniej
[1] -0.3968296 0.2030779

>

R=999 # Liczba probek bootstrapowych

but=numeric(R)

for (i in 1:R) but[i]=mean(sample(X,replace=T))

V V V V V

quantile(but,c(0.025,0.975)) #bootstrapowy przedzial nieparametryczny dla sredniej
2.5% 97.5%
-0.4053695 0.1861921

Jak widaé przedzialy te sa podobne.

9.2.2.1 Bootstrap wygladzajacy

W sytuacji, gdy proba X jest niewielka lub obserwacje sie powtarzaja, to mozliwych wartosci statystyki na replikacjach
nieparametrycznych jest tez niewiele, wiec przedzialy ufnosci beda trywialne. Zobaczmy to na przyktadzie mediany.

X=c(1,1,1,2,2,3,4)
R=999 # Liczba probek bootstrapowych
but=numeric(R)
for (i in 1:R) but[i]=median(sample(X,replace=T))
quantile(but,c(0.025,0.975)) #bootstrapowy przedzial nieparametryczny dla mediany
2.5% 97.5%
1 3

V V. V V V

Aby temu zapobiec, do kazdego elementu replikacji dodaje sie ,lekki’ szum, najczesciej liczbe wylosowana z rozktadu
normalnego N(0,0). Nosi to nazwe bootstrapu wygtadzajgcego.

n=length(X)
> but_wygl=numeric(R)
> for (i in 1:R) but_wygl[i]l=median(sample(X,replace=T)+rnorm(n,0,1))
> quantile(but_wygl,c(0.025,0.975))
2.5% 97.5%
.6337888 3.2867821

\2

o
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9.2.2.2 Testowanie hipotez i bootstrap

Metode bootstrap mozna tez uzyé¢ do wyznaczanie rozktadu statystyki testowej. Dla przyktadu rozwazmy klasyczny
test t dla Sredniej z rozktadu normalnego. W sytuacji, gdy préba pochodzi z tego rozktadu, mozemy uzy¢ dokltadnego
rozkladu statystyki testowej. Gdy nie wiemy, czy to zalozenie jest spelnione, mozemy uzyé¢ metody bootstrap.

boot.t.test=function(X,mu=0,R=999,alfa=0.05){
T=function(X,m0=0) (mean(X)-m0)*sqrt(length(X))/sd(X)

Tbut=numeric(R)
mbut=numeric (R)
for (i in 1:R){
Xb=sample(X,replace=TRUE)
mbut [i] =mean (Xb)
Tbut [1]=T (Xb,mO=mean (X))
}

k=ecdf (Tbut) (T (X,m0=mu) )
p_value=1-2*abs(k-0.5)
print (paste("p.value=",p_value))

print(paste(l-alfa,"-przedzial ufnosci dla sredniej: (",
quantile(mbut,alfa/2),",",quantile(mbut,1-alfa/2),")",sep=""))
}

Najpierw poréwnajmy ten test z doktadnym testem ¢, gdy préba pochodzi z rozktadu normalnego.

> boot.t.test(X,5)

[1] "p.value= 0.566566566566567"

[1] "0.95-przedzial ufnosci dla sredniej: (4.05187484385895,5.4934240931606)"
> t.test (X,mu=5)

One Sample t-test

data: X
t = -0.524, df = 19, p-value = 0.6063
alternative hypothesis: true mean is not equal to 5
95 percent confidence interval:
4.036303 5.577780
sample estimates:
mean of x
4.807041

Jak wida¢ testy te daly podobne wyniki. Ale oczywiscie test ,bootstrapowy’ mozemy uzy¢ dla dowolnej proby.

> X=rexp(20,rate=0.5)

> boot.t.test(X,3)

[1] "p.value= 0.122122122122122"

[1] "0.95-przedzial ufnosci dla sredniej: (1.00872123219612,2.62442261544203)"
> boot.t.test(X,2)

[1] "p.value= 0.592592592592593"

[1] "0.95-przedzial ufnosci dla sredniej: (0.98193164894082,2.60071261374941)"



Rozdziat 10

Wstep do metod bayesowskich

10.1 Rozklad Beta

Zdefiniujemy rozktad Beta oraz podamy jego podstawowe wlasnosci.
Definicja 10.1. Rozktad Beta o parametrach a, B (ozn. B(a,f)) jest dany gestoscia

I'la+pB)
F(a)l(B)

Przez B(p, a, B) oznaczaé bedziemy kwantyl rzedu p rozkladu B(a, B).

Rozktad B(a, B) stuzy glownie do modelowania parametrow z odcinka jednostkowego (najczesciej frakeje). Jego
zalety jest to, ze dla roznych parametrow @, dostajemy rozklady o réznych wlasnosciach (symetryczne, skosne,
,U"-ksztaltne, etc). W szczegdlnosci rozktad B(1, 1) to rozktad jednostajny U(0,1), B(2,1) to rozktad trojkatny,
etc. Inne przyklady przedstawia rysunek [10.1]

fap(x) = XN =Py ().

B(1,1)
B(2,1)
B(5,1)
B(2,2)
B(0.5,0.5)
B(1,5)
B(2,7)

- / N\
/

_

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Rysunek 10.1: Gestosci rozktadu 8B(«a, 8) dla réznych parametrow.

Podstawowe wtasnosci rozktadu Beta przedstawiajg ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie 10.2. Niech X ~ B(«a, ). Wtedy

1. E(X)= -2

a+B’

2 _ af .
2 DX = P tay

3. argmax(fo.g) = a‘j/i? dla a,8 > 1.

7
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Twierdzenie 10.3. Rozktad Beta ma nastepujgce wtasnosci.
1. Jesli X ~ B(a,B), tol - X ~ B(B, ).

. Jesli X ~ B(n/2,m/2), to n("f—f(x) ~ F(n,m).

2
3. Jesli X ~ B(a, 1), to —log(X) ~ Exp(a).

4. Jesli zmienne losowe X ~ x*(a) i Y ~ x%(B) sq niezaleine, to )% ~ B(a/2,B/2).
5. Jesli X ~U(0,1) i@ >0, to X'/ ~ B(a,1).

10.2 Wnioskowanie bayesowskie

Whnioskowanie bayesowskie to wnioskowanie statystyczne wykorzystujace wzoér Bayesa i operujace pojeciem prawdo-
podobienstwa subiektywnego. Nie bedziemy tu wchodzi¢ w dyskusje (chyba juz nawet nie do konca matematyczna,
tylko filozoficzna, metodologiczna), ktora interpretacja prawdopodobienistwa, subiektywna, czy obiektywna (,czesto-
tliwosciowa’) jest Wlauéciwarl_]7 niemniej zwréémy uwage, ze jak dotad interpretowaliSmy metody statystyczne czesto-
tliwosciowo’ (np. poziom ufnosdci przedziatu ufnosci to byta czestosé zdarzenia, ze przedzial ufnosci zawiera badany
parametr, przy duzej liczbie powtorzen). Jednak jak zobaczymy, wnioskowanie bayesowskie mozemy traktowaé jako
uogdlnienie poznanych dotad metod. Przejdzmy do szczegotow.

Podobnie jak wczesniej zaktadamy, ze badana zmienna (cecha) ma rozktad Py pochodzacy z ustalonej rodziny
rozktadow {Pg : 6 € ®}. We wnioskowaniu bayesowskim dodajemy dodatkowa strukture na przestrzen parametrow
0, tj. rozwazamy rozkltad prawdopodobienstwa na ® nazywany rozktadem a priori, ktéry wyraza nasze opinie przed
pobraniem proby (subiektywne lub wynikajace z naszej wiedzy o badanej zmiennej) o tym, jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze parametr 6 jest tym prawdziwym (tj. takim, ze Px = Pg). Na przyktad przeprowadzamy ankiete
w celu okreslenia frakcji p poparcia partii A. Przed badaniem stwierdzamy, ze to poparcie na pewno nie jest wicksze
niz 0.6 (bo w ostatnich 30-tu latach zadna partia nie mialta takiego poparcia lub z jakiegokolwiek innego powodu),
a pozostate frakcje sa rowno prawdopodobne. Jako rozktad a priori weZzmiemy wiec rozktad jednostajny na odcinku
[0,0.6]. Jesli nie mamy zadnych opinii o parametrze 6, mozemy zawsze rozwazy¢ nieinformacyjny rozktad a prior:
(np. jednostajny na 0, jesli taki ma sens).

Oznaczmy teraz przez X = (Xi, ..., X,) pobrang probe prosta. Wtedy wykorzystujac wzér Bayesa otrzymujemy
wzOr na rozktad a posteriori
P(X]0)P(6)

PX)
to jest rozktad parametru 6 pod warunkiem wylosowania proby X. W liczniku mamy wiarygodnos$é proby P(X|0)
oraz rozktad a priori P(6), a w mianowniku prawdopodobienistwo wylosowania proby X (przy rozkladzie a priori).
Poniewaz mianownik to liczba (ktéra normalizuje licznik) mozna skrotowo powiedzie¢, ze rozklad a posteriori jest
proporcjonalny do iloczynu wiarygodnosci proby i rozktadu a priori (P(6]X) « P(X|0)P(0)). Co wiecej w praktyce
czesto trudno wyliczyé mianownik, wiec podaje sie tylko licznik (jak zobaczymy nie zawsze to przeszkadza w dalszej
analizie).

Do wnioskowania uzywamy teraz rozktadu a posteriori.

Bayesowskim estymatorem punk‘towymﬂ nazywamy te parametry 6, ktére sa najbardziej prawdopodobne a poste-
riori. Bardziej precyzyjnie, gdy rozklad a posteriori jest dyskretny (oznaczmy go przez my1), to

P(81X) = (10.1)

p = argmaxyq(71(6)),
a gdy ciagly zadany przez gestosé fi, to A
Op = argmaxyce(f1(0)).
Odpowiednikiem ,czestotliwosciowych’ przedziatow ufnoéciﬁ sa we wnioskowaniu bayesowskim przedziaty wiary-

godnos’czﬂ Mozna je zdefiniowaé¢ na rézne sposoby, przedstawimy dwie mozliwosci.
Intuicyjnie a% przedziat HDE zawiera a% parametrow o najwiekszych prawdopodobienistwach. Bardziej formalnie

IStandardowym przyktadem roznicy miedzy tymi pojeciami moze by¢ pytanie jakie jest prawdopodobienistwo, ze Polska wygra naj-
blizsze Mistrzostwa Europy w pilce noznej? Zwolennik podejscia obiektywnego powie, ze nie da sie tego okresli¢ obiektywnie, bo te
mistrzostwa sa jedyne (nie da sie¢ ich powtorzyé w identycznych warunkach), natomiast subiektywnie mozna odpowiedzie¢ np. 0.1 (na
podstawie swojej intuicji, opinii o druzynach, interpretacji danych historycznych, etc.).

2ang. MAP estimator (a mazimum a posteriori probability estimator).

3ang. Confidence Intervals

4ang. Credible Intervals

Sang. Highest Density Interval
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(np. dla przypadku, gdy rozktad a posteriori jest zadany gestoscia fi) to zbior
{6 : fi(O)>w : / f1(6)dé = a/100}.
{0:1(0)>w}

Natomiast (1 —a)% przedziat E'Tﬁjest rowny (g(a/2),q(1 —a/2)), gdzie g(p) jest kwantylem rzedu p rozktadu
a posteriori.

Wprost z definicji wynika, ze punktowy estymator bayesowski zawsze nalezy do przedziatu HDI, natomiast nie
musi naleze¢ do przedziatu ETI. Przedziat ETI z definicji jest przedziatem, a przedzial HDI nie musi by¢ przedziatem
(by¢ spojnym) na przyklad dla odpowiedniego rozkladu dwumodalnego.

Zakonczymy ten wstep dwoma uwagami. Pierwsza rozpoczniemy od nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 10.4. Niech X,Y sq probami niezaleznymi. Niech R(m,X) oznacza rozktad a posteriori dla rozktadu
a priori 7 ¢ proby X. Wtedy
R(mo, (X,Y)) = R(R(7o, X),Y).

Twierdzenie to jest przydatne w praktyce, gdy wyznaczenie rozktadu a posteriori dla proby n-elementowej jest
zbyt trudne rachunkowo. Wtedy mozna réwnowaznie n razy przeprowadzi¢ analize na probie jednoelementowe;j.
Czesto wiec problemy sa rozwazane dla proby X = (X3).

Druga uwaga dotyczy ogoélnego wzoru . Jak czesto bywa w rachunku prawdopodobieristwa wzory ogdlne
operujace dowolnym rozktadem sg mato praktyczne. Zazwyczaj rozwaza sie rozktady dyskretne albo ciggle i podamy
teraz cztery szczegdlne przypadki tego wzoru.

10.2.1 Rozklady proéby i a priori dyskretne

Niech rozktad a priori bedzie dyskretny i oznaczmy go przez mg. Zaltézmy takze, ze rozklad cechy X tez jest dyskretny
i oznaczmy go przez Py (czyli Pg(x) = Po(X =x)). Wtedy rozktad a posteriori m1 dany jest wzorem

Po(X)mo(0)
Yoco Po(X)mo(6)

gdzie Pg(X) = Pg(X1)--- Pgo(X,). Widzimy, ze gdy mp(6) = 0, to i m1(0) = 0. Stad wniosek, ze rozklad a posteriori
tez jest dyskretny.

n1(0) =

Przyklad 10.5. (Ankieta). Badamy zmienna X o rozkladzie zerojedynkowym z parametrem p € [0, 1] (skrotowo
X|p ~ (1,0,p)). Rozwazmy dwupunktowy rozktad a priori mp(0.1) = 79(0.2) = 0.5. Zalézmy, ze o probie prostej
X =(Xy1,...,X,). Wiemy tylko ile jedynek w niej wystapito. Wtedy mozna réwnowaznie zapisaé ja jako X = (n, k),
gdzie k to liczba jedynek, i P,((n, k)) = (Z)pk(l — p)"*. Dla prostoty zatozmy, ze X = (3,2).

Wyznaczamy teraz rozktad a posteriori:

(0.1) = G)0-709' 05 —=2
(3)0.120.9' 0.5 + (3)0.220.81 0.5 41
oraz analogicznie
(0.2) = 602208 0.5 -2
(3)0.120.9' 0.5+ (3)0.220.81 0.5 41

Bayesowska estymacja parametru p bedzie wiec pp = 0.2.

10.2.2 Rozklad préoby dyskretny, a a prior: ciagly

Niech rozklad a priori bedzie ciagly, a jego gesto$é oznaczmy przez fy. Zalézmy takze, ze rozklad cechy X jest
dyskretny i oznaczmy go przez Pg. Wtedy rozktad a posteriori jest ciagly, ktérego gestosé fi dana jest wzorem

Py(X) fo(6)
Jyeo Po(X) fo(0)do

f1(6) =

Sang. Equal-Tailed Interval
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Przyklad 10.6. (Ankieta). Tak jak w przykladzie (10.5)) zatozmy, ze X|p ~ b(n, p), natomiast rozktad a priori jest
rozktadem B(a, B). Wtedy

T _ _
()P (1 = ) S p ot (1= pYP Ly 0,01 (p)
! —k L(atB) o _
/0 () p* (1 =p)" kF(a(;F(B)pa (1 -p)F-ldp
o pe - p)P v 0(p)
S P (1 = pyrkpa-i(1 - p)F-ldp

filp) =

Nie musimy wyznaczaé¢ doktadnej warto$ci mianownika, poniewaz widaé, ze fi jest gestoscig rozktadu B(a+k, B+n—k)
(w takim przypadku méwimy, ze rozktad Beta jest rozkltadem a priori sprzezonym dla rozktadu dwumianowego).
W szczegolnosei dla nieinformacyjnego rozktadu a priori 8(1, 1) uzyskujemy rozktad a posteriori B(1+k,1+n—k).
Zgodnie z twierdzeniem uzyskujemy

1+k-1 _k
1+k+1+n-k-2 n’

pp = argmax( fisk 14n-k) =

Jak widzimy w tym przypadku estymator bayesowski jest rowny estymatorowi najwiekszej wiarygodnodci. Ilustruje

to rysunek [10.2]

3.0
|
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2.0
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

p

Rysunek 10.2: Gestosé rozktadu a priori 8(1,1) (czarny), gestos¢ rozkladu a posteriori dla proby n = 10, k = 8,
B(9,3) (czerwony), wartos¢ estymatora bayesowskiego i najwiekszej wiarygodnosci (z0tty), 95% przedziat ETT (zie-
lony).

Dla innego rozktadu a prior: ta réownosé oczywiscie nie musi zachodzié, co mozna zobaczyé¢ na Rysunku [10.3]

10.2.3 Rozklady préby i a priori ciagte

W sytuacji, gdy zaréwno rozkltad proby jak i rozklad a priori jest ciagly, rozktad a posteriori tez jest ciagly, a jego
gestosé dana jest wzorem

fo(X) fo(6)
/ae@) fo(X) fo(6)d6’

f1(6) =

gdzie fy jest gestoscia rozktadu a priori.
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Rysunek 10.3: Gestosé rozktadu a priori 8(2,5) (czarny), gestosé rozktadu a posteriori dla proby n = 10, k = 8,
B(10,7) (czerwony), wartos¢ estymatora bayesowskiego (z6lty), wartosé¢ estymatora najwiekszej wiarygodnosci (nie-
bieski), 95% przedzial ETI (zielony).

10.2.4 Rozklad préby ciagly, a a priori dyskretny

W sytuacji, gdy rozktad proby jest ciagly, a rozklad a priori jest dyskretny, rozklad a posteriori jest dyskretny, a jego
rozktad dany jest wzorem
Jo(X)mo(6)

) = s FaX)mo(@)




Rozdzial 11

Wielowymiarowy rozktad normalny

W tym rozdziale zdefiniujemy wielowymiarowy rozkitad normalny i podamy jego podstawowe wtasnosci. Wcezesniej
musimy jednak przypomnie¢ kilka podstawowych poje¢ algebry liniowej.

11.1 Macierze dodatnio i nieujemnie okreslone

Rozwazmy przestrzeni wektorowa R”. Niech x,y € R*. Przez < x,y >= x! y oznaczmy standardowy iloczyn skalarny,
przez M(n,m) macierze n X m, a przez M (r) macierze kwadratowe r X r. Powiemy, ze macierz A jest symetryczna,
gdy A = AT,

Definicja 11.1. Macierz symetryczng A nazywamy

e nicujemnie okreslong (ozn. A > 0), gdy x Ax > 0 dla kazdego x € R";

e dodatnio okreslong (ozn. A > 0), gdy A > 0 oraz xT Ax = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0.
Stwierdzenie 11.2. Niech X € M(n,m). Niech A = X' X. Wtedy
e A>0;
o A >0 wtedy i tylko wtedy, gdy X jest monomorfizmem.
Dowdd. Ustalmy x € R". Wtedy
2l Ax = xT X7 Xx = (Xx)T Xx =< Xx, Xx >= || Xx||* > 0.

Druga teza wynika z wtasnosci, ze X jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy Xx = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
x =0 oraz < x,x >=0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0. O

Macierze symetryczne maja tez prosta, rzeczywista posta¢ macierzy Jordana.

Twierdzenie 11.3. Niech A = AT € M(r). Wtedy wszystkie wartosci wlasne A sq rzeczywiste oraz istnieje macierz
ortonormalna P € M(r) (to znaczy taka, ze PT P = PPT =1) taka, ze A = PJPT | gdzie

21 0

gdzie 71, ...,2, € o(A).

Wykorzystujac powyzsze twierdzenie uzyskujemy nastepujace wtasnosci macierzy nieujemnie i dodatnio okreslo-
nych.

Whiosek 11.4. Niech A bedzie macierzq symetryczng. Wiedy
1. A 2 0 wtedy @ tylko wtedy, gdy A = 0 dla kazdej wartosci wtasnej A € o(A);

2. A >0 wtedy i tylko wtedy, gdy A > 0 dla kazdej wartosci wtasnej A € o-(A);

3. Jesli A 20, to A >0 wtedy i tylko wtedy, gdy A jest nieosobliwa;

4. Jesli A > 0, to istnieje doktadnie jedna macierz B taka, ze B > 0 i B> = A (wtedy definiujemy AY? := B);
5. A >0 wtedy i tylko wtedy, gdy AY? > 0.

82
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11.2 Wektory losowe

Definicja 11.5. Niech Y bedzie n-wymiarowym wektorem losowym (to znaczy ¥ : Q — R” jest mierzalna i Y(w) =
(Yi(w),. .., Y (w)T). Wtedy wartoscig oczekiwang Y nazywamy

E(Y1)
E(Y) = : =p€eR",
E(Y,)

natomiast macierzq kowariancji (wariancji) nazywamy macierz X(Y) = cov(Y) € M(n) dana wzorem

Z(Y) = [E((Y: = ui)(Yj = pui))]ij=1....n-

Wprost z definicji wynika, ze macierz kowariancji jest zawsze symetryczna.
W trzech ponizszych twierdzeniach sformutowane sg podstawowe wtasnosci wartosci oczekiwanej i macierzy ko-
wariancji dowolnego wektora losowego.

Twierdzenie 11.6. NiechY : Q > R", Ae M(m,n), be R", u=E(Y), 2=2() ¢ Z=AY +b. Wiedy
1. E(Z)=Au+b;
2. X(Z) = ATAT ;
3. E(YIP) = lull® +r (2).

Dowdd. Dowod punktow (1) i (2) wynika z liniowosci operatora E. Dla punktu (3) mamy

n

n n n
E(YIH=E() Yf) = Y E(W}) = Y DX(¥) + Y E(X)? =1r(2) + ||ul®
i=1 i=1 i=1 i=1
i
Twierdzenie 11.7. Niech Y : Q — R”" bedzie wektorem losowym. Wtedy X = cov(Y) > 0.
Dowdd. Ustalmy a € R" i zdefiniujmy zmienng losowa
Z=a1+...+a,Yy,=a"Y.
7 twierdzenia maimny
a’Za = cov(Z) = D*(Z) > 0.
O

Twierdzenie 11.8. Zaldzmy, zZe wektor losowy Y : Q — R" ma rozktad cigglty dany gestoscig f. Wiedy £ = cov(Y) >
0.

Dowdd. Zatézmy do dowodu nie wprost, ze istnieje 0 # a € R" takie, ze a’ Za = 0. Zdefiniujmy Z = a’ Y. Wtedy
D?(Z) = a’ Ya = 0, wiec istnieje ¢ takie, ze P(Z = c¢) = 1. Ale z drugiej strony mamy

1=P(Z=c)=P@a'Y =c¢) :/ f(x)dxy ...dx, =0.

{yeR":aT y=c}

Ostatnia réwnos¢ wynika z faktu, ze calkujemy po zbiorze bedacym podzbiorem przestrzeni co najwyzej n — 1
wymiarowej, ktéra ma n-wymiarowa miare Lebesgue’a rowna zero. Otrzymali$my sprzecznosé. O
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11.3 Funkcja generujaca momenty

Definicja 11.9. Niech Y : Q — R”" bedzie wektorem losowym. Definiujemy wtedy funkcje generujgca momenty
My : R" — R wzorem

My(t)=E (e’TY) =E (e’lY”'"’"Y") )

Oczywiscie, gdy wektory losowe Y i Z maja ten sam rozktad, to maja te same funkcje tworzace momenty. O im-
plikacji w druga strone moéwi ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 11.10. Niech Y i Z bedg n-wymiarowymi wektorami losowymi. Jesli istnieje niepusty zbior otwarty U
w R™ taki, ze My (t) = Mz(t) dla kazdego t € U (w szczegdlnosci te funkcje sq okreslone na U), to rozktady Y i Z sq
takie same.

Potrzebne nam bedzie takze takie twierdzenie.
Twierdzenie 11.11. NiechY : Q > R", A€ M(m,n), b e R™ i Z =AY +b. Wiedy
1. Mz(t) = ® "My (AT1);

2. Oznaczmy Y = (Y1,Yo)T, gdzie Yy € R4, Yy e R 4. Jesli wektory losowe Y1 © Yo sq niezalezne to

[ s 5 o] s

Przejdzmy teraz do definicji wielowymiarowego rozktadu normalnego.

11.4 Wielowymiarowy rozktad normalny

Najpierw w trzech krokach przedstawimy idee, ktora wyjasni nam (na koricu) definicje wielowymiarowego rozkladu
normalnego.

1. Dla jednowymiarowej zmiennej losowej Z ~ N(0, 1) funkcja generujaca momenty wynosi Mz (z) = 2!’

2. Zaloézmy teraz, ze Z1, ..., Z, to ciag niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach N (0, 1). Utwoérzmy wektor
losowy Z = (Z1,...,Z,)". Wtedy z twierdzenia [11.11| mamy

n n

1,2 12, ...442 1T 1 2

MZ(Z‘) = HMZl(tl) = l—[eQZi = 62(z1+ +t") = th t = e2||t|| .
i=1 i=1

3. Wezmy Z z wcze$niejszego punku oraz ustalmy A € M (m,n), u € R™ oraz niech Y = AZ + u. Wtedy ponownie
wykorzystujac twierdzenie [11.11] otrzymujemy

T T, 14T ;|2 T, 1 _ AT, AT
My(t) = oM ZMZ(ATI) _— teQHA t = oM zeQ<A t,A' t>

_ e/JTte%(ATt)TATI _ ethe%tTAATt _ euTt+%tTAATt'
Przyjmujac oznaczenie £ = AAT | otrzymujemy ostatecznie
T 1.T
My(t) = oM t+5t Zl‘.

Postawmy teraz definicje.

Definicja 11.12. Niech y € R", £ € M(n) oraz £ > 0. Wtedy powiemy, ze wektor losowy ¥ : Q — R" ma
n-wymiarowy rozktad normalny o parametrach p i £ (ozn. Y ~ Ny(u, X)), gdy

My (t) = euTt+%tTZt

Tak wiec méwimy, ze ¥ ma n-wymiarowy rozklad normalny, gdy ma rozklad taki, jak wektor losowy, ktory jest
afinicznym przeksztatceniem wektora Z z punktu (2).
Zauwazmy tez, ze jesli Y ~ N1(0, [0]), to My (¢) = 1, wiec P(Y =0) = 1.
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Twierdzenie 11.13. Niech wektor losowy Y ma rozktad normalny N,(u,Z).
1. Wtedy E(Y) = u oraz cov(Y) =%;
2. Jesli Ae M(m,n), be R™, a W=AY +b, to W ~ N,,,(Au+ b, AZAT);
3. a'Y ma rozktad normalny dla kazdego a € R" (implikacja odwrotna tez jest prawdziwa);

4. JesliY = (Y1,Yo)T, u= (u1, u2)", Y; jest wektorem n;-wymiarowym, ny + ny = n oraz

X1 2p2
> =
[ Xo1 X2 }

(gdzie 211 € M (n1,n1), etc), to

(a) Yi ~ Np; (i, Zii) dlai=1,2;
(b) Y1 i Ya sq niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy macierze 12 i Loy sktadajg sie z samych zer.

Twierdzenie 11.14. Niech wektor losowy Y ma rozktad normalny N,(u,X). Wtedy

1. Y ma rozktad cigglty wtedy i tylko wtedy, gdy £ > 0. W takiej sytuacji gestosé fy : R" — R dana jest wzorem

e 2= ), (11.1)

1
) = (2m) 8 Jdet ()

2. X jest nieujemnie okreslona, ale nie dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje podprzestrzen afiniczna
V c R" wymiaru co najwyzej n— 1, taka, ze P(Y € V) = 1.

Dlan=1iZX=[0?] (¢ >0) wzor (11.1)) sprowadza sie do gestosci rozktadu normalnego N(u, o), wiec w ozna-
czeniach Nq(u,0?) = N(u, o).

Definicja 11.15. Rozktad normalny N, (u, 0%I), gdzie o > 0, a I € M(n) jest macierza identycznosciows, nazywamy
sferycznym rozktadem normalnym.

Twierdzenie 11.16. Sferyczny rozktad normalny ma nastepujgce wtasnosci.

1. JesliY ~ Nyu(u,0I), to dla macierzy ortonormalnej A (AT = AAT = 1) wektor losowy W = A(Y — u) +u ma ten
sam rozktad sferyczny N, (u, o1I);

2. JesliY ~ N, (u, 0%I), to jej gestosé dana jest wzorem

1 _ly-p)?

Fr(y) = —F=—e 2% ; 11.2
3. Y =Y1,....Y)T ~ Nu(u,o?I) wtedy i tylko wtedy, gdy Y1,...,Y, sq niezalezne oraz Y; ~ N(u;, o) dla kazdego
i=1,...,n.

Jak widaé¢ ze wzoru poziomice gestosci sferycznego rozkladu normalnego sa sferami (stad nazwa). Z po-
wyzszego twierdzenia wynika tez, ze zmienna losowa o rozkltadzie sferycznym N, (u, o) po obrocie wokét u ma ten
sam rozktad.

Na rysunkach [T1.1], [TT.2] [11.3] oraz [11.4] przedstawiono poziomice gestosci przyktadowych dwuwymiarowych roz-
ktadéw normalnych razem z punktami wylosowanymi z tych rozktadow.
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Rysunek 11.1: 2000 punktéw wylosowanych z rozkladu No(u,X) i poziomice jego gestosci dla u = (1,1)7 oraz

T3 4]

11.5 Projekcje ortogonalne

Rozpoczniemy od kilku twierdzen z algebry liniowej.
Uwaga 11.17. Dla dowolnej macierzy A € M(n, p) oraz wektoréw x € RP iy € R" zachodzi
(Ax,y) = (Ax)Ty =xT ATy = (x, ATy).
Definicja 11.18. Dwa wektory x,y € R" sa prostopadte (inaczej ortogonalne, ozn. x L y), gdy (x,y) =0.

Twierdzenie 11.19. Niech V C R”" bedzie podprzestrzeniq liniowg. Wtedy istnieje doktadnie jedna podprzestrzen
liniowa V+ C R" taka, ze V@ V- =R" orazx Ly dla wszystkich x €V oraz 'y € V+.

Uwaga 11.20. Niech V. C R" bedzie podprzestrzenig lintowqg. Wtedy
Vi={yeR" : VxeV x Ly} orazdimV +dimV~* = n.

Niech X € M(n,p). Mozemy traktowaé¢ X takze jako odwzorowanie liniowe R” 3> x — Xx € R". Wtedy
dimker X + dimim X = p.

Oznaczmy przez ei,...,e, standardows baz¢ RP. Wtedy X,; = Xe; bedzie j-ta kolumng macierzy X. Przez
r(X) = dimim X oznaczmy rzad macierzy X.

Twierdzenie 11.21. Niech X € M(n, p). Rozwazmy podprzestrzern liniowg V =im X c R". Wtedy
1. Xe1,...,Xep generuje podprzestrzen V;
2. Xet, ..., Xep jest bazq V wtedy i tylko wtedy, gdy r(X) = p (tzn. gdy X jest monomorfizmem,).
Twierdzenie 11.22. Niech X € M(n,p) i V =im X. Wtedy V* = ker X' .
Dowdd. Na poczatek zauwazmy, ze
dimV* =n—dimV=n-r(X) =n-r(X?) = dimker X”.

Wystarczy wiec udowodnié¢, ze podprzestrzeri ker X7 < V*. Ustalmy wiec dowolne y € ker X7 oraz z € V. Wtedy
z = Xx dla pewnego x € RP. Korzystajac z Uwagi uzyskujemy

(,2) = (y, Xx) = (X" y,x) = (0,x) =0,

czyli z € V*. O
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Rysunek 11.2: 2000 punktéw wylosowanych z rozkladu No(u,X) i poziomice jego gestosci dla u = (1,1)7 oraz
1 05
5= [ ]

0.5 1
Twierdzenie 11.23. Niech X € M(n, p). Wtedy im(X" X) = im(X7).

Dowdd. Niech V =im X c R™.

Wprost z definicji obrazu wiemy, ze im(X? X) c im(X7).

Dla dowodu przeciwnej inkluzji ustalmy dowolne y € im(X”). Wtedy y = X7 x dla pewnego x € R". Korzystajac
z faktu, ze V. @ V+ = R", mozemy zapisa¢, ze x = xy + xy+ dla pewnych (jednoznacznie wyznaczonych) xy € V
ixys € V. Wtedy xy = Xz dla pewnego z € RP. Ostatecznie, uzywajac twierdzenia otrzymujemy

y=XTx=X"(xy +xy1) =X xy + X xyr = XTxy = XT Xz € im(XT X).

Jako wnioski otrzymujemy nastepujace wlasnosci.
‘Wniosek 11.24. Niech X € M(n, p). Witedy
1 r(XTX) =r(X") =r(X);
2. r(X) = p wtedy i tylko wtedy, gdy X' X jest nieosobliwa.
Zdefiniujemy teraz rzutowanie ortogonalne na podprzestrzeri liniowa oraz w serii twierdzen podamy jej wtasnosci.

Definicja 11.25. Niech V ¢ R” bedzie podprzestrzenia liniowa. Skoro

VeVt = R" to dla kazdego x € R" istnieje dokladnie jeden xy € V oraz dokladnie jeden xy. € V* taki, ze
X = xy +xy1. Definiujemy odwzorowanie Py : R" — R” wzorem Py (x) = xy. Odwzorowanie Py nazywamy
rzutowaniem ortogonalnym (projekcja ortogonalng) na V.

Uwaga 11.26. Niech V C R" bedzie podprzestrzenig liniowq. Eatwo widac, Ze
1. Py jest odwzorowaniem lintowym;
2. x = Pyx+ Py.x dla kazdego x € R" (lub rownowaznie, ze I = Py + Py1);
3. Pyv =v dla kazdego v € V;

4. Pyw =0 dla kazdego w € V*.
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Rysunek 11.3: 2000 punktéw wylosowanych z rozkladu No(u,X) i poziomice jego gestosci dla u = (1,1)7 oraz
. [ 10 ]
09
Twierdzenie 11.27. (Pitagorasa) Niech V.C R" bedzie podprzestrzeniq liniowg. Wtedy dla kazdego y € R"
Iy11% = 1Py yII? + 1Pyl
Uwaga 11.28. Niech V Cc R" bedzie podprzestrzenig lintowq. Ustalmy dowolne y € R" orazu € V. Wtedy
ly = ull® = 1Py (y = w) |1 + [Py (y = w)|?
= |Pyy = Pyull® +||Pyry = Pyu|® = [|[Pvy — ul® + || Pyy|.
Definicja 11.29. Niech V c R" bedzie podprzestrzenig liniowa. Wtedy dla y € R" definiujemy
dist(y,V) =inf{||ly —u|| : ueV}.
7 uwagi wynika nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 11.30. Niech V C R" bedzie podprzestrzeniq liniowg. Wtedy dla kazdego y € R"
dist(y,V) = [Pyyll = lly = Pvyll.
Ponizsze twierdzenie podaje nam wzér na rzutowanie ortogonalne.
Twierdzenie 11.31. Niech X € M(n,p) i V=imX. Jesli r(X) = p, to dla kaidego y € R"
Pyy=X(XTX)"'xTy.

Dowdd. Ustalmy y € R*. Wtedy wprost z definicji obrazu widzimy, ze X(X7 X)'XTy € V. Mozemy tez przedstawié
y jako
y=XXTX)"'XTy+ (y - x(XTx)"1xTy).
Wystarczy wiec udowodnié, ze z =y — X(XT X)7'1XTy € V. A skoro V* = ker(X7), to z kolei wystarczy pokazaé, ze
XTz=0. Teraz
XTz=x"(y-x(X"x)"'xTy) = xTy - X" x (X" x)"'xTy
=xTy-xTy=0.
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Rysunek 11.4: 1000 punktéw wylosowanych z rozkladu No(u,X) i poziomice jego gestosci dla u = (1,1)7 oraz

1 25
Z‘[2.5 9 ]

Wnhiosek 11.32. Niech X € M(n,p) iV =im X. Jesli Xo1, ..., Xsp jest bazg ortonormalng V, to Pyy = XXxTy.
Whiosek 11.33. Niech X € M(n,p) i V =im X. Wtedy

1. Jesli X1, ..., Xep jest bazq ortonormalng V, to Pyy = xxTy;

2. Pyiy=(-X(XTX)"'xT)y;

3. Py = Py Py oraz Py = P‘T, (twierdzenie odwrotne tez jest prawdziwe, tzn. jesli P € M(n) i PP = P oraz P = PT,
to P jest projekcjq ortogonalng na pewng podprzestrzen liniowg,).

Twierdzenie 11.34. Niech Y ~ N,,(u,02I), a V,W c R" bedq podprzestrzeniami liniowymi. Wtedy
1. PyY ~ Ny(Pyu,0%Py);
2. Jesli VLW, to PyY i PwY sq niezalezne.

Dowdad.

1. Ze wzoru na rozktad afinicznego przeksztalcenia wektora losowego o rozktadzie normalnym i z wniosku [11.33

mamy
PyY ~ Nu(Pyp, Pya?IPL) = Ny(Py i, 0Py Py) = Ny (Py p, 02 Py).

2. Cwiczenie.



Rozdzial 12

Modele liniowe

12.1 Teoria ogblna

Definicja 12.1. (Y,V) nazywamy modelem liniowym, gdy ¥ ~ N,(u,02I), u € V, o > 0, a V c R" jest podprze-
strzeniami liniowg.

Innymi stowy modelem liniowym nazywamy wektor losowy, ktorego rozklad jest elementem rodziny {N,(u, o%I) |
u € V,o > 0} dla ustalonej podprzestrzeni liniowej V. Dalej bedziemy rozwazaé¢ modele liniowe z préba 1-elementowa,
na podstawie ktérej bedziemy chcieli na przykitad wyestymowaé parametry u i o.

Przyktady zaczniemy od najprostszej sytuacji.

Przyktad 12.2. Niech Y1, ...,Y, bedzie proba prosta z wylosowans, z rozktadu N (m, o). Wtedy mozemy zdefiniowaé
wektor losowy Y = (Y1,...,Y,)T, ktory bedzie miat rozktad N, (u,0?I) dla u € V, gdzie

V={ueR" : yy=-=p,}

(w szczegoblnosei dim V = 1). Widzimy wigc, ze model liniowy jest uogélnieniem standardowego problemu rozwazanego
wczesnie]j.

Przyklad 12.3. (Analiza wariancji, ANOVA jednoczynnikowa). Zal6ézmy, ze mamy proby proste z k grup wyloso-
wanych z rozkltadéw normalnych o tej samej wariancji

Yll,---,eru ~ N(l’tl’o-)

Ykl"~"Ylnk ~ N(#kao—)

(Yij oznacza j-ta obserwacje z i-ej grupy). Niech n=ny +--- +ni. Wtedy

Y1
Y=| : | ~Nu(,o%l), pev,
Yieny
gdzie
V=AueR" : p= (Ul dlseensfliere s i) ¢ p1,...ux € R}
—_— —_—
n e

(w szczegdlnosci dimV = k). Zastapilismy wiec n-elementowa probe z rozkladu jednowymiarowego, proba jednoele-
mentowa z rozkladu n-wymiarowego.

Przyklad 12.4. (Regresja liniowa) Niech X = [X;;] € M(n, p) sklada sie z obserwacji zmiennych objasnianych
(precyzyjniej bedziemy rozwazaé¢ X, w ktorej pierwsza kolumna sktada sie z samych jedynek), & ~ N, (0, 0-2I). Wtedy
Y=XB+&~N,(u,0?l) dla u €V, gdzie V = im X.

Uwaga 12.5. Niech X € M(n, p) bedzie monomorfizmem (r(X) = p) oraz niech V =1im X. Wtedy dla kazdego yu € V
istnieje doktadnie jedno B € RP takie, ze u = XB. Skoro tak, to X' u= X' XB i w konsekwencji = (X' X)"' X7 p.

Moéwimy wtedy, ze rozwazamy model liniowy we wspotrzednych.

90
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12.1.1 Estymatory w modelu liniowym

Rozwazmy model liniowy (¥,V) w R" taki, ze dimV = p, i probe jednoelementowa Y € R" (pdzniej czesto probe tez
bedziemy oznaczac Y i z kontekstu bedzie wynikaé, czy ¥ oznacza zmienna losowa, czy probe (obserwacje)). Mozemy
rozwazy¢ funkcje wiarygodnosci L : V X Ry — R

1 1 2.2
—— = ,5lX-ul/o
L(,u,O'|Y_) - (271.3.2)11/26 :

oraz log-wiarygodnosci
LY - plP
2 oz

Widaé, ze dla kazdego ustalonego o, funkcja przyjmuje warto$é najwicksza dla i € V takiego, ze ||Y — u||? jest

(. oY) = log(L(u. oY) = = log(2xc?)

najmniejsze. Stad otrzymujemy, ze g = PyY. Nastepnie mozna pokaza¢, ze maksimum funkcji [ jest w o2 =
|Py.Y||?/n (jednak ten estymator jest obciazony).

Twierdzenie 12.6 ([1]). Niech (Y,V) bedzie modelem liniowym w R™ z dimV = p. Witedy estymatory

. — _ IPy.Y]?
=PyY, o2=——-
1% 1% n—p

majq nastepujgce wtasnosci
1. a i o2 sq niezalezne;
2. sq mieobcigzone, tzn. E(f1) = u oraz E(EE) =0?;
3. 72(n=p)/o? ~ x*(n-p).
Przyktad 12.7. Rozwazmy sytuacje z przyktadu [12.2l Wtedy V =im X dla

1
X=1":
1
oraz _
)¢} Y
=PyY =XXTX)"'XTy = X[n]"'XTY = 1[1],,X,, = s,
" Y, %

gdzie Y = (31, ¥;)/n. W konsekwencji otrzymujemy st = Y, czyli estymator najwigkszej wiarygodnosci parametru m
w rozktadzie N(m, o).



Rozdziat 13

Regresja liniowa

13.1 Uwagi ogbélne o modelowaniu statystycznym

Zalozmy, ze na pewnej populacji badamy kilka zmiennych (cech). Ustalamy, ktora z nich chcemy opisa¢ za pomoca

pozostatych. My bedziemy ja oznaczaé¢ jako Y i nazywaé¢ bedziemy zmienna objasniang (zalezng, regresantemﬂ

Pozostale oznaczane przez Xi, ..., X1 nazywamy zmiennymi objasniajgcymi (niezaleznymi, regresyjnymi ﬂ Mozna

wyr6zni¢ dwa podstawowe cele modelowania: chcemy wyjasnic¢ zaleznosci miedzy badanymi zmiennymi lub /i chcemy

przewidywaé (predykowac) wartosci zmiennej objasnianej dla ustalonych wartosci zmiennych objasniajacych.
Tworzenie modelu (parametrycznego) mozemy podzieli¢ na trzy etapy:

1. Tworzymy posta¢ modelu: definiujemy jaki ma rozklad zmienna Y przy ustalonych wartosciach zmiennych
objasniajacych. Rozktad ten zalezy od pewnej liczby parametréw.

2. Estymujemy parametry modelu (uzywajac obserwacji)ﬂ

3. Wykonujemy diagnostyke wyestymowanego modelu, to znaczy weryfikujemy zatozenia modelu, jego dopasowa-
nie, czy da si¢ go uproscié, etc.

Z zasady brzytwy Ockhama, ze nieistotne czynniki w modelu usuwamy, wynikaja nastepujace postulaty:
1. Model powinien mie¢ mozliwie jak najmniej zalozen i parametrow.

2. Model liniowy jest lepszy od nieliniowego.

3. Zmienna jest umieszczana w modelu, jesli jej usuniecie istotnie pogarsza model.

Parafrazujac Einsteina, mozemy powiedzieé¢, ze model powinien by¢ tak prosty, jak to mozliwe, ale nie prostszy.
Podrozdzial ten zakoriczymy uwaga, ze model zawsze jest uproszczonym opisem danego zjawiska, wiec zawsze
powinnismy patrze¢ na niego krytycznie.

13.2 Posta¢ modelu regresji liniowej

Postaé¢ modelu regresji liniowej mozna zapisaé¢ réwnowaznie na kilka sposobéw. Zakladamy na razie, ze wszystkie
zmienne Y, Xq,..., X, 1 sa ilo$ciowe.
Niech n oznacza liczbe osobnikéw z populacji w probie prostej. Wtedy mozemy zada¢ postaé¢ modelu nastepujaco

Yi =ﬁ0 +ﬂ1Xi,1 + .- +ﬂp_1Xi,p_1 + &5, dla i = 1,. .., n,

gdzie ¥; to obserwacja cechy objasnianej dla i-ego osobnika z proby, X; ; to obserwacja j-ej cechy objasniajacej dla
i-ego osobnika z proby, €1, ..., &, to liczby wylosowane niezaleznie z rozktadu N(0, ), a Bo, ..., Bp-1, 0 to parametry
modelu (wspolne dla wszystkich osobnikow w populacji). Rozwazajac ogblnie, mozemy zapisac, ze

Yi ~N(Bo+p1Xi1+: - +Bp-1Xip-1,0), dlai=1,....n,

1
2

ang. response variable.
ang. explanatory variables, predictors.
3Mowimy tez, ze dopasowujemy model, kalibrujemy model.
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albo

B

Yil(X1,....,Xp-1) ~ N(u,0)
u=EYi|(X1,....,Xp-1)) =Bo+B1Xi1++Bp-1Xi p-1

dlai=1,...,n.
Zamiast opisywaé kazda obserwacje z osobna, mozna utworzy¢ z nich wektory i cato$é¢ zapisa¢ macierzowo. Zde-
finiujmy

Yy Bo £1 1 X131 ... X1pa1
v=| i [ B=| ¢ |e=|: fx=r o0 o
Y, Bp-1 &n 1 Xu1 ... Xupa
Wtedy mozemy zapia¢ ten model jako

Y = XB+e, gdzie € ~ N,(0,021),

lub
Y ~ No(XB, 0%1),

albo

YIX ~ Ny, 021)
u=EY|X)=XB

Jak widaé¢ model sktada sie z dwoch czesci: XB nazywamy sktadnikiem systematycznymﬂ a € nazywamy sktad-
nikiem losowym (btedem losowymﬂ Wektor B nazywamy parametrami strukturalnymi, By wyrazem wolnymﬂ o
odchyleniem bledu losowegom

13.3 Estymacja parametréow

7 postaci macierzowej wynika natychmiast, ze mamy do czynienia z modelem liniowym we wspoélrzednych, wiec
mamy juz gotowe wzory na estymatory i tatwo znajdziemy ich wlasnosci.
Jesli r(X) = p, V =im X, to estymatorem parametréow B i o2 sa odpowiednio

B=xXTx)"'xTy

— _|IPy.Y|?
g = —m—m—mm.
n—p

Powyzszy estymator B jest tez estymatorem najmniejszych kwadmto’uﬁﬂ to znaczy minimalizuje funkcj RSS
R? — R dana wzorem

RSS() = D" (Yi = (Bo+BrXi1 +++++ Bp1Xi p-1))%.
i=1
Mozna to tatwo zauwazyé, poniewaz
D= (Bo+BrXia -+ Bp1Xi p1)? = (¥ = XP)T (Y — XP)
i=1

=Y = XBII* = ||Pv-Y .

Wprowadzmy jeszcze kilka oznaczen i definicji.

ang. systematic component.
ang. random component.
ang. intercept.
ang. residual standard error.
ang. LSE — least squares estimator or OLS estimator — ordinary least squares.
9YHistorycznie patrzac, estymator najmniejszych kwadratow byt zdefiniowany wezesniej, wg Encyklopedii PWN, Legendre 1805r, Gauss
pozniej twierdzil, ze on uzywal od 1794r.
Oang. residual sum of squares

00 N O Ut
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Zdefiniujmy
H="Py =XXT"X)"'XT  (macierz daszkow;
Y = PyY =HY = X,é (wartosci dopasowan;
é=Y -V (reszty, bledy obserwowaln;
SSE =&"¢ (bled kwadratowy (suma kwadratéow reszt, dewiancja.
Zauwazmy, ze wtedy
E=Y-Y=Y-XB=Py.Y,
SSE =&"é= (Y -XB)" (Y - XB) = |Py.Y|* = RSS(B)
oraz
- SSE
o= .
n—-p
Mianownik w ostatnim wzorze, to znaczy n — p nazywamy stopniem swobody{l—_gl modelu. Zauwazmy tez, ze SSE moze
stuzy¢ jako miara dopasowania modelu, to znaczy SSE = 0 wtedy i tylko wtedy gdy wektor reszt jest zerowy (oznacza
to idealne dopasowanie), a im SSE jest wieksze tym dopasowanie jest gorsze.
Ponizsze twierdzenie podaje nam rozkltad estymatora f.

Twierdzenie 13.1. Niech Y ~ N,(XB,0%I), X € M(n, p) oraz r(X) = p. Wtedy ~ N,(B,a2(XT X)71).

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze odchylenie standardowe estymatora i — 1 parametru strukturalnego wynosi

sd(Bi_1) = 1/(J'Q(XTX)I.‘I.l (dlai=1,...,p). Estymujac o2, otrzymujemy definicje btedu standardoweg estymatora

Bi-1
SE(Bi-1) = 0 (XTX);7.

13.4 Przedzialy ufnosci dla g oraz dla predykacji

13.4.1 Przedzial ufnosci dla g

Dowodzi sie (zob. [1), ze (B; — Bi)/SE(B;) ~ t(n — p). Wykorzystujac ten fakt, konstruujemy przedzial ufnosci na
poziomie ufnosci 1 — @ (stosujemy zapis (x £a) = (x —a,x +a))

Bi-1 € (Bi—l + 0| (XTX);1 (1 - %," - P)) :

13.4.2 Przedzialy ufnosci dla predykacji

Zatozmy, ze xo to wektor obserwacji zmiennych objasniajacych dla pewnego osobnika z badanej populacji. Wtedy,
zgodnie z postacia naszego modelu, predykacja jest zmienna losows yg = xOT B+eg~N (xg B,0). Predykacje punktows
definiujemy jako

Jo =x( B-
Zwroémy jednak uwage, ze tak naprawde yg to estymacja wartosci éredniej rozktadu zmiennej objasnianej dla osob-
nikow o wartosciach zmiennych objasniajacych xo. Blad estymacji ma dwa zrodta: blad estymatora 8 i o-. Formalnie

var(yg) = var(xg,é +¢e)= var(xOT,é) +var(g) = xgvar(ﬁ)xo + 02
=xd (X" X) o?xg + 0% = o (1 +x) (XTX)_lxo) .
Ostatecznie uzyskujemy przedzial ufnosci dla wartosci sredniej predykacji
- a A
(Yo 2(1 - 50 p)o~Jx (XT X)1xq)

oraz dla predykacji

($o = 1(1 - %,n - p)é'\/l +27 (X7 X)Lxg).

Wang. hat matriz.

R2ang. fitted values.

Bang. residuals, observed residuals.

Mang. SSE-error sum of squares; RSS-residual sum of squares; deviance.
ang. degree of freedom.

6ang. standard error.
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13.5 Testowanie hipotez

Dwa modele liniowe (Y,V) i (Y,W) sa zagm'ez'dz'oneF_?], jesli W c V. Dla modelu regresji liniowej modele zagniezdzone
mozemy oznaczy¢ jako Q i w, gdzie w C Q C {1,X1,...,X, 1}, ktére oznaczajg zbiér zmiennych objasniajgcych
(innymi stowy kazda zmienna objasniajaca w modelu w jest zmienna objasniajaca w modelu Q). Oznaczmy przez
SSEq i SSE , btedy kwadratowe tych modeli. Latwo widaé¢, ze wtedy SSEq < SSE.,. Zauwazmy tez, ze te bledy
kwadratowe mozemy traktowac jako zmienne losowe (poniewaz zaleza od proby). Wtedy zachodzi twierdzenie.

Twierdzenie 13.2 ([1]). Przy powyzszych oznaczeniach i zatozeniach zmienna losowa F dana wzorem

SSEq - SSE,,
_ P-9q
F= SSEg
n—p
ma rozktad F(p — q,n — p), gdzie p © q oznacza odpowiednio liczbe parametrow strukturalnych w modelu Q i w, a n
liczbe obserwacyi.

Twierdzenie to moze postuzyé do testowania hipotezy zerowej, ze modele Q i w sg tak samo dobrze dopasowane,
a rObwnowaznie, ze zmienne objasniajace ze zbioru Q \ w sg nieistotne statystycznie w modelu Q; czyli parametry
strukturalne odpowiadajace zmiennym objasniajacym ze zbioru Q \w sa rowne zero. Statystyka testowa jest powyzsza
funkcja F, a zbior krytyczny jest prawostronny K = (F(1 —a,p — g, n — p),+00).

Uwaga 13.3. Zauwazmy, zZe badamy istotno$é zmiennej objasniajgcej w ustalonym modelu Q. Moze sie zdarzyc, ze
ta sama zmienna jest istotna w modelu Q, a nieistotna w modelu Q" (Q # Q')!

Najczesciej uzywa sie dwoch szczegdlnych wersji tego testu.
1. (Test F) Hy :ﬁ1=~"=ﬂp_1=0.
Poréwnujemy wtedy model ¥ = X + & z modelem pustym Y = By + & (to znaczy tylko z wyrazem wolnym).

2. (Test t) Dla ustalonego i testujemy Hy : B; = 0.

Poréwnujemy wtedy model Y = XS +¢ z tym modelem ale bez i-ej zmiennej objasniajacej. Okazuje sie tez (zob.
[1]), Ze numerycznie (,rachunkowo”) takim samym testem jest zastosowanie statystyki testowej B;/SE(B;) ~
t(n—p).

13.6 Implementacja w R

Rozwazmy dane leafburn z pakietu faraway. Wystepuje tam 30 obserwacji czterech zmiennych (dla réznych probek
z lidci tytoniu): burntime-czas spalania w sekundach, procentowa (wagowo) zawarto$¢ azotu (nitrogen), chloru
(chlorine) i potasu potassium.

Implementujemy model postaci

burntime = Bo + BritrogenNitrogen + Bepiorinechlorine + Bporassiumpotassium + €.

> model<-lm(burntime™nitrogen+chlorine+potassium, data=leafburn)
> summary (model)

Call:
lm(formula = burntime ~ nitrogen + chlorine + potassium, data = leafburn)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-10.2442 -3.3475 -0.6669 2.8171 16.7331

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept)  28.967 8.345 3.471 0.001824 #*x*
nitrogen -9.089 2.077 -4.376 0.000174 *x*x
chlorine -6.743 2.180 -3.092 0.004698 *x*

1Tang. nested.
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potassium 3.193 1.213  2.632 0.014096 *

Signif. codes: O “***’ 0.001 ‘*x’> 0.01 ‘x> 0.05 ¢.” 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 6.373 on 26 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.582,Adjusted R-squared: 0.5338
F-statistic: 12.07 on 3 and 26 DF, p-value: 3.891e-05

Powyzej widzimy miedzy innymi:
1. Podstawowe statystyki reszt (jest to wazne w diagnostyce modelu).

2. Dla czterech parametréw strukturalnych w kolejnych kolumnach mamy: warto$é wyestymowana, btad standar-
dowy, warto$é¢ statystyki testowej z testu t oraz pvalue z tego testu.

3. Oszacowanie ¢ (6.373) oraz stopnie swobody modelu.

4. W ostatniej linii wynik testu F, w szczegélnosci pvalue rowne
3.891e — 05.

Wyznaczmy teraz 95% przedzialy ufnosci dla parametréw strukturalnych.

> confint (model)
2.5 % 97.5 %
(Intercept) 11.8143773 46.119244

nitrogen -13.3586897 -4.819667
chlorine -11.2244733 -2.260751
potassium 0.6991953 5.686891

Przedzialy ufnosci dla predykacji dla trzech przyktadowych osobnikéw sg wyznaczane za pomocy funkcji predict.

> dane_do_predykacji=data.frame(nitrogen=c(1,2,3),

+ chlorine=c(1,2,3),

+ potassium=c(1,2,3))

> predict(model,newdata = dane_do_predykacji,

+ interval = "confidence") # CI dla E(burntime)
fit lwr upr

1 16.328064  2.467249 30.188878

2 3.689316 -8.414133 15.792766

3 -8.949431 -21.492152 3.593291

>

> predict(model,newdata = dane_do_predykacji,

+ interval = "prediction") # dla predykacji
fit lwr upr

1 16.328064 -2.74320 35.399327

2 3.689316 -14.14560 21.524237
3 -8.949431 -27.08533 9.186467

Niepokojace jest to, ze niektore predykacje sa ujemne (a przeciez czas spalania jest liczba dodatnia). O czym to moze
swiadczy¢?
Uzyjmy jeszcze funkcji anova do implementacji testu.

> model_02=1m(burntime~potassium, data=leafburn)
> anova(model_02,model) #H_0: \beta_{nitrogen}=\beta_{chlorine}=0
Analysis of Variance Table

Model 1: burntime ~ potassium
Model 2: burntime ™ nitrogen + chlorine + potassium

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 28 2480.2
2 26 1055.9 2 1424 .3 17.536 1.509e-05 ***
Signif. codes: O ‘**x’ 0.001 ‘*x> 0.01 ‘%’ 0.05 ¢.” 0.1 ¢ > 1

Widzimy, ze na standardowym poziomie istotnosci ,Model 2” (z kodu powyzej) jest lepiej dopasowany, niz ,,Model 1”.
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13.7 Wspolczynnik R?

Twierdzenie 13.4. Dla modelu regresji liniowej zachodzi

n

D ¥-1)?= i(ﬁ - Y)2+i(n -¥)?,
i=1

i=1 i=1

SST SSR SSE
gdzie SST to catkowita suma kwadrat()wlfl, a SSR regresyjna suma kwadratéw@

Definicja 13.5. Wispdtczynnik dopasowania@ R? definiujemy wzorem

SSR
R*=——.
SST

Twierdzenie 13.6. Wspdtczynnik dopasowania R? ma nastepujgce wtasnosci.
1. R? € [0,1];
2. R>=1-SSE/SST;

3. Dla regresji prostej (tzn. Y = Bo+ p1X +¢&) R? = p(Y,X)?, gdzie p(Y,X) to wspdtczynnik korelacji liniowej
Pearsona.

4. |R?| =1 wtedy i tylko wtedy, gdy Y, X1, .. . Xp-1 sq liniowo zalezne.

Uwaga 13.7. (Interpretacja). Dla modelu pustego (tzn. Y = Bo+¢&) SSR =0, wiec SST = SSE. Z tego powodu dla
dowolnego juz modelu mamy

R2_1_ SS_E _q_ SSE
B SST SSE (model pusty)’

Wynika stqd, ze mozemy wykorzystaé wspotczynnik R? do pordwnania dwdch modeli, gdy oba majg wyrazy wolne Bo.
Nie ma jednoznacznych kryteriow, ktore moéwia kiedy wspotczynnik R? jest dobry. Oczywiscie im blizszy wartosci

1 tym lepie;j.

13.8 Diagnostyka modelu

Diagnostyka modelu polega na weryfikacji poprawnosci zalozen modelu. Mozna ja podzieli¢ na trzy grupy.
1. Zaltozenia o btedach losowych:

a) stalosé (jednorodnosc) Wariancjiﬂ;
b) niezaleznos¢;

¢) normalnosé.
2. Liniowos¢ sktadnika systematycznego (Y = XB’).
3. Analiza obserwacji odstajacych i/lub wplywowych.

Metody wykorzystywane w diagnostyce modelu modelu mozemy podzieli¢ na metody graficzne (definiujemy roz-
nego rodzaju wykresy /rysunki i sprawdzamy zalozenia jna oko’) lub analityczne (testowanie hipotez, etc.).

8ang. total sum of squares.

Ywariancja wyjasniona przez model, ang. regression sum of squares, explained variation.

20Wspotezynnik determinacji, ang. goodness of fit, coefficient of determination, percentage of variance explained.
21homoskedastycznosé, ang. homoscedascity.
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13.8.1 Sprawdzanie zalozen o bledach

Zauwazmy na poczatek, ze reszty modelu nie sa realizacjami btedéw losowych &
E=Y-Y=(-HY=(I-H(XB+e)=(I-H)XB+(-He=(I-H)e,

czyli
n
E =& — ZHijgj
j=1

dlai=1,...,n Stad wida¢, ze nawet jesli € ma réwne wariancje, to juz & niekoniecznie. A z drugiej strony, jesli &
nie ma rozktadu normalnego, to € juz moze mie¢ rozktad zblizony do normalnego. W koncu za$, jesli btedy losowe
sa niezalezne, to reszty juz nie sa niezalezne (o ile H nie jest diagonalna). Niemniej nie mamy innej mozliwosci jak
tylko uzyé reszt to weryfikacji zalozen o btedach.

13.8.1.1 Homoskedastycznosé
Metody graficzne

Nie da sie bada¢ réwnosci wariancji, analizujac same reszty. Musimy bada¢ reszty w stosunku do innych wtasnosci.
Najczesciej poréwnujemy reszty do wartosci dopasowanych, badz zmiennych objasniajacych. Formalnie rysujemy
zbiory punktéow

L A{(Yi,&), i=1,...,n},
2. {(Xij,é0), i=1,...,n},

i oceniamy, czy rozrzut reszt wzdluz danej wlasnoéci jest podobny, a srednia wartosé reszt wynosi zero.

Testy

Wszystkie ponizsze testy testuja jednorodno$é¢ wariancji reszt (zob. [4]).

Test Breuscha—Pagana. W tym tescie sprawdza sie, czy reszty nie zaleza od zmiennych objasniajacych.
Implementujemy model regresji liniowej (£)? = Xb + e i testujemy hipoteze, ze wszystkie wspotczynniki b sg réwne
zero. W R uzywamy funkcji bptest{lmtest}.

Test Goldfelda—Quandta polega na podziale reszt na dwie grupy i przetestowaniu rownosci wariancji w tych
dwoch grupach. Podzial odbywa sie za pomoca zmiennej order.by i kwantylu rzedu point, to znaczy, ze do pierwszej
grupy bierzemy te obserwacje, dla ktorych wartosé cechy order.by jest mniejsza niz kwantyl rzedu point. W R
uzywamy funkcji gqtest{lmtest} (formula,order.by,point).

Test Harrisona—McCabe’a. Tak samo jak w poprzednim tescie dzielimy obserwacje na dwie grupy, a funk-
cja testowa jest stosunek kwadratéw reszt w pierwszej grupie do sumy kwadratéw reszt wszystkich obserwaciji.
Dodatkowo mozemy narysowaé¢ wykres wartosci funkcji testowej w zaleznosci od point. W R uzywamy funkcji
hmctest{lmtest} (formula,order.by,point,plot=TRUE).

13.8.1.2 Niezaleznosé

Sprawdzajac niezaleznosé reszt, mozemy badaé¢ autokorelacje rzedu k. Mozemy to zrobié¢, oceniajac zbior punktow
{(&i, éi—k)si =k +1,...,n} lub stosujac test Durbina—Watsona (dla rzedu 1) lub test Breuscha—Godfreya dla
rzedéw do order. W R uzywamy odpowiednio funkcji dwtest{lmtest} i bgtest{lmtest}.

13.8.1.3 Normalnosé

Do sprawdzania normalno$ci uzywamy testéw normalnosci, na przyktad testu Shapiro-Wilka lub Andersona—Darlinga.
Dla wiekszej liczby obserwacji zaleca sie analize wykresu kwantyloweg

22ang. QQ plot.
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13.8.1.4 Implementacja w R

Zobaczmy jak wyglada diagnostyka dla modelu dopasowanego do symulowanych danych spetniajacych wszystkie
zalozenia.

X1=runif (100)

X2=runif (100)

X3=runif (100)
Y=1+2xX1+3%X2+4*X3+rnorm(100,0,0.5)
Dane=data.frame(Y,X1,X2,X3)

model=1m(Y~.,Dane)
plot (model,2)
shapiro.test(residuals(model))

V V V V V V V V VvV

Shapiro-Wilk normality test

data: residuals(model)
W = 0.99312, p-value = 0.895

> library(nortest)
> ad.test(residuals(model))

Anderson-Darling normality test

data: residuals(model)
A = 0.19359, p-value = 0.8914

> plot(model,1)
> library(lmtest)
> bptest(Y~.,data=Dane)

studentized Breusch-Pagan test

data: Y 7 .
BP = 6.2447, df = 3, p-value = 0.1003

> gqtest(Y~.,data=Dane)

Goldfeld-Quandt test

data: Y 7 .

GQ = 1.1262, dfl = 46, df2 = 46, p-value = 0.3443

alternative hypothesis: variance increases from segment 1 to 2
> hmctest(Y™.,data=Dane, plot=TRUE)

Harrison-McCabe test

data: Y 7 .
HMC = 0.46887, p-value = 0.354

> plot(residuals(model) [-1] “residuals(model) [-100])
>

> dwtest (model)

Durbin-Watson test

data: model

DW = 2.1414, p-value = 0.7718

alternative hypothesis: true autocorrelation is greater than O

> bgtest(Y~.,data=Dane,order=2)
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Breusch-Godfrey test for serial correlation of order up to 2

data: Y 7 .
LM test = 0.72774, df = 2, p-value = 0.695

Normal Q-Q

Standardized residuals

-2

T T T T I
-2 -1 0 1 2

Theoretical Quantiles
Im(Y ~.)

Rysunek 13.1: Wykres kwartylowy dla reszt.

Jak wida¢ wszystkie testy ,zadziataly’, to znaczy nie odrzucity prawdziwych hipotez zerowych.

13.8.2 Liniowo$¢é modelu

Przez liniowosé modelu rozumiemy, ze zmienna objasniana zalezy liniowo od zmiennych objasniajacych. Wydaje sie,
ze najlepiej badatoby sie to analizujac rysunki rozrzutu Y vs. zmienne objasniajace Xi. Niestety tak nie jest, co widaé
na przyktadzie rysunku [I3.5] gdzie umieszczono takie rysunki dla danych liniowych bez bledu losowego. Jak widac
jedna zmienna moze ,zaburzy¢” rysunki dla innych zmiennych. Dlatego raczej analizuje sie rysunki rozrzutu reszt
vs. warto$ci dopasowane lub zmienne objasniajace. W sytuacji, gdy ,na oko” reszty nie sa losowo dodatnie i ujemne,
moze to §wiadczy¢ o nieliniowo$ci modelu.

13.8.2.1 Testy

Zainteresowanych dokltadniejsza analiza ponizszych testow odsytamy do [4].

Test Harveya—Colliera bazuje na tzw. resztach rekurencyjnyc}ﬁ ktorych srednia nie jest rowna zero, gdy
model nie jest liniowy. Test weryfikuje wiec hipoteze, ze Srednia warto$¢ reszt rekurencyjnych wynosi zero. W R
uzywamy funkcji hmctest{lmtest}(formula,order.by).

Test Rainbow. Zauwazmy, ze jesli model liniowy jest prawdziwy, to model wyestymowany na podzbiorze
obserwacji powinien by¢ podobny do modelu dopasowanego na wszystkich obserwacjach (patrz rysunek . Test
Rainbow poréwnuje model dopasowany na pelnych danych do modelu dopasowanego na obserwacjach, dla ktorych
zmienna order.by jest mniejsza niz swoja mediana. W R uzywamy funkcji raintest{lmtest} (formula,order.by).

Test RESET@ Test ten poréownuje badany model z tym modelem, ale do ktérego dodano (domyslnie drugie
i trzecie) potegi zmiennych objasniajacych. W R uzywamy funkcji resettest{lmtest} (formula,type= *’regressor’’).

2
2

Sang. recursive residuals.
4ang. regression specification error.
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Rysunek 13.2: Wykres reszt wzgledem wartosci dopasowanych.

13.8.3 Obserwacje wplywowe i odstajace

Ogolnie mowiae (definicje pojawia sie za chwile) obserwacje Wplywowﬂ to takie, ktore maja duzy wplyw na estyma-
cje modelu, a obserwacje odstajadcﬁ to takie, ktore maja duzg reszte. Gdy model liniowy jest prawdziwy wszystkie
obserwacje powinny mie¢ mniej wiecej taka samag ,wplywowosé” i odstawanie. Dlatego identyfikacja obserwacji wpty-
wowych i odstajacych jest przydatna w diagnostyce.

Definicja 13.8. Dz’wigmq@ i-ej obserwacji nazywamy i-ty wyraz na przekatnej macierzy H, tj. h; = Hj;.

Wiemy, ze
éE=Y-Y=Y-HY=(I-H)Y,

czyli
var(8) = (I - H)o?,

1 w szczegblnosci
var(é;) = (1 = Hy)o? = (1 - hy)o>. (13.1)

Wynika stad, ze jesli dzwignia i-ej obserwacji jest duza, to wariancja reszty tej obserwacji jest mata, wiec obserwacja
ta potencjalnie ,przyciaga’ plaszczyzne regresji. Zauwazmy tez, ze
Y = hiY; + ZHinj,
J#i
wiec dzwignia i-ej obserwacji méwi nam jaki wplyw ma ¥; na wyznaczenie ¥;. Mozna tez udowodnié, ze h; > 1/n oraz

n

Zhi:trH:p.

i=1

Wynika z tego, ze srednia dZzwignia réwna sie p/n.
Przyjmuje sie, ze dzwignia jest duza, jesli jest wieksza od 2p/n (a dla matych prob wieksza niz 3p/n).
Skoro zachodzi ([13.1]), to mozemy standaryzowaé reszty.

25ang. influential.
26ang. outliers.
2Tang. leverage.
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Rysunek 13.3: Wykres z testu Harrisona—McCabe’a.

Definicja 13.9. Resztg standaryzowanq@ i-ej obserwacji nazywamy

&
rp= ——.
(o l—l’li

Pewna wada, dzwigni jest to, ze zalezy ona tylko od obserwacji cech objasniajacych, a nie zalezy od obserwacji
zmiennej objasnianej. W R uzywamy odpowiednio funkcji hatvalues(model) i rstandard(model).

Inng idea jak zbadaé¢ wpltyw i-ej obserwacji na estymowany model jest poré6wnanie modelu dopasowanego na petnej
probie z modelem dopasowanym na prébie bez i-tej obserwacj Oznaczmy przez ﬁ(i), 0 (i) wartosci estymatorow dla
proby bez i-ej obserwacji oraz niech Y(,-) = X[?(,-) = (?(i),l, . ,Y(i),,,)T. W R aby uzyska¢ wartosci o(;) dla wszystkich
i uzywamy funkcji influence (model) $sigma.

Mozemy teraz badaé¢ réznice ¥; — }A’(i),i. Dlaczego jest to przydatne ilustruje rysunek

Definicja 13.10. Resztg studentyzowanﬂ i-ej obserwacji nazywamy
t; = —Yi _ Y(f)’i .
sd(Y; = Y(i).0)
Mozna udowodnié¢ (zob. [4]), ze reszty studentyzowane posiadaja nastepujace wlasnosei.
Twierdzenie 13.11. Przy spetnionych zatozeniach modelu liniowego t; ma rozktad t(n — p — 1).

Twierdzenie 13.12. Reszta studentyzowana jest rowna

. 1/2
; &; n-p-1
i = —— =ri|—— .
oiH V1 —h; n—p—rl.2
Pierwsze twierdzenie pozwala nam zdefiniowaé¢ obserwacje odstajacg na poziomie istotnosci a: i-ta obserwacja
jest odstajaca, jeéli@
a
|t >t(1——,n—p—1).
2n

28ang. internally studentized residual.

29ang. one leave out.

30ang. externally studentized residual, jackknife residual.
31Uwzgledniono w tym wzorze tzw. korekcje Bonferroniego, zob. [4].
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Rysunek 13.4: Wykres do zbadania autokorelacji reszt rzedu 1.

Drugie pozwala wyznaczy¢ wartosci reszt studentyzowanych bez implementowania n réznych regres;ji.
W R uzywamy funkcji rstudent (model).
Inng metoda badania wplywu i-tej obserwacji na model jest badanie réznicy S — ;). Zauwazmy, ze zachodzi

X(B-Bw) =Y -Yu. (13.2)
Definicja 13.13. Odlegtosciq Cook:a@ i-ej obserwacji nazywamy

b =Y (- Y)

1

po?
Wykorzystujac (13.2) otrzymujemy, ze

b T=Y) " -Ya) _ (B-Ba)" X" X(B-fw)
’ po po? '

Mozna tez udowodni¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 13.14 ([4]). Odlegtosé Cooka jest réwna

2
Ty

1-h;

Jak wida¢ odlegtosé Cooka jest kombinacja reszty standaryzowanej i dzwigni. Przyjmuje sie (zob. [4]), ze obserwa-
cja o odlegtosci Cooka wiekszej niz 0.5, jest ,podejrzana”, a wiekszej od 1 ,bardzo podejrzana”. W R uzywamy funkcji
cooks.distance(model). Do uzyskania réznych rysunkéw diagnostycznych mozemy uzyé instrukeji plot (model).
Rysunki te dla przykltadowego modelu znajduja sie na rysunku [I3:8]

Zakoriczymy kilkoma uwagami o obserwacjach odstajacych.

1. Jesli znajdziemy obserwacje odstajaca, to sprawdzamy, czy nie znalazta sie w danych z powodu btedu, badamy
fizyczny kontekst (oczywiscie nie zawsze jest to mozliwe).

2. Dwie lub wiecej obserwacji odstajacych obok siebie moga spowodowaé, ze sie ich nie wykryje. Niemniej ,sku-
pisko” wartosci odstajacych raczej S$wiadczy o innej strukturze danych niz liniowa.

32ang. Cook’s distance.



ROZDZIAL 13. REGRESJA LINIOWA 104

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
I I I I I I I I I I L &
R o o ° o
o o o o o o
° oo ° o s o * o | @
° g8 o o ° ° o 0 Do
& o °© o © o "8o
o o [<] r~
o oo 00 ° ° o ) o @ o o
o o 0 ° o O o % ° 0 ® © L o
Y o o o [+] o
o o o
® © o ®o o g o & - w
o o
oo ° R ° o ° ° nD °
o o o o o r
o o
0% o e © ° & ®
o o o o o o r o
) ° )
)
S A oy ) o o ) o
[ o o
© ° ° o 0O o o o °
4 oo o o [
S o o ° 00 ° ° ) o o °
o o
° o © %o o o ° o ° ) ° ° % o 8
o o o
S 1 8 8 ° 9
& -4 ° X1 o ° o ° o @ °
< %o © ° 0o?°
4o o o o, ° o o
o o o o o °
® <] ° ° <]
o o o
&4 ¥ © [} ° ° & o ° o oo L
° ® ° 0 o © ° 80
o o0 © ° ® o o °
- S
° 0,0 °® 0% o ® % o o ® o ° 0 0®o %o -
<] o ° o [} o [} -4 o
o o o ©
°© o ° oo ° ° ° o o o o o o° -3
° 0 ° o ° o
o ° o o 2 o ° ° L @
o & o o ° 000 o~ X2 o o e o ©
o o o <
o ° ) ° o ° ° FS
o o o
o o o o o o
o~
) oo ® Lo
o o o o o IS
o ° % oo o 00 o UQD ) ) ° ° 0O 00 o
<] ° <] ° [}
o
o o o -2
1)
< o %o °mo o ° o
o o o o o o
o o o
« | o © 00090 o ® % ) o ° %4 ) o %
© ® © 00 & o oo % ° o0 ° o 000 o o
© ° o o ° =5}
< ® o o o o © oo ° oo o o °
< <] ° ° o o o X3
S 7 o ) o o o o
@ ° o © 08 © o o 6 ° o P
~ o o o
IS o ° o o ° o
o ° o
o o 0o o o o
o |o e, ° o, ° o
o T T T T T T T T T T T T T
3 4 5 6 7 8 9 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Rysunek 13.5: Rysunki rozrzutu dla danych liniowych.

3. Obserwacja odstajaca w jednym modelu nie musi nig by¢ w innym.

4. Usuniecie wartosci odstajacych moze poprawié¢ diagnostyke, ale oczywiscie zmienia wartosci estymatoréw i ma
wplyw na wnioski z tego modelu. Dlatego powinno sie zawsze raportowaé, jakie obserwacje zostaly usuniete
i dlaczego.

13.9 Transformacje zmiennych

Jesli diagnostyka modelu wychodzi Zle, inna mozliwoécia oprécz usuwania obserwacji odstajacych i zmniejszeniu
liczby zmiennych objasniajacych (o czym dokladniej bedzie za chwile) jest transformacja zmiennych: objasnianej
i/lub objasniajacych.

Podstawowa transformacja jest transformacja wielomianowa. Dokladamy kolejne potegi zmiennych objasniaja-
cych i ich interakcje, na przyktad

Y = Bo+ 1 X1 + BaXo + B3 X} + BuX1 Xy + Bs X5 + £
W R byloby tak:
1m(Y polym(X1,X2,degree=2,raw=TRUE) ,Dane) .
Model Y = By + B1X1 + B2X1 X2 + B3X2 + € implementujemy nastepujaco:
1m(Y~X1+X1:X2+X2,Dane)
lub
Im (Y~ (X1+X2) ~2,Dane) .

Do transformacji uzywa sie czesto logarytmu lub pierwiastka. Oczywiscie mozemy tez transformowaé zmienng
objasniana. Na przyktad model

log(Y) = Bo + B1X1 + B2X1 X2 + B3 Xo + BV X1 + &

zaimplementujemy tak
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Rysunek 13.6: Model dopasowany do wszystkich obserwacji na czarno, do obserwacji w kolorze czerwonym na czer-
wono.

Im(log(Y) "X1+X1:X2+X2+sqrt (X1) ,Dane) .

Oczywiscie mozna stosowaé jakiekolwiek inne transformacje (wyktadnicze, trygonometryczne, etc.), na przyktad
model

1 1
lo = Bo + 1 X1 + Ba— + B3Xo + 1e™2 + B5sin(X1 Xo) + &
g(1+Y2) Bo+p1X1 ’82X1 B3Xa + B4 B5 sin(X1 X2)
zaimplementujemy w ponizszy sposéb

Im(log(1/(1+Y~2)) "X1+I(1/X1)+X2+exp(X2) +sin(I(X1*X2)) ,Dane) .

13.9.1 Metoda Boxa—Coxa

Nie ma ogodlnych regut jak dobiera¢ transformacje. Do wyboru transformacji zmiennej objasnianej pomocna moze
by¢ nastepujaca metoda Boza—Coxa. Rozwazamy w niej rodzine transformacji g, dana wzorem

yi-1

i dlad#0
gay)y=4 1 ,

log(Y), dlad=0

przy zalozeniu, ze min;{¥;} > 0. Nastepnie szukamy argumentu A takiego, ze w nim jest maksimum funkeji L, ktora
parametrowi A przyporzadkowuje wartos¢ funkcji log-wiarygodnosci dla dopasowanego modelu postaci g (Y) = XB+¢.
W programie R metoda ta jest zaimplementowana w funkcji boxcox{MASS} (model,plotit=T), a przyktadowy rezultat
dziatania tej funkcji przedstawia rysunek Jesli min;{Y;} < 0 to mozna ,przesungé’ obserwacje o a, tak aby
min;{Y; +a} > 0, ale zaleca sie, aby a nie bylo zbyt duze. Po drugie, jesli na przyktad A = 0.45, to wybieramy bardziej
naturalna wartosé 0.5. Po trzecie, jesli max;{Y;}/min{Y;} jest mate, a obserwacje sg daleko od 0 to metoda ta wiele
nie daje.
Na podobnej zasadzie dziatla metoda zaimplementowana w funkcji
logtrans{MASS} (model), ktora rozwaza rodzine transformacji zmiennej objasnianej h, dang wzorem

ho(Y) =log(Y + ).
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Rysunek 13.7: Dwustronng strzatka zaznaczona jest réznica Y; — f/(l-),l- dla skrajnej prawej obserwacji.

13.10 Wybor (selekcja) zmiennych do modelu

Zalézmy, ze mamy zmienne objasniajace Xi,...,X,_1. Sa to zarowno bezposrednio obserwowane zmienne na osob-
nikach, jak ich potencjalne transformacje, interakcjﬂ etc. Mozemy wiec utworzy¢ 2P~! roznych modeli. Wsrod
nich chcemy wybraé ,najlepszy”’. Oczywiscie nie da sie tego zrobi¢ jednoznacznie, chociazby dlatego, ze model dobry
do predykacji niekoniecznie moze dobrze opisywaé prawdziwe zwiazki miedzy zmiennymi i na odwrét. Po drugie,
aby wybraé¢ model ,najlepszy” potrzebujemy umieé¢ poréwnywac ze soba dwa dowolne modele. W tym celu musimy
zdefiniowaé odpowiednie kryteria.

13.10.1 Kryteria

Kryterium to funkcja, ktéra modelowi przyporzadkowuje liczbe rzeczywista, a poréwnanie dwoch modeli wzgledem
tego kryterium to poréwnywanie tych liczb. Zgodnie z zasada, ze model jest ,dobry”, gdy jest dobrze dopasowany
i ma mozliwie malg liczbe parametréow, przyjmuje sie postulat, ze kryterium powinno ,nagradza¢” model za dobre
dopasowanie (w naszym przypadku za malte SSE) i  kara¢” za duza liczbe parametrow. Bardziej precyzyjnie, gdy
porownujemy dwa modele o tej samej liczbie parametréw, to kryterium powinno wskazaé jako lepszy model o mniejszej
wartosci SSE, a jesli poréwnujemy dwa modele o takiej samej wartosci SSE to powinien ,wygra¢”’ model o mniejszej
liczbie parametrow.
Najczesciej wykorzystywane kryteria (zob. [4]) to:

1. Zmodyfikowany wspotczynnik Rz dflﬂ dany wzorem

M_l_("—l)a—ﬁ

R: =1- =
SSTa/(n—1) n—p

adj —

Jak wida¢, to kryterium im jest wieksze tym lepiej. Zauwazmy tez, ze sam wspotczynnik R? nie karze” za
liczbe parametrow.

33Dotaczenie do zmiennych objasniajacych ich transformacji nosi nazwe kodowania zmiennych.
34ang. Adjust R2.



ROZDZIAL 13. REGRESJA LINIOWA

Residuals vs Fitted
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Rysunek 13.8: Przykladowe rysunki diagnostyczne.

2. Kryterium GI Cﬁ zdefiniowane jako

GIC(M) = —2log(L(M)) + k| M|,

107

gdzie L(M) to warto$é¢ funkceji wiarygodnosci modelu M, a |M| to liczba parametréow modelu M. To kryterium
jest im jest mniejsze tym lepiej. W programie R do wyznaczenia wartosci tego kryterium uzywamy funkcji
AIC(model,k). Uzywa sie najczesciej dwoch szczegodlnych przypadkoéow tego kryterium:

a) Kryterium Akaika AICﬂ dla k = 2;

b) Kryterium Schwartza BICIE dla k =log(n).

Jak wida¢ kryterium BIC ,karze” model za liczbe parametréow bardziej niz AIC. W praktyce, jesli chcemy
uzyska¢ model do predykacji uzywamy kryterium AIC, a gdy interesuje nas model, ktéry dobrze opisuje zwiazki

miedzy zmiennymi, uzywamy kryterium BIC.

3. Statystyka C,, Mallowsa dana wzorem

Cp(M) =

SSE pm

6-2

+2p —n,

gdzie p to liczba parametréw modelu M, a 62 to oszacowanie wariancji btedu losowego dla modelu pelnego.

To kryterium im mniejsze tym model jest lepszy.

13.10.2 Metoda krokowa

Nie zawsze jest mozliwe (na przyklad czasowo) sprawdzenie wszystkich modeli i znalezienie optymalnego modelu
w sensie ustalonego kryterium. Wtedy mozna zastosowaé¢ metody krokowe dla ustalonego kryterium:

1. Metoda krokowa w przo’dﬂ. Zaczynamy od modelu pustego, a w kazdym kolejnym kroku dodajemy zmienna,

35ang. Generalized Information Criterion.

36ang. Akaike Information Criterion.
37ang. Bayesian Information Criterion.
38ang. forward selection.
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Rysunek 13.9: Przykladowy rezultat dziatania funkcji boxcox (model,lambda=seq(0.4,0.6,by=0.02) ,plotit=T).

ktora najbardziej polepsza model.

2. Metoda krokowa w tyl@. Zaczynamy od modelu pelnego, a w kazdym kolejnym kroku usuwamy zmienna, ktorej
brak najbardziej polepsza model.

3. Metoda krokowa@ Zaczynamy od modelu pelnego, a w kazdym kolejnym kroku usuwamy zmienna, ktorej brak
najbardziej polepsza model i sprawdzamy, czy dodanie jakiej$ zmiennej usunietej w poprzednich krokach nie
poprawi modelu.

Oczywiscie metoda krokowa moze nie wskaza¢ nam rzeczywistego optimum danego kryterium.
W programie R do implementacji metody krokowej dla kryterium GIC uzywamy funkcji step (model ,k,direction,
...), gdzie direction moze by¢ rowne ’both’, ’backward’ lub ’forward’.

Uwaga 13.15. W metodzie krokowej w kazdym kroku pordwnujemy modele zagniezdzone, wiec mozemy takze uzyc
testu t jako kryterium czy usuniecie/dodanie danej zmiennej poprawia model.

Uwaga 13.16. Jesli wsrod zmiennych objasniajgcych istnieje naturalna hierarchia to usuwamy zmienne zgodnie z tq
hierarchig. Na przyktad gdy wystepujg wielomiany zmiennych, to najpierw usuwamy wyrazy wyzszych rzedow.

13.10.3 Uwagi koiicowe

Zakoniczymy ten rozdzial kilkoma uwagami.
1. Modele optymalizujace rézne kryteria moga byé rézne.
2. Diagnostyka modelu optymalizujacego ustalone kryterium moze by¢ zla.

3. Dlatego selekcja zmiennych powinna byé réwnolegta z diagnostyka, wykrywaniem obserwacji odstajacych, etc.

39ang. backward selection.

40 ang. stepwise selection.
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13.11 Analiza kowariancji — ANCOVA

Analizg kowariancyi (ANCOVAED nazywamy model regresji liniowej, w ktérym wystepuje posréod zmiennych obja-
$niajacych co najmniej jedna zmienna ilo$ciowa i co najmniej jedna zmienna jako$ciowa.

Zalézmy, ze zmienna jakosSciowa V ma k pozioméw [i,...,Ilr. Wtedy kodujemy tg zmienng nastepujaco: jeden
z tych pozioméw okreslamy jako referencyjny{zz] (w R domyslnie jest to pierwszy poziom w kolejnosci alfabetycznej),
a dla kazdego pozostalego poziomu tworzymy zmienng charakterystyczng 1(y—;) nazywang zmienng pustqf‘-_g]i te

zmienne umieszczamy w modelu.
Przesledzmy to na przyktadzie prostych danych (fikcyjnych)

=

Waga Wzrost

167.1 172.0 P
2 78.3 176.0 P
3 83.1 185.2 P
4 70.1 178.0 S
5 66.8 180.0 S
6 83.3 185.0 S
7 70.0 167.0 W
8 88.8 173.0 W
9 97.5 186.0 W

gdzie zmienne Waga i Wzrost sa ilosciowe, a zmienna E (wyksztalcenie”) jest jakosciowa o trzech poziomach: P,
" oraz ,W”. Niech Waga bedzie zmienna objasniang. Wtedy poziomy zmiennej E dziela obserwacje na trzy grupy
i mozemy rozwazy¢ dwa modele: addytywny, w ktérym parametr przy zmiennej Wzrost jest taki sam w kazdej
grupie, a tylko wyrazy wolne sa rézne albo model z interakcjg, w ktorym dopasowujemy model regresji do kazdej
grupy osobno.

Formalnie model addytywny bedzie nastepujacy

Waga = Bo + 1 Wzrost + p2 1(g—siy + B3 Tg—wry + €. (13.3)

W R implementujemy go nastepujaco

> model_2=1m(Waga~Wzrost+E,Dane)
> summary (model_2)

Call:
Im(formula = Waga ~ Wzrost + E, data = Dane)

Residuals:
1 2 3 4 5 6 7 8 9
-1.4741 4.4288 -2.9547 0.6729 -5.2757 4.6029 -4.3976 6.4567 -2.0591

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) -159.203 54.826 -2.904 0.03364 *
Wzrost 1.324 0.308 4.300 0.00772 *x
ES -7.093 4.514 -1.571 0.17695
EW 12.445 4.463 2.789 0.03850 *
Signif. codes: O ‘**x’ 0.001 ‘*x> 0.01 “*’ 0.05 ¢.” 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 5.39 on 5 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8422,Adjusted R-squared: 0.7476
F-statistic: 8.898 on 3 and 5 DF, p-value: 0.01897

Czyli dopasowany model jest nastepujacy:
Waga = —159.203 + 1.324 X Wzrost+ ¢

dla 0s6b na poziomie referencyjnym ,,P”;

Lang. Analysis of covariance.
42ang. reference level, baseline level.
43ang. dummy variable.
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Waga = (~159.203 + (—7.093)) + 1.324 x Wzrost + &

dla 0s6b na poziomie referencyjnym ,.S”;
Waga = (-159.203 + 12.445) + 1.324 X Wzrost+ ¢
dla 0s6b na poziomie referencyjnym ,W”.

W tym modelu wspétczynnik dla 1w} jest istotny statystycznie, wigc poziom ,W” rézni si¢ istotnie od poziomu
referencyjnego. Ogoblnie diagnostyke wykonujemy analogicznie jak poprzednio. Dla tego modelu macierz X wyglada
nastepujaco

> model .matrix(model_2)
(Intercept) Wzrost ES

52}
=

1 1 172.0 0 O
2 1 176.0 0 O
3 1 185.2 0 O
4 1 178.0 1 0
5 1 180.0 1 O
6 1 185.0 1 O
7 1 167.0 0 1
8 1 173.0 0 1
9 1 186.0 0 1

Mozemy jeszcze poroéwnaé ten model z modelem bez zmiennej E:

> model_1=1m(Waga~Wzrost,Dane)
> anova(model_2,model_1)
Analysis of Variance Table

Model 1: Waga = Wzrost + E
Model 2: Waga ~ Wzrost

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 5 145.26
2 7 656.59 -2  -511.33 8.8005 0.02302 *

Jak wida¢ model z addytywnie dodana zmienna E jest lepiej dopasowany (pvalue = 0.02302).
Model z interakcja bedzie zas nastepujacy

Waga = ﬁo +B1WZr0St +ﬂ2]] {E='S"} +ﬁ3ﬂ {E:'W'}+
BaWzrost X 1 porgy + Bs Warost X 1wy + €.

W R implementujemy go nastepujaco

> model_3=1m(Waga~Wzrost*E,Dane)
> summary (model_3)

Call:
lm(formula = Waga ~ Wzrost * E, data = Dane)

Residuals:
1 2 3 4 5 6 7 8 9
-2.806 4.026 -1.220 3.173 -4.442 1.269 -4.414 6.452 -2.037

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -117.9123 118.5863 -0.994 0.393

Wzrost 1.0920 0.6669 1.637 0.200
ES -199.2300 255.7803 -0.779 0.493
EW -28.4908 143.9315 -0.198 0.856
Wzrost:ES 1.0657 1.4185 0.751 0.507
Wzrost:EW 0.2303 0.8129 0.283 0.795

Residual standard error: 6.384 on 3 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8672,Adjusted R-squared: 0.6459
F-statistic: 3.919 on 5 and 3 DF, p-value: 0.1451
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Czyli dopasowany model jest nastepujacy:
Waga = —117.9123 + 1.0920 X Wzrost + &

dla 0s6b na poziomie referencyjnym ,,P”;

Waga = (—117.9123 + (~199.2300)) + (1.0920 + 1.0657) X Wzrost + &

dla o0s6b na poziomie referencyjnym ,,S”;
Waga = (-117.9123 + (—-28.4908)) + (1.0920 + 0.2303) x Wzrost+ &
dla os6b na poziomie referencyjnym ,W”.

Macierz X tego modelu jest réwna

> model.matrix(model_3)
(Intercept) Wzrost ES EW Wzrost:ES Wzrost:EW

1 1 172.0 0 O 0 0
2 1 176.0 0 O 0 0
3 1 185.2 0 O 0 0
4 1 178.0 1 0 178 0
5 1 180.0 1 0 180 0
6 1 185.0 1 O 185 0
7 1 167.0 0 1 0 167
8 1 173.0 0 1 0 173
9 1 186.0 0 1 0 186

Na koniec poréwnajmy model z interakcja z modelem addytywnym:

> anova(model_3,model_2)
Analysis of Variance Table

Model 1: Waga ~ Wzrost * E
Model 2: Waga ~ Wzrost + E

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 3 122.25
2 5 145.26 -2 -23.005 0.2823 0.7721

Jak wida¢ dolozenie interakeji nie poprawilo istotnie dopasowania (pvalue = 0.7721).

111



Rozdzial 14

Analiza wariancji — ANOVA

14.1 ANOVA jednoczynnikowa

Analizg wariancyi jednoczynnikoqu] nazywamy model liniowy, w ktorym wystepuje tylko jedna zmienna (,,czynnik”)
objasniajaca i jest ona jakoSciowa.

Zal6zmy, ze zmienna objasniajaca X ma k poziomoéw. Wtedy nasza proba jest podzielona na k grup. Mamy wiec
proby proste zmiennej objaénianej, wylosowanych z rozkltadéw normalnych o tej samej wariancji, zgrupowane w k

grup:

Yii,.... Y10, ~ N(ui,0)

Ykla"'aYII’lk ~ N(/Jk,o-)

(Y;j oznacza j-ta obserwacje z i-ej grupy). Niech n=nqy + - +nr. Wtedy

Y
Y= : | ~Nu(uo?l),
Yknk
gdzie
= (e s s e )
| — —_—
ni ni
Bardziej skrotowo, mozemy zapisa¢, ze Y;; ~ N(u;,0) dlai=1,..., k. Réwnowaznie, ze
Yij ~N(u+a;,o)
dlai=1,...,k1iY;a =0 (gdzie u to $rednia globalna zmiennej Y, a @; to wplyw i-ego poziomu czynnika X na

srednia) albo
Y,'j =,u+6¥,'+8,'j

dla g;; ~ N(0,0), albo (jak w R), ze
Yi; ~N(u,0)iY;; ~N(u+a;,o0)

dlai=2,...,k (wtedy u to $rednia zmiennej Y dla poziomu referencyjnego).
Analiza wariancji sprowadza sie do por6wnania tego modelu z modelem pustym (testem F), wiec do przetestowania
hipotezy o réwnoéci §rednich w grupach
Hy: py=--+=pug

z hipotezg alternatywna
H1:Eli,j:,ul-¢,uj.
Dla przyktadu rozwazmy (fikcyjne dane):

Lang. One-way analysis of variance.

112
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Wtedy implementujemy analize wariancji nastepujaco

> anova(lm(Waga~X,data=Dane))
Analysis of Variance Table

Response: Waga

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
X 2 579.66 289.830 5.6556 0.04164 *
Residuals 6 307.48 51.247

lub

> model_anova<-aov(Waga~X,data=Dane)
> summary (model_anova)
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
X 2 579.7 289.83 5.656 0.0416 *
Residuals 6 307.5 51.25

Jak wida¢ pvalue = 0.0416, wiec na poziomie 0.05 odrzucamy hipoteze zerowa o réwnosci srednich w tych grupach.

14.1.1 Analiza post hoc

Gdy odrzucamy hipoteze zerowa wykonujemy tzw. analize post hoc w celu zlokalizowania grup, ktorych Srednie sie
roznia. Najczesciej uzywa sie nastepujacych testow post hoc (zob. [4], sa one dostepne w pakiecie agricolae):

1. Test HSEE] Tuckeya dla grup réwnolicznych:

> print (HSD.test (model_anova, "X")$groups)
Waga groups

W 88.76667 a
P 74.16667 ab
S 70.06667 b

Grupy, ktorych czesé wspolna oznaczeni jest pusta, réznia sie srednia. W tym przypadku srednie grup W i S
sie réznig.

2. Test Studenta—Newmana—Keulsa dla grup réwnolicznych:

> print (SNK.test (model_anova, "X")$groups)
Waga groups

W 88.76667 a
P 74.16667 b
S 70.06667 b

Ten test wskazal, ze srednia réznig sie grupy W i P oraz W i S.

3. Test LSlﬂ Fishera (tu nie ma zalozenia o rownolicznosci prob). Test ten polega na poréwnaniu wszystkich par
testem t z korekcja pvalue ze wzgledu na liczbe wykonanych testow.

2ang. Honestly Significant Differences.
Sang. Least Significant Difference.
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> print (LSD.test (model_anova, "X",p.adj="holm")$group)
Waga groups

W 88.76667 a
P 74.16667 a
S 70.06667 a

W tym przypadku test nie wykryt par rézniacych sie srednia.

14.1.2 Sprawdzenie jednorodnosci wariancji i normalnosci reszt

Normalnosé reszt sprawdzamy standardowo:

> shapiro.test(residuals(lm(Waga~X,data=Dane)))
Shapiro-Wilk normality test

data: residuals(lm(Waga ~ X, data = Dane))
W = 0.94121, p-value = 0.5947

Do badania jednorodnosci wariancji uzywamy innych testow niz poprzednio, a mianowicie testow jednorodnosci
wariancji w k grupach. Moga to by¢ nastepujace testy (zob. [4], testy 2-4 sa dostepne w pakiecie lawstat):

1. Test Bartletta (przy zalozeniu normalnosci prob w grupach):
> bartlett.test(Waga™X,data=Dane)
Bartlett test of homogeneity of variances

data: Waga by X
Bartlett's K-squared = 1.4982, df = 2, p-value = 0.4728

2. Test Browna—Forsytha:

> levene.test(Dane$Waga,Dane$X)

Modified robust Brown-Forsythe Levene-type test based on the absolute
deviations from the median

data: Dane$Waga
Test Statistic = 0.61119, p-value = 0.5733

3. Test Levene’a:
> levene.test(Dane$Waga,Dane$X,location="mean")
Classical Levene's test based on the absolute deviations from the mean

data: Dane$Waga
Test Statistic = 0.98592, p-value = 0.4264

4. Test Flignera—Killeena:
> fligner.test (Dane$Waga~Dane$X)
Fligner-Killeen test of homogeneity of variances

data: Dane$Waga by Dane$X
Fligner-Killeen:med chi-squared = 1.3257, df = 2, p-value = 0.5154
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14.2 ANOVA dwuczynnikowa

Analizqg wariancyi dwuczynm’kowqﬁ nazywamy model liniowy, w ktérym wystepuja tylko dwie jako$ciowe zmienne
(,czynniki”) objasniajace, powiedzmy A i B.

Zalézmy, ze zmienna objasniajaca A ma k pozioméw, a B ma [ pozioméw. Wtedy nasza proba jest podzielona
na k x [ grup. Mamy wiec proby proste zmiennej objasnianej, wylosowanych z rozktadéw normalnych o tej samej
wariancji, zgrupowane w k X [ grup. Oznaczmy przez Y;j,, m-ta obserwacj¢ zmiennej ¥ w grupie wyznaczonej przez
i-ty poziom zmiennej A i j-ty poziom zmiennej B. Wtedy mozemy zapisaé, ze

Yijm ~ N(uij, o)
dlai=1,...,k, j=1,...,lim=1,...,n;;, badZ réwnowaznie, ze
Yijm = Hij + Eijm

dla niezaleznych €111, ..., &kin,, 0 rozktadach N(0, o).
Mozemy rozwazy¢ nastepujace modele (w nawiasach formuta, ktora implementuje te modele w R):

1. (model pusty) Yijm = u+ &ijm (Y ~ 1);

2. Yiim=p+ai+Ejm, a1 =0 (Y ~ A);

jm
3. Y'jm :/1+18j + Eijm, ﬁl =0 (Y ~ B);
4. (model addytywny)
Yijm = H+ai+Bj+&ijm,
(03] =ﬁ1=0 (Y~A+B);
5. (model z interakcja, model pelny)
Yijm=p+a;+Bj+vij+Eijm,
@1 =p1=0,y;=01iy; =0dla wszystkichiij (Y ~A*xBlubY ~A+B+A:B).
Mozemy testowac istotnosé czynnika A (czyli zerowos$é parametrow «;), czynnika B (czyli zerowoS¢ parametrow
Bj) oraz istotnos¢ interakcji (czyli zerowosé parametrow y;;). Istnieje wiele roznych mozliwosci wykonania takich

testow, na przykitad aby sprawdzié¢ istotno$é czynnika A mozemy poréwnaé model ¥ ~ A z modelem pustym albo
model ¥ ~ B z modelem addytywnym. Dlatego rozwaza sie dwa typy testow:

1. typu I (sekwencyjne E]): poréwnujemy modele w nastepujacej kolejnosci:

- model pusty vs. ¥ ~ A;

-Y~Avs. Y ~A+B;

-Y~A+Bvs. Y ~Ax%B.
W R implementujemy te testy za pomoca anova(lm(Y“A*B)) lub summary(aov(Y~A*B)). Testy te zaleza od
jakiej zmiennej ,zaczynamy’ (od A czy od B), to znaczy, dwa pierwsze testy wywolane przez

summary (aov(Y~A*B)) i summary (aov(Y"B*A)) beda inne (i zazwyczaj dadza inne wyniki, gdy zmienne A i B
beda zalezne).

2. typu II1 (brzegowe@: istotno$¢ danego czynnika badamy poréwnujac do model pelny z modelem pelnym bez
tego czynnika:
-Y~B+A:Bvs.Y ~AxB;
-Y~A+A:Bvs. Y ~AxB;
-Y~A+Bvs. Y ~A%B.

4ang. two-way analysis of variance.

ang. sequential.
ang. marginal.

t

=]
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W R implementujemy te testy za pomocg summary (lm(Y~A*B))}. Ten typ testow nie zalezy juz od kolejnosci,
niemniej preferuje sie testowanie sekwencyjne, poniewaz w testowaniu brzegowym wystepuja dosy¢ nienaturalne
modele Y ~B+A:BiY~A+A:B.

Dla przyktadu rozwazmy teraz (fikcyjne) dane Dane:

> head(Dane)

Y A B
.5409642 al bl
.8392981 al bl
.2129297 al bl
.1921069 al bl
.56333257 al bl
.2020255 a1l b1
attach(Dane)

vV O Ol d W N+
N NONF =

Na poczatek mozna wyznaczy¢ boxploty dla zmiennej Y w kazdej grupie.
>boxplot (Y~A*B)

Efektem jest Rysunek Widzimy ,na oko’, ze §rednie w grupach raczej nie sa rowne.

-2

T T T T T T T T T
al.bl a2.bl a3.bl al.b2 a2.b2 a3.b2 al.b3 a2.b3 a3.b3

A:B

Rysunek 14.1: Boxploty dla zmiennej Y w kazdej grupie dla danych Dane.

Implementujemy analize wariancji z testami sekwencyjnymi.

> modell=aov(Y~A*B)
> summary (modell)
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

A 2 322.3 161.17 172.695 <2e-16 *x*x
B 2 0.1 0.03 0.029 0.971
A:B 4 167.5 41.88 44.870 <2e-16 *x*x*

Residuals 441 411.6 0.93

Jak wida¢ interakcja i czynnik A sa istotne (pvalue mniejsze niz 2e—16). Czynnik B nie jest istotny, ale zostawiamy
go, zgodnie z zasada, ze pierwsza usuwaliby$my interakcje.
Nastepnie przeprowadzamy analize post hoc.

> TukeyHSD (aov(Y~A*B))
Tukey multiple comparisons of means
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95)% family-wise confidence level

Fit: aov(formula =Y ~ A * B)

$A

diff lwr upr p adj
a2-al -1.0864012 -1.348730 -0.8240728 0
a3-al -2.0723213 -2.334650 -1.8099929 0
a3-a2 -0.9859201 -1.248249 -0.7235917 0
$B

diff lwr upr p adj

b2-b1 0.02690879 -0.2354196 0.2892372 0.9684337
b3-b1 0.01284402 -0.2494844 0.2751724 0.9927178
b3-b2 -0.01406476 -0.2763931 0.2482636 0.9912742

$A:B°

diff lwr upr p adj
a2:bl-al:bl -0.05950649 -0.6617988 0.5427858 0.9999976
a3:bl-al:bl -0.16445684 -0.7667492 0.4378355 0.9951474
al:b2-al:bl 1.07655013 0.4742578 1.6788425 0.0000016
a2:b2-al:bl -0.04773962 -0.6500320 0.5545527 0.9999996

Jak wida¢ wszystkie parametry a; r6znig si¢ miedzy soba, natomiast wszystkie parametry S; sg statystycznie réwne.
Nastepnie sa roznice wszystkich par grup (w naszym przypadku jest ich 36, powyzej nie sa wszystkie wypisane).
Mozna to tez ,zwizualizowac’ (rysunek [14.2)):

> plot (TukeyHSD(aov(Y~A*B)))

95% family-wise confidence level

a2:b2-al:b2 a3:b3-a2:bl a3:b3-al:bl a2:bl-al:bl

a2:b3-a2:b2

a3:b3-a2:b3

-4 -2 0 2

Differences in mean levels of A:B

Rysunek 14.2: Efekt poréwnania wszystkich par.

To samo dla czynnikéw A i B otrzymujemy inng funkcja:

> print (HSD.test (modell, "A"))

Y groups
al 3.0465315 a
a2 1.9601303 b

a3 0.9742102 c
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> print (HSD.test (modell, "B"))

Y groups
b2 2.007282 a
b3 1.993217 a
bl 1.980373 a

14.2.1 ANOVA hierarchiczna

7 analiza wariancji hierarchiczng mamy do czynienia, gdy poziomy jednego faktora sa zagniez’dz’one[] w poziomach
drugiego (a nie przeci@teﬂ jak w poprzednim przyktadzie). Zobaczmy to na przykltadzie (fikcyjnych) danych Dane2,
gdzie badamy o$mioklasistow

> head(Dane2)

Wzrost Miasto Szkola
1 175.0 Wro SP2
2 159.5 Kr SP2
3 170.7 War SP2

gdzie Wzrost to wzrost, a Szkola i Miasto to odpowiednio szkota, do ktérej oémioklasista uczeszcza i miasto, gdzie
ta szkota sie znajduje. Ponizej widzimy, ze we wszystkich trzech miastach mamy szkoly o tym samym numerze 1, 2
i3, a SP1 w Krakowie to co innego niz SP! w Warszawie.

> by(Dane2$Szkola,Dane2$Miasto,table)
Dane2$Miasto: Kr

SP1 SP2 SP3
10 12 9

Dane2$Miasto: War

SP1 SP2 SP3
14 13 6

Dane2$Miasto: Wro

SP1 SP2 SP3
14 8 14

Dlatego rozwazamy tutaj model

Yijm = p+ai+pPij+ &Eijm,
gdzie @; to w naszym przypadku efekt i-ego miasta (i > 2), a B;j to efekt j-tej szkoly w i-tym miescie, a Yjjm to
wzrost m-ego osmioklasisty w j-ej szkole w i-tym miescie. W R implementujemy ten model nastepujaco (z testami
sekwencyjnymi)

> mh=aov(Wzrost~Miasto/Szkola,Dane2)
> summary (mh)
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

Miasto 2 130 64.98 0.734 0.483
Miasto:Szkola 6 289 48.22 0.545 0.773
Residuals 91 8054 88.51

Jak wida¢ zarowno efekt szkoty jak i miasta jest nieistotny statystycznie.

14.2.2 Kontrasty

Zatozmy, ze rozwazamy ANOVE jednoczynnikows, w ktoérej czynnik A ma k poziomoéw. Niech uq, ..., ux oznaczaja
srednie wartosci cechy objasnianej w grupach wyznaczonych przez poziomy czynnika A. Wtedy kontrastem nazywamy
kombinacje liniows tych érednich, to znaczy ¢! u, dla pewnego ¢ € R¥, gdzie pu = (u1,. .., ux)T.

Tang. nested.
8ang. crossed.
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Analiza kontrastu polega na testowaniu hipotezy zerowej
fﬁ):CTﬂ =0.

Dla przyktadu rozwazmy ponownie dane Dane, w ktorych czynnik A ma trzy poziomy. Ustalmy kontrast ¢l =
(0,1,-1)T. Wtedy hipoteza zerowa przyjmie postaé¢ Hy : uo = uz. W R implementujemy to nastepujaco

> c1=c(0,1,-1)
> summary (Ilm(Y~A,contrasts = list(A=cbind(c1))))

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 1.99362 0.06411 31.097 < 2e-16 *x*x
Acl 0.49296 0.07852 6.278 8.09e-10 *x*x*

Hipoteze zerowa odrzucamy (pvalue = 8.09¢ — 10) i moéwimy, ze kontrast c1 jest istotny (niezerowy), czyli srednie
w drugiej i trzeciej grupie nie sa réwne.
Mozemy testowaé istotnosé kilku kontrastéw réwnoczesnie, na przyktad

c1=c(0,1,-1)

c2=c(2,-1,-1)

kontrast=cbind(c1,c2)

summary (Im(Y~A,contrasts = list(A=kontrast)))

vV V V V

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 1.99362 0.05366 37.155 < 2e-16 *x*
Aci 0.49296 0.06572  7.501 3.44e-13 xxx
Ac2 0.52645 0.03794 13.875 < 2e-16 *xx*

Teraz oba kontrasty sa istotne (przy czym dla kontrastu ¢2 mamy hipoteze zerowa Ho : w1 = (u2 + us3)/2).
W R mamy zaimplementowane najczesciej uzywane kontrasty, na przyklad contr.helmert, contr.sdif, czy
contr.poly. Przyktadowo

> contr.poly(3)
.L .Q
[1,] -7.071068e-01 0.4082483
[2,] -7.850462e-17 -0.8164966
[3,] 7.071068e-01 0.4082483
> summary (lm(Y~™A,contrasts = list(A=contr.poly(3))))

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 1.99362 0.05366 37.155 <2e-16 ***
A.L -1.46535 0.09294 -15.767 <2e-16 **x*
A.Q 0.04102 0.09294 0.441 0.659
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