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Rozdzial 1

Wstep

Prezentowany podrecznik odpowiada przedmiotom: Rachunek prawdopodobienstwa 1 (rozdzialy 2 — 10) oraz Rachu-
nek prawdopodobienstwa 2 (rozdziaty 11 — 20), prowadzonym od kilku lat dla studentéow II roku na specjalnosciach
matematyka stosowana, matematyka w ekonomii i matematyka ogélna na kierunku matematyka, studia I stopnia, na
Uniwersytecie Jagielloniskim. Sktada si¢ on z dwoch réznych czesci; prezentacji oraz éwiczen komputerowych.

1.1 Prezentacja

Prezentacja w sposéb do$é zwiezly wprowadza podstawowe narzedzia i metody rachunku prawdopodobienistwa nie-
zbedne do studiowania przedmiotow takich jak statystyka, procesy stochastyczne, ekonometria i matematyka finan-
sowa. Stosunkowo duzo miejsca zajmuja przyktady, ktére maja na celu wyrobienie u studentéw intuicji probabili-
stycznych. Podobna role spetnia do$é¢ duza liczba zalecanych na biezaco ¢wiczerl.

Zakladamy znajomo$¢ podstaw teorii mnogosci, analizy matematycznej funkcji jeden zmiennej, algebry liniowej
z geometria i topologii. W trakcie II roku studenci uczestnicza w rownoleglych zajeciach z analizy matematycznej
funkcji wielu zmiennych oraz z teorii miary i catki. Dzieki temu w miare uplywu czasu bedziemy w naszym kur-
sie korzysta¢ z powyzszego faktu uzywajac poznane na tych kursach pojecia i metody. Takze to jest powodem, ze
w Prezentacji zdecydowalismy sie pominaé¢ dowody pewnych twierdzen stanowiacych podstawe rachunku prawdopo-
dobienstwa, gdyz sa one omawiane w trakcie wymienionych kurséw.

1.2 Cwiczenia komputerowe

W trakcie kursu warto samodzielnie przeprowadzi¢ odpowiednio duza liczbe eksperymentow ilustrujacych przerabiany
material oraz rozwigzaé szereg zagadnienn wykorzystujacych mozliwosci stwarzane obecnie przez komputer. Moga do
tego stuzyé przygotowane ¢wiczenia komputerowe dajace mozliwosé prowadzenia symulacji, obliczeni oraz prezentacji
nawiazujacych i rozszerzajacych program kursu.

Cwiczenia komputerowe sg formalne niezalezne od prezentacji, chociaz tematycznie odpowiadaja poszczegolnym
rozdziatom, a niektore przyktady z Prezentacji sa rozwijane w poszczegélnych punktach. Kazde z éwiczenn zawiera
wprowadzenie, wskazéwki i komentarze, wiec osoby orientujace sie w tematyce nie musza przegladaé prezentacji
przed przystapieniem do poszczegélnych éwiczen. Ich zaletg jest mozliwosé samodzielnej modyfikacji parametrow,
a nawet calych procedur, co powinno inspirowaé¢ uzytkownika do samodzielnych eksperymentéow. Cwiczenia byty
przygotowywane przy uzyciu Maple 18. Zdecydowana wiekszos¢ dziata sprawnie w kilku poprzednich wersjach Maple
oraz w Maple 2019, 2020 i 2021H Do ich przerabiania zalecany jest interface Classic, ktory wyrazniej niz domyslny
interface Standard pozwala na odréznieniu kodu od tekstu komentarzy, co pozwala myslagcemu uzytkownikowi na
bardziej samodzielna prace.

Nalezy podkreslié, ze w sieci mozna znalezé wiele innych bardzo ciekawych éwiczen/demonstracji wspomagaja-
cych kurs rachunku prawdopodobieristwa. Zostaly przygotowane przy uzyciu ré6znorodnego oprogramowania. Takze
kolejne wersje Maple oferuja coraz wiecej gotowych aplikacji na ten temat.

Maple 2019 ma problem z symbolicznym obliczeniem sum nieskoriczonych!
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1.3 Pomocne podreczniki

W zakresie naszych kurséw rachunku prawdopodobieristwa niniejszy podrecznik jest w zasadzie samowystarczalny.
Niemniej, warto nieraz poréwnaé¢ lub skonfrontowaé¢ przerabiany material z innymi Zrodtami. Warto polecié¢:

. Jakubowski J., Sztencel R., Wstep do teorit prawdopodobieristwa, Script, Warszawa
2010.

Jest to powazny i kompletny podrecznik o bardziej teoretycznym charakterze, ktéry w niektérych
miejscach istotnie poszerza niniejszy kurs.

° Jakubowski J., Sztencel R., Rachunek prawdopodobieristwa dla prawie kazdego, Script,
Warszawa 2006. Zawiera mniej tresci i szczegdtéw niz poprzedni, ale osobom mniej zaawansowa-
nym bedzie sie go dobrze czytaé.

. Ash R.B., Doleans-Dade C., Probability and mesure theory 2nd Edition, Academic Press,
New York 2000.

Jest to do$¢ formalny wyktad rachunku prawdopodobienistwa z uwypukleniem powiazan z teoria
miary, topologia i analiza funkcjonalna.

° Ombach J., Rachunek prawdopodobienstwa wspomagany komputerowo dla studentéow
matematyki stosowanej, Wydawnictwo UJ, Krakéw 2018.

Najbardziej zblizony do obecnego podrecznika: jest jednak inaczej zorganizowany, zawiera zestawy
zadan do samodzielnego rozwiazania oraz dodatki. Jest silniej niz obecna prezentacja zalezny od
wynikow ¢wiczeni komputerowych. Nie zawiera jednak szeregu waznych tematow (funkcje tworzace,
momenty stopu, i inne), ktére pojawiaja sie obecnie. Obecny podrecznik zawiera ponad 100 py-
tan sprawdzajacych stopienn zrozumienia poszczegdlnych rozdziatow, przy czym po kazdym pytaniu
Czytelnik moze ewentualnie skorzysta¢ z podpowiedzi lub nawet pelnych rozwiazan.

Istnieje wiele innych dobrych podrecznikéw do rachunku prawdopodobieristwa. Czesé z nich zostata wskazana na
stronie oraz w podreczniku [20]. Sa tam takze wymienione pozycje, ktore w sposob istotny poszerzaja omawiany
w tym kursie materiat.

Do korzystania z Cwiczen komputerowych wystarczy niewielka znajomos$é Maple. Program ten zapewnia wszech-
stronny system Pomocy, co daje mozliwo$é pracy nawet mato do$wiadczonym uzytkownikom.
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Podstawowe schematy probabilistyczne

2.1 Aksjomaty przestrzeni probabilistycznej

Zaczynamy od podania definicji przestrzeni probabilistycznej zaproponowanej prawie sto lat temu i obecnie najczesciej
uzywanej.

Definicja — 2.1 (Kolmogorow). Niech beda dane: niepusty zbior €2, pewna rodzina ¥ podzbioréw zbioru €2 i funkcja
P: Y — R. Trojke (2, X, P) nazywamy przestrzenia probabilistyczna, gdy zachodza nastepujace warunki:

1. Qey,

2. jezeli zbiory Ay, Ag, Az, - € 3, to U2 4; € X,
3. jezeli A,B €S, to A\B e,

4. jezeli A € X, to P(A) >0,

5. jezeli zbiory Ay, Ag, As,--- € ¥ sa parami rozltaczne, to:

P 40 =3 P

6. P(Q) =1.

Terminologia

Rodzina 3 speliajaca warunki 1 — 3 — o-algebra,

Funkcja P spelniajaca warunki 4, 5 — maara,

Funkcja P spehiajaca warunki 4—6 — miara probabilistyczna,
w € Q) — zdarzenie elementarne,

A €Y — zdarzenie,

Q\ A — zdarzenie przeciwne do A,

P(A) — prawdopodobienistwo zdarzenia A,

& — zdarzenie niemozliwe,

Q) — zdarzenie pewne.

Uwaga. Nie zawsze {w} € X, czyli zdarzenia elementarne nie musza by¢ zdarzeniami!

Przyklad — 2.2. Rzut kostka. Informacja: czy wypadnie ,6” (TAK/NIE).
Q=1{1,2,3,4,5,6}, ©={2,{1,2,3,4,5},{6},Q}, P(4) =%
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Podstawowe wlasnosci:

1. gey,
bo @ =\ Q.

2. Jezeli zbiory A1, Ag, A3, - € 3, to ()2 4 € X,
bo prawa de Morgana.

3. P(w)=0.

bo P(@) = <U> ZP

=1

4. Jezeli zbiory Ay, As, As,..., A, € X oraz A;NA; =@ dlai # j, to: P(U A;) =

bo P(U Aj) = P(U A;), gdzie A; = @ dlai > n.
i=1 i=1

5. Jezeli A1 B sa takimi zdarzeniami, ze A C B, to:
P(B) = P(A) + P(B\ A),
bo B=AU(B\A).

6. Dla kazdego zdarzenia A:
P(Q\A) = 1 — P(4),

7. Jezeli A1 B sa takimi zdarzeniami, ze A C B, to:

P(A) < P(B),

8. Dla dowolnych zdarzen A i B:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B),

bo AUB = (A\B)U(B\ A)U (AN B) — suma zbioréw roztacznych.
Wtasnosci ciagéw zdarzen:

1. Dla dowolnych zdarzen Aj, Ao, As,...:
P( U Ai) <> P4
i=1 i=1

o [ee]

bo U A; = U B; — suma zbioréw roztacznych, gdzie
i=1 i=1
:Al, BQZAQ\Al, BgZAg\(AIUAQ),

n

2. Jezeli P(4;) =0,i=1,...,n, ootoP<U >

n

3. Jezeli P(A;)=1,i=1,...,n,n < o0, to P< ﬂ Ai> =1, bo prawo de Morgana.

Twierdzenie — 2.3 (o ciggu zdarzen wstepujacych). Jezeli A; C As C Az C ...,

lim P(A, (UA)

to:



ROZDZIAL 2. PODSTAWOWE SCHEMATY PROBABILISTYCZNE 8

00 00 o) N
Dowdd. P( U An> = P( U(An\An_1)> =Y P(Ay\ Ap1) = jvlganP(An\An_l) = lim P(Ay). Tutaj
n=1 n=1 n=1 n=1

Ay =@. ]

Twierdzenie — 2.4 (o ciggu zdarzen zstepujacych). Jezeli Ay D Ay D A3 D ..., to:

lim P(4,) = P( Ol An)

Dowdd. Prawa de Morgana. d

2.2 Przyklady przestrzeni probabilistycznych

1. Schemat klasyczny.

Niech: © = {wy,...,w,} oraz niech ¥ skltada sie ze wszystkich podzbioréow zbioru Q, czyli: ¥ = P(Q). Jezeli A € X,
to przyjmijmy: P(A) = #

Trojka (€2, X, P) stanowi przestrzen probabilistyczna.

Schemat klasyczny jest modelem wielu zjawisk w ktorych liczba zdarzeri elementarnych jest skoriczona, sa one
jednakowo prawdopodobne i mamy pelna informacje o eksperymencie.

Rzut kostka symetryczna: Q = {1,2,3,4,5,6} — wtedy prawdopodobienstwo kazdego zdarzenia elementarnego
wynosi %.

Rzut dwiema kostkami symetrycznymi: Q = {(i,j) : 4,7 = 1,...,6} — zbior 36 par utworzonych z liczb
1,2,3,4,5,6. Wtedy prawdopodobieristwo kazdego zdarzenia elementarnego wynosi 3—16.

Gdy startujac w konkursie wybieramy jedno z 20 pytari, nasz zbior €2 ma 20 elementéw i prawdopodobieristwo

zdarzenia elementarnego jest rowne %.

2. Schemat klasyczny z niepelna informacja.

Przyktad — 2.5. Rzut dwiema kostkami. Informacja: suma oczek.
Na przyktad, przy 10 rzutach mozna dostaé¢ taka informacje:

4,7,5,2,6,11,7,9,9,6.

Zdarzeniem elementarnym jest para liczb, czyli Q = {(i,7) : 4,5 = 1,...,6} = {1,...,6}%
Zdarzeniami sa zbiory Fy, ..., F1o, ktore sktadaja sie ze zdarzen elementarnych. Na przyktad Fy = {(1,3),(2,2),(3,1)}.
Ogoélnie: Fy, ={(4,7):i+j =k}, k=2,...,12.
Na podstawie informacji, ktéra mamy mozna jednak powiedzieé¢, ze na przykltad zaszto zdarzenie: suma oczek
jest wieksza od 10, gdyz jest to zdarzenie Fi; U Fio, lub, ze suma oczek jest liczba pierwsza: Fo U F3 U F5 U Fr U F1;.
o-algebra X jest wiec rodzina sktadajaca sie ze wszystkich sum zbioréw Fs, ..., Fio.

Powyzszy przyklad mozna uogdlnié.
Niech Q = {wi,...,wy}.
Niech Fi, ..., Fi beda podzbiorami {2 spetniajacymi warunki:

UFi:Q, oraz F,NF;=odlai#j.

Okreslamy:
Y= { UF:Jc {1,2,...,k}}.
jeJ
Okreslamy P : % — R jako P(A) = £2.
Oczywiscie ¥ jest o-algebra, a (2, X, P) przestrzenia probabilistyczna.
Przyklad — 2.6. Do$wiadczenie: trzykrotny rzut monetg symetryczng. Informacja: ile wypadto ortow.
Q={0,R}3.
Fo={(R,R,R)}, 1 ={(O,R,R),(R,O,R),(R,R,0)}, F» ={(0,0,R),(O,R,0),(R,0,0)}, F5 = {(0,0,0)}.
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3. Schemat dyskretny skonczony.

Niech: Q = {w1,...,wn}, X = P(Q). Niech p1,p2,...,p, bedzie ciagiem liczb dodatnich (lub nieujemnych) takich,
ze y i~y pi = 1. Okreslamy:
P(A)= > p, dadex.
;€A

Mozna tatwo sprawdzié¢ (¢wiczenie), ze (€2, X, P) jest przestrzenia probabilistyczna.

Gdy p; = %, to otrzymujemy schemat klasyczny.

Gdy rzucamy falszywsa kostka, to p; nie sg sobie rowne. Na przyktad moga wynosi¢: 0.3,0.15,0.15,0.15,0.15,0.1.

Oczywiscie P({w;}) = pi, dla kazdego 1.

4. Schemat dyskretny nieskoriczony.

Niech: Q = {wy,ws,ws, ...}, X =P(Q). Niech p1, p2, ps ... bedzie ciagiem liczb dodatnich (lub nieujemnych) takich,
ze Y oo pi = 1. Okreslamy:
P(A)= > p, daAdex.
i, EA
Mozna sprawdzi¢, ze (€2, %, P) jest przestrzenia probabilistyczna.

Przyklad — 2.7. Powyzszy schemat stosowany jest do opisu nastepujacej sytuacji: Gracz rzuca tak dtugo kostks, az
uzyska ,,6”. Interesuje nas, w ktérym rzucie to nastapi. Inaczej, warto tak okresli¢ przestrzen probabilistyczna, zeby
zdarzeniami elementarnymi byty liczby 1,2.3, . ... Zaktadajac, ze mamy pelna informacje o przebiegu eksperymentu,
okreslamy wiec:

Q={1,2,3,...}, . =P(Q).
Pamietajac, ze p; = P({i}) mozemy kolejno okresli¢: p; — prawdopodobieristwo tego, ze w pierwszym rzucie pojawi
sie 67 = %. p2 — prawdopodobienistwo tego, ze w pierwszym rzucie pojawi sie co$ innego niz 6", a w drugim rzucie
07 = %. Stosujemy tutaj schemat klasyczny:

Q={1,...,6}%, A={(i,j) €Q:1<i<5,j =6}, pp = P(A).
Podobnie, stosujac kolejno schematy klasyczne mozemy obliczy¢, ze:

pi:%adlai:374757"“
11 __
61— )

Zauwazmy, ze » .o, p; = 5
6

5. Przestrzen probabilistyczna o nosniku R".

Niech X bedzie niepustym zbiorem. Niech F C P(X) bedzie rodzina zbioréw. Przez o(F) oznaczamy najmniejszq
o-algebre zawierajgeq rodzine F. Zauwazmy, ze o(F) jest przecieciem wszystkich o-algebr zawierajacych F.

Jezeli F jest rodzing wszystkich zbioréw otwartych w X, to o(F) nazywamy o-algebrg zbioréw borelowskich
i oznaczamy B(X).

Gdy X = R, B(R) moze by¢ scharakteryzowana réwniez na inne réwnowazne sposoby. Mozna udowodnié, ze:
B(R) = o(G), gdzie G jest:
rodzing wszystkich zbioréw domknietych, lub
rodzina wszystkich przedzialow (a,b), lub
rodzing wszystkich przedzialow (a, b], lub
rodzina wszystkich przedzialow (—oo, b], itd.

Podobnie mozna na rézne sposoby scharakteryzowaé¢ B(R™), dla n > 1.

Jakkolwiek B(R™) zawiera wiekszo$¢ podzbioréw zawartych w R™ rozwazanych w praktyce i teorii, to
istnieja podzbiory R", ktore nie sa zbiorami borelowskimi:

PR\ BR") # 2.

Okazuje sie, ze na zbiorze B(R™) mozna okresli¢ wiele roznych miar. Najwazniejsza z nich jest miara Lebesgue’a,
ktora w naturalny sposob uogélnia pojecie dtugosci w R, pola w R? i objetosci w R3. Bedziemy te miare oznaczaé
przez fir,,,.

Mozna pokazaé¢, ze miary Lebesgue’a nie mozna rozszerzy¢ na o-algebre wszystkich zbiorow, P(R™).

Za pomoca miary Lebesgue’a mozna w r6zny sposéb okresla¢ miary probabilistyczne. Najprostszy sposéb to:
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Prawdopodobienstwo geometryczne.
Niech 2 € B(R™) bedzie takim zbiorem, ze 0 < pur, (Q) < oo.
Niech ¥ ={ACQ:AeBR")}.

A
Niech P(A) = M ), dla A € X.
p, (§)
Mozna tatwo sprawdzi¢ (¢wiczenie), ze (£2, X, P) jest przestrzenia probabilistyczna.

Przyklad — 2.8. Kaja i Leon losuja na chybil-trafit i nie- 100
zaleznie od siebie po jednej liczbie od 0 do 100. Jezeli
liczby roznia sie nie wiecej niz o 10, uwazaja, ze warto 80
p6js¢ razem do kina. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze
Kaja i Leon p6jda razem do kina? 60
Przestrzenia zdarzeri elementarnych €2 moze by¢ kwa- Ka

drat [0, 100] x [0, 100], a miara probabilistyczna — miara P 40
okreslona jako P(A) = “%0(2) dla A € B(Q2). Zdarzenie,

20
ktére nas interesuje, K = {(az,y) EQ:|rx—y| < I
ma, jak tltatwo sie przekonaé, prawdopodobienistwo 0
P(K) _ 019 ) 20 40 Loon 60 50 100

Wybierajac model matematyczny czynimy zawsze pewne zatozenia, ktore wydaja sie odpowiadaé rzeczywistej
sytuacji. W powyzszym przyktadzie zalozylidémy, ze niezalezny od siebie wybér dwoch liczb od 0 do 100 jest identyczny
z wyborem punktu w kwadracie o boku majacym dlugosé¢ 100. Gdyby$my jednak wiedzieli, ze, na przyktad, Kaja
bedzie wybieraé¢ chetniej mate liczby, ten model bylby bezuzyteczny.

Zawsze upewnij sie, co w danej sytuacji nalezy rozumieé¢ przez stowa ,wyboér losowy”.

Przyklad — 2.9. Dany jest okrag o promieniu » = 1. Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze losowo wybrana
cieciwa tego okregu jest krotsza niz bok trojkata rownobocznego wpisanego w ten okrag?

Rozwiazanie:

(1) Majac ustalony jeden z koricow cieciwy, wybieramy taki trojkat rownoboczny wpisany, ze jego wierzchotek
jest w tym punkcie. Losowanie cieciwy oznacza ustalenie drugiego jej korica. Tak wiec 2 jest calym okregiem, za
Y naturalnie jest przyja¢ rodzine zbioro6w mierzalnych na okregu, a P jest miara Lebesgue’a (dtugoscia) podzielong
przez 2w. Widaé, ze prawdopodobienistwo interesujacego nas zdarzenia jest réwne %

(2) Aby wylosowaé cieciwe, wystarczy podac jej srodek. Tutaj € jest kotem, ¥ jest rodzing zbioréw borelowskich
zawartych w kole, a P jest miara Lebesgue’a podzielong przez pole kota 7. Latwo policzyé¢, ze teraz prawdopodo-

(3T 3

bienistwo naszego zdarzenia jest réwne polu pierScienia podzielonemu przez m = - =1

(3) Losujemy liczbe d od 0 do 1 i przez dowolnie wybrany punkt odleglty od srodka okregu o d prowadzimy cieciwe
prostopadta do promienia okregu wyznaczonego przez ten punkt. Teraz € jest odcinkiem [0, 1], a prawdopodobieri-
stwem miara Lebesgue’a. Prawdopodobienistwo, ze cieciwa jest krotsza od boku trojkata wynosi teraz l.

@

Gdzie tkwi btad? Uzyto fraze ,Jlosowo wybrana cieciwa” nie precyzujac co to znaczy.
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2.3 Losowania

Wiele probleméw mozna sprowadzi¢ do kwestii losowania. Oméwimy dwa najprostsze schematy losowani.
Wyobrazmy sobie, ze w urnie jest N = 10 ponumerowanych kul i ze wyciagamy z tej urny po kolei n = 5 kul.
Zauwazmy, ze moga by¢ tu zastosowane dwie metody losowania:
e Po wyciagnieciu kuli zapisujemy jej numer i wrzucamy ja z powrotem do urny.
Zdarzeniami sa na przyktad ciggi:

(4,2,10,5,7), (3,3,6,1,2), (1,2,3,4,5) lub (7,7,7,7,5).
e Kolejne wyciggniete kule ustawiamy obok urny. Zdarzeniami sg na przyktad zbiory:
{3,5,6,7,8}, {1,2,4,8,10} lub {2,3,4,5,6}.

Zauwazmy, ze:

W pierwszym przypadku kule moga sie powtarza¢ i ze musimy uwzglednia¢ kolejnosé, w jakiej sie pojawiaja.
Gdybys$my nie uwzglednili kolejnosci, wynik (1,2, 3,4, 5) odpowiadatby wielu losowaniom, a wynik (4,4, 4,4,4) tylko
jednemu, tak wiec prawdopodobienistwo drugiego wyniku musiatoby byé¢ mniejsze niz prawdopodobienstwo wyniku
pierwszego, co w schemacie klasycznym nie moze zachodzi¢ — a wtaénie ten schemat chcemy wykorzystaé.

W drugim przypadku kazdy taki zbioér jest dla nas zdarzeniem elementarnym. Zauwazmy, ze kule nie moga sie
oczywiscie powtarzaé i ze nie uwzgledniamy kolejnosci — wyobrazmy sobie, ze zamiast wyciggaé kule po kolei bierzemy
pie¢ kul jednoczesnie (i dopiero wtedy odczytujemy numery).

Sytuacja ogdlna:

Losowanie n elementéw ze zwracaniem z N elementowego zbioru X

Q=X"={(z1,...,2p) ;€ Xdla i=1,...,n}, #Q=N".

Losowanie n elementéw bez zwracania z N elementowego zbioru X

QO ={ACX:#A=n)} #Q:<N>.

n

Przyklad — 2.10. Dany jest N elementowy zbiér X oraz Ny elementowy podzbiéor W C X. Losujemy n elementow

ze zbioru X. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze wérod nich doktadnie £ elementéw pochodzi ze zbioru W?
Rozwigzanie (losowanie ze zwracaniem). Zdarzeniem sprzyjajacym A jest tutaj zbior ciagéw n elementowych,

z ktorych doktadnie k elementéw jest ze zbioru W. Licznosé takiego zbioru jest #A = (Z) NE(N — No)"*. A wigc:

P4) = (DNF(N = No)"™* (n> <N0>’c <1 - No>”_’“_ 1)

N™ k N N

Rozwigzanie (losowanie bez zwracania). Zdarzeniem sprzyjajacym A jest tutaj zbiér podzbiorow n elementowych,
z ktorych doktadnie k elementéw jest ze zbioru W. Liczno$é takiego zbioru jest #A = (NO) (N_NO

) (5 00) A wiee:
- (102 /()

Przyktad — 2.11. Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze na roku liczacym 75 studentéw znajdziemy dwie osoby
obchodzace urodziny tego samego dnia?

Tutaj zdarzeniem elementarnym jest 75-elementowy ciag o elementach bedacych kolejnymi dniami roku. Przyj-
mujac upraszczajace zalozenia, ze rok ma 365 dni i ze we wszystkich dniach roku rodzi sie mniej wiecej tyle samo ludzi
mamy do czynienia z zagadnieniem réwnowaznym losowaniu ze zwracaniem — 75 razy losujemy date. Mamy wiec
#Q = 365" (jest to naprawde duza liczba). W tym zadaniu wygodniej bedzie wyznaczy¢ zdarzenie przeciwne do in-
teresujgcego nas zdarzenia, oznaczmy je przez A. Zdarzenie A sklada sie ze zdarzen elementarnych odpowiadajacych
ciagom, ktorych wszystkie wyrazy sa rézne. Poniewaz majac wybrany 75-elementowy zbidér, mozemy z niego utworzy¢
75! roznych ciagoéw, a z 365 elementéw mozemy utworzyc (37655) réznych zbioréow, wiec #A jest rowna iloczynowi tych
dwoch liczb. W takim razie:

_ (%)

P(A) = —2~.
(4) 36570
Wyliczamy (np. Maple):
P(A) ~ 0.0002801218262 oraz 1 — P(A) ~ 0.9997198782.
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2.4 Pytania

Pytanie 2.1. Niech A, B € ¥. Wykaza¢, ze jezeli P(A) =1, to P(AN B) = P(B). ([ROZWIAZANIE

Pytanie 2.2. Wyprowadzi¢ wzor na P(A U B U C). Uogolni¢ na dowolng sume zbiorow.

Pytanie 2.3. Gracz otrzymuje 13 kart wylosowanych z talii 52 kart i podaje liczbe otrzymanych aséw oraz suma-
ryczna liczbe pozostatych figur. Wskazaé¢ zdarzenia, zdarzenia elementarne. Czy za pomoca prawdopodobienstw
zdarzen mozna obliczy¢ prawdopodobieristwo tego, ze: (a) gracz otrzymal same piki, (b) gracz nie dostal asa?

ROZWIAZANIE

Pytanie 2.4. Gracz rzuca trzema monetami jednoczesnie tak dhugo, az na wszystkich trzech pojawi sie orzet. Opisaé
przestrzen probabilistyczna odpowiadajaca temu doswiadczeniu.

Pytanie 2.5. Niech F oznacza rodzine wszystkich przedzialow (a,b), gdzie a < b, a,b € R. Wykazaé, ze o(F) =
B(R). ([ROZWIAZANIE

Pytanie 2.6. Do gry w pliszki potrzebne sa dwa patyki: jeden o dlugosci co najmniej 70 cm, drugi o dlugosci 10 do
20 cm. Aby je uzyskaé gracze tamig znaleziony przez siebie patyk o dtugosci 1 m w losowo wybranym punkcie. Jakie

jest prawdopodobienistwo, ze moga graé¢? [ [ROZWIAZANIE




Rozdzial 3

Prawdopodobienstwo warunkowe 1 niezaleznos¢

3.1 Prawdopodobienstwo warunkowe

Dana jest przestrzen probabilistyczna (2, %, P) oraz zdarzenie W € X, przy czym P(W) > 0.
Dla dowolnego zdarzenia A € ¥ okreslamy jego prawdopodobienstwo warunkowe P(A | W) wzorem:

P(ANW)

PUAW) = =5

Funkcja P(- | W) jest miara probabilistyczng na ¥ posiadajaca te wlasciwosé, ze dwa zbiory majace jednakowe
przeciecia ze zbiorem W, maja takze taka sama miare (¢wiczenie).
Czesto znamy prawdopodobieristwo warunkowe P(A | W) oraz prawdopodobienistwo P(W) i na tej podstawie

obliczamy prawdopodobieristwo
P(ANW)=PA|W)P(W)

oraz inne prawdopodobieristwa.

Twierdzenie — 3.1 (Wzér na prawdopodobienistwo catkowite). Dana jest przestrzen probabilistyczna (Q, X, P) oraz
zdarzenia Wi, ..., W, € X spelniajgce warunki:

(i) P(W;) >0 dla kazdego i =1,...,n,
(ii) W nW; = @, dla wszystkich i # j,
(iii)) WL U---UW,, = Q.

Wtedy dla kazdego zdarzenia A € ¥ zachodzi wzdr:

P(A) = ZP(A | W) P(W;).

Dowdd. Poniewaz A = ANQ = Am< U Wi) = [ J(AnW7), mamy P(A) = > P(ANW;) =Y P(A|W;)P(W;). O
=1 =1 =1 =1

Powyzsze zdarzenia W7y, ..., W,, nazywamy warunkami.

Przyklad — 3.2. Kaja i Leon uméwili sie w sprawie sprzatania, a poniewaz Kaja sprzata dokladniej niz Leon,
ustalili nastepujace zasady. Jezeli w pewnym dniu sprzata Leon, to rzuca kostka i jezeli nie wyrzuci ,,67, to sprzata
takze w nastepnym dniu, gdy wypadnie ,6” — sprzata Kaja. Jezeli sprzata Kaja, to w nastepnym dniu nie sprzata
nikt. Jezeli w jakim$ dniu nikt nie sprzata, to o sprzataniu w nastepnym dniu decyduje rzut moneta. O sprzataniu
w pierwszym dniu umowy decyduje rzut moneta. Wyznaczyé¢ prawdopodobieristwa sprzatania Kai i Leona w drugim
i trzecim dniu umowy.

Niech Kj;, L;, N;, i = 1,2,3 oznaczaja zdarzenia, ze w i-tym dniu umowy sprzata Kaja, Leon oraz nikt nie
sprzata. Uwazamy, ze sa to zdarzenia w pewnej przestrzeni probabilistycznej (€2, X, P) i chociaz jej formalnie nie
konstruujemy (mozna to oczywiscie zrobi¢), uwazamy, ze informacje podane w naszym zadaniu moga by¢ dzieki niej
poprawnie zinterpretowane.

13
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Z umowy wynika, ze P(K1) = P(L1) = 1, P(Ny) = 0. Aby obliczy¢ P(K>) oraz P(Ls) skorzystamy dwukrot-
nie z wzoru na prawdopodobieristwo calkowite. Warunkami s tutaj Ki, L. Widaé, ze spelniaja one wymagane
zalozenia.

Z umowy wynika tez, ze: P(Ky | K1) =0, P(Ky | L1) =
P(K3) = P(K2 | K1)P(K1) + P(K2 | L1)P(L1)

P(Ly) = P(Ly | K1)P(K1) 4+ P(Ly | L) P(Ly

Widzimy tez, ze P(N2) = P(No | K1)P (K,
Teraz warunkami sa Ko, Lo, No. Mamy.

P(Ky) = P(Ky | K2)P(Es) + P(Ky | Ly)P(Ly) + P(Ky | Na)P(No) =04 § 354 35 = 5.

P(L3) = P(Ls | K2)P(K2) + P(L3 | La)P(Lg) + P(Ls | N))P(N2) =042 - 5 +1 -1 =2

Poniewaz P(K3) 4+ P(L3) + P(N3) = 1, to P(N3) = 2, co mozna takze sprawdzié stosujac jeszcze raz wzor na

prawdopodobieristwo catkowite.

6, wiec
= % Podobnie:

+o 5
E”
S
5

)P(Ly) = 3, gdyz P(Ny | K1) =1, P(Ny | Ly) = 0.

Jak wyglada sytuacja w kolejnych dniach zobaczymy, gdy poznamy teorie tancuchéw Markowa, przy-
ktad |17.12} Weczesniej warto zobaczy¢ | IM.3.1.

Przyktad — 3.3. Kontynuujac przyktad poprzedni zat6zmy, ze wiemy iz w trzecim dniu umowy sprzatal Leon. Jakie
jest prawdopodobienistwo tego, ze sprzatal:

(a) w drugim dniu umowy?

(b) w pierwszym dniu umowy?

Ad (a) Chcemy obliczy¢ P(Lg | Ls).
P(LyNLs) _ P(Ls| Lo)P(La) _ § 55 _ 25

Pl bl ==p@y = Py B 1w

Ad (b) Chcemy obliczy¢ P(Lq | Ls). Zauwazmy, ze poniewaz Lj jest suma roztacznych zbioréw Ly N Ka, L1 N Lo,
L1 N Ny, to
P(Ll | L3) :P(Ll N Ko | L3)—|—P(L1 N Lo ’ L3)+P(L1 N No | Lg).

Teraz wyliczamy kolejno:

P(LlﬂKgﬁLg) P(Lg ’ LlﬂKQ)P(leKQ) P<L3 ‘ KQ)P(Ll ﬂKQ)
P(LiN Ky | Ls) = = — —0.
U n el bs) = =51, P(Ls) P(Ls) ’
P(Ly Ly | Ly) = PN LeNLs) _ P(Ls | LN Lo)P(LiN Le) _ P(Ls | Lo)P(Ly | L)P(L) _ 555 _ 25
e P(Ls) P(Ls) P(Ls) i3 43
P(LiNNaNL3) P(L3| LiNNy)P(LiNNy)  P(Lz| No)P(Na | Ly)P(Ly) 5-0-3
P(LiNNy | L3) = = = = =0.
(Ll | Ls) P(Ls) P(L3) P(Ls) 8 !
2
Tak wiec P(L; | L3) = 4;

Poprzedni przyktad stanowi ilustracje rozumowania wprowadzonego przez Bayesa. Formalizuje to nastepujace
twierdzenie, a jego dowdd jest oczywisty.

Twierdzenie — 3.4 (twierdzenie Bayesa). Przy zatozeniach twierdzenia o prawdopodobieristwie catkowitym oraz
przy warunku, ze P(A) > 0, zachodzi nastepujgca réwnodé:

P(A | Wi)P(Wy)
>im P(A | Wi) P(Wy)

P(Wy | A) =

dla kazdego k =1,...,n
Terminologia
P(W;) — prawdopodobieristwa a priori,
P(W; | A) — prawdopodobienstwa a posteriori.
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3.2 Zdarzenia niezalezne

Niech (€2, X, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Niech A, B € o.

Definicja — 3.5. A, B sa niezaleine <
P(ANB)=P(A)-P(B).

Zauwazmy, ze gdy P(A) > 0 mamy natychmiastowa réwnowaznos¢:

A, B sa niezalezne <= P(B | A) = P(B).

Przyklad — 3.6. Rzucajac dwiema kostkami tatwo sprawdzié, ze:

Niezaleznymi zdarzeniami sg A, B okre$lone nastepujgco: A —na pierwszej kostce wypadla ,,6”, B — na drugiej
kostce wypadta liczba pierwsza.

Zaleznymi zdarzeniami sa A, B okreslone nastepujaco: A — suma oczek na kostkach jest > 10, B — na drugiej
kostce wypadta ,5”.

Zaleznymi zdarzeniami sa kazde dwa zdarzenia roztaczne A, B, o ile P(A)P(B) > 0.

Definicja — 3.7. Zdarzenia A1, ..., A, sa niezalezne <
dla kazdego podciagu Ay, , ..., A, zachodzi:

P(Ap, NN Ay, ) = P(Ag,) - ... - P(Ag,).

Zdarzenia Aq, As, As, ... sa niezalezne <
dla kazdego n > 2 zdarzenia Aq,..., A, sa niezalezne.

3.3 Iloczyn kartezjanski przestrzeni probabilistycznych
Niech beda dane dwie przestrzenie probabilistyczne (21, 31, P1) oraz (Q9, X9, P»). Niech
Q=01 xQy = {(wl,wg) twy € Q,wo € QQ}

Mozna teraz zbudowaé o-algebre Y na zbiorze {2 oraz miare probabilistyczng P: > — R. Jako X bierze sie naj-
mniejsza o-algebre zawierajaca wszystkie iloczyny kartezjanskie A; x Ag, gdzie A1 € 31 1 Ay € Yo

Y= U({Al X Ay A1 € 1,45 € 22}).

Dowodzi sie: Istnieje dokladnie jedna miara P speliajaca warunek: dla kazdych dwéch zdarzen
A1 S 21 1 A2 S 22
P(Al X AQ) = Pl(Al)PQ(AQ).

Stosujemy czesto nastepujace oznaczenia:
V=21 X2y =21 ® 29 P=PxP=P®~P.

Oznaczenie x stanowi kolizje z podobnymi oznaczeniami stosowanymi w teorii mnogosci, lecz jest czesto
stosowane.

Definicja — 3.8. Trojke (2, 3, P) skonstruowana powyzej nazywamy iloczynem kartezjanskim przestrzeni (21,31, Pp)
oraz (QQ, 22, PQ).

Uwaga — 3.9. Niech (2,3, P) bedzie iloczynem kartezjariskim przestrzeni (1,31, P1) oraz (2,%2, P2). Niech
Ay € X4, Ay € Yo, Zdefiniujmy:

leAl XQQ, ZQZQl XAQ.
Wtedy Z1, Zs sq niezalezne.

Dowad. P(Zl N Zg) = P((Al X Qg) N (Ql X Ag)) = P(Al X AQ) = Pl(Al)PQ(AQ) = Pl(Al)PQ(QQ)Pl(Ql)Pz(AQ) =
P(A1 X QQ)P(Ql X AQ) = P(Zl)P(ZQ) ]
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Interpretacja. Przypusémy, ze prowadzimy dwuetapowy eksperyment, przy czym etapy te sg niezalezne od siebie
(np. wykonujemy dwa kolejne rzuty kostka). Zalozmy, ze etapy te sa opisywane dwiema przestrzeniami probabilistycz-
nymi (Qq,%, Py) oraz (Q9, X9, P»). Wtedy ich iloczyn kartezjanski odpowiada tacznemu opisowi obydwu etapow,
przy czym odpowiednikiem zdarzenia A; jest w nowej przestrzeni zdarzenie 7, a zdarzenia As zdarzenie Zs.

Mozna zdefiniowaé iloczyn kartezjanski skoriczonej liczby przestrzeni probabilistycznych.

Sposob 1. Wykorzysta¢ zwykta procedure indukeyjna (¢wiczenie).

Sposob 2. Powtorzy¢ poprzednia definicje dla ustalonej liczby przestrzeni n (¢éwiczenie). Mozna udowodnié, ze
obydwie procedury daja faktycznie te sama przestrzen.

Uwaga — 3.10. Niech (2, X, P) bedzie iloczynem kartezjariskim przestrzeni (1,31, P1), ..., (Qn, Xn, P). Niech
A, €%y, i =1,...,n. Zdefiniugmy zbiory:
Zi ={(wi,...,wn) €EQ:w; € A}, dlai=1,...,n.

Wtedy Z1, ..., Zy sq niezalezne.
Dowdd. (éwiczenie). O
Gdy (21,%1,P) = ... = (Q, Xp, Py) = (2, %, P), czesto oznaczmy iloczyn kartezjanski tych przestrzeni symbo-

lem: (Q", %", PM).

3.4 Schemat Bernoulliego
Niech © = {0,1}, ¥ = P(2), a miara P zadana jest przez warunki:

P{0}) =1-p,  P{1})=p,

gdzie 0 < p < 1 jest ustalong liczbg. Taka przestrzen, préba Bernoulliego, moze by¢ matematycznym modelem
doswiadczenia, ktore:

1. koriczy sie doktadnie dwoma wynikami,

2. znane sa prawdopodobieristwa ich uzyskania,

3. prawdopodobieiistwa te sa takie same w kazdej probie.

Uzywamy czesto nazw ,sukces” oraz ,porazka” i w modelu identyfikujemy je jako 1 oraz 0.
Definicja — 3.11. Przestrzen (Q", X", P™) nazywa sie schematem Bernoulliego.
Jest to model doswiadczenia sktadajacego sie z n niezaleznych préb Bernoulliego.

Przyktad — 3.12. Typowym zagadnieniem zwiazanym ze schematem Bernoulliego jest nastepujacy problem. Ustalmy
k,O< k< n
Obliczy¢ P"(A), gdzie A = {w = (w1,...,wp) € Q" : Y1 w; = k}.

Zauwazmy, ze dla kazdego w = (w1,...,w,) € Q

P({w}) = P({wn}) .- P({wn}) = p=im1 9 (1 — p)" iz,
Gdy w € A, to P"({w}) = p¥(1 — p)"~". Poniewaz zdarzenie A sklada sie z () elementéw, to

Pr(A) = (Z)pm —pt,

Warto ten wzoér porownaé z wzorem na prawdopodobienistwo wylosowania doktadnie & elementéw w tracie loso-
wania n elementoéw ze zwracaniem, wzor (2.1).

Przyktad — 3.13. Sale o$wietla 150 zaréowek: po 15 zaréwek w 10 rzedach. Wiadomo, ze prawdopodobienistwo
zepsucia sie pojedynczej zarowki w ciggu nachodzacego tygodnia wynosi p = 0.06. Wiemy tez, ze zaroéwki psuja sie
niezaleznie od siebie. Jakie jest prawdopodobieiistwo tego, ze po uplywie tygodnia w co najmniej 9 rzedach bedzie
$wieci¢ co najmniej po 13 zardéwek?

A — w ustalonym rzedzie §wieci co najmniej 13 zardéwek.

=0
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10

10\ . ,
Odpowiedz na pytanie: ps = E < . )p},z(l — pp) 07
i
i=9

OdpowiedZ numeryczna: p,, = 0.9428666763, p; = 0.8917349692.
Gdy p = 0.05, to p,, = 0.9637997614, p, = 0.9513932113.

3.5 Pytania

Pytanie 3.1. Sformutowaé i wykaza¢ twierdzenie mowiace o tym, ze P(- | W) okresla przestrzen probabilistyczna.

Pytanie 3.2. Czy jest prawda, ze P(A | W3 UWsy) = P(A | Wh) + P(A | Wa)?
Pytanie 3.3. Jak mozna ostabi¢ zaloZenia w twierdzeniu o prawdopodobienistwie catkowitym?

Pytanie 3.4. W praykiadzie [3.2] obliczyé P(K; | K3).

Pytanie 3.5. Rzucamy kostka do gry. Wskaza¢ dwa nietrywialne zdarzenia niezalezne w przestrzeni probabilistycznej

odpowiadajacej temu eksperymentowi.

Pytanie 3.6. Uogdlni¢ sytuacje opisana jako schemat Bernoulliego przy zalozeniu, ze kazde do$wiadczenie moze

mieé trzy rézne wyniki | [ROZWIAZANIE



Rozdzial 4

Rozklad prawdopodobienistwa w R"

Definicja — 4.1 (Rozklad prawdopodobienstwa). n-wymiarowym rozktadem prawdopodobieristwa nazywamy miare
probabilistyczna @ okreslona na o-algebrze zbioréw borelowskich B(R™).
Moéwiac rozktad, najczedciej mamy na mysli rozktad jednowymiarowy.

Przyktady.

(1) ¢-Diraca, d.. Dla ustalonego ¢ € R" definiujemy: ]
1, gdyce A, o
0, gdycé¢ A4, 08

dla A € B(R™).

04

02

d3
(2) Jezeli Qq, ..., Qy sa rozktadami prawdopodobien- !
stwa, to funkcja @ : B(R") — R:
k
Q(A) = > NQi(A), o
i=1
gdzie Zle A; = loraz A; > 0, jest miara probabilistyczna
na B(R™), czyli jest n-wymiarowym rozktadem. 2
0.600 + 0.491
(3) Prawdopodobieristwo geometryczne (rozktad jed- 12
nostajny): Niech W € B(R™) bedzie takim zbiorem, ze 10
0 < pr, (W) < oco. Definiujemy |
pur, (ANW 6
Q(a) = A0 '
e, (W)
dla W € B(R™). )
0

W =10,102, Q(A) = pole(ANW)/100

18
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4.1 Rozklad jednowymiarowy. Dystrybuanta

Rozktady (jednowymiarowe) maja $cisty zwiazek z dystrybuantami.
Definicja — 4.2. Dystrybuantg nazywamy funkcje F': R — R, spelniajgca nastepujace cztery warunki:
1. Dla kazdego z € R, 0 < F(z) < 1.

2. F jest funkcjg niemalejaca, to znaczy:
r<y= Fr) < F(y),

3. F' jest prawostronnie ciggla, to znaczy:
lim F(z) = F(a)

z—at

dla kazdego a € R,

4. lim F(z) =1, lim F(z)=0.

T—00 T——00

Twierdzenie — 4.3. Jezeli Q) jest rozktadem prawdopodobieristwa, to funkcja F zdefiniowana wzorem:
jest dystrybuantq. Mowimy wtedy, Ze rozktad Q@ ma dystrybuante F', co czesto zaznaczamy, piszgc Fg, zamiast F.

Dowdd. Ad 1. Wynika natychmiast z wlasnosci prawdopodobieristwa.
Ad 2. Jezeli z < y, to (—o0,x] C (—00,y], a wiec F(z) = Q(—00,z] < Q(—o0,y] = F(y).
Ad 3. Niech a € R oraz x, \, a, to znaczy Vn Tpir1 < Ty, lim, 00 T = a.

(—o0,a] = () (=00, zy] oraz (—o0, Tpt1) C (—00, ). F(a) = Q(—o00,a] = le Q(—00,x,] = le F(xy,).
n=1 n—00 n—00
To oznacza, ze lim,_,,+ F(z) = F(a).
o0 o0
Ad 4. Podobnie jak wyzej. Wynika z faktu, ze |J (—oo,n] =R oraz () (—o0, —n] = @ (¢éwiczenie). O

n=1 n=1

Zachodzi takze twierdzenie odwrotne (dowodd pomijamy).

Twierdzenie — 4.4. Jezeli F' jest dystrybuanta, to istnieje doktadnie jeden rozktad Q, dla ktdrego zachodzi wzor
F(z) = Q(—o00,z] = Q((—00,2]). (4.2)

Tak wiec istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé (bijekcja) pomiedzy zbiorem rozktadow i zbiorem dys-
trybuant. Gdy rozkladowi @) odpowiada dystrybuanta F', piszemy cze¢sto Fy oraz Qr. Zachodza wigc zwiazki.

Fo(z) = Q(—o0,z], F(z)=Qp(—00,z] dla kazdego = € R. (4.3)
Poniewaz dla kazdych a,b € R, a < b zachodzi
Q(av b] = Q((*OO’ b] \ (*OO, a’]) = Q(*OQ b] - Q(*OO, a’]v

to otrzymujemy nastepujacy zwiazek:

Q(a,b] = Fo(b) — Fg(a). (4.4)
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Przyktady dwoch rozktadéw i ich dystrybuant:

02 0.4
02
0.1
1

rozktad dystrybuanta

0.10

0.06
0.04

0.02

0 5 10 15 -3 0 5 10 13
S .

rozktad dystrybuanta

Pytanie. W ktorych punktach dystrybuanta jest ciagla?

Twierdzenie — 4.5. Niech Q) bedzie rozktadem prawdopodobieristwa, zas F' — jego dystrybuantq. Wowczas dla do-
wolnego a € R:
F jest ciggta w punkcie a <= Q(a) = 0.

Bardziej ogolnie:
Q(a) = F(a) = F(a)™,
gdzie F(a)~ oznacza lewostronng granice funkcji F' w punkcie a (poniewaz F' jest niemalejgca, wiec granica ta istnieje).

Dowdd. Wezmy ciag x, ,* a (to znaczy, ze {x,} jest ciagiem rosnacym, zbieznym do a). Wtedy (—o0,a) =
U, (=00, z,], a wiec:
F(a)” = lim F(x,) = lim Q(—o0,x,] = Q(—00,a).

Stad:
Q(a) = Q((_Oo7a] \ (_007 a)) = Q(_Oo7a] - Q(—OO, a) = F(CL) - F(a)i’ O

Dla n > 1 mozna tez zdefiniowaé¢ dystrybuante i podac jej zwiazek z rozkladem, jednak definicja nie jest
automatycznym powtorzeniem sytuacji jednowymiarowej, gdyz w R™ nie ma naturalnego porzadku.

4.2 Rozklady dyskretne i rozklady ciagle

Najczesciej rozwazamy rozklady dyskretne oraz rozklady ciagle (istnieja tez inne rozktady).

Definicja — 4.6 (Rozklad dyskretny). Rozktad n-wymiarowy @ nazywamy rozktadem dyskretnym, jezeli istnieje
zbior borelowski K C R™ taki, ze:

QK)=1 oraz z€ K= Q(x)>0.

Uwaga — 4.7. Wystepujacy w powyzszej definicji zbior K jest skoriczony lub przeliczalny.
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Dowdd. Zauwazmy, ze K mozna przedstawié¢ jako przeliczalng sume zbioréw skoriczonych.
Dokladniej: K = ;2 K;, gdzie K; = {z € R": Q(z) > 1}.
Widzimy, ze 1 > Q(K;) > #K; - %, a wiec #K; < i. O

Z powyzszej uwagi wynika, iz mozemy zbior K ustawi¢ w ciag, powiedzmy K = {x; : i = 1,...,m}, gdzie m jest
liczba naturalna lub m = oo, i oznaczy¢ p; = Q(x;). Mamy wtedy:

m
Zpi =1 oraz p; >0 dla wszystkich i.
i=1
1 05
08 04
06 03
04 02
02 0.1 ‘
1 0
-1 0 1 2 0 1 2 3 4 5 6 7
Q(0) =0.6, Q(1)=04 QL) =1, Q=3 QOB =

Zdefiniowane w ten sposob ciagi {z;} i {p;} wyznaczaja jednoznacznie rozklad ). Mianowicie, dla kazdego zbioru
borelowskiego A mamy Q(A) = Q(AN K) (dlaczego?) i dalej:

Q) = Y i (4.5)
P, EA

W zwiazku z powyzszym, czesto uzywa sie sformulowania: rozklad dyskretny zadany przez ciagi {z;} i {p:}.

Dystrybuanta rozkladu dyskretnego. Niech rozktad dyskretny @ bedzie zadany przez ciagi {x;}
oraz {p;}. Wtedy otrzymujemy:

Fo(z)= > pi

1T <X

Trywialnym przykladem rozktadu dyskretnego jest rozktad jednopunktowy d.. Nietrywialnymi przyktadami sa kom-
binacje barycentryczne takich rozktadow.

Rozklad (0,1,p). Jest to rozktad skupiony w dwoch punktach 0 oraz 1 majacy parametr 0 < p < 1.
Mianowicie:

RUO)=1-p,  QQ)=p

Jest czesto uzywany, jako model doswiadczenia, ktore moze da¢ doktadnie dwa wyniki nazywane czesto sukcesem
— 11 porazka — 0.

Rozklad dwumianowy, B(n,p). Jest to rozktad skupiony w punktach 0,1,...,n, przy czym:

Q(k) = (Z)pk(l —p)" % dla k=0,1,...,n.

Pamietamy, ze powyzszy wzor okredla prawdopodobieristwo dokladnie k£ sukceséw w n niezaleznych prébach
Bernoulliego.

Przyklad — 4.8. Mozemy zinterpretowa¢ graficznie wzor (4.5)) dla rozktadu B(20,0.4).
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Q(A) =.6297382307 Q(A) =.1597384780
0.16 0.16
0.14 0.14
0.121 0.121
0.101 0.107
0.08 0.08
0.06 0.06
0.04 1 0.04+
0.02 ‘ ‘ 0.02 ‘ ‘
ol L] L NN LI,
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
A= 1[6,9] A=[83,9.2]
Q(A) = .6465875348e-2 Q (A) = 1.000000000
0.16 0.16
0.14 0.14
0.121 0.121
0.101 0.10+
0.08 0.08
0.06 0.06
0.04 1 0.04+
0.02 ‘ ‘ 0.02 | |
o L] A oball] 111,
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
A= [13.3,20] A= [0,20]

Definicja — 4.9 (Rozktad ciagly). Rozktad n-wymiarowy @ nazywamy rozktadem ciggltym, jezeli istnieje funkcja
catkowalna f: R™ — R taka, ze dla kazdego zbioru borelowskiego A C R™:

Q(A) = /A f(x)dz = g, (Ay) (4.6)

gdzie [, f(z)dz oznacza catke wzgledem miary Lebesgue’a po zbiorze A z funkeji f.
Ap={(z,y) eR™' 1z € 4, 0<y < f(a)}
Funkcje f nazywamy woéwczas gesto$cig rozktadu Q.

Przyklad — 4.10. Przyktady gestosci rozktadow cigglych wraz z interpretacja wzoru (4.6)):

0.10: o 0.10
008 0.08
0.06° 0.06
004 0.04

0.02

170 180 190
N

A=(2,4), QA =2 A =(180,185), Q(A) — zakreskowane pole
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Q(A) = .466 QA =.129
0,15567 0,15447
0,00000 - - s 0,00000 ‘ - -
10,00000 20,00000 10,00000 20,00000
A= (5.12) A=(15,16)
Q) =0. QA = 1.00
0,15447 0,15447
0,00000 - - s 0,00000 : - -
10,00000 20,00000 10,00000 20,00000
A= {15} A= (0,20)

Widag¢, ze (bierzemy A = R"):

/nf(a:)d:c—l

f(z) > 0 prawie wszedzie,

oraz

co rozumiemy nastepujgco:
pur, {z € R": f(z) < 0}) =0, gdzie pur, oznacza miare Lebesgue’a.
Gdyby pr, ({x € R": f(x) < 0}) >0, to Q({xr € R": f(z) < 0}) = f{zER":f(m)<0} f(z)dx <O.

Uwaga — 4.11. Jezeli funkcja f : R"™ — R spetnia dwa powyzsze warunki, to jest ona gestoscig pewnego rozktadu Q.
Wystarczy wziac¢: Q(A) = [, f(x)dx, dla A € B(R").

Dystrybuanta rozkladu ciggtego. Niech rozklad ciagly @@ ma gestos¢ f. Wtedy wprost z definicji
otrzymujemy:

FQ(w)—Q(—oo,w]—/x f(t)dt.

Zauwazmy, ze w rozkladzie ciaglym zbiory jednopunktowe maja miare zero, a wiec dystrybuanta jest ciggta
w kazdym punkcie.

Mozna poda¢ przyktad dystrybuanty, ktora jest funkcjg ciagta w kazdym punkcie, ale jej rozktad nie jest ciagly.

Jezeli pewna funkcja f mierzalna spetnia powyzszy wzor, to jest ona gestoscig rozktadu, ktorego dystrybuanta
jest F. Jezeli wiec wiemy, ze dystrybuanta jest funkcja ciggla i rézniczkowalng, ewentualnie poza skonczong liczba
punktow, to jej pochodna jest gestoscia rozwazanego rozkladu. Wiadomo ponadto, ze w kazdym punkcie z, ktoéry
jest punktem cigglosci f, funkcja gornej granicy catkowania, a wiec dystrybuanta, jest rozniczkowalna oraz zachodzi
wzor:

Przyktadem rozktadu ciagtego jest:
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Rozklad jednostajny, U(G). Niech G C R™ bedzie zbiorem borelowskim o dodatniej i skoriczonej
mierze Lebesgue’a, to znaczy 0 < ur, (G) < co. Okreslmy funkcje:

0, gdy ¢z ¢ G

1
. egdyzeq.
n (@G Y

Jest oczywiste, ze f spetnia warunki wymagane od gestosci, jest wiec gestosciag pewnego rozktadu prawdopodo-
bienistwa. Rozktad ten nazywamy rozkladem jednostajnym.

—_—
04

03

0.1

2
L

-3 -2 -1 0 I

G=(-1,1)cR G={(z,y): 2 +y* <1} CR?

Przyklad — 4.12. Niech F bedzie dystrybuanta rozktadu jednostajnego na odcinku (a,b), U(a,b). Otrzymujemy:

0, z<a
F(z)= i:s, a<z<b
1, b <.
— |
04 0s
03 0
02 0
o1 02
S B w— R T
f(@) =311 Flz)y=*dla-1<z<1

Zauwazmy, ze F' nie jest rézniczkowalna w punktach a, b i w tych samych punktach f nie jest ciagla.
Nie jest tez istotne, ile wynosi f(a) oraz f(b).

4.3 Pytania

Pytanie 4.1. Niech Fi,..., Fj beda dystrybuantami, Aq,..., Ax >0, My +...+ g =1. Czy F = M F) + ...+ A\ Fy,
jest dystrybuanta?

Pytanie 4.2. @ jest rozktadem dyskretnym zadanym przez ciagi: {z;} = (1,2,3,...), {p;} = (%,% . %, (%)2- %, ce)s
patrz wzor (4.5). Obliczy¢ Q(A), gdzie A jest zbiorem liczb parzystych.

Wykazaé, ze zbiory liczb parzystych i liczb pierwszych sa zdarzeniami zaleznymi.

Pytanie 4.3. Wskaza¢ rozklad ciagly, ktorego gestosé jest dodatnia we wszystkich punktach z € R.
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Pytanie 4.4. Wykazaé, ze dla dowolnej dystrybuanty zbiér punktéow nieciagtodci jest co najwyzej przeliczalny.

Pytanie 4.5. Niech F' bedzie dystrybuanta, a h : R — R funkcja. Zaproponowaé zatozenia o h gwarantujace, ze
F o h jest dystrybuanta.

Pytanie 4.6. Wskazaé¢ dystrybuante rozktadu jednostajnego na:
(a) przedziale (—2,2), (b) sumie przedziatow (—4,—2), (2,4). [[ROZWIAZANIE




Rozdzial 5

Zmienne 1 wektory losowe

Rozwazajac matematyczny model zjawiska o charakterze losowym nie zawsze potrafimy (lub chcemy) opisywaé od-
powiadajaca mu przestrzen probabilistyczng. Operujemy jednak wielkosciami, ktore sa interpretowane jako wartosci
odpowiednich funkcji okreslonych na tej przestrzeni. O ile spelniaja odpowiednie warunki, funkcje te nazywane sa
zmiennymi lub wektorami losowymi.

5.1 Definicje i wlasnosci
Niech (€2, ¥, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna.

Definicja — 5.1 (wektor losowy). Funkcje X: Q — R™ nazywamy wektorem losowym, jezeli jest ona funkcja
mierzalng wzgledem o-algebry X, to znaczy:

X 'B)={weQ:X(w)eB}ex

dla kazdego zbioru borelowskiego B € B(R™).
Zmienna losowa jest to jednowymiarowy wektor losowy.

Wyroéznianie zmiennych losowych nie ma formalnego uzasadnienia, stosuje sie je ze wzgledéw tradycyjnych. Dosé
czesto okreslenie ,wektor losowy” i ,zmienna losowa” sg uzywane zamiennie.

Zbiory X ~1(B), gdzie B € B(R"), bedziemy nazywaé zbiorami opisywanymi przez wektor losowy X. Podkreglamy
wyraznie, ze sa to zbiory postaci {w € Q : X(w) € B}, co skrotowo bedziemy zapisywaé¢ {X € B}. Tak wiec, na
przyktad, wyrazenie P(X < €) oznacza: P({w € Q: X (w) < €}).

Warunek mierzalnodci oznacza, ze wszystkie zdarzenia opisane przez X sa elementami 32, czyli, ze mamy dostepna
informacje na temat takich zdarzen.

Przykltad — 5.2. Niech Q = {(i,j) : 4,7 =1,...,6}. Niech ¥ = o(F1,..., Fs}, gdzie Fy, = {(i,7) : max(i,j) = 6}.
Niech X : Q — R bedzie funkcja okreslona jako X (i,7) = . X nie jest zmienng losowa, gdyz na przyktad zbioru

{(Z,]),X(l,]) = 1} = {(17 1)7 (1’ 2)7 (1’3)7 (174)’ (175)’ (176)}

nie mozna przedstawic¢ jako sumy pewnych zbioréw F;. Inaczej méwiac. Nie potrafimy za pomoca dostepnej informacji
(znajomosci X) zinterpretowaé¢ wyniku zaobserwowanego na pierwszej kostce.
Niech Y : © — R bedzie funkcja okreslong jako; Y (i,7) = 1, gdy ¢ = 6 oraz j = 6, oraz Y (i,j) = 0 w przeciwnym
przypadku. Y nie jest zmienng losowa, gdyz Y ~1(1) = {(6,6)} nie mozna przedstawi¢ jako sumy pewnych zbioréw Fj.
Niech Z : Q@ — R bedzie funkcja okreslona jako; Z(i,j) =1, gdy @ = 6 lub j = 6, oraz Z(i,j) = 0 w przeciwnym
przypadku. Z jest zmienna losowa, gdyz Z~1(1) = Fs, Z71(0) = F}; U --- U F5. Dla kazdego zbioru borelowskiego B
mamy Z 1(B) = Z"Y(Bn{0,1}) = Z Y (Bn{oh)uZz=Y(Bn{1}) € %.

Przyktad — 5.3. Niech (€2, X, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, A C Q. Okreslamy funkcje charakterystyczng

zbioru A
1, dlazeA,
Ta(z) =
0, dlaz¢ A.

Wtedy: A € ¥ <= 14 jest zmienng losowa.

Uwaga — 5.4. Gdy X = P(Q), to kazda funkcja X : Q — R™ jest zmienng losowq.

26
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Odwzorowania mierzalne, a wiec takze wektory losowe, maja szereg pozytecznych wtasnosci dotyczacych
dziatan algebraicznych, ztozen, kreséw, zbieznosci. Znane sa one z innych kurséw i bedziemy z nich
wielokrotnie korzysta¢ w dalszej czesci wyktadu. Ponizej podajemy wazniejsze z nich w jezyku wektorow
i zmiennych losowych.

Twierdzenie — 5.5. Zachodzg nastepujgce wtasnosci:

Suma, réznica, iloczyn, iloraz (o ile jest wykonalny) wektoréw losowych jest wektorem losowym.
Zestawienie wektoréw losowych jest wektorem losowym.

Minimum @ maksimum zmiennych losowych jest zmienng losowg.

Kres, dolny i gorny, ciggu zmiennych losowych jest zmienng losowq.

Granica ciggu wektorow losowych jest wektorem losowym.

S G o v o~

Ztozenie g o X wektora losowego X z funkcjq borelowskq g jest wektorem losowym. (Funkcja g jest borelowska
<= g }(B) jest zbiorem borelowskim, gdy B jest zbiorem borelowskim,).

W szczegolnosci zmiennymi losowymi sq:
7. Funkcje proste (funkcje schodkowe) zdefiniowane jako:

X(z) = ¢, dlax € A,

przy czym A1, ..., Ax € X sq zbiorami parami roztgeznymi i dajgcymi w sumie catq przestrzen 2, a liczby
C1,--.,Ck 8¢ dowolne. Mianowicie X jest sumag:

k
X(:L') = ZCiIAi'
i=1

8. Punkcje X oraz X~ zdefiniowane dla zmiennej losowej X jako:
X" (z) = max(X(z),0), X (z) = —min(X(x),0).
9. Niech X,Y : Q) = R. Wtedy:
X, Y sq zmiennymi losowymi <= (X,Y) jest wektorem losowym.

Definicja — 5.6. Rozktad wektora losowego X : 0 — R”™ jest to rozkltad okre$lony wzorem:
Px(B) = P(X~Y(B)), dla B € B(R").

Mierzalnosé X gwarantuje sensownosé tej definicji — poniewaz P jest okreslone na zdarzeniach z ¥, musimy mieé
gwarancje, ze X 1(B) € X.
Latwo sprawdzié, ze powyzszy wzor okresla rzeczywiscie rozktad.

Czesto piszemy X ~ Q, gdy Px = Q.

Dystrybuante rozktadu Px bedziemy nazywaé dystrybuanta zmiennej losowej X i oznaczaé czesto przez Fx.

Zazwycza]j uzywajac pojecia zmienna losowa (wektor losowy) oraz operujac jej (jego) rozktadem nie zwracamy
zbytniej uwagi na przestrzeni probabilistyczna na ktorej jest ten obiekt okreslony. W wielu przypadkach postepowanie
takie jest usprawiedliwione dzieki nastepujacemu twierdzeniu:

Twierdzenie — 5.7. Niech @ bedzie n-wymiarowym rozktadem prawdopodobieristwa. Wtedy istnieje przestrzen pro-
babilistyczna (Q, 3, P) oraz wektor losowy X : Q@ — R™, taki, ze Q = Px.

Dowdd. Wystarczy wziaé: Q@ =R"™, ¥ = B(R"), P = Q oraz X = idrn. O

Przyklad — 5.8. W urnie sa dwie biate i trzy czarne kule. Losujemy pojedynczo kule do momentu wyciggniecia
biatej kuli. Niech X oznacza liczbe losowan. Wyznaczymy rozktad X.

(a) losowanie ze zwracaniem. Wida¢, ze X przyjmuje wartosci 1,2,3,.... Latwo tez sprawdzi¢, ze py =
P(X=k) = ()12 k =1,23,.... Tak wiec Px ma rozklad dyskretny zadany jest ciagi {k}, {(2)*" - 2},
k=1,2,3,....
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(b) losowanie bez zwracania. Wida¢, ze X przyjmuje wartosci 1,2, 3,4. latwo tez sprawdzi¢, ze:

P(X =1)=P(B) = 2,

P(X =2) = P(CiNBy) = P(By | C1)P(Cy) = - 3 =,
P(X:?)):P(ClﬂCQﬂBg):P(Bg’Clﬂ 2)P(C1 N 2):%.%.%:%7
P(X=4)=1-(P(X=1)+P(X =2)+ P(X =3)) = &.

Przyktad — 5.9. Pan Adam jezdzi rano do pracy i wraca z pracy wieczorem autobusami, ktére jezdza doktadnie co
10 minut. Niech X oznacza sume czaséw rano i wieczorem spedzonych przez pana Adama na przystankach.
Zmajdziemy rozktad X.

Wyznaczamy dystrybuante F. Czyli dla kazdego x €
R wyznaczmy F(z) = P(X < x). Oczywiscie F(z) = 0
dla x < 0 oraz F(z) = 1 dla z > 20. Dla pozosta-
tych z korzystamy z modelu prawdopodobieristwa geo- 06

08

metrycznego. Dla 0 < x < 10 mamy F(x) = 96120/02. Dla
10 < z < 20 mamy F(z) =

100—(20—x)2/2 04
100 ‘

02

Zauwazmy, ze jest to funkcja ciggta, tatwo tez pokazaé, ze jest we wszystkich punktach rézniczkowalna. Jej
pochodna F’ jest wigc gestoscia rozktadu Py, czyli krotko mowiac jest gestoscia zmiennej losowej X .

0.10

0, dla z <0, 008
£ dla 0 < x <10
100° ~ ’ 0.06
J) ) 202z dla 10 < 2 < 20
100 » ~ ) 0.04
0, text 20 < x.

0.02

Znajac gestosé lub dystrybuante mozna wyznaczaé prawdopodobienstwa zdarzeri opisanych przez X.
b
P@<X<®:Pm<ng:Hw—H®:/f@Mm
a

Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze pan Adam spedzi na przystankach co najmniej pieé, lecz nie wiecej niz
dziesie¢ minut?

08 0.08
06 0.06
04 0.04

02 0.02
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Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze pan Adam spedzi na przystankach wiecej niz 15 minut?
1

08 008
06 006
04 004

02 0.02

0 0

0 5 10 15 20 25 0 20 25

x

5 10 15 2 2

7 1 oro 1

P(X>15)=1-F(15) =1-1=1 P(X>15):/ f(w)de = .
15

Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze pan Adam spedzi na przystankach doktadnie tyle samo czasu, powiedzmy
po ¢ minut na kazdym?
Tego zdarzenia nie opisuje zmienna X! Jednak, szukane prawdopodobieristwo jest nie wieksze niz P(X = 2¢) =
2206 f(z)dx =0.
Ile wynosi prawdopodobienistwo tego, ze pan Adam spedzi na przystankach rano i wieczorem mniej niz 5 minut
na kazdym?
Tego zdarzenia nie opisuje zmienna losowa X, niemniej odpowied? jest oczywista: % . % =

W=

Przykltad — 5.10 (kontynuacja przyktadu . Pewnego dnia pan Adam zmienia strategie. Gdy wieczorem wychodzi
z pracy czeka na przystanku maksymalnie 3 minuty i gdy jego autobus nie przyjedzie idzie do domu na piechote.
Jaki jest rozktad czasu X spedzonego na przystanku wieczorem?
Zauwazmy, ze X = min(Y, 3), gdzie Y ma rozklad jednostajny na odcinku (0, 10) (Py = U(0, 10)). Niech F' = Fx.
Wtedy
0 dla z <0,

F(z)=P(X <z)=Pmin(Y,3) <z)= {1 da0d<z<3,

1
1 dla 3 < z.

Ta dystrybuanta nie jest ciagta w punkcie x = 3, wiec mamy do czynienia z rozkladem, ktéry nie jest ani dyskretny
ani ciagly.

Przy okazji: P(X =3) = £.

08

0.6

5.2 Rozklady brzegowe i warunkowe

Przyktad — 5.11. Rozwazmy rzut dwiema kostkami symetrycznymi. Niech X oznacza numer kostki na ktorej
wypadta wicksza liczba, lub 0, gdy na obydwu kostkach wypadta ta sama liczba, a Y oznacza maksimum uzyskanych
oczek. Znajdziemy rozklad wektora losowego (X,Y).
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Z dodatnimi prawdopodobieristwami (X, Y) moze potencjalnie przyjmowaé 18 wartosci. W tym przypadku mozna
zobrazowac to tabelka zawierajaca licznosci zdarzen (X =4,Y =j),i=0,1,2, j =1,2,3,4,5,6.

N\Y 123 45 6
0 1 11111
1 0123465
2 012345

W takim razie prawdopodobienstwa p; j = P(X =14,Y = j) tez tworza macierz:

Y1 2 3 4 5 6
0 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
1 0 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36
2 0 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36

Przykltad — 5.12 (kontynuacja przyktadu poprzedniego). Sumujac wiersze i kolumny otrzymujemy rozklady zmien-
nych X oraz Y.
Y1 2 3 4 5 6 X
0 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
1 0 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 5/12
2 0 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 5/12
Y 1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36

Nazywamy je rozktadami brzegowymi. Ogoblnie.

Definicja — 5.13 (Rozklad brzegowy). Dla danego rozktadu n + m wymiarowego @ : B(R™ x R™) — R okreslamy
rozktady brzegowe Q1 : B(R") — R, Q2 : B(R™) — R za pomoca formuty:

Qi(A) = Q(AXR™),  Q2(B) =QR" x B).

W dalszym ciagu rozwazamy przypadek n = m = 1. Uogolnienie na dowolne n,m jest oczywiste.

Niech (X,Y") bedzie dwuwymiarowym wektorem losowym okreslonym na przestrzeni probabilistycznej (2, X, P)
i niech @ bedzie jego rozktadem, czyli Q = P(xy). Wtedy: dla dowolnego A € B(R) mamy:
Px(A)=P(X € A)=P(X € A,Y €R) = P((X,Y) € AxR) = Pxy)(AxR) =Q(A xR) = Q1(4). Tak wigc
PX = Q1~ Podobnie Py = Qg.

Uwaga — 5.14. Rozktady brzegowe wektora losowego (X,Y) pokrywajq sie z rozktadami zmiennych losowych X
oraz Y.

Niech @ bedzie dyskretnym rozkladem 2-wymiarowym skupionym na zbiorze (co najwyzej przeliczalnym) K.
Mozemy taki rozktad jednoznacznie scharakteryzowaé przez podanie dwoch macierzy; punktéw oraz ich prawdopo-
dobienstw. Mianowicie, weZzmy najmniejsze zbiory co najwyzej przeliczalne K, Ko C R takie, ze K C K; x K>

N, M,N < oo oraz niech p;; = Q(z;,y;). Widad, ze:

i ustawmy je w ciagi, powiedzmy K; = {z;}M,, Ky = {yj}jzl,

pij = 0 dla wszystkich 4, j, oraz Zpij =1.
0.
Z doboru zbiorow Ki, Ko wynika tez, ze Vi 35 : p;; > 0 oraz Vj 34 : p;; > 0. Gdyby tak nie byto, mozna by
zmniejszy¢ K lub Ko.
Para ({(x;,y;)}, {pij}) w pelni charakteryzuje rozktad Q.
Wtedy rozktady brzegowe @1, Q2 sa okreslone odpowiednio przez pary ciagow. @1 przez ({z;},{pi.}), Q2 przez
({y;}:Ap4}), przy czym:

pio = Qu(m) = QUz:} xR) =Y pij,  pj=Qaly) = QR x {y;}) = Y _pij-

J [

Poniewaz wystepujace powyzej sumy maja wszystkie sktadniki nieujemne oraz przynajmniej jeden sktadnik do-
datni, wszystkie liczby p;. oraz p.; sa dodatnie. W dalszej czedci méwige o rozkladach dyskretnych wielowymiarowych
bedziemy zawsze zakladaé, ze maja powyzsza wlasnoscé.
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Niech (X,Y") bedzie dwuwymiarowym wektorem losowym okreslonym na przestrzeni probabilistycznej (€2, X, P)
i niech @ bedzie jego rozkladem, czyli Q = Py y). Jezeli jest to rozklad dyskretny scharakteryzowany przez parg
({(z4,95)},{pij}), to oznacza, ze:

P(X = ;Y = y;) = pij,
P(X = JZZ) = P(X =ux;,Y € R) = Q({J}Z} X R) = Ql(arz) = Dj.,
P(Y =y;) = P(X eRY =y;) = QR x {y;}) = Qa2(y;) = pj-

Inaczej:

P(XZ%'):ZP@, P(Y:Z/j)zzpif

Niech Q bedzie 2-wymiarowym rozktadem ciagtym o gestosci f : R? — R. Wtedy rozklady brzegowe tez s ciagte
i majg gestosci f1, fo dane wzorami:

fl(x):/Rf(nyy)dyy f2(y)=/Rf(x,y)dx.

Dowdd. Q1(A) = Q(AXR) = . f(z,y)d(z,y) = ...
xR
stosujemy twierdzenie Fubiniego

= ( / f(fvvy)dy> i, wiee (o) = [ o) dy -

W jezyku zmiennych losowych. Jezeli f jest gestoscia wektora losowego (X,Y), to X oraz Y maja gestosci:

fx() = /R fay)dy,  Fr(y) = /R f(,y) da.

Przyktad — 5.15. Wektor losowy (X, Y) ma rozklad jednostajny na zbiorze G : 22 +y? < 1,y > 0. Znalez¢ rozktady
X oraz Y.

2
fxy)=—Ic.
™
o 9 V1—z2 92 92
fX(x):/ Ig(:c,y)dy:/ —dy=—-v1—22 dla —1<z<1.
o T 0 ™ T

) VI=y® o 4
fy(y):/ ng(a:,y)da::/ . 2;dac:;\/l—yz dla0<y<1.
oo /1y

12 12

1 1
08 08
06

04

Ix fr
Pytanie. Czy rozktady brzegowe wyznaczaja jednoznacznie rozktad 2-wymiarowy?
NIE!!
Przyktad — 5.16. Niech X =Y oznaczaja liczbe oczek ktéra wypadnie w rzucie jedna kostka.
\Y 1 2 3 4 5 6 X

1 1/6 0 0 0 0 0 1/6

2 0 16 0 0 0 0 1/6

30 0 1/6 0 0 0 1/6

4 0 0 0 1/6 0 0 1/6

5 0 0 0 0 1/6 0 1/6

6 0 0 0 0 0 1/6 1/6

Y 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
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Niech X,Y oznaczaja liczbe oczek ktore wypadna w dwoch rzutach kostka.

Y1 2 3 4 5 6 X
1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
16 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

<o ot W~

Okreslimy pojecie rozktadu warunkowego tylko w kontekscie zmiennych losowych. Niech (X,Y') bedzie bedzie
wektorem o dyskretnym rozkladzie 2-wymiarowym danym przez ({(z;,y;)},{pij}). Czyli P(X = z;,Y = y;) = pij-
Niech:

P(Y =y;) D

PX=uz,Y=y;) p
pji=PY =y; | X =1j) = P@:m)J:jl
- (2 (2

Uwaga. Oznaczenia sg formalnie niepoprawne. Ale sa zwyczajowo stosowane.

Definicja — 5.17. Rozklad dany przez ciagi {x;}, {p;); } nazywamy rozktadem warunkowym X pod warunkiem Y = y;.
Oznaczamy go Px|y—y;-

Rozktad dany przez ciagi {y;}, {p;;} nazywamy rozktadem warunkowym Y pod warunkiem X = x;. Oznaczamy
go PY|X:mi'

Przykltad — 5.18. Wr6émy do rozktadu:

K\ 1 2 3 4 5 6 X
0 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
1 0 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 5/12
2 0 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 5/12
Y 1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36

Px|y—1 jest rozkladem jednopunktowym do.
5 5

Px|y—¢ jest rozkladem skupionym w punktach 0, 1,2 z prawdopodobieristwami 1—11, T 11
Py x—g jest skupiony w punktach 1,2,3,4,5,6 z rownymi prawdopodobieristwami.

Dij = Pi|jP-j = PjliPi--

Zmajac rozktady brzegowe i warunkowe mozna wyznaczy¢ rozktad wektora losowego.

Przyktad — 5.19. Rzucamy kostka symetryczng uzyskujac X oczek, a nastepnie rzucamy X razy moneta syme-
tryczng uzyskujac Y ortow. Interesuje nas rozktad wektora losowego (X, Y'). Oczywiscie wektor ten moze przyjmowaé
wartos$ci w punktach (x;,y;),i=1,...,6, 7 =0,1,...,6 z prawdopodobieristwami p;; = Pj|iPi-» 8dzie pj;, pi. sa dane.
5
Na przyktad: pss = (3)2%% = %, p3s =0- % = 0.

Niech (X,Y’) bedzie bedzie wektorem o ciaglym rozktadzie 2-wymiarowym danym przez gestosé f.

Formalnie nie mozemy (jeszcze) mowié o rozkladzie warunkowym pod warunkiem, ktérego prawdopodobieristwo
jest rowne zeru. Mozemy jednak formalnie zdefiniowaé¢ funkcje:

fley)  _ f(=zy)
Fxy—y(@) = £z | y) = {fRfmy)dm = hw &) =0

0
0, gdy fy(y) = 0.

fly) _ fl=y)
thwmwrzﬂymﬂz{hﬂwww_kwﬁ gdy fx(2) >0,
0, gdy fx(z)=0.

Sa to gestosci (¢wiczenie).
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Definicja — 5.20. Rozklad o gestosci f(-|y) nazywamy rozkladem warunkowym X pod warunkiem (Y = y) i ozna-
czamy Px|y—,.
Rozktad o gestosci f(-|z) nazywamy rozktadem warunkowym Y pod warunkiem (X = z) i oznaczamy Py|x—,.

Podobnie jak w przypadku dyskretnym:

flx,y) = fyl) fx (x) = f(zly) fy (y).

Przyklad — 5.21. Losujemy wedlug rozkladu jednostajnego liczbe X z odcinka [0, 1] a nastepnie wedtug rozktadu
jednostajnego liczbe Y z odcinka [0, X|. Wedtug jakiego rozktadu zostata wylosowana liczba Y7

Mamy kolejno:

fx = Ijp,) — funkcja charakterystyczna odcinka [0, 1].

Gestos¢ warunkowa f(-|z) = %I[O,z}) dla0 <z <1.

1 dla0<y<z<l1
0 dla pozostatych (z,y) € R2.

Flay) = Fyle) fx (@) = {

= | f(z,y)de = f;%dx :lnz|21/ =—lny,dla0<y<1,
fy( ) = 0 dla pozostalych y.
Mozna tez wyznaczy¢ gestos¢ rozktadu warunkowego Py|y—, dla 0 <y < 1:
Flaly) = M= = — ly dlay <z <1.

—1Iny zln

fx(x)y=1dla0<x <1,
fle) = fyix=a(y) =1, da0<y <z < 1.

6

[ E—

10 3

0.8 iy
08 o,'a oo
e stetbottattogtuth
1 A,O..::'o"#“?'i
0,' .' 0.

0.6

0 02 04 0.6 0.8 1 0 02 04 0.6 08 1
¥

Ix Jyix=0.2; fr|x=0.6 fx,y)

=]

=]

0 02 04 0.6 08 1 0 02 04 0.6 08 1
X

Iy Ix|y=0.2, fx|y=0.6



ROZDZIAL 5. ZMIENNE I WEKTORY LOSOWE 34

5.3 Niezalezno$¢é zmiennych /wektoréw losowych

Dany jest ciag X1,..., X, zmiennych losowych okreslonych na przestrzeni probabilistycznej (€, 3, P).

Definicja — 5.22. Mowmy, ze X1,..., X, sa niezalezne <= dla kazdych zbioréw borelowskich, B; € B(R), i =
1,...,n
P(X,€By,...,Xp,€B,)=P(X1€By)-... - P(X,, € By).

O wektorach losowych, ktére nie sa niezalezne méwimy, ze sa zalezne.
Przyktad — 5.23. Rozwazmy schemat klasyczny, gdzie Q = {1,...,6}2.

Zmienne losowe X1, Xs zdefiniowane jako X (7, j) = i, X2(4,7) = j sa niezalezne.

Zmienne losowe Y7, Yo zdefiniowane jako Yi(i,7) = i, Ya(i,j) = i + j sa zalezne: P(Y; = 2,Y; = 10) = 0,
P(Y; =2)- P(Y; = 10) = 1/6 - 3/36.

Nastepne twierdzenie udowodnimy dla 2 zmiennych losowych. Prawdziwe sa analogiczne twierdzenia dla dowolnej
skoriczonej liczby zmiennych losowych, jednak dowody staja sie bardziej skomplikowane w zapisie.

Twierdzenie — 5.24. Zmienne losowe X1, Xo sq¢ niezaleine <= Pix, x,) = Px, X Px,.

Dowdd. ,—" Pamietamy, ze iloczyn kartezjaniski dwoch miar probabilistycznych, powiedzmy @1, @2, jest jedno-
znacznie okreslony przez warunek (Q1 X Q2)(A1 x A2) = Q1(A1) - Q2(Az2), dla dowolnych mierzalnych A;, As.
Tutaj dla dowolnych By, By € B(R) mamy: Py, x,)(B1 x B2) = P(X1 € By, X2 € B2) = P(X; € By)- P(X3 €
Bs) = Px,(B1) - Px,(B2). Czyli P(x, x,) jest illoczynem kartezjatiskim Py, , Px,.
,<=" Oczywiste. O

Twierdzenie — 5.25. Niech (X,Y) bedzie bedzie wektorem o dyskretnym rozktadzie 2-wymiarowym danym przez
{(zi,yj) } {pij}). Ceyli P(X = 23, Y = y;) = pij. Wtedy:

X,Y sq niezalezne <= Vi,j: pjj = pi.p.j.

Dowadd. ,,—" Dij = P(X =ux;,Y = yj) = P(X = $1)P(Y = yj) = Di-p.j-
,<=" Niech A oraz B beda zbiorami borelowskimi.

P(X €AY e€B) = > pi= Y. pipj= Y pi Y p;j=PXe€APYeB). O
(3,9): (x4, )EAX B i,j:x;,€Ay;€B Lx; €A Jjy;€EB

Twierdzenie — 5.26. Niech (X,Y) bedzie bedzie wektorem o cigglym rozktadzie 2-wymiarowym o gestosci f Wtedy:
X,Y sq niezalezne <= Vuz,y € R: f(z,y) = fx(z)fy(y).
Dowadd. Twierdzenie Fubiniego O

Uwaga — 5.27. Jezeli wektor losowy (X,Y) ma rozktad dyskretny, lub rozktad ciggly, a zmienne losowe X, Y sq
niezalezne, to wszystkie rozktady warunkowe sq rowne rozktadom brzegowym.

Prosta ilustacje powyzszego twierdzenia i uwagi stanowi nastepujacy:
Przyklad — 5.28. Zalozmy, ze wektor losowy (X,Y') ma rozktad jednostajny na prostokacie [a,b] X [¢,d]. W takim
razie (X,Y) ma gestosc:
1
S S| :
fxy) (b—a)(d—c) [a,b]x [c,d]

gdzie I|qpx[c,q 0znacza funkcje charakterystyczng prostokata [a,b] x [c,d]. Jest ona iloczynem funkcji charaktery-
stycznych przedzialow [a, b] oraz [c, d], mamy wiec:

faxn(@,y) = fx(@) - fy(v).

Wtedy tez fy|X:x = fy oraz fX|Y=y =fx.
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5.4 Funkcje zmiennych/wektoréw losowych

Niech (2,3, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, X :  — R™ wektorem losowym, g : R — R™ funkcja borelow-
ska (VC € B(R™) g1 (C) € B(R")).
Zgodnie ze zwyczajem oznaczamy zlozenie g o X symbolem g(X),

9g(X)=goX: Q5w — g(X(w)) € R™.

Wazny problem praktyczny: znajac rozklad X wyznaczy¢ rozktad Y = g(X).
Rozwigzanie formalne. Py (C) = P(g(X)~}(C)) = P((go X)~YC)) = P(X~1(g71(0))) = Px(g71(C)).

Py(C) = Px(g71(C)).

Z praktycznego punktu widzenia jest to wzor mato przydatny. W poszczegélnych przypadkach mozemy stosowaé
rézne sposoby.

Przyklad — 5.29. Zmienna losowa X ma rozklad dany przez ciagi —1,0,1,2 oraz 1/2,1/8,1/4,1/8. Wtedy zmienna
X? ma rozklad dany przez ciagi 0, 1,4, oraz 1/8,3/4,1/8.

Zauwazmy, ze funkcja g(X) wektora losowego X o rozkladzie dyskretnym skupionym na zbiorze K (o ktorym
wiemy, ze jest skoriczony lub przeliczalny) ma rozktad dyskretny skupiony na zbiorze g(K). Dla rozktadow ciagltych
to nie jest prawda: na przyklad, gdy g jest funkcja stata g(X) ma rozklad jednopunktowy.

Przyklad — 5.30. Znajdziemy rozklad cos X, gdy X ma rozklad jednostajny na odcinku (—m, 7). Policzymy
dystrybuante tej funkcji w punktach y € (—1,1). Niech y = cosz, gdzie x € (0,7), inaczej © = arccosy. Wtedy
mamy:

—r4+7mT T—=x T — arccos
Feosx(y) = P(cos X <y) = P(—m, —x] + Plz,7) = o + o = - Y

Roézniczkujac, otrzymamy gestosé:
1
= dlaye (—1,1)

fcosX<y) = ﬁ

oraz 0 dla pozostatych y.

Przyklad — 5.31. Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie U(0,1) kazda. Znajdziemy
rozktad zmiennej losowej Z = %

Znajdziemy najpierw dystrybuante Fz. Niech z > 0. Fz(z) = P(Fz < z) = P(% < z). Poniewaz (X,Y) ma
rozklad geometryczny na kwadracie [0, 112, mozemy to prawdopodobienistwo interpretowaé jako prawdopodobienstwo
geometryczne. Latwo widaé, ze:

, dla z <0,
, dla0 <z <1,

dla1l < z.

Fz(z2) =

— oo O

_ 1
227

Rozniczkujac, otrzymujemy gestosé:

dla z <0,

dla0 <z <1,

dla1l < z.

fz(z) =

o~ O

|~

227

[\

Przyktad — 5.32. Niech X bedzie dowolnie ustalong zmienng losowa, F' = Fx jej dystrybuanta, a,b € R ustalonymi
liczbami, a # 0. Policzymy dystrybuante zmiennej losowej Y = aX + b.
Dla a > 0 mamy

Fy(x):P(Ygx):P(aXergx):P(Xg‘”_b):FX <$_b>.

Podobnie, dla a < 0




ROZDZIAL 5. ZMIENNE I WEKTORY LOSOWE 36

Zalozmy teraz dodatkowo, ze zmienna X ma gestos¢ f (dla uproszczenia zaktadamy, ze f jest ciagla, co w Swietle
nastepnego przyktadu nie jest konieczne). Wtedy wiemy, ze dystrybuanta Fx jest rézniczkowalna; z powyzszych
wzordéw takze Fy jest rozniczkowalna, a wiec Y ma rozktad ciggly o gestosci

g(z) = @, (x;b)

Powyzszy wzér jest szczegdlnym przypadkiem nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie — 5.33. Niech X bedzie wektorem losowym o n-wymiarowym rozktadzie ciggtym i niech f : R — R
bedzie jego gestosciq. Zaktadamy ponadto, ze ¢ : R — R™ jest dyfeomorfizmem. Wtedy wektor losowy ¢(X) ma
rowniez rozktad ciggly o gestosci g danej wzorem

g(x) = |Jace 1| flo~ (@)

Dowadd. Korzystamy z definicji rozktadu cigglego. 7 twierdzenia o zmianie zmiennych mamy dla kazdego zbioru
borelowskiego A

Plex) e )= PX et = || e [ 57 @) Ppae 7! ar =
©

Funkcje niezaleznych wektorow losowych sa niezalezne.

Formalnie:

Twierdzenie — 5.34. Niech (2, %, P) bedzie przestrzeniq probabilistyczng, X : @ — R™, Y : Q@ — R™ wektorami
losowymi. Niech g : R" — RF, h: R™ — Rl bedg funkcjami borelowskimi.

X, Y sq niezalezne = g(X),h(Y) sq niezalezne.
Dowdd. Dla dowolnych zbioréw borelowskich C; D mamy:
P(g(X) € C,h(Y) € D) = P((go X)~H(C)N (hoY) (D)) = P(X (g~ (C)nY (h™}(D))) = P(X~H(g7(C))) -
PY~H(h™Y(D)) = P((g0 X)"H(C)) - P((hoY)"HD)) = P(9(X) € C) - P(M(Y) € D). O

5.5 Pytania

Pytanie 5.1. Rzucono trzema kostkami i podano informacje, czy, i na ktoérych kostkach wypadia ,6°. Na od-
powiedniej przestrzeni probabilistycznej podaé przyklady funkcji, ktére sa oraz ktoére nie sg zmiennymi losowymi.

ROZWIAZANIE

Pytanie 5.2. Sale oswietla 150 zaréwek: po 15 zaréwek w 10 rzedach. Wiadomo, ze prawdopodobienistwo zepsucia
sie pojedynczej zaréwki w ciagu nachodzacego tygodnia wynosi p = 0.06. Wiemy tez, ze zaré6wki psuja sie niezaleznie
od siebie. Niech X oznacza liczbe rzedow, w ktorych po tygodniu $wieci co najmniej 14 zaréwek. Wskazaé rozklad X.

VOZWIAZANIE

Pytanie 5.3. W przyktadzie[3:2} X, odpowiednio Y, oznaczaja liczbe kolejnych dni, w ktorych nieprzerwanie sprzata
Kaja, odpowiednio Leon, liczac od dnia zawarcia umowy. ZnaleZé rozktad X oraz rozktad Y. Czy zmienne te sa

niezalezne?

Pytanie 5.4. Niech G C R? bedzie zbiorem otwartym o mierze skonczonej, (X,Y) wektorem losowym o rozktadzie

U(G). Podac¢ przyktad takiego zbioru G, ze X, Y sa: (a) niezalezne, (b) zalezne.

Pytanie 5.5. Dane sa dwie zmienne losowe niezalezne X, Y o rozktadzie U(0,1) kazda. Znajdz dystrybuante
i gestos¢ zmiennych losowych min(X,Y’), max(X,Y’). Czy te zmienne sa niezalezne? Wskaza¢ dystrybuante rozktadu

Pytanie 5.6. W schemacie klasycznym, gdy zbior Q = {1,...,6}, definiujemy zmienne losowe m, M jako m(i,j) =

min(7, j), M (7, j) = max(i, j). Znalezé: rozklad wektora losowego (m, M) oraz rozktad Ppsjp,—1. ([ROZWIAZANTE

Pytanie 5.7. Sformutowaé fakty w wersji wielowymiarowej i zastanowi¢ sie¢ nad ich uzasadnieniem.



Rozdzial 6

Nadzieja matematyczna 1 wariancja

W pewnych zagadnieniach nie jest potrzebna (lub nie jest mozliwa) znajomosé rozktadu zmiennej losowej lub wektora
losowego. Natomiast warto zna¢ pewne parametry tego rozktadu. Najczesciej uzywanymi parametrami sa liczby cha-
rakteryzujace tendencje centralng oraz wielko$é rozrzutu. Kluczowa role odgrywa tak zwana nadzieja matematyczna,
zwana tez wartoscig oczekiwana, stuzaca do opisu tendencji centralnej oraz do budowy wielu innych parametrow,
w tym parametréw charakteryzujacych rozrzut: wariancji i odchylenia standardowego.

6.1 Nadzieja matematyczna — definicja i wlasnosci

Zanim podamy ogoélna definicje E(X), nadziei matematycznej zmiennej losowej X, oparta na pojeciu calki, rozpa-
trzymy dwie najbardziej typowe sytuacje szczegdlne.

Definicja — 6.1 (Rozklad dyskretny skoriczony). X ma rozklad zadany przez ciagi: x1,x2,...,Zn, P1,D2s---,Pn,
czyli P(X = ;) = p;. Wtedy

E(X) = Z LiPi.
i=1

Komentarz. Powyzszy wzor z suma nieskoriczong rowniez jest prawdziwy dla dowolnych rozktadéw dyskretnych.
Wiele wlasnoéci opisanych dalej jest tez prawdziwych w przypadku ogélnym. Wymaga to jednak przyjecia zalozen
gwarantujacych sumowalno$é¢ szeregow — z reguly sformulowania twierdzen ja implikuja (patrz twierdzenie

i wniosek [6.12]).
Definicja — 6.2 (Rozklad ciagly). X ma rozktad zadany przez gestos¢ f, czyli P(X € (a,b)) = f; f(z)dx. Wtedy
E(X) :/ x - f(x)dx.

Motywacja. Dla uproszczenia zaldozmy, ze f : [a,b] — R jest funkcja ciagla. Niech a =29 <21 < -+~ <z, = b
bedzie podziatem odcinka [a, b], & € [xi_1,x;] beda takie, ze

(x; —xi—1) f(&) = /% f(z)dzx.

Okreslmy zmienng losowa X przyjmujaca wartosci &; z prawdopodobieristwami p; = P (X =&) =/ T f(x)dx.

i1
Intuicja. X przybliza X, wiec E(X) powinna przybliza¢ E(X). Mamy:

E(X)= " &pi=> 0 &(xi —xim1) f(&) = >y &if (&) (v — zim).
A wiec

b
E(X) — / zf (z) dz.

Przyktad — 6.3. Zalozmy, ze zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na przedziale [a, b]. Oznacza to, ze gestosé
fx = ﬁl[mb}. Mamy wiec:

1 1 b 1 2 2
E(X):/l'f[ab]d.r: /l‘d$: 2_& :G—Fb'
R b—a ™ b—a J, b—a\2 2 2

37
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Przyklad — 6.4. Zmienna losowa X ma gestosé: 0.144
) . 0.12
20 —
f(x):u, dla 0 < z < 20, 011
c

0.0
gdzie ¢ = w, f(z) = 0 dla pozostalych z. Tego 0051

typu rozktady maja na przyktad okresy uzywania samo-
chodu przez jednego wtasciciela. 0041
0.02

) 20 2 6
(20 — z
E(X):/ :Uf(ac)dx:/ x-¥dx:6. T z T s >
— o 0 C

Powyzsze dwie definicje stanowia szczegdlne przypadki definicji opartej na pojeciu catki. Zaczniemy od przypo-
mnienia definicji catki.

Definicja — 6.5 (calka wzgledem miary). Niech Q bedzie niepustym zbiorem, ¥ o-algebra na zbiorze Q, p: ¥ —
R U oo miarg, a f: Q — R funkcja.

1. Niech f = I4 bedzie funkcja charakterystyczng zbioru A € ¥, f = I4. Definiujemy:
[ g =uta.
Q

2. Niech f bedzie mierzalng funkcja prosta nieujemna, to znaczy:
f(x) =¢, dlax e A;,

gdzie Ay, ..., Ay sa zbiorami mierzalnymi parami roztacznymi i dajacymi w sumie catq przestrzen €, a liczby ¢q, .. ., ¢
sg nieujemne. Definiujemy:

k k
/ fdp= Zcz/ I dp = cip(Ai).
Q =1 /9 i=1

3. Niech f bedzie funkcja mierzalna nieujemna. Dowodzi sie, ze istnieja funkcje proste nieujemne mierzalne f,,
n=1,2,3,... o nastepujacych wlasnosciach:
fo(@) < frsa(z),

dla wszystkich n oraz x, i

lim f,(z) = f(z).

n—oo

/fdu— lim/fndu.
Q n—oo Q

4. Niech f bedzie dowolna funkcja mierzalng. Jak tatwo widaé, zachodzi zwiazek:
f=r-1,

gdzie f*(z) = max(f(z),0), f~ () = —min(f(z),0). Sa one nieujemnymi funkcjami mierzalnymi. Definiujemy:

Afwzljﬂm—éfdm

Definiujemy:

o ile ma sens.

Komentarze.

1. Definicja jest poprawna, gdyz dowodzi sie, ze wielko$¢ zdefiniowana w punkcie 3 nie zalezy od wyboru ciggu
funkcji f,.

2. Moze sie zdarzy¢, ze definiowane przez nas wielkosci sg nieskoriczone. Tak bedzie w punkcie 1 oraz 2, gdy miara
cho¢by jednego zbioru A; bedzie nieskoriczona, a odpowiadajaca mu liczba ¢; (wysokos¢ stupka o podstawie A;) bedzie
dodatnia. W teorii miary przyjmujemy konwencje: 0 - oo = 0, co oznacza, ze gdy ¢; = 0, to sktadnik ¢;u(A;) = 0.
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3. Calka z funkcji nieujemnej f zdefiniowana w punkcie 3 moze by¢ nieskoriczona, mimo ze wszystkie catki

/ fn du sa skoniczone.
Q

4. Calka z pewnych funkcji mierzalnych przyjmujacych wartosci o réznych znakach moze nie istnie¢. Jest tak
wtedy, gdy obie catki / ftdporaz | f~ du sa nieskoriczone. W kazdym innym przypadku calka istnieje, chociaz
Q Q

moze by¢ nieskoriczona.
5. Stosuje si¢ rozne oznaczenia calki [ fdu. Na prayklad: [ f(x)du(x), [o f(s) u(ds).

6. Dla zbioru mierzalnego A € ¥ definiuje sie: [, fdu= [, 1 - fdp.
Wprowadzmy definicje ogolna nadziei matematyczne;j.

Definicja — 6.6 (Nadzieja matematyczna, warto$¢ oczekiwana). Niech (€2, 3, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna,
X : Q) — R zmienng losowa.

E(X)= / X dP.
Q
Uwagi:
1. Nadzieja matematyczna moze nie istniec.
2. Nadzieja matematyczna moze istnie¢, ale by¢ nieskoriczona.
3. E(X)ER<—= E(|[X|)ER. Bo X =XT - X", [X|=XT+X".

4. Wlasnosci nadziei matematycznej wynikaja z wlasnosci catek: liniowosé, nieré6wnosci, zbieznosé
(éwiczenie: wypisa¢ znane wlasnosci).

5. Nadzieja matematyczna uogdlnia pojecie prawdopodobienstwa. Mianowicie

E(I4) = P(A), dla kazdego A € .

6. Niech X ma rozktad dyskretny. Wtedy definicja ogbélna pokrywa sie z definicja poprzednig.
Powyzsza definicja uogoélnia poprzednie definicje.

Przykltad — 6.7. X ma rozklad zadany przez ciagi: =1,x2,...,Tn, P1,D02,-- -, Pn-
Czyli P(X = ;) = p;.
Wiec X jest kombinacja liniowa funkeji charakterystycznych zbiorow A; = {w € Q : X(w) = z;}. Oczywiscie
P(A;) = p;. Mamy kolejno:
n
X => wly,
i=1

E(X)=E (Z Mm) => wE(Ix) =) zp;.
i=1 =1 =1

Ponizsze twierdzenie pozwala wyznaczaé¢ nadzieje matematyczna zmiennej losowej lub funkcji zmiennej
losowej poprzez catkowanie odpowiedniej funkcji wzgledem rozktadu zmiennej.

Twierdzenie — 6.8 (catkowanie wzgledem transportu miary). Niech X : @ — R™ bedzie wektorem losowym, g :
R™ — R funkcjq borelowskq. Wtedy:

B(9(X) = | gdPx.

przy czym obydwie strony istniejq jednoczesnie.

Dowad. I. g = Ip, gdzie B € B(R™). Wtedy: E(g(X)) = /

IgoX dP = / 1dP = P(X Y(B)) = Px(B) =
Q
/ IpdPx.

X-1(B)
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II. g — funkcja schodkowa, czyli g = Zle cila,, gdzie Ay sa rozkladem R™ na sume zbioréw roztacznych. Wtedy
k k k
z liniowosci: E(g(X)) = E(ch’IAz) = ZCiE(IAi) = ZCZ/ I4,dPx = / gdPx.
i=1 i=1 i=1 JR" R™

III. g — dowolna funkcja borelowska nieujemna. Wtedy g jest granica punktowa ciagu rosnacego funkcji schod-
kowych g¢. Oczywiscie g;(X) zmierza punktowo do g(X).

Z wtasnosci catek: E(g(X)) =lim E(g(X)) =lim [ g dP = / gdP.
Rn n

IV. g — dowolna funkcja borelowska. Wtedy g = g™ — g—. Wigc g(X) = g(X)* — g(X)~. A wiec, gdy jedna ze
stron istnieje (nie jest symbolem nieoznaczonym), to istnieje druga strona i zachodzi réwnosé. O

Wnhiosek — 6.9. Ktadgc g(x) = x z powyzszego twierdzenia otrzymujemy dla zmiennej losowej X wzor:

E(X) :/Rld dPx :/RdeX(:c).

A wiec nadzieja matematyczna zmiennej losowej jest jednoznacznie wyznaczona przez rozktad tej zmienney.

Uwaga — 6.10. Mozna spotkaé definicje wartosci oczekiwanej dowolnego jednowymiarowego rozktadu Q).
Mianowicie okresla sic E(Q) = [y xdQ(x). Wtedy oczywiscie E(X) = E(Px).

Twierdzenie — 6.11. 1. X ma rozktad dyskretny zadany przez ciqgi: 1,29, -- € R™, p1,po, ...
g : R™ = R jest funkcjg borelowskq. Wiedy

E(9(X)) =Y g(xi)pi,
przy czym obydwie strony istniejg jednoczeénieﬂ

2. X ma rozktad ciggly zadany przez gesto$¢ f : R™ — R.
g : R™ = R jest funkcjq borelowskq. Wtedy

B(g(X) = | gl@)f(a)da.
przy czym obydwie strony istniejg jednoczesnie. Catkowanie odbywa sie wedtug miary Lebesgue’a.
Dowadd. Dowdd przebiega podobnie jak dla twierdzenia (éwiczenie). O

Whiosek — 6.12. X jest zmienng losowq o rozktadzie dyskretnym ({x;},{pi}), lub ma gestosé f : R — R. Wtedy
E(X) = Zl‘ipi, b E(X) = / zf(z)dx.
i R

Przyktad — 6.13. Znalezé E(X?) dla zmiennej losowej X majacej rozktad jednostajny na odcinku [—1,1]. Gestosé
X wyraza sie wiec wzorem f(x) = %I[,M].

Sposob 1. Szukam rozktadu X2 i korzystam z definicji nadziei dla zmiennej X2. Najpierw wyznaczam dystrybu-
ante F'y2. Nietrywialna sytuacja jest, gdy 0 < x < 1.
Nz
Fya(e) = PX2 <o) = P(VE< X <va) = [ f@)de=a  fxal(o) = (Fx2) (@) = ——.
-z
1

1 1
E(X2):/R$fx2(ﬂf)d.’17:/0 a:fxz(x)da;:/o %aﬁdwz%.

Sposob 2. Korzystam z poprzedniego twierdzenia. Tutaj g(z) = x2.

1
E(XQ):/Rg(sv)f(az)da;:/1 %demzé.

17Zbieznosé szeregu rozumiana jest w sposob opisany w definicji
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Przyklad — 6.14. Posrednik w handlu $wiezg zywnoscia kupuje u producenta maliny w cenie 5€/kg i sprzedaje
na lokalnym rynku po 8€/kg. Posrednik zna dos$¢ dobrze popyt na tym rynku — przyjmijmy dla uproszczenia, ze
wszyscy klienci detaliczni tacznie kazdego dnia moga zazadaé¢ dowolnej ilogci malin z przedziatu [100, 200] kg (zgodnie
z rozkladem jednostajnym). Ile kilograméw malin dziennie powinien kupowac posrednik, aby zmaksymalizowa¢ swoje
zyski? Zakladamy, ze maliny niesprzedane danego dnia psuja si¢ i trzeba je wyrzucic.

Zalozmy, ze posrednik kupuje a kilograméw malin, 100 < a < 200. Niech X oznacza dzienne zapotrzebowanie
na maliny. X jest wiec zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na przedziale [100,200], czyli gestos¢ X, fx jest
rowna 1/100 w tym przedziale i zero w pozostalych przypadkach. W takim razie posrednik sprzeda ¥ = min(a, X)
malin, a jego dzienny zysk wyniesie Z = 8Y — 5a euro.

Chcemy wiec wskazaé taks warto$é a, przy ktorej sredni zysk bedzie najwiekszy. W pierwszym momencie wydaje
sie, ze wystarczy nalezé rozktad Y i skorzystaé z odpowiedniego wzoru. Jednak trudnosciag jest to, ze rozktad
zmiennej losowej Y nie jest ani dyskretny ani ciagly (dlaczego?). Niemniej skorzystamy z poprzedniego twierdzenia
dla zmiennej X oraz funkcji g(x) = min(a, x) i obliczymy wartos¢ oczekiwana F(Y').

) 1 1 a 200
EY)= /Rmm(a’x)l()()l[loo’mo] (z)dx = 100 </100$d:c —|—/ ada:) .

Jak widaé¢ jest to funkcja kwadratowa zmiennej a, a wiec E(Z) tez jest funkcja kwadratowa a i mozna tatwo
wyznaczy¢ punkt, w ktérym przyjmuje ona warto§é najwicksza. Mianowicie:

E(Z) = 8E(Y) — ba = —5a® + 1la — 400 i najwicksza wartosé przyjmuje, gdy a = 25 = 137.5. Wtedy
E(Z) = 356.25 (euro) jest oczekiwanym zarobkiem posrednika.

Przyktad — 6.15. W celu zbadania duzej populacji oséb, podzielono ja na grupy, a nastepnie pobrano od kazdej
osoby krew oraz przeprowadzano analize taczna dla poszczegblnych grup, wykonujac odpowiedni test na prébkach
powstalych przez zmieszanie krwi os6b nalezacych do tej samej grupy. Gdy w pewnej grupie wykryto wirus chorobowy,
przeprowadzano odrebng analize dla kazdej osoby z tej grupy. Zalézmy, ze liczebnosé populacji wynosi N, licznosé
grup wynosi n, za$ k niech bedzie liczba grup (oczywiscie N = nk).

Zaktadamy tez, ze prawdopodobienistwo tego, ze dany cztowiek jest zarazony interesujacym nas wirusem wynosi
p oraz ze obecnos$¢ wirusa u danej osoby jest niezalezna od jego obecno$ci u innych oséb.

Na przyklad. N = 1000, k£ = 20, n = 50, p = 0.01.

1. Ile analiz bedzie trzeba przeprowadzié¢?
2. Dobra¢ wielkos¢ grupy n, tak aby liczba wszystkich (bardzo kosztownych) analiz byta, w pewnym sensie,
minimalna.

Okreslamy X:
X — liczba wszystkich potrzebnych analiz.

Bezposrednie wyznaczenie rozktadu X jest trudne.

X:Xl—l-XQ—i-—i-Xk
X1, Xa, ..., Xj sa niezalezne i maja taki sam rozktad. Wystarczy znalezé¢ rozktad, na przyktad, Xi.
X1 przyjmuje dwie wartodci:
1. X1 =1 — wszystkie osoby w grupie pierwszej sa zdrowe.

2. X1 =n+1 - w przeciwnym przypadku.
P(X;=1)=(1-p)", PXi=n+1)=1—(1-p™

EX))=1-(1-p)"+Mn+1)-(1-(1-p)")=n+1-n(l-p)"
E(X)=E(X))+ E(Xy) + -+ E(X}) = k- E(X1).

E(X):k-(n—i-l—n(l—p)”):%(n—i—l—n(l—p)").

Na przyklad. N = 1000, k = 20, n = 50, p = 0.01. Wtedy E(X) ~ 414.99.
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Optymalizacja. Nadzieja matematyczna E(X) jako funkcja wielkosci grupy.
Wtedy n = 10 — wartos¢ optymalna oraz E(X) ~ 195.68.
Pytanie. Cgzy liczba analiz moze przekroczyé 2007 2507 3007

Wspomnieliémy juz poprzednio, ze nadzieja matematyczna moze nie istniec.

Przyklad — 6.16. Niech X bedzie zmienna losowa o rozktadzie U(0,1). Niech W = 1/X. Latwo wyznaczy¢ fw,
gestos¢ W (éwiczenie). Mianowicie:
0, dlaw < 1

fW(IU) = { 1

2z dlal <w.

BV = [ wfyw)do= [~ dw=cx.

w

Twierdzenie — 6.17 (Nadzieja iloczynu). Niech X, Y bedq niezaleznymi zmiennymi losowymi okreslonymi na tej
samej przestrzeni probabilistycznej (Q, %, P).
Jezeli X >20,Y >0, lub E(X),E(Y) €R, to

E(XY) = E(X)E(Y).

Dowdd. W dowodzie skorzystamy z twierdzenia Fubiniego oraz z twierdzen [5.24]1[6.8] W pierwszym przypadku mamy

E(XY) = /

B = [ (P x Py =

[0,00)2

_ / 2Py (z) / ydPy (y) = E(X)E(Y).
[0,00) [0,00)

Mozna byto stosowaé twierdzenie Fubiniego, poniewaz — jak wiemy — zachodzi ono dla wszystkich funkcji mierzalnych
nieujemnych.

Zalozmy teraz, ze E(|X|) < oo, E(|Y]) < co. Stosujemy udowodniony powyzej wzér dla funkcji nieujemnych | X|
oraz |Y| i mamy

| vl Py (w.9) = B(XYI) = BUXDE(Y]) < .

Ale to oznacza, ze znowu mozemy zastosowaé twierdzenie Fubiniego i podobnie jak poprzednio

E(XY) = /

A RwydP(X,y)(x,y) =/ zy d(Px x Py)(z,y) =
X

RxR

= [zapx(s) [ yapyw) = EQOE(). m
R R
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6.2

Wariancja i odchylenie standardowe

43

Nadzieja matematyczna przynosi informacje o tendencji centralnej rozktadu zmiennej losowej. Interesuje nas takze in-
formacja jak daleko od nadziei moga znajdowac sie wartosci tej zmiennej (jak duzy jest rozrzut). Najwazniejsza miara
rozrzutu jest wariancja oraz jej pierwiastek — odchylenie standardowe. Zaczniemy jednak od definicji momentow.

Niech X bedzie zmienna losowa okreslona na przestrzeni probabilistycznej (2, 3, P). Zaktadamy, ze m = E(X) €
R. Niech &k > 1

Definicja — 6.18. E(X*) — moment rzedu k.

E(X —m)*) — centralny moment rzedu k.

E(|X|*) — moment bezwzgledny rzedu k.

E(|X —m|*) — centralny bezwzgledny moment rzedu k.

Twierdzenie — 6.19. Niech 1 > k. Jeieli E(X') € R to E(XF) € R.

Dowdd. E(|Xk\):/ | X% dP = ka\dP+/ ]Xk]dPg/
Q | X]<1 | X|>1

|X|<1

1+ E(XY).

1dP+/ Xl\dP<1+/|Xl]dP:
|X|>1 Q

O

Zaktadamy, ze zmienna losowa X ma skoriczona nadzieje matematyczna m = E(X). Wtedy interpretujemy:

X —m — odchylenie od sredniej.
E(|X —m|) — oczekiwana wartosé¢ odchylenia ($redni btad).

Definicja — 6.20. Centralny moment rzedu 2 nazywamy wariancjg. Stosowane sa rézne oznaczenia.

0%(X) = D*(X) = Var(X) = E((X —m)?).

Odchyleniem standardowym nazywamy pierwiastek z wariancji

0(X) = +/D?%(X) = /Var(X).

Uwaga — 6.21.

D*(X)=0 < X =m.

Obliczanie momentow

D*(X) = E((X —m)?) = B(X?) — 2mE(X) + E(m?) = BE(X?) —m?
D?(eX) = 2D?*(x), gdy c € R.

Z iﬁf Dis w przypadku dyskretnym,
i

E(X%) :/xdeX(as) =
R /:ka(x) dz, w przypadku ciggtym.
R

Z(% - m)kpi, w przypadku dyskretnym,
B((X ~m)") = [ (&= m)dPx(e) =]
R /(x —m)*f(z)dzx, w przypadku ciggtym.
R
Z(% - m)2pi, w przypadku dyskretnym,
D*(X) = /(:U —m)?dPx(z) = ¢
R /(m —m)?f(x)dr, w przypadku ciagtym.
R

ngpz‘ — (Z xipi)27 w przypadku dyskretnym,
o i i

DQ(X)—/wzdPX(:B)—mQ— 2
R / 22 f(x) dr — (/ zf(x) daz) , w przypadku ciggltym.
R R

(6.4)

(6.5)
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6.3 Kowariancja i korelacja

Iloczyn skalarny — przypomnienie. X — przestrzen wektorowa, ¢ : X x X — R —iloczyn skalarny,
to znaczy p(z,x) >0, p(z,z) =0 <= z =0, ¢ — dwuliniowe, ¢ — symetryczne.

Twierdzenie — 6.22 (Nierownos¢ Cauchy’ego—Schwarza). Dla kazdych z,y € X

ez, 9)? < oz, 1)y, y)-
o(x,y)? = oz, 2)p(y,y) < =,y liniowo zaleine.

Niezerowe wektory x,y sa liniowo zalezne dokladnie wtedy, gdy istnieje takie t # 0, ze y = tz. Wtedy zachodzi
rownosé p(z,y) = tp(x, x), co oznacza, ze t ma taki sam znak jak p(x,y), co zapisujemy: sgnt = sgno(x,y).

Przypominamy tez, ze \/m jest norma .
Niech dane beda dwie zmienne losowe X, Y. Oznaczmy mx = E(X), my = E(Y).
Definicja — 6.23 (Kowariancja).
cov(X,Y) = E(X —mx)(Y —my)) = E(XY) —mxmy.
Zauwazmy, ze odwzorowanie
¢ (X,Y) — B(XY)

jest iloczynem skalarnym na przestrzeni L2(Q) = {X : Q — R: E(X?) € R} (¢wiczenie).
W takim razie cov(X,Y) jest iloczynem skalarnym odchylenn X —mx, Y —my: cov(X,Y) = (X —mx,Y —my),
a wariancje sa kwadratami ich norm. Z nieréwnosci Cauchy’ego—Schwarza:

‘Whniosek — 6.24.
cov(X,Y)? < D*(X)D*(Y),

przy czym:
cov(X,Y)? = D2(X)D*(Y) <= X —my, Y —my sq liniowo zalezne.
Wtedy, jezeli X orazY nie sq statymi, to istnieje liczba t taka, Ze Y —my = t(X —my), asgnt = sgncov(X,Y).
Ogdlnie: cov(X,Y)? = D*(X)D?*(Y) <= wartosci (X,Y) zawarte sq w pewnej prostej.

Definicja — 6.25 (Korelacja). Mowimy, ze zmienne losowe X, Y sa nieskorelowane gdy cov(X,Y) = 0.
Wspotczynnikiem korelacji zmiennych X, Y niebedacych staltymi pw. nazywaé bedziemy:

B cov(X,Y)
-~ /DAX) VDY)

Na podstawie wniosku [6.24] oraz twierdzenia [6.17] otrzymujemy

o(X,Y)

‘Wniosek — 6.26.
-1<o(X,Y)< 1.

lo(X,Y)| =1 <= wartosci (X,Y) zawierajq sie w pewnej prostej.
Jezeli X, Y sq niezalezne, to cov(X,Y) = 0.
Uwaga — 6.27 (Zwiazek miedzy wariancja sumy i kowariancja).
D*(X+Y)=E((X+Y — (mx +my))?)
=E((X —mx) + (Y —my))?) = D*(X) + D*(Y) +2cov(X,Y).
7 powyzszych wnioskéw oraz uwagi wynikaja wazne nastepujace:
Twierdzenie — 6.28 (Wariancja sumy zmiennych niezaleznych). Jezeli X, Y sq niezalezine, to

D*(X +Y) = D*(X) + D*(Y).
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Twierdzenie — 6.29. Twierdzenie Jezeli X1, Xo, ..., Xn, sq niezalezne, to
D*(X, +---+X,) = D*(X1) +--- + D*(X,,).

Wnhniosek — 6.30 (Nadzieja i wariancja sumy oraz $redniej). Niech X1, Xo, ..., X, beda niezalezne i majq wspdlng
nadzieje matematyczng m oraz wariancje 0. Niech

Sp= X1+ + Xy, Xn =

Wtedy:

6.4 Pytania

Pytanie 6.1. Poda¢ przyktady zmiennych losowych o rozktadzie dyskretnym oraz o rozktadzie ciagtym, dla ktorych
nadzieja matematyczna nie jest skonczona.

Pytanie 6.2. Poda¢ przyktady zmiennych losowych o rozktadzie dyskretnym oraz o rozktadzie cigglym, dla ktérych
nadzieja matematyczna jest skoriczona, ale wariancja jest nieskornczona.

Pytanie 6.3. Dane sa niezalezne zmienne losowe o rozktadzie U (0, 1) kazda. Obliczy¢ E(min(X,Y)).

Pytanie 6.4. Przeprowadzi¢ dowdd twierdzenia w przypadku, gdy (X,Y) ma rozklad dyskretny na zbiorze

skoriczonym. OZWIAZANIE

Pytanie 6.5. Dana jest taka funkcja f : [a,b] — R, ze J = f; f(z)dr < co. Wskazac taka zmienna losowa X, ze
J = E(X).

Pytanie 6.6. Zmienna losowa X ma rozklad P(X = i) = 27" dlai = 1,2,3,..., a funkcja g jest dana wzorem;

L2t oo
g(i) = (=1)""1=. Cazy istnieje E(g(X))? Czy jest zbieiny szereg > g(i)P(X = i)?
i=1

i .

Pytanie 6.7. Pokazaé, ze
¢: (L*()? 3 (X,Y)— E(XY) €R

jest iloczynem skalarnym na przestrzeni L2(Q) = {X : Q — R: E(X?) € R}.



Rozdzial 7

Nieréwnosé¢ Czebyszewa 1 prawa wielkich liczb

Znajomo$é momentéw pozwala oszacowaé prawdopodobieristwo tego, ze zmienna losowa przyjmuje warto$é¢ w okre-
Slonym zbiorze. W szczegblnosdci znajomosé wariancji pozwala oszacowaé z gory prawdopodobieristwo tak zwanych
ogondw, to znaczy zbiorow postaci {|X — E(X)| > e}.

7.1 Nieréwnos$é Czebyszewa

Twierdzenie — 7.1. Niech X : {2 — R bedzie zmienng losowg, € > 0.

E(XF
1. Niechk>1, X >20. Wtedy P(X > ¢) < (Sk )
D3(X
2. Niechm = E(X) € R. Wtedy P(|1X —m|>¢) < (2 )
€

3. Niechm = E(X) €R, 0 = /D?(X) >0, ¢ > 0. Wtedy

1
P(|X —m| > co) < 2

Dowdd. Dowdd pierwszej nieré6wnosci:

B(x*) = / xFap > xkap > / e"dP =e"P(X > e). (7.1)
Q

X>e X>e

Druga nieré6wnosé otrzymujemy stosujac nieréwnosé¢ pierwsza dla zmiennej losowej | X — m/| oraz k = 2.
Trzecia nieré6wnosé¢ wynika z drugiej, gdy € = co. O
Dlatego tez

Wnhniosek — 7.2 (Reguta 30).
P(IX —m| > 30) <

NeR T

Zauwazmy, ze w dowodzie nieréwnosci Czebyszewa, wzor , wykonaliSmy dwa szacowanie, ktére w wielu
przypadkach moga by¢ bardzo niedoktadne (gdy e jest duze — pierwsze, gdy ¢ jest mate — drugie). Dlatego tez
nier6wno$¢ te oraz ptynace z niej wnioski warto traktowaé jako niezbyt precyzyjne. W przypadku, gdy znane sa
rozktady interesujacych nas zmiennych rezultaty otrzymane za pomoca nieréwnosci Czebyszewa mogg by¢ istotnie
poprawione. Jednak, gdy nie znamy rozkladéw, nieréwnos$é¢ Czebyszewa moze by¢ bardzo pomocna.

Nieréwnos$é Czebyszewa stuzy do szacowania prawdopodobienistw na podstawie znajomosci samych momentow,
najczesciej nadziei oraz wariancji:

Przyklad — 7.3. Zalozmy, ze zmienna losowa o rozkladzie ciagtym ma parametry m = F(X) = 100, 0 = \/D?(X) =
2. Szacujemy prawdopodobieristwo tego, ze:

0'2 _
() X >110.  P(X >110) = P(X —m > 10) < P(|X —m| > 10) < Z» = 0.04.

46
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(b) X <105. P(X<105)=1-P(X>105)>1-% =1—4/25=0.84

(¢) Szukamy takiej liczby M, aby P(X < M) > 0.99.

Wiemy, ze: P(X <M)=1-P(X>M)=1-P(X—-m>=2M-m) > 1—P(|X—m|>M—m)>1—ﬁ.
2 2

Wystarczy wiec znalezé takie M, ze 1 — (MSW > 0.99. Czyli, ze (Mim) < 0.01. Stad M > m + = 120.

\/00

Przykltad — 7.4 (Kontynuacja zadania o malinach, przyktad . Mozna obliczy¢, ze przy optymalnej wartosci a
(137.5) odchylenie standardowe zmiennej Z, o ~ 89.92184106. A wiec zgodnie z reguta 3o zysk posrednika zawiera
sie w przedziale (86.4844768, 626.0155232) z prawdopodobieristwem wiekszym niz § (¢wiczenie). W istocie wynik ten
jest wysoce niedokltadny, gdyz, jak tatwo zauwazy¢, dla tej wartosci a zysk zawiera sie w przedziale (112.5,412.5).

Przyklad — 7.5 (Kontynuacja przykladu . W celu zbadania duzej populacji os6b, podzielono ja na grupy,
a nastepnie pobrano od kazdej osoby krew oraz przeprowadzano analize taczna dla poszczegdlnych grup, wykonujac
odpowiedni test na probkach powstalych przez zmieszanie krwi oséb nalezacych do tej samej grupy. Gdy w pewnej
grupie wykryto wirus chorobowy, przeprowadzano odrebna analize dla kazdej osoby z tej grupy. Zalézmy, ze liczebnosé
populacji wynosi N, liczno$é grup wynosi n, zas k niech bedzie liczba grup (oczywiscie N = nk). Zakltadamy tez,
ze prawdopodobienistwo tego, ze dany czlowiek jest zarazony interesujacym nas wirusem wynosi p oraz ze obecnosé
wirusa u danej osoby jest niezalezna od jego obecnosci u innych oséb.

Wiemy, ze: Dla N = 1000, oraz p = 0.01 optymalnymi ze wzgledu na $rednig liczbe analiz parametrami sa:
n =10, k = 100. Wtedy oczekiwana liczba analiz wynosi m = E(X) = 195.68.

Pytanie: Czy liczba analiz moze przekroczyé¢ 2007 2507 3007

Policzmy na przyktad P(X > 300). Aby skorzysta¢ z nieréwnosci Czebyszewa musimy policzy¢ wariancje X.

Pamietamy, ze X = X1+...4+ Xk, gdzie X; sa niezalezne o takim samym rozktadzie dwupunktowym P(X; = 1) =
1-p™ P(Xi=n+1)=1-(1-p)™

Z niezaleznosci:

D*(X) = D*(X)) +...+ D*(X}).
Mozna policzy¢ (W przyblizeniu): D?(X;) ~ 8.65 oraz D?(X) =~ 865. Podobnie jak w przyktadzie poprzednim:

P(X >300) < (300 Gz ~ 0.0795.

Wynik ten mozna znacznie polepszyé. W istocie, P(X > 300) jest duzo mniejsze. Odpowiednie oszacowanie
bedzie mozliwe, gdy poznamy szczegdlny charakter rozktadu zmiennej X.
7.2 Stabe prawo wielkich liczb

Zalozenia Zaktadamy, ze: zmienne losowe X1, Xo, X3, ... sa okreSlone na tej samej przestrzenie proba-
bilistycznej (€2, X, P), sa niezalezne, maja skonczone nadzieje matematyczne oraz skoriczone i niezerowe

wariancje. Oznaczmy:

Xy 4.+ X
Sy =X +...+X,, X, = 2trran

Twierdzenie — 7.6 (Stabe prawo wielkich liczb). Przy powyzszych zatozeniach:

1. Jezeli istnieje takie M € R, ze D*(X;) < M dla wszystkich i, to dla kazdego € > 0

n
2. Zaktadamy dodatkowo, ze wszystkie nadzieje matematyczne sq sobie réwne i rowne m. Wtedy dla kazdego € > 0
lim P < Sn _ m ) =0.
n—oo n

3. Zatozimy, zZe kazda zmienna losowa ma taki sam rozktad dwupunktowy, P(X; = 0) =1—p, P(X; = 1) = p.
Wtedy dla kazdego € > 0

lim P

n—oo
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Dowaod. Ad 1. 7 niezalezno$ci zmiennych losowych mamy
D*(S,) = D*(X1) + ...+ D*(X,) < nM.

Stosujac nier6wnosé Czebyszewa do dla zmiennej losowej .S,,, dostajemy

Sp, — E(Sy
0< P('n()' > a) = P(IS — B(S,)| > ne) <
co daje teze (twierdzenie o trzech ciagach).

Ad 2. Wynika natychmiast z punktu 1, gdyz E(S,) = nm.

Ad 3. Wynika natychmiast z punktu 2, gdyz m = E(X;) = p, D*(X;) = p(1 — p). O

Interpretacja.
Punkt 2. Srednia po przestrzeni — $redniej po czasie.

Punkt 3. Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa jest zgodna z dawniej uzywang definicja czesto-
Sciowa.

Mocne prawo wielkich liczb. Sprawe interpretacji omowimy jeszcze dokladniej w rozdziale [I0] gdzie
udowodnimy pdzniej tak zwane mocne prawo wielkich liczb (w dwoch wersjach), ktore — jak sama nazwa
wskazuje — jest wynikiem mocniejszym niz udowodnione przed chwila stabe prawo wielkich liczb. Jego
dowod bedzie oparty na nieréwnosci Kolmogorowa, ktéra, w pewnym szczegélnym przypadku, wzmacnia
nieré6wnoé¢ Czebyszewa. Przytoczmy juz teraz jedna z wersji mocnego prawa wielkich liczb wzmacniajaca
istotnie punkt 2. w poprzednim twierdzeniu.

Twierdzenie —[10.16] (Mocne prawo wielkich liczb).

Niech X1, Xo, X3, ... bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie i skoriczo-
nej wartosci oczekiwanej m. Niech S, = X1+ Xo+ ...+ X,,.
Wtedy

P({W,}EEOW —>m}> =1.

n

7.3 Pytania

Pytanie 7.1. Wykazaé, ze dla zmiennej losowej X majacej skoniczona nadzieje matematyczng m i dla kazdego

dodatniego € > 0
B(X
P(lx| > 2) < 2D

Pytanie 7.2. Niech m = E(X), 02 = D*(X), a < m < b. Oszacowaé z gory P(X < a) i z dotu P(X < b).
Pytanie 7.3. Niech X ma rozklad o gestosci f: f(z) =0 dlax < 0 oraz f(x) =e * dlax > 0. Dla e > 0 obliczy¢

P(X > ¢) i porowna¢ otrzymany wynik z oszacowaniem wynikajacym z nieréwnosci Czebyszewa. ([ROZWIAZANIH

Pytanie 7.4. Sprawdzi¢, ze w przypadku rozktadu jednostajnego reguta 3o sie trywializuje.

Pytanie 7.5. Niech f : [0,1] — R bedzie funkcja ciagta, X, Xo, X3,... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych
losowych o rozktadzie B(1,p) kazda, S, = X1 + ...+ X,,. Wykazac¢, ze

i z(1(2)-50) -0

przy czym zbiezno$¢ ta jest jednostajna wzgledem p.
Pytanie 7.6. Wskaza¢ ciag wielomianow, ktore jednostajnie aproksymuja dang funkcje ciagla f na przedziale [0, 1].



Rozdzial 8

Wybrane rozklady prawdopodobienstwa

Wazniejsze rozklady dyskretne i ciggte

Rozktad jednopunktowy, d-Diraca, ..
Rozklad jednostajny dyskretny.
Rozktad jednostajny ciagty.

Rozktad Bernoulliego (dwupunktowy), (0,1,p) (B(1,p)).
Rozktad dwumianowy, B(n,p).
Rozktad Poissona, Pj.

Rozklad geometryczny Gy,.

Rozktad hipergeometryczny.

Rozktad Pascala.

Rozktad wyktadniczy, F).

. Rozktad Erlanga.

12. Rozklad normalny, N(m,o).

© XN WD

[E
= O

List of probability distributions
Rozklad jednopunktowy, 6.. Dla ustalonego punktu ¢ € R jest to rozktad @ skupiony w tym punkcie,
to znaczy: Q(c) = 1.

Jezeli X : 2 — R jest zmienng losowa, to

Px =< P(X =c¢)=1.

Rozklad jednostajny dyskretny na zbiorze skoiiczonym K. Jest to rozklad zadany na zbiorze
skoficzonym K = {z1,...,z,} jako Q(z;) = L dlai=1,...,n.

Przyktadowo, zmienna X opisujaca liczbe oczek jaka wypadla na kostce symetrycznej ma rozktad jednostajny
dyskretny.

B(X) = Ty = %Z@, DAX) = 23 (i — )7
i=1

i=1

Rozklad jednostajny, U(a,b). Niech a,b € R, a <b. Jest to rozktad o gestosci ﬁl[a’b].

Niewiele zjawisk podlega rozktadowi jednostajnemu.
Komputer ,potrafi” generowaé liczby wedtug rozktadu jednostajnego, co z kolei stuzy do generowania liczb z za-
danego z gory innego rozktadu (dyskretnego lub ciaglego), patrz punkt

49
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N2
E(X):a+b, DQ(X):(b a)
2 12
Dowdd.
b
1 b+a
EX: pr .
(X) /Qxb_adx 5
b 2 2
1 a+b (b—a)
DQX_EXQ—EXQ_/ 2 — =...= .
(X) = B - BX)* = [ a2 e (% P a

Rozklad Bernoulliego, dwupunktowy — (0,1,p) (B(1,p)). Niech 0 < p < 1. Jest to taki rozktad

Gdy X jest wynikiem do$wiadczenia, ktore ma doktadnie dwa mozliwe zakonczenia (porazka — 0, lub sukces — 1),
to X ma rozktad dwupunktowy.

E(X)=p,  D*X)=(1-pp.

8.1 Rozklad dwumianowy — B(n,p)
Rozktad @ nazywamy rozkladem dwumianowym, jezeli istnieja liczby n > 0 oraz p i g takie, ze 0 < p,q <

1, p+ g = 1 oraz zachodzi réwnos¢:

Q(k) = (Z)pkq"_k dlak=0,1,...,n.

n=20,p=.15
020
0.15
0.10
0.05
. |,
0 5 10 15 20
Zmien n, Zmien p
Twierdzenie — 8.1. Niech X,..., X, bedqg niezaleznymi zmiennymsi losowymi o takim samym rozktadzie dwupunk-

towym (0,1,p). Wtedy suma:

ma rozktad dwumianowy B(n,p).
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Dowdd. Ustalmy k, 0 < k < n. Zdarzenie {S,, = k} jest suma roztacznych zdarzen polegajacych na tym, ze doktadnie
k spoérod zmiennych losowych X7, ..., X, przyjmuje wartos¢ 1, a wiec pozostate n — k zmiennych przyjmuje wartosé
0. Niech A;, . ;. bedzie jednym z takich zdarzei, gdzie 41, ..., ¢, oznaczaja numery tych zmiennych, ktére przyjmuja
wartos¢ 1. Z kolei kazde zdarzenie A;, _;, jest iloczynem n zdarzen postaci {X; = ¢;}, gdzie ¢; = 1 lub ¢ = 0,
a prawdopodobienistwa tych zdarzen sa rowne odpowiednio p i q. Z niezaleznosci zmiennych X1, ..., X, wynika, ze:

P(Aily-~~7ik) = pkqn_k-

Poniewaz wskazniki i1, ..., 75 mozna wybra¢ na (Z) sposobow, wiec:
P =0 =P( U ) = X Pldis)
Ulyensll U1yl
_ n _
— Z pkqn k _ (k)pkqn k. O
Ulyeesll

Dla zmiennej X o rozktadzie dwumianowym B(n, p) zachodzi

E(X)=np,  D*X)=npq.
Dowadd. Jest to wniosek z powyzszego twierdzenia. O

Losowanie ze zwracaniem Przypusémy, ze pewna populacja sktada sie z N elementéw. Niech Ny
. . .. . . .. . _ No .
elementow tej populacji ma pewna wlasnos¢, powiedzmy wtasnos¢ W. Niech p = ¢. Losujemy ze
zwracaniem n elementéw i oznaczamy przez X liczbe tych sposréd nich, ktore maja wlasnosé W. Widacé,

ze zmienna losowa X ma rozktad dwumianowy B(n,p).

8.2 Rozklad Poissona — P,

Rozktad @ jest rozktadem Poissona, jezeli istnieje taka liczba A > 0, ze:
k

Q(k):e’)‘% dlak=0,1,2,...

lambda = 5.0

0 2 4 6 8 10

Zmien \
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Dowad.

0 Y Ak o0 . A1 . o0 A1

B(X)=> ke E:AZke S = e Z(k—l)!
k=0 k=1 k=1
e M AN
= )e Z i Ae et = .
k=0

Podobnie dla wariancji (¢wiczenie). O

Wiele zjawisk podlega rozktadowi Poissona. Zgodno$¢ taka zostata zaobserwowana w wielu konkretnych sytu-
acjach praktycznych.

Przyktad — 8.2. Juz ponad 100 lat temu probowano ustali¢ ile wypadkéw $miertelnych spowodowanych przez
kontakt z koniem zachodzi w jednym korpusie armii pruskiej w ciagu jednego roku. Uzyskano odpowiednie dane z 10
korpuséw za okres 20 lat. Okazalto sie, ze: w 109 przypadkach nie zaszlo zadne takie zdarzenie, w 65 przypadkach
w korpusie zdarzyt sie w ciggu roku jeden $miertelny wypadek, dwa $miertelne wypadki w ciaggu roku miaty miejsce 22
razy, trzy wypadki — 3 razy, a raz w pewnym Kkorpusie byty 4 wypadki Smiertelne. W ponizszej tabelce zawierajacej
te dane wyznaczono dodatkowo s$rednia wazong liczby wypadkéw $miertelnych w korpusie w ciagu jednego roku:
A = 0.61. Ostatni wiersz tabelki zawiera wartosci rozktadu Poissona o parametrze réwnym A w punktach 0,1, 2, 3, 4.
Widag¢, ze sg one bardzo zblizone do obliczonych wczesniej czestosci fo, . .., f1. Mozna na tej podstawie przypuszczac,
ze zmienna losowa X zdefiniowana jako liczba wypadkéw $miertelnych w ciagu roku w jednym korpusie miata rozktad
Poissona. Odpowiednie testy statystyczne zdecydowanie potwierdzaja to przypuszczenie.

k 0 1 2 3 1] SUMA

. 109 | 65| 22 3 1 200

fr = 0,545 | 0,325 | 0,11 | 0,015 | 0,005 1

ko fi 0]0325| 0220045 | 0,02 0,61
P(X =k)=Py(k) | 0,543 | 0,331 | 0,101 | 0,021 | 0,003 | 0,99957

Dane o liczbie émiertelnych wypadkéw spowodowanych przez konia w 10 korpusach armii pruskiej
w ciagu 20 lat (Bortkiewicz), patrz [§], strona 75.

Whniosek. X - liczba $miertelnych wypadkow w ciggu jednego roku w korpusie armii pruskiej ma rozktad Poissona

Py dla A = 0.61.

Nastepujace twierdzenie méwi o tym, ze rozktad Poissona jest w pewnym sensie granicg rozkltadéw dwumianowych.
W szczegolnosci, gdy mamy do czynienia z duza (n > 100) liczba niezaleznych prob Bernoulliego, z jednakowym,
malym (p < 0.1) prawdopodobieristwem sukcesu kazda, to liczba wszystkich sukcesow ma niemal dokladnie rozktad
Poissona z parametrem A\ = np. Istnieja do$¢ dokladne oszacowania btedu, jaki popelniamy przyblizajac rozktad
dwumianowy rozktadem Poissona.

Twierdzenie — 8.3. Niech liczby p, > 0 tworzq taki cigg, ze: limy, oo npn = A > 0 oraz niech k bedzie nieujemng
liczbg naturalng. Wtedy:
1; M k(1 n—k _ =X ¥
A el = pa) = g

Dowdd. Oznaczajac A\, = npn, mamy réwnosé

(Z)pﬁ(l—pn)”‘k :ﬁg =1 (—k+1) (1_ An)” <1_An>‘k‘.

nk n n
Poniewaz k jest ustalone, to ostatni czynnik zmierza do 1. Drugi czynnik jest rowny 1 - (1 —k%) N %), wiec
tez zmierza do 1. Istotne sa czynniki pierwszy oraz trzeci i zmierzaja one odpowiednio do % oraz e . O

Warto poréwnaé¢ obydwa rozktady dla wybranych parametrow.
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n =100, p=20,01 n=>50, p=0,1 n =100, p=0,1
rozklad rozklad rozklad rozklad rozklad rozklad
k dwum. Poissona dwum. Poissona dwum. Poissona
0 0,3660 0,3679 0,0052  0,0067 0,0000 0,0000
1 0,3697 0,3679 0,0286 0,0337 0,0003 0,0005
2 0,1849 0,1839 0,0779 0,0842 0,0016  0,0023
3 0,0610 0,0613 0,1386 0,1404 0,0059 0,0076
4 0,0149 0,0153 0,1809 0,1755 0,0159 0,0189
5 0,0029 0,0031 0,1849 0,1755 0,0339 0,0378
6 0,0005 0,0005 0,1541 0,1462 0,0596 0,0631
7 0,0001 0,0001 0,1076  0,1044 0,0889 0,0901
8 0,0000 0,0000 0,0643 0,0653 0,1148 0,1126
9 0,0000 0,0000 0,0333 0,0363 0,1304 0,1251
10 0,0000 0,0000 0,0152  0,0181 0,1319 0,1251
11 0,0000 0,0000 0,0061 0,0082 0,1199 0,1137
12 0,0000 0,0000 0,0022 0,0034 0,0988  0,0948
13 0,0000 0,0000 0,0007 0,0013 0,0743 0,0729
14 0,0000 0,0000 0,0002 0,0005 0,0513 0,0521
15 0,0000 0,0000 0,0001 0,0002 0,0327 0,0347
n=200,p = 3e-1 lambda = 6.0
0.16 0.16
0.14 0.14
0.12 0.12
0.10 0.10
0.08 0.08
0.06 0.06
0.04 0.04
0.02 0.02
0 Lo, 0
0 5 10 15 20 0 2 4 6 8
n = 200, p = 0.03; Zmien A=6

Twierdzenie — 8.4. Suma niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach Poissona ma rozktad Poissona.

Dowdd. Niech X ma rozklad Py, a Y rozkiad P,. Niech k > 0 bedzie ustalone.

k
P(X+Y =k) = < U (X:z',Y:j)) = > PX=i)PY =j)=)Y PX=iPY =k—i)
i+j=k i+j=k i=0
)\z B /’L —1i B Azﬂk—z B (>‘+/~")k
AN u — —(\+p) — (A tp)
; k—a ¢ gi!(k—i)! ¢ Ko -

Przyklad — 8.5. W ostatnich pieciu latach zanotowano 7, 6, 5, 5, 6 przypadkow utonie¢ w Wisle (dane fikcyjne).
Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze w nadchodzacym roku liczba X utonie¢ w Wisle bedzie:
(a) rowna 0, (b) wieksza od 6, (c) co najmniej dziesie¢.

7 charakteru zjawiska wynika, ze zmienna losowa X ma rozktad Poissona Py. Srednia liczba utonie¢ w roku wynosi
w = 5.8. Jezeli zalozymy, ze w poprzednich latach rozklad utonieé¢ podlegat temu samemu rozktadowi, czyli
rozktadowi o wartosci oczekiwanej A, to mozna przyjaé¢ (wyjasni to dokladniej statystyka), ze A = 5.8. Z komputera
(Excel, Maple, Mathematica i duzo wiecej), lub z tablic (nie polecam) otrzymujemy wartosci prawdopodobienstw
Py (k) oraz wartosci dystrybuanty Fy(k) dla k= 0,1,2,.... Mamy wiec dla A = 5.8:

(a) P(X =0) = P\(0) ~ 0.0030 — niestety bardzo mate.

(b) P(X >6)=1—P(X <6)=1—F\(6) ~1—0.6384 = 0.3616 — dos¢ duze.

(c) P(X>210)=P(X>9)=1-P(X <9)=1—-F\(9) ~1-0,9292 = 0.0708 — juz niezbyt duze.
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8.3 Rozklad hipergeometryczny

Rozktad @ nazywamy hipergeometrycznym, jezeli istnieja liczby naturalne N, No < N, n < N takie, ze
dla kazdego k = 0,1, 2,...n zachodzi:

(0 o)

Qk) =
()

Oznaczajac p = % oraz ¢ = 1 — p otrzymujemy:

(V) (%)

QUk) =
W=

04

0 1 2 3 4 5 6

N =50,p=04, Zmien n =5

Przypusémy, ze pewna populacja sktada sie z N elementéw, przy czym Ny elementéw ma wilasnosé W. Lo-
sujemy bez zwracania n elementéw i oznaczamy przez X liczbe wylosowanych elementéw majacych wlasnosé W.
Latwo zauwazy¢, nawiazujac do rozwazan dotyczacych losowania ze zwracaniem, ze zmienna losowa X ma rozktad
hipergeometryczny.

N —n

E(X) = D?(X) = .
(X) = np, (X) = npg—y

Dowdd. Maple, Cwiczenie 8.5. O

Przy losowaniu n elementéw ze zwracaniem i przy losowaniu n elementéw bez zwracania z populacji o liczebnosci
N z wyrdzniong frakcja losujemy $rednio tyle samo elementéw z tych frakcji. Jednak przy losowaniu bez zwracania
wariancja jest mniejsza.

Poréwnajmy odpowiednie rozktady.

8.4 Rozklad geometryczny, G,.
Rozktad @ jest rozktadem geometrycznym, jezeli istnieja liczby p, q, 0 < p, ¢ < 1, p+ q = 1 takie, ze

Qk)=¢""1p, dlak=1,2,3,...
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p=.15

0.15
0.10
D.05

. ‘ ‘ ‘ | Ll Ly

2 4 6 8 12 14 16 18 20

Zmien p
Twierdzenie — 8.6. Niech X1, X2, X3,... bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o takim samym rozktadzie dwu-

punktowym (0,1,p). Wtedy funkcja
T =min{n >1: X, =1},

nazywana czasem oczekiwania na pierwszy sukces w nieskonczonym ciggu prob Bernoulliego, jest zmienng losowq
o rozktadzie geometrycznym Gyp.

Dowdd. Zauwazmy, ze zdarzenie {T" = n} jest takie samo jak zdarzenie {X; = 0,...,X,,—1 = 0, X,, = 1}. Z nieza-
leznosci zmiennych losowych X; otrzymujemy

P(T=n)=P(X;=0,...,X,1=0,X,=1)
=P(X;=0)-...-P(X,_1=0)-P(X,,=1)=¢""'p. .

Jesli X jest zmienng o rozkladzie geometrycznym G, to

Dowdd. Wiadomo, ze

lezi, dla |z| < 1.
; -

1
=0
Po zrézniczkowaniu otrzymujemy:
o)
- 1
- i—1
=——— dl < 1.
Z 1T e a |x|
=1
Teraz, biorac x = 1 — p otrzymujemy:
: i—1 1 1
E(X)=> il-p)'p=p- - =—.
im1 p p
Wariancje oblicza sie podobnie (¢wiczenie). O

8.5 Rozklad Pascala, ujemny rozklad dwumianowy

Rozktad @ nazywamy ujemnym rozkladem dwumianowym (lub rozkladem Pascala), jezeli istnieja: liczba
naturalna r > 1 oraz rzeczywista p > 0 takie, ze

r+k—1

Q(r+l<:):< -

>p”(1 —pk, dlak=0,1,2,...
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p=.50

0.08
0.06

0.04

0 |I|I|-.
20

0 5 10 15 25

Zmien r = 5

Zauwazmy, ze rozktad geometryczny jest szczegdlnym przypadkiem ujemnego rozktadu dwumianowego dla r = 1.

Twierdzenie — 8.7. Niech X1, Xo, X3,... bedzie ciggiem niezaleznych prob Bernoulliego o takim samym prawdopo-
dobienstwie sukcesu p w kazdej probie. Okreslamy:

T, :=min{n: 31 < k; < --- < k, =n takie, ze X, =1, dlai=1,...,r}.

Wtedy, T, jest zmienng losowqg o ujemnym rozktadzie dwumianowym. Inaczej: Czas oczekiwania na pierwszych r
sukcesow w nieskoniczonym schemacie Bernoulliego ma ujemny rozktad dwumianowy.

Dowaod. Dowdd jest bardzo podobny do analogicznego twierdzenia o rozktadzie geometrycznym.
{Tr =7+ k} = U{Xl =€l Xpdkho1 = Epth1, Xppk = 1}7

gdzie sumowanie odbywa sie po wszystkich {e1,...,&.1,_1} takich, ze sposrod nich » — 1 ma warto$é¢ 1 oraz k. ma
wartosé 0. Wtedy P({X1 =¢€1,..., Xoih1 = Erak1, Xppr = 1}) = p" (1 — p)*. d

Mozna takze udowodni¢ twierdzenie, ktore jeszcze inaczej pozwala spojrzeé¢ na problem czaséw oczekiwania:

Twierdzenie — 8.8. Niech T1,...,T, bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o takim samym rozktadzie
geometrycznym kazda.
Wtedy suma T1 + - - - + T ma ujemny rozktad dwumianowy.

Dowdd. Indukcja ze wzgledu na r (¢wiczenie). O

Dla zmiennej losowej X o ujemnym rozktadzie dwumianowym zachodzi

. 1 _
Bx)=",  prx) =P
p p
Dowdd. Wynika z poprzedniego twierdzenia (¢wiczenie). O

8.6 Rozklad wyktladniczy, F)

Rozktad @) nazywamy rozkladem wykltadniczym, jezeli istnieje taka liczba A > 0, ze funkcja f okreslona
wzorem

f(w)_{o, dlaz <0

Xe ™ dlaz>0.

jest gestoscia tego rozkladu.
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lambda = .5
1.51
0. : : ; . .
0 2 4 6 8 10
Rozktad wyk%adniczy
Zmien A = 0.5

Dystrybuanta

F(x):/f f(t)dt:{o, dlaz <0

1—e ™, dlaz>0.

Dowdd. Proste przeliczenie (¢wiczenie).

o7

(8.1)

O]

Rozklad wyktadniczy jest ciaglym odpowiednikiem rozktadu geometrycznego. Moéwiac niedcisle, czas oczekiwania
na pierwszy sukces w nieskoriczonym ciggu niezaleznych préb Bernoulliego ma w przyblizeniu rozktad wyktadniczy
o parametrze A, o ile czas pomiedzy kolejnymi probami jest bardzo maty, a prawdopodobieristwo sukcesu w pojedyn-
czej probie jest malte i proporcjonalne do tego czasu, przy czym parametr X jest wspotczynnikiem tej proporcjonalnosci.
Inaczej, gdy jednostka czasu jest § oraz p jest bliskie zeru, to rozkltad geometryczny o parametrze p i wyktadniczy

A = p sg podobne. | Zobacz sam.

Ponizej formutujemy odpowiednie twierdzenie.

Niech A > 0 bedzie ustalone.
Dla § > 0 oznaczamy p = ps = A - 0.

Niech X, X5, X3, ... bedzie ciaggiem niezaleznych zmiennych losowych, z ktorych kazda ma rozktad dwupunktowy

0 parametrze p.
Niech
T=¢émin{n>1:X, =1}

Niech F' oznacza dystrybuante rozktadu wykladniczego o parametrze .
Twierdzenie — 8.9. Dla kazdego t € R
Fr(t) — F(t) gdy 6 — 0.

Dowdd. Dla t < 0 — trywialne.
Niech ¢ > 0. Zmienna losowa % ma rozklad geometryczny. Niech n = [%].

k=n+1

FT(t):P(Tgt)zl—P(T>t):1—P<§>(é):l_ Z (1_p)k—1p
:1_(1—;9)":1—(1—(5:)(S t_ré—>1—e—”:F(t),

—rs
dla 6 — 0, gdyZOér(g:%—n< 1, wiec (1—51> zmierza do 1.
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[lustracja twierdzenia

Twierdzenie — 8.10. Niech 11,...,T, bedg zmiennymi losowymi niezaleznymi o takim samym rozkltadzie wyktadni-
czym o parametrze A. Niech S, =11 + ...+ T,.
Wtedy S, ma rozktad o gestosci fy:

fr(z) = )\((:\:E);)_!le)‘x dla x>0

oraz fr(x) =0 dla z < 0.

Powyzszy rozklad nosi nazwe rozktadu Erlanga.

Dowaod. Rachunkowy dowdd polega na zastosowaniu indukcji oraz nastepujacego wzoru na gestosé sumy niezaleznych
zmiennych losowych o rozktadach ciaglych (¢wiczenie). O

Twierdzenie — 8.11. Niech X oraz Y bedq niezaleznymi zmiennymi losowymi o gestoSciach fx oraz fy. Wiedy
zmienna losowa X +Y ma rozktad ciggly o gestosci:

Ixyv(2) = /_OO Ix (@) fy(z —t)dt.

Dowdd. Wykorzystuje twierdzenie o zmianie zmiennych w calce podwojnej oraz twierdzenie Fubiniego. O

Indukecyjnie mozna pokazaé, ze dystrybuanta wyraza si¢ wzorem (¢wiczenie):

Q)L M A
Fr(t):/o ((7‘—)1)!6 AMp =1—e <1+1!+'”+((r—)1)!>.

lambda=.5 r=1 lambda =.5 r=3 lambda=.5 r=6 lambda=.5 r=10
0.12 0.08 0.06
020 0.07

0.10 0.05
0.06

015 0.04
003 0.05

0.06 0.04 0.03
0.10
0.03
0.04 002
0.02

0.02 0.01
0.01

0.05

8.7 Proces Poissona

Twierdzenie — 8.12. Niech 11,715,715, ... bedg zmiennymi losowyms niezaleznymi o takim samym rozktadzie wy-
ktadniczym o parametrze A. Niech S, =11 + ...+ T,. Kladziemy dodatkowo Sy = 0. Definiujemy:

N; := max{n : S, <t},

gdzie t > 0 jest ustalong liczbg.
Wtedy zmienna losowa Ny ma rozktad Poissona o parametrze \t.

Komentarz. Zmienna N; oznacza liczbe sukcesow, ktore maja miejsce na odcinku czasu (0,¢) w ciagu niezaleznych
prob Bernoulliego, o ile proby te moga byé powtarzane nieskoiiczenie czesto, a prawdopodobieristwo pojawienia sie
sukcesu w bardzo malym odcinku czasu At wynosi w przyblizeniu AAt.

Dowdd. Zauwazmy, ze zdarzenie {N; = k} jest rowne zdarzeniu {Sg < t} \ {Sk4+1 < t}. Tak wiec:

P(Ny = k) = Fi,(t) — Fippa (1),
gdzie F}, oznacza dystrybuante zmiennej losowej Si, ktéra ma rozktad Erlanga. Poprzednio okredlilismy juz dystry-
buante F}.

TP CDLISY
Stad latwo widac, ze: P(Ny = k) = . O

K C
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Proces stochastyczny. Rodzina zmiennych losowych okreslonych na tej samej przestrzeni probabili-
stycznej indeksowana przez czas nazywa sie procesem stochastycznym. Najczedciej zbiorem czaséw jest
zbior liczb naturalnych lub zbior nieujemnych liczb rzeczywistych. Powyzsza rodzina { Ny}~ jest wlasnie
takim przypadkiem i nazywa sie procesem Poissona.

8.8 Pytania

Pytanie 8.1. Dwoch graczy wykonuje 10 rzutéw kostka. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze obydwaj otrzymaja

Pytanie 8.2. Czy/kiedy suma dwoch niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach dwumianowych ma rozklad

dwumianowy? (|[ROZWIAZANIE

Pytanie 8.3. Ile rodzynek podczas wyrabiania ciasta trzeba $rednio przeznaczy¢ na buleczke, aby losowo wybrana
buleczka z prawdopodobienistwem 0,95 lub wiekszym zawierala co najmniej jedna rodzynke? Jakie wtedy bedzie

Pytanie 8.4. Przeprowadzi¢ dowod twierdzenia |8.11

Pytanie 8.5. Znalez¢ rozklad sumy niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie U (0, a) kazda.

Pytanie 8.6. Wykazaé, ze minimum dwoéch niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach wyktadniczych ma roz-

ktad wykladniczy.
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Rozklad normalny

Najczesciej spotykamy sie z rozkladem Gaussa, zwanym takze normalnym.

Rozklad normalny, N(m,o). Rozktad @ nazywamy rozkladem normalnym, jezeli istnieja takie liczby
rzeczywiste m oraz o > 0, ze funkcja f: R — R, okreslona wzorem:
1

1/z—m\2
flz)= e 20577 dlazeR,
V2ro

jest gestoscia tego rozkladu.

m=20 sigma=2

0.18
0.16
0.14
0.12
0.10
0.08
0.06
0.04

0.02

Zmien m, Zmien o

f jest rzeczywiscie gestoscia. Wiadomo (podstawowy fakt z analizy matematycznej, ¢wiczenie), ze

0 1,2
/ e 2 dt = V2.

—00

L=M otrzymujemy:

Stosujac podstawienie ¢ = *—

(z—m

/oof()d /Oo S (R /OO “dt=1
Tr)axr = (& o €T = e = 1.
—o0 —0o V21O V2T J o

Interpretacja parametrow. m — punkt maksimum globalnego gestosci (¢wiczenie).

N|=

m — o, m+ o — punkty przegiecia gestosci (¢wiczenie).

Dowdd. Proste catkowanie przez podstawienie.

Oznaczenie. @®,,, — dystrybuanta rozktadu normalnego N(m, o), czyli

1 * —m
‘I’m,cr(fE) = \/%O’/ 6_%(t o )? dt.

60
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9.1 Standardowy rozklad normalny, N(0,1)

Rozktad N(0,1) — standardowy rozklad normalny.
E(X)=0, D*X)=1.

Oznaczenie. & — ®(; — dystrybuanta rozktadu normalnego standardowego, czyli

() —3t* gt

1 x
= — e
\/27T /;oo

0.39¢

®(1) = 0.8413447461 ®(2) = 0.9772498681

Pozyteczne wzory (¢wiczenie):

B(0) = 0.5,
O(—x) =1— (),
P(|X| <e)=®(e) — ®(—¢) =2P(c) — 1, gdy X ~ N(0,1),

D, 0(z) =P
o

Przed era komputerowa w powszechnym uzyciu byty tablice rozktadu N(0, 1).

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,5000  0,5040  0,5080  0,56120  0,5160  0,56199  0,5239  0,5279  0,5319 _ 0,5359
0,5398  0,5438  0,5478  0,5517  0,5557  0,5596 0,5636  0,5675 0,5714  0,5753
0,5793  0,5832  0,5871  0,5910  0,5948  0,5987  0,6026  0,6064  0,6103  0,6141
0,6179  0,6217  0,6255 0,6293  0,6331  0,6368  0,6406  0,6443  0,6480  0,6517
0,6554  0,6591  0,6628  0,6664 0,6700 0,6736  0,6772 0,6808  0,6844  0,6879
0,6915  0,6950 0,6985 0,7019  0,7054 0,7088  0,7123  0,7157  0,7190  0,7224
0,7257  0,7291  0,7324  0,7357  0,7389  0,7422  0,7454  0,7486  0,7517  0,7549
0,7580  0,7611  0,7642  0,7673  0,7704  0,7734  0,7764  0,7794  0,7823  0,7852
0,7881  0,7910  0,7939  0,7967  0,7995  0,8023  0,8051  0,8078  0,8106  0,8133
0,8159 0,8186 0,8212 0,8238  0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365  0,8389
0,8413  0,8438  0,8461 _ 0,8485  0,8508  0,8531  0,8554  0,8577  0,8599  0,8621
0,8643  0,8665 0,8686  0,8708  0,8729  0,8749  0,8770 0,8790  0,8810  0,8830
0,8849  0,8869  0,8888  0,8907 0,8925 0,8944  0,8962 0,8980  0,8997  0,9015
0,9032  0,9049  0,9066  0,9082 0,9099 0,9115 0,9131  0,9147  0,9162  0,9177
0,9192  0,9207  0,9222  0,9236  0,9251  0,9265 0,9279  0,9292  0,9306  0,9319
0,9332  0,9345  0,9357  0,9370  0,9382  0,9394  0,9406  0,9418  0,9429  0,9441
0,9452  0,9463  0,9474  0,9484  0,9495 0,9505 0,9515 0,9525  0,9535  0,9545
0,9554  0,9564  0,9573  0,9582  0,9591  0,9599  0,9608  0,9616  0,9625  0,9633
0,9641  0,9649  0,9656  0,9664  0,9671  0,9678  0,9686  0,9693  0,9699  0,9706
0,9713  0,9719  0,9726  0,9732  0,9738  0,9744  0,9750 0,9756  0,9761  0,9767
0,9772 _ 0,9778  0,0783 _ 0,9788 0,793 _ 0,0798  0,9803 0,808  0,9812 _ 0,9817
0,9821  0,9826  0,9830 0,9834  0,9838 0,9842 0,9846  0,9850 0,9854  0,9857
0,9861  0,9864  0,9868 0,9871  0,9875 0,9878  0,9881  0,9884  0,9887  0,9890
0,9893  0,9896  0,9898  0,9901  0,9904  0,9906  0,9909 0,9911  0,9913  0,9916
2,4 | 0,9918 0,9920 0,9922  0,9925  0,9927  0,9929  0,9931  0,9932  0,9934  0,9936
2,5 | 0,9938  0,9940  0,9941  0,9943  0,9945  0,9946  0,9948  0,9949  0,9951  0,9952
2,6 | 0,9953  0,9955  0,9956  0,9957  0,9959  0,9960  0,9961  0,9962  0,9963  0,9964
2,7 | 0,9965 0,9966  0,9967  0,9968  0,9969  0,9970  0,9971  0,9972  0,9973  0,9974
2,8 | 0,9974 0,9975  0,9976  0,9977  0,9977  0,9978  0,9979  0,9979  0,9980  0,9981
2,9 | 0,9981 0,9982  0,9982  0,9983  0,9984  0,9984  0,9985  0,9985  0,9986  0,9986
3,0 | 0,9987 0,9987 0,9987 0,9988  0,9988  0,9989  0,9989  0,9989  0,9990  0,9990

NNNNFRRRRRRRRRO0OO0000000008
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9.2 Centralne twierdzenie graniczne

W tym punkcie zakladamy, ze:
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Zalozenie.

(Q, %, P) jest przestrzeniq probabilistycznag, zas X1, Xo, X3,... — ciagiem niezaleznych zmiennych loso-
wych okreslonych na Q. Wszystkie zmienne losowe X; majq taki sam rozktad, a ich wspdlna nadzieja
matematyczna m oraz wariancja o istniejq i sq¢ skoriczone, przy czym o > 0 (ten ostatni warunek ozna-
cza, ze zmienne losowe nie sq statymi).

Spn=X14+ -+ Xa.

Zmienng, losowa:

Sy —E(Sy)  Sp—mnm
n- D2(Sn) O'\/ﬁ

nazywamy standaryzacja sumy S,.
Jak tatwo zauwazy¢:
E(Z,)=0 oraz D*Z,) =1.

Twierdzenie — 9.1 (Twierdzenie Lindeberga-Lévy’ego, centralne twierdzenie graniczne (CTG)).
Dla kazdego x € R zachodzi réwnosé:
lim P(Z, < x) = ®(z).
n—o0
Twierdzenie — 9.2 (CTG dla sum). Rozktad zmiennej losowej S, jest asymptotycznie réwny rozktadowi N (nm, o/n).
Inaczey:

lim <F5n (x) — @nm’U\/ﬁ(az)> =0,

n—oo
dla x € R.
Twierdzenie — 9.3 (CTG dla $rednich). Rozktad zmiennej losowej %" jest asymptotycznie réwny rozktadowi N (m, % .
Inaczej:
b (P18 0) =
dla x € R.

Dowod oparty na teorii funkeji charakterystycznych bedzie pozniej, patrz punkt [I1.3]

Centralne twierdzenie graniczne jest prawdziwe przy duzo ogdlniejszych zalozeniach. W szczegélnosci zmienne
losowe nie musza mie¢ takiego samego rozktadu, a nawet nie musza by¢ niezalezne. Jednakze, réznym wersjom
centralnego twierdzenia granicznego przyswieca ta sama idea:

Suma niewiele zaleznych od siebie skladnikéw losowych, z ktorych zaden nie dominuje istot-
nie nad pozostalymi, ma w przyblizeniu rozklad normalny.
Z twierdzenia |9.1| otrzymujemy natychmiast klasyczne twierdzenie:

Twierdzenie — 9.4 (de Moivre’a-Laplace’a). Niech X, Xo, X3,... bedzie ciggiem niezaleznych préb Bernoulliego,
z takim samym prawdopodobieristwem sukcesu p i porazki ¢ =1 — p w kazdej probie (0 < p < 1). Wtedy:

Sp —np >
Pl—— <z | — &(x),
(vnpq ()

dla kazdego x € R.

[lustracja twierdzenia

Przyklad — 9.5 (Eksperyment, rzuty kostka). Wyobrazmy sobie eksperyment polegajacy na wielokrotnym rzucie
kostka do gry. Suma uzyskanych oczek S jest zmienng losows majaca, zgodnie z CTG, w przyblizeniu rozktad
N(nm,o\/n), gdzie m oraz o sa odpowiednio nadzieja matematyczna oraz odchyleniem standardowym zmiennej
losowej X, reprezentujacej wynik pojedynczego rzutu, a n jest liczba wykonanych prob. Poniewaz X ma rozktad
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dyskretny, skupiony w punktach 1,2, 3,4, 5, 6 przyjmowanych z jednakowym prawdopodobieristwem %, wiec bez trudu
mozna stwierdzié, ze:
V105

m = 3.5 oraz o = 5 ~ 1.7078251.

Przypusémy, ze wykonano 1000 rzutéw (n = 1000). Wowezas na podstawie CTG suma S1gpp ma w przyblizeniu
rozklad N (3500, 54.00617).
Zweryfikujmy doswiadczalnie uzyskany wynik. W tym celu mozna przeprowadzi¢ symulacje tysiaca rzutéw kostka
za pomoca komputera, uzyskujac odpowiednia warto$é sumy wszystkich uzyskanych oczek.
Doswiadczenie to powtoérzymy 400 razy, uzyskujac 400 wartodci sumy oczek.
Wyniki:
3567,3423,3424,...,3671, 3558, 3582.

sa przedstawione graficznie w postaci histogramu. W tym celu przedziat [3300, 3700] zostal podzielony na 20 réwnych
przedzialéw i zostala policzona liczba danych znajdujacych sie w kazdym z tych przedziatow, n;, ¢ =1,...,20, a na
rysunku zostaly zaznaczone prostokaty o wysokosciach 5% nad kolejnymi przedziatami. Tutaj N = 2?21 n;. Widac,

ze suma pol = 1. Histogram poréwnano na wspolnym rysunku z gestoscia rozktadu N (3500, 54,00617).

0.007 0.007 /\
0006 0.006 /
0.004 0.004

0.003 —1
0.003 -

0.002
0.002

0.001
0.001

0
0 [ 3300 3400 3500 3600 3700

3300 3400 3500 3600 3700

W istocie nie trzeba rzucaé kostka az 1000 razy aby suma oczek miata rozktad w przyblizeniu normalny. Faktycznie
wystarczy ograniczy¢ liczbe rzutéw do kilkunastu. Moze o tym $§wiadczy¢ poréwnanie rozktadu sumy z odpowiednim
rozktadem normalnym z naturalnie dobranymi parametrami.

m=7/2,sigma=170 m =7, sigma= 240
0.16 7
0.201 0.14 -
0.12 4
0.151
0.10 1
0.08 -
0.101
0.06 -
005_ 004_
0.02 1
/ —— 0"/ \
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 0o 2 4 6 8 10 12 14

Liczbarzutéw =1 Liczba rzutow = 2
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m = 35, sigma = 5.38 m =70, sigma = 7.59
0.07 0.05
0.061
0.04-
0.057
0.04 0.03 |
003' 002.
0.02
0.011
0.011 H h
0 q’l'rr )}I‘P , 0- ..||||H ||||||..
20 30 40 50 60 40 60 80 100 120
Liczba rzutow = 10 Liczbarzutow = 20

Nawet, gdy kostka jest wyraznie sfalszowana (,,1” wypada duzo czesciej niz 67 — patrz rozklad na nastepnym
rysunku) suma oczek do$¢ szybko ,normalnieje".

m =49/20, sigma = 1.71 m=49/10, sigma = 242
0.5 0.251
0.4 0.201
0.3 0.151
0.24 0.10
j 0.05 /
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 -2 0 2 4 6 3 10 12
Liczbarzutéw =1 Liczba rzutow =2
m =49, sigma = 7.65 m=147/2, sigma = 9. 38
0.05- 0.04
0.041
0.037
0.031
0.024
0.02-
0.01- 0.014
0- il il : ; , 0- } : : ; .
40 60 80 100 120 40 60 80 100 120 140 160 180
Liczba rzutow = 20 Liczba rzutéw = 30

Przyktad — 9.6. Rzucono 1000 razy symetryczng kostka do gry. Obliczyé prawdopodobieristwo tego, ze ,,6” wypadia
wiecej niz 150 razy.
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Zauwazmy najpierw, ze interesujaca nas ilos¢ ,6” jest sumg S,, n = 1000, niezaleznych prob Bernoulliego
o prawdopodobienistwie sukcesu p = % w kazdej probie. Zgodnie z centralnym twierdzeniem granicznym, suma ta
ma w przyblizeniu rozktad normalny N (np, /npq). Wstawiajac wartosci liczbowe otrzymujemy: P(Sjgo0 > 150) =

150 — 1000
6 ~ — ~ ; :
~1—®(—1.41) = ¢(1.41) =~ 0.9207, gdzie ostatnia

51
\/100031

Przyktad — 9.7. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze przy 1000 rzutach moneta symetryczna réznica miedzy iloscia
reszek i ortow bedzie wynosi¢ co najmniej 1007 Podobnie jak poprzednio, ilo§é uzyskanych ortéw jest suma S, n =
1000, niezaleznych prob Bernoulliego o prawdopodobienistwie sukcesu p = % w pojedynczej probie. Chcemy obliczyé
P(|Sp,—(n—S,)| = 100), czyli P(|S,, —500| > 50). Prawdopodobieristwo zdarzenia przeciwnego jest w bardzo duzym
przyblizeniu réwne:

Fs,(550) — Fi, (450) ~ 0 5 35(550) — g 5. 15(450) = ®(V10) — d(—v/10) = 28(v/10) — 1 ~ 28(3.1622) — 1 ~
0.9984.

Interesujace wiec nas prawdopodobienstwo wynosi w przyblizeniu 0, 0016.

1 — P(S1000 < 150) = 1 — @y, /mipg(150) = 1 — @

liczba pochodzi z tablic rozktadu normalnego.

Przyklad — 9.8 (Kontynuacja przyktadu o liczbie analiz). W celu zbadania duzej populacji osob, podzielono
ja na grupy, a nastepnie pobrano od kazdej osoby krew oraz przeprowadzano analize taczng dla poszczegbdlnych grup,
wykonujac odpowiedni test na probkach powstatych przez zmieszanie krwi oséb nalezacych do tej samej grupy. Gdy
w pewnej grupie wykryto wirus chorobowy, przeprowadzano odrebna analize dla kazdej osoby z tej grupy. Zatézmy,
ze liczebnos¢ populacji wynosi N, licznosé grup wynosi n, za$ k niech bedzie liczba grup (oczywiscie N = nk).

Zaktadamy tez, ze prawdopodobienistwo tego, ze dany cztowiek jest zarazony interesujacym nas wirusem wynosi
p oraz ze obecnos$¢ wirusa u danej osoby jest niezalezna od jego obecno$ci u innych oséb.

Pamietamy, ze dla N = 1000, oraz p = 0.01 optymalnymi ze wzgledu na $rednig liczbe analiz parametrami sa:
n = 10, k = 100. Wtedy oczekiwana liczba analiz wynosi m = E(X) = 195.68. Pytanie: czy liczba analiz moze
przekroczy¢ 3007

Stosujac nierownosé¢ Czebyszewa stwierdzilismy, ze: P(X > 300) < 0.0795.

Stosujac CTG mozemy zalozy¢, ze zmienna losowa X oznaczajaca liczbe analiz ma rozktad normalny, N(m, o).
Obliczylismy juz poprzednio: m = 195.68, o = 865.

Mamy wiec: P(X >300)=1—-P(X <300)=1—-® (M) ~1—0.999607712 = 0,000392288.

g

Uwaga — 9.9 (Reguta 1.96). Jezeli zmienna losowa X ma rozktad normalny N(m, o), to

P(X € (m—1.960,m + 1.960)) ~ 0.95.

Dowad.

P(X € (m —1.960,m + 1.960)) = ®, ,(m + 1.960) — D, (m — 1.960)
=20(1.96) — 1 ~ 2-0.975002104851780 — 1 = 0.950004209703559. L]

Dla dowolnej zmiennej losowej X o parametrach m = E(X), 02 = D?(X) z reguly 30 otrzymujemy:

P(X(e (m—30,m+30)) >

NeR o)

Gdy zatozymy normalnos¢ X, to
P(X(e (m—30,m+30)) =29(3) —1~2-0.999 — 1 =~ 0.997.
Przyktad — 9.10. Aby stwierdzié, jak wielu wyborcow popiera obecnie partie ABC, losujemy sposrod nich reprezen-

tatywna probke i na niej przeprowadzamy badanie. Jak duza powinna by¢ ta préobka, aby uzyskany wynik réznit sie
od rzeczywistego poparcia dla partii ABC nie wiecej niz o b = 3% z prawdopodobienistwem co najmniej 1 —a = 0,957

Niech p € (0,1) oznacza faktyczne (lecz nieznane) poparcie dla partii ABC'. Jezeli probka sktada sie z n osob,
z ktorych S, wyrazito poparcie dla ABC, to liczba % jest poparciem wyznaczonym na podstawie probki. Mozemy
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zalozy¢, ze S, jest suma niezaleznych zmiennych losowych &; o rozktadzie: P(§; =0) =1—p, P(§; = 1) = p. Chcemy
znalez¢ takie n, zeby:
4
Sn

Poniewaz rednia arytmetyczna 2% ma w przyblizeniu rozktad normalny, wigc:
g
by/n by/n
= - +b) - - )= —| - ——— ] .
py/EB PO =2, i Y) < p(1 - p)> ( p(1 p)>

Czyli powinna by¢ spelniona nastepujaca nier6wnosc:

2@(W>—121—a,
)

Sn—p’éb)}l—a.
n

S, Sh,
—p‘ <b> ZP(n € (p—b,p+b)>

n

ktora jest z kolei réwnowazna:
2
o 1(1-¢
SIS ) .

Chociaz nie znamy p, wiemy, ze (1 —p)p < i. W takim razie n spelniajace nier6wnosé:

—1 o« 2
n> (W) 0.25,

spelnia takze poprzednia nieréwnosé, a wiec okresla (z naddatkiem) wystarczajaca wielko$¢ probki.

Podstawiajac b = 0.03, a = 0.05, otrzymamy: n > 1067.

Jezeli jeszcze przed losowaniem probki mamy wstepne informacje o poparciu dla partii ABC' — na przyktad
wiemy, ze poparcie to jest mniejsze niz 20% — mozemy powyzszy wynik znacznie polepszy¢. Poniewaz p < 0.2, wiec
(1 —p)p < 0.16, co oznacza, ze n > 683 jest wystarczajaca wielkodcig probki.

Przeprowadzono sondaz i okazato sie, ze na 1050 badanych oséb 299 popiera partie ABC. Jakie jest prawdziwe
poparcie dla ABC? Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, na tak postawione pytanie nie potrafimy odpowiedzie¢.
Potrafimy jednak z duzym prawdopodobieristwem wskazaé¢ przedzial (zwany przedzialem ufnosci), w ktorym to
poparcie p sie zawiera. Jest to na przyklad przedzial postaci (p — b,p + b), gdzie p = % (w naszym przypadku

p= % ~ 0.2848), natomiast b jest tak dobrane, aby

Plpe (p—b,p+b)>1-a,

przy czym « > 0 jest ustalong przez nas matla liczbg dodatnia. Rozumujac jak poprzednio widzimy, ze ten warunek

jest réwnowazny warunkowi
b
2d LV 1>1-a,
p(l—p)

a dalej warunkowi

b> pi}ﬁ_p)cb—l (1- %) . (9.1)

Powiedzmy, ze @ = 0.05. Poniewaz nie znamy p, nie mozemy podaé¢ mozliwie najmniejszego b. Mozemy jedynie
formalnie stwierdzié, ze

%(1_%) 1 o %
> — P —_ — ) = —= 1. = V. .
® (1 2) 221,96 = 0.0302

Czyli szukany przedziat ufnosci (p—0b, p+b) jest rowny (0.2545,0.3150). Praktycy postepuja jednak inaczej. Poniewaz
znamy przyblizong warto$é¢ p, czyli p, to we wzorze (9.1) podstawmy p zamiast p. Otrzymamy:

b > ﬁi}ﬁ—ﬁ)@l (1 - %) (9.2)



ROZDZIAL 9. ROZKEAD NORMALNY 67

i po podstawieniu wartosci: b > 0.0273 oraz przedzial ufnosci
(0.2575,0.3120).

Warto zauwazyé, ze gdyby partia ABC miata mniejsze poparcie, na przyktad 99 na 1050 ankietowanych, to
przedzial ufnosci byltby istotnie krétszy. Mamy teraz p = 0.0894, b = 0.0177 oraz przedzial ufnosci

(0.0766,0.1120).

Przyktad — 9.11. Ze zbioru N-elementowego losujemy w kolejnych momentach po jednym elemencie, przy czym
jest to losowanie ze zwracaniem. Interesuje nas rozktad czasu oczekiwania T na wylosowanie r r6znych elementéw.
Widagé, ze:

T=Ty+ - +T_1,

gdzie T),, n =0,1,2,...,r — 1 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach geometrycznych; T,, ~ Gny_n. Dla
N

ustalonych N oraz r mozna obliczy¢ (komputer) E(T) oraz D?(T), gdyz znamy te wielkosci dla czaséow Ty, a czasy
te sa niezalezne. Na przyktad, dla N = 100 oraz r = 8, E(T) = 8.294833858, D?(T) = 0.3105547438. Gdy chcemy
wylosowaé¢ 190 réznych elementow sposrod 200, potrzebujemy $rednio prawie 590 losowan, a wariancja wynosi ponad
3 000.

Czy dla duzych r czas T ma rozktad normalny?

CTG w wersji, ktora znamy, nie moze by¢ stosowane. Sprawdzamy to wiec doswiadczalnie wykonujac 1000
symulacji naszego doswiadczenia dla N = 200, » = 100.

Sporzadzamy odpowiedni histogram, wyznaczamy s$rednig i wariancje z otrzymanej proby: mD := 138.511,
varD = 63.221100100100266 oraz wyliczamy nadzieje matematyczna oraz wariancje T: E(T) = 138.1306861,
D?(T) = 60.37514711 i poréwnujemy na wspolnym wykresie:

0.05

0.04

0.03

0.027

0
110 120 130 140 150 160 170
120 130 140 150 160 170

histogram gestosci poréwnanie

Wydaje sie (potwierdzaja to testy statystyczne), ze T ma rzeczywiscie rozklad normalny.

9.3 Pytania

Pytanie 9.1. Czy suma niezaleznych zmiennych losowych o rozkladach normalnych ma rozklad normalny? Cazy

zalozenie niezaleznosci jest istotne? [[ROZWIAZANIE

Pytanie 9.2. Sformutowa¢ odpowiednik reguty 1.96, gdy o = 0.01.

Pytanie 9.3. Niech X;, X beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkltadzie standardowym normalnym kazda.
Czy zmienne losowe X1 — X9, X1 + X5 sg niezalezne? Czy zalozenie normalnosci jest istotne?

Pytanie 9.4. Partia ABC wie, ze ma poparcie nie wieksze niz 10%. Zamawia sondaz, aby stwierdzi¢ czy zdobedzie
co najmniej 5% poparcie. Chciataby mie¢ 99% pewnosci, ze wynik sondazu oddaje prawdziwe preferencje wyborcow

z dopuszczalnym bledem nie wiekszym niz 2%. Jak duza powinna by¢ probka ankietowanych osob?

Pytanie 9.5. Pewna agencja prowadzi rekrutacje pracownikéw w kilku réznych krajach, ktore stosuja rézne systemy
punktowania, niemniej trudnosé¢ uzywanych testow jest poréwnywalna. Agencja otrzymuje listy punktéw uzyskanych
przez kandydatow ze wszystkich krajach i na tej podstawie chce wybraé 100 najlepszych kandydatow. W jaki sposob

moze postapi¢ agencja, aby wybor byt racjonalny? ([ROZWIAZANIE



Rozdziat 10

Zbieznos¢ zmiennych losowych

10.1 Rodzaje zbieznosci

Dany jest cigg zmiennych losowych X, : Q@ — R, n=1,2,3,... oraz zmienna losowa X :  — R.
Rozrozniamy kilka rodzajow zbieznosci X,, — X, gdy n — oco. W trakcie tego kursu dyskutujemy gtéwnie:
1. Zbieznosé¢ z prawdopodobienistwem 1.
2. Zbieznosé stochastyczna.
3. Zbieznosé wedlug rozktadow.

Nie rozwaza sie zbieznosci punktowej zmiennych losowych!

Powdd. Jezeli zmienna losowa, powiedzmy X, zmienimy na zbiorze miary zero otrzymujac zmienng, powiedzmy Y,
to obydwie te zmienne maja taki sam rozktad, patrz uwaga ponizej, wiec z punktu widzenia rachunku prawdopodo-
biefistwa sa sobie rowne. Jednak, gdy X,, — X punktowo, to wtedy X, nie moze by¢ zbiezny w niektérych punktach
doY. 0

Mowimy, ze dwa wektory losowe X, Y okreslone na przestrzeni probabilistycznej (2,3, P) sa réwne prawie
wszedzie (X =Y pw.) wzgledem miary P, gdy P(X =Y) = 1. Czesto wiadomo, o ktora miare chodzi i wtedy nie
musimy tego podkresla¢. Mozna tatwo pokazaé nastepujacy fakt.

Uwaga — 10.1. Jezeli X =Y pw., to Px = Py.
Definicja — 10.2 (Zbieznosé z prawdopodobieristwem 1). X, L X =

PH{w: lim X,(w) =X(w)}) =1.

n—oo
Definicja — 10.3 (Zbieznosé stochastyczna). X, — X <=
Ve>0 lim P(|X, — X| <e)=1.
n—oo
<= (¢éwiczenie)
Ve >0 lim P(|X, — X|>¢)=0.
n—oo
Definicja — 10.4 (Zbieznos¢ wedlug rozkladow). X, X =
Va € R, punktu ciaglosci Fx : lim Fx, (a) = Fx(a).
n—oo

Ogolnie;j.
Niech F,,, n =1,2,3,..., oraz F' beda dystrybuantami.

Definicja — 10.5 (Zbieznosé¢ rozktadow). F, SNy PN
Va € R, punktu ciagtosci F': lim F,(a) = F(a).
n—oo

Wtedy:
X, -5 X = Fy, -5 Fy.

Postugujac sie wprowadzong terminologia mozemy zreformutowaé kilka wczesniej podanych twierdzen.

68
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Stabe Prawo Wielkich Liczb (zob. twierdzenie 2). Niech X,, bedq niezaleznymi zmiennymi
losowymi o wspolnej nadziei matematycznej m 1 wspdlnie ograniczonych wariancjach. Niech S, = X1 +

S.
o+ X Wtedy =2 5 m.
n

Centralne twierdzenie graniczne (zob. twierdzenie [9.1)). Niech X,, bedq niezaleznymi zmiennymi
losowymi o takim samym rozktadzie. Niech m oznacza nadzieje matematyczng, a o odchylenie standardowe

Sn —
tego rozktadu. Niech 7, = — m' Witedy

ovn

gdzie ® jest dystrybuantq rozktadu N(0,1).

Zbieznos$é¢ rozkladéw geometrycznych do rozkladu wykladniczego. Twierdzenie mowi
o zbieznosci ciggu dystrybuant rozktadow czasu oczekiwania na pierwszy sukces w ciggu niezaleznych prob
Bernoulliego, gdy odcinki czasowe sq coraz krotsze, a prawdopodobieristwo sukcesu zmmniejsza sie propor-
cjonalnie wraz z ich diugoscig.

Twierdzenie — 10.6 (Przyblizenie rozkladu dwumianowego rozktadem Poissona.). Niech liczby p, > 0 tworzq taki
cqg, ze:

lim np, = A > 0.

n—oo
Wtedy:

d
FE% ) — E}a.

n,Pn

Dowdd. Niech a bedzie punktem ciagtosci dystrybuanty rozkladu Poissona Py. Korzystajac z twierdzenia 8.3 mamy:

W AF . (n e
FpA(a):Ze ’\y: lim <k>pfl(1—pn) K

n—oo
k<a k<a
o ny g —k_ 7
= nlggo]; (k>pn(1 = pa)" " = lim Fpp,)(a). O
<a

Twierdzenie — 10.7. X1, X5, X3,..., X — zmienne losowe. Zachodzq implikacje:

1 X, 5 X — X, - X.

2 X, -5 X =X, -5 X,

9. Xy X, X=ceR=— X, -+ X.
Dowdd. Ad 1. Niech A = {w € 2 : X, (w) = X(w),n — oo}. Z zalozenia wiemy, ze P(A) = 1. Ustalmy € > 0.
Wiemy, ze A C A., gdzie A, = G Ay, gdzie Aoy = {w : | Xy (w) — X(w)| < e,dlan > N}. Zbiory A,y tworza

N+1
ciag wstepujacy. Mamy wiee: 1 = P(A) < P(4,) = A}im P(A:n) < A}im P{w: [ Xn(w) — X(w)| < e}). o
—00 — 00

Ad 2. Niech a bedzie punktem ciggtosci dystrybuanty Fx i niech € > 0 bedzie ustalone. Dla kazdego n zachodza

dwie oczywiste inkluzje
{X<a—-c} c{|X, - X|>e}U{X, <a}

oraz
{Xp <a} C{|Xn—X|2e}U{X <a+¢e}

To oznacza, ze

Fx(a—¢) < P({|X, — X| > £}) + Fx, () < 2P({|X,, - X| > £}) + Fx(a +<).
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Poniewaz P({|X, — X| > ¢}) — 0, dla n — o0, wiec dla kazdego € > 0 mamy

Fx(a—¢) <liminf Fx, (a) < limsup Fy, (a) < Fx(a +¢).
n n

Przechodzac z € do zera i korzystajac z cigglosci Fx w punkcie a otrzymujemy w powyzszym wzorze same rownosci,
co oznacza istnienie granicy i rownos$¢ lim, o Fx, (a) = Fx(a). o

Ad 3. Dystrybuanta rozkladu skupionego w jednym punkcie ¢ jest nieciagta tylko w punkcie ¢. Wezmy dwa
punkty ciggloséci dystrybuanty F'x, mianowicie punkty ¢ — € oraz c + ¢, gdzie € > 0. Dostajemy

P{|X,—c<e})=Plc—e< X, <c+e)2Plc—e< X, <c+e)
=Fx,(c+e)—Fx,(c—e) —1-0=1,

co oznacza, ze dla kazdego € > 0 mamy lim, . P({|X,, — ¢/ < €}) = 1, a to daje stochastyczna zbieznos¢ X,
do c. O

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia [I0.7]2 nie jest prawdziwe.

Przykltad — 10.8. Niech X oraz Y beda dwiema niezaleznymi prébami Bernoulliego o prawdopodobieristwie sukcesu
% kazda. Ciag X,, = X ma w spos6b trywialny dystrybuanty zbiezne do dystrybuanty Fy .

Z drugiej strony, z niezaleznosci zmiennych losowych X oraz YV, P(|X, - Y| > 1) =
stochastycznie do Y.

%, wiec X, nie sa zbiezne

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia [I0.7]1 nie jest prawdziwe.

Przyktad — 10.9. Niech (2, X, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna taka, ze Q = [0, 1], ¥ sklada sie ze zbiorow
borelowskich zawartych w odcinku [0, 1], a P jest miara Lebesgue’a na tym odcinku. Rozwazamy ciag zmiennych
losowych X171, Xo1, X992, X31,. .., zdefiniowanych na 2 w sposob nastepujacy:

Xug(w) = 4 dla 51 <w < 4,
w) =
M 0, dla pozostatych w,

gdzie k=1,2,3,..., l=1,...k. | Zobacz sam.

Dla dowolnego 0 < ¢ < 1 widzimy, ze P(|Xy| =€) = % Tak wiec nasz ciag jest zbiezny stochastycznie do 0.
Dla kazdego ustalonego w ciag Xj;(w) zawiera nieskoniczenie wiele zer i nieskoriczenie wiele jedynek, wiec nie jest
ciggiem zbieznym. Tym bardziej ciag Xj; nie jest zbiezny prawie wszedzie do zadnej granicy.

10.2 Mocne Prawa Wielkich Liczb

Celem tego punktu jest przedstawienie Mocnego Prawa Wielkich Liczb, ktére jest odpowiednikiem Stabego Prawa
Wielkich Liczb i opiera sie na pojeciu zbieznosci z prawdopodobieristwem 1. Pierwszym krokiem bedzie nieréwnosé
Kolmogorowa, ktéra w pewnym szczegdlnym przypadku wzmacnia nieréwnosé¢ Czebyszewa.

Twierdzenie — 10.10 (Nieréwnosé¢ Kolmogorowa). Niech X1, Xo, X3,... bedq niezaleznymi zmiennymi losowymi,
E(X;) €eR, dlai=1,2,3,.... Ustalmy e > 0. Wtedy

D?(S,
Vn}l:P( max |Sk—E(Sk)|>e>< (S)

1<k<n g2
Uwaga. Z nieréwnosci Czebyszewa wynika istotnie mniej, mianowicie:

£) < DQ(S").

P (|Sn — E(Sy)|

WV

2
Tymczasem:

{180 — B(Sa)l = ¢} € | J{IS — B(Sk)| = e} = { max | Sy — E(Sy)| = g}.
k=1

1<k<n


./Animacje/d14.gif
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Dowdd. Bez straty ogolnosci zaktadamy, ze wszystkie E(X;) = 0. Definiujemy zdarzenia: A = { max |Sk| > 5} oraz
X \n

Ay ={|S1| Z e}, A ={ISi| <e, i=12,....k—1, |Sk| > ¢}, dlak =2,....,n. Wida¢, ze: A = UAk’ oraz

k=1
AiﬂAjZleai;éj.

Szacujemy:
D%(S,) :/Sgdp>/sgdpzz S2dP.
Q A B Ap

Ale S, = Si + Y. Zauwazmy najpierw, ze:
SiY dP = / 14, 5kYdP = E(14, Sk - Yi) = E(14,5k) - E(Yy) =0,
Ay Q
gdyz zmienne losowe 14, S) oraz Y, sg niezalezne jako funkcje wektoréw niezaleznych.

S2dPp = | (Sp+Y)?dP= | S2dP+2 | SiYidP+ | Y?dP> | S2dP > P(A;)e?,
Ap, Ay, Ag, Ap, Ay, Ay,

z okreslenia zdarzenia Ay. Ostatecznie: D*(S,) > Z P(Ap)e* = P(A)e2. O
k=1

Twierdzenie — 10.11 (Zbieznosé szeregu). Niech X1, Xo, X3, ... bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych,
takich, ze:

iDZ(XZ-) < o0.
=1

Wiedy

jest zbiezny z prawdopodobieristwem 1.

Dowdd. Bez straty ogolnosci zakladamy, ze F(X;) = 0. Wystarczy pokazaé, ze dla kazdego w ze zbioru, ktorego
prawdopodobieristwo = 1 spelniony jest warunek Cauchy’ego zbieznosci sum czesciowych Sy, (w). Cheemy wiec
pokazaé, ze:

PIAOU N {w:ISkw) - Siw) <e} | =1.

e>0 N k>N

Wystarczy wiec pokazaé, ze:

Ve>0:P () [) IS—SI<e| =1
N k=N

Oznaczmy:

Ane= () {ISk—Sil <e}, Bwe=[{ISner— Sl <e}.
k=N k>1

Poniewaz zbiory Ay, tworza ciag wstepujacy, wiec wystarczy pokazac, ze:
Ve>0: lim P(An.) =1.
N—oo

Poniewaz | Sy — S)| < |Sk — Sn| + |51 — Sn|, to By C AN .. Wystarczy wiec wykazac, ze:

Ve >0: lim P(By.) =1
N—o0

Ustalmy € > 0 oraz N < M. Teraz, z nieréwnosci Kolmogorowa:

M
D? —
P(U |SN+/€_SN|>5> =P< max |SN+I€—SN’>5) <M

1<ks<M
k=1

g2
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Inaczej:

M 1 M
P (U |Snik — SN| = E) < 3 Z DQ(Xk)

9
k=1 k=N+1

o0
Niech M — co. Wtedy lewa strona ma granice (ciag zbiorow wstepujacych): P (U SNtk — SN| = 5) , a prawa

k=1
00

strona ma granice: — E DQ(X k). Zachodzi wiec tez nier6wnosé:
k=N+1

o0 o
1
P (U |SN+k — S| 2 6) <32 >~ D(Xy).
k=1 k=N+1
Niech N — oo. Wtedy prawa strona, a wiec i lewa strona daza do zera.

oo

Poniewaz Q \ By, = U {|SN+k — Sn| = €}, otrzymujemy zadana teze:
k=1

Ve >0 lim P(By.)=1. O
N—oo

o
a
Przykltad — 10.12. Zbadamy zbiezno$é¢ szeregu g — gdzie a, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o wspolnym
n

n=1
: 1 1 : . 2 [ %n Dg(an) % = 2 (0n .
rozkladzie: P(a, = —1) = 5, P(A, = 1) = 5. Poniewaz D (;) =92 = .3 to szereg ZD (;) jest
- . n=1
zbiezny. 7 powyzszego twierdzenia wynika, ze Z — jest zbiezny z prawdopodobieristwem 1.
n
n=1

W dalszej czesci bedziemy korzystaé z dwoch faktéow z analizy matematycznej.
Lemat — 10.13 (Toeplitz). Niech {x,}5>; C R, z € R. Wtedy
1 n
lim z, = x = lim foi::c.

n—00 n—00 1, 4 1
1=

Dowdd. Niech ¢ > 0. Istnieje takie ni, ze dla n > ny : |z, — x| < §. Istnieje takie ng > ny, ze dla n > ng :

1 & € . 1 — 1 & 1 — E m—n1e
EE |x7;—:v|<§.N1echn>n0. EE x;—x gﬁg |l’i—113’—|—ﬁ E |xi—x|<§+ - §<5. O
i=1 i=1 i=1 T

[e.e] n
1
Lemat — 10.14 (Kronecker). Niech {z,}:°, C R. Wtedy: Szereg g x; jest zbiezny = lim — g iz; = 0.
i=1 e

n
Dowdd. Oznaczmy: sy = 0, 8, = 1 + ... + x,. Wtedy: szz =81 — 80+ 2(s2 —51) + ... +n(sp — Sp—1) =

i=1
n
—S)—81—82—...— 8p_1+ns, = —25171 + Nnsy.
i=1
oo
Niech s = Z x;. Z lematu Toeplitza:
=1
1o 1o
nz;ixi:—nz;si_l—i-sn—)—s—&—s:o. ]
1= 1=

Jestesmy przygotowani do dowodu jednego z dwoch gltéwnych twierdzen tego rozdziatu.



ROZDZIAFE 10. ZBIEZNOSC ZMIENNYCH LOSOWYCH 73

Twierdzenie — 10.15 (Mocne Prawo Wielkich Liczb, MPWL). Niech X1, X2, X3, ... bedzie ciggiem niezaleznych
o
D*(X,)

zmiennych losowych i niech szeregq E 3
n

n=1
Zdefiniujmy S, = X1+ Xo+ ...+ X,,.
Wtedy:

bedzie zbiezny.

Sn = E(Sn) 1, o
n
Dowadd. Korzystamy z twierdzenia o zbieznosci szeregu oraz z lematu Kroneckera.
oo
X, - EX Xi — BE(X;)
Poniewaz szere D? /= D? est zbiezn iec szere —— = jest zbiezn
szgz< )Z<>Jzzy,qugzljzzy

i=1 i=1
z prawdopodobieristwem 1.

W —E(S)) 1< X, —E(X;
Ale w takim razie: wz—Zz#—%O. O
n n 4 1

Zalozenie o wariancjach mozna opuécié, gdy sie zalozy, ze wszystkie zmienne losowe maja ten sam rozktad, czyli
sa 1.i.d (independent, identically distributed)

Twierdzenie — 10.16 (Mocne Prawo Wielkich Liczb dla zmiennych i.i.d.). Niech X1, Xo, X3,... bedzie ciggiem
niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie i skoriczonej wartosci oczekiwanej m.
Niech S, = X1+ Xo+ ...+ X,,.

Wtedy
Sn

1
— —m
n

Dowdd polega na zastapieniu ciagu { X, } innym ciagiem, ktory spelia zatozenia poprzedniego twierdze-
nia, ale ma $rednie tak samo zbiezne jak srednie {X,,}.

Wykazemy jednak wczesniej dwa pomocnicze lematy i przypomnimy podstawowe twierdzenie o zbieznoéci calek.
Niech (2, X, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, A, As, As, ... € 3. Interesuje nas zbior:

A A0

n=1i=n

Zauwazmy, ze:
w € A <= w nalezy do nieskoriczenie wielu sposrod zdarzen A;.

Lemat — 10.17 (Lemat Borela—Cantellego).

) Jezeli ZP ) < o0, to P(A) =0.

2) Jezeli ZP(Ai) = 00 oraz Ay, Az, As, ... sq niezaleine, to P(A) = 1.

o
Dowdd. Ad 1. Dla kazdego n: P(A (U A; ) < Z P(A;). Poniewaz jednak szereg Z P(A4;) jest zbiezny, to
} i=1
jego ,koncowka” Z P(A;) — 0, gdy n — oo. Stad P(A) = 0. O
=n

Ad 2. Zauwazmy najpierw ze korzystajac z zalozenia o niezaleznosci oraz ze standardowej nieréwnosci 1+ x < e*

dla kazdego x € R, otrzymujemy dla wszystkich n < m:

i 7 _in:P(Ai)

P(ﬁ(Q\A> HPQ\A —J[a-P)) <[[e "W =e =

i=n i=n
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Poniewaz szereg Z P(A;) jest rozbiezny, wiec dla kazdego ustalonego n:
=1
oo m U
. - >0 P(A)
P<O(Q\Ai)>:n}gnooP<ﬂ(Q\Ai))<n}gnooe i=n =0
=n =n

i stad kolejno:

(UA>_1orazP<ﬂUA> O

n=1i=n

Lemat — 10.18. Niech Y bedzie zmienng losowq nieujemna, czyli P(Y > 0) = 1. Wtedy

(o] o0
Y PY2n)<EY)<1+> PY >
n=1 n=1

Dowdd. Udowodnimy pierwsza nieréwnosé. Dowodd drugiej — éwiczenie. Mamy kolejno:

iP(Y}n):iiP(k:<Y<k+l)
n=1 n=1k=n
© k

:ZZP(k<Y<k+1 ZkP <Y <k+1)

_Z/ kdP < Z/ Y dP = E(Y). O
{k<Y <k+1} {k<Y <k+1}

Przypominamy podstawowe twierdzenie o przechodzeniu do granicy pod znakiem calki.

Twierdzenie — 10.19 (Twierdzenie Lebesgue’a). Niech (2,3, P) bedzie przestrzeniq probabilistyczng, X1, Xo, X3, .. .,
X, Z zmiennymi losowymi okreslonymi na €.

1 0< X1 < X0 < X5< ... pw, Xp — X = E(X,) /' E(X).
2. |Xn| < Z, E(Z) €R, X, - X = BE(X,,) — E(X).
Wracamy do Mocnego Prawa Wielkich Liczb.

Dowadd twierdzenia [10.16l Definiujemy nowe zmienne losowe:

v X, egdy |Xn| <n,
=
0, gdy | X, = n

Wykazemy najpierw, ze ciag {Y,,} spelnia zalozenia Mocnego Prawa Wielkich Liczb, twierdzenie [10.15 Zauwazmy
najpierw, ze: Y, = 1lyx,|<n} - Xn gdzie 14 oznacza funkcj¢ charakterystyczna (indykator) zbioru A. W zwiazku
z tym zmienne losowe Y,, sa niezalezne jako funkcje zmiennych losowych niezaleznych.

Wykazemy, ze Z Y”) < 0o. Mamy kolejno:

n=1
— D? — E(Y, | = 1 5
) < Z =D 5 B(xaany X0 = D —5 B(qpxyj<ny - X1)
n=1 n=1 n=1 n=1
= Z ) E(Lgs-1<xu)<k) - X1) Z (Lpr—1<ixy|<ky - X7) Z o)
n=1 k=1 =1 n==k
<Y BE(Lpagixy<ry - 1 Xal) k- <k + k,z) <Y 2E(Lpmigixy <y - 1Xa]) = 2B(| X3 ) < o0
k=1 k=1



ROZDZIAFE 10. ZBIEZNOSC ZMIENNYCH LOSOWYCH 75

Skorzystaliémy tutaj z nieréwnodci:
(o)

sl i, 1o, L 1.1
n:an\lﬂ kE(k+1)  (E+1)(k+2) " k2 Kk

WykazaliSsmy wiec, ze zmienne losowe Yy spelniaja Mocne Prawo Wielkich Liczb. Czyli:

Z?=1 Y; — Z?:l E(Y;) 1
n

0. (MPWL)

Niech A, = {X,, # Y,}. Oczywiscie A4,, C {|X,,| > n}. Mamy wiec:

n=1 n=1 n=1
Z lematu Borela—Cantellego P( ﬂ U Ai> = 0. Czyli P< U ﬂ{XZ = YZ}> =

n=01i=n n=01i=n

Inaczej: P(X; =Y;, dla prawie wszystkich i) =

W szczegoblnodci:
. . 1
22_1 ? 22—1 ?
n n

0. (B-C)
Zauwazmy tez, ze:
1 n
=3 E(Y;) — m. (L+T)
i
Rzeczywiécie korzystajqc zZ twierdzenia Lebesgue’a wiemy, ze FE(l{x,|<;3X1) — m, gdy i — oco. Mamy wiec
— Z E(Y; Z BE(lyx, 1< Xi) = Z E(1{x,)<iyX1) = m, co wynika z lematu Toeplitza.
Wykorzystujadc koleJno wzory (B— C|i (|MP L)), (C+T), mamy:

Z?:l Xi _ Z?:l Xi _ Z?:l Y + Z?:1 Yi — Z?:l E(Y;) 1
n n

n n n -

Jako natychmiastowa konsekwencje mocnego prawa wielkich liczb otrzymujemy:

‘Whiosek — 10.20.
1. Niech X1, X2, X3,... bedzie ciggiem niezaleznych prob Bernoulliego o prawdopodobieristwie sukcesu p (X; ~

B(1,p)). Wtedy
Sn 1
— —p.
n
2. Niech A € % i niech X1, X2, X3,... bedzie ciggiem niezaleinych préb Bernoulliego o prawdopodobieristwie

sukcesu p = P(A). Wtedy

S,
2n L p(A).
n
Komentarz, Przyblizone wyznaczanie nadziei. @ W wielu przypadkach chcemy pozna¢ nadzieje

matematyczna m = E(X) zmiennej losowej X, ale analitycznie jest to trudne lub niemozliwe. Tymczasem,

zaréwno slabe prawo wielkich liczb jak i posrednio centralne twierdzenie graniczne moéwia, ze m jest
s,

przyblizana w okreslonym sensie przez Srednie 2 ciggu niezaleznych zmiennych losowych Xi,..., X,
majacych ten sam rozktad co zmienna losowa X.
Niekiedy potrafimy generowa¢ na komputerze wielkosci 1, . .. z,, ktore mozna traktowac jako niezalezne

realizacje zmiennej X, czyli 21 = Xj(w),...,x, = Xp(w) dla pewnego w € Q, gdzie Xi,...,X,, sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi majacymi taki sam rozklad jak X.

D e Ti

n

Wtasnie z mocnego prawa wielkich liczb wynika, ze prawie zawsze dla duzych n srednia z,, =

S,
bedaca realizacja — jest blisko m.
n
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Dla kazdego zdarzenia A jego prawdopodobienstwo P(A) jest rowne wartosci oczekiwanej E(14), gdzie
1,4 jest funkcja charakterystyczng zbioru A. W zwiazku z tym mocne prawo wielkich liczb moze by¢ uzyte
takze do szacowania P(A) przy pomocy komputera.

Konkluzja. Aby wyznaczy¢ przyblizana warto$é nadziei matematycznej m = F(X) zmiennej losowej X
(prawdopodobienstwo zdarzenia A) wystarczy wygenerowa¢ odpowiednio duzo niezaleznych realizacji tej
zmiennej (zmiennej 14), a ich $rednia jest poszukiwana wielkoscia.

Co oznacza zwrot ,,odpowiednio duzo” bedzie czesciowo wyjasnione w trakcie omawiania metod Monte
Carlo.

Przyktad — 10.21. Leon wchodzi do apteki i widzi, ze jest dziesiaty w kolejce oraz, ze czynne sa cztery okienka
obstlugujace aktualnie klientéw, Jego poprzednie obserwacje wskazuja, ze jedna osoba jest obstugiwana okolo 1-
5 minut (przypuszcza wiec, ze czas obstugi jednego klienta X ma rozktad N(3,1)). Zaktada, ze czas podejscia
pierwszej osoby z kolejki do zwalnianego okienka ma rozktad jednostajny U (0, m;), gdzie m; jest minimalnym czasem
obstugi os6b aktualnie stojacych przy okienkach. Ile czasu spedzi Leon w kolejce?

Czas oczekiwania Leona T jest zmienng losows, ktéra mozna wyrazi¢ za pomoca sumy i miniméw innych zmien-
nych losowych i w tej sytuacji trudno jest wyznaczyé bezposrednio jej nadzieje. Mozna jednak tatwo wygenero-
waé, powiedzmy 10 000 niezaleznych realizacji zmiennej T'. Ich Srednia przybliza $redni czas oczekiwania naszego
klienta. W kilku wykonanych prébach §rednie te wynosity: 7.55012877309712, 7.52607461327209, 7.52962450258854,
7.53444237897340, 7.52881780301394. Wynik ten mozna bylo z pewnym przyblizeniem przewidzie¢. Gdyby w aptece
byto czynne tylko jedno okienko i musialo ono obstuzyé 9 klientéw stojacych przed Leonem, a wczesniej skoriczyé
obstuge poprzedniego klienta, to zajetoby to srednio 1.5 + 27 = 28.5 minut. Gdy sa czynne 4 okienka, to obstuga
trwa okoto 4 razy kroce;j.

Przyktad — 10.22. Oszacujmy prawdopodobieristwo zbioru A wystepujacego w nieréwnosci Kolmogorowa:

RN

A= { max |Sk — E(Sk)‘ > 8} .

Zatozymy tutaj, ze S = X1 + ... + X, gdzie X1,..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozktadzie, a € oraz n sa znane. Przy okazji przyblizymy (latwiejsze do wyliczenia analitycznie) prawdopodobienstwo
P(A,), gdzie

Ay = {|Sn — E(Sn)| = €}

D(5n)

oraz warto$¢ prawej strony nieréwnosci Kotmogorowa: =2

Poniewaz chcemy znalezé wartosci §rednie E(14) oraz E(14, ) bedziemy generowaé N realizacji zmiennych loso-
wych 14 oraz 14, i wylicza¢ ich $rednie. Przyktadowo otrzymaliSmy:
Gdy X; maja rozklad jednostajny U(—3,5), n =10, ¢ =15, N = 100:

D?(Sy)
P(A) ~ 18—0, P(A,) = llo, 2 = %

Gdy X; maja rozktad Poissona Ps, n =200, ¢ =40, N = 100:

P(A) ~ 5. P(4n) =~ 1 =

N
oojut

Gdy X; maja rozklad normalny N(0,2), n =200, ¢ =70, N = 1000:

D2(S,)
PA)~ 3y PA)~ iy, Do s

Mocne Prawo Wielkich Liczb ma szereg innych waznych konsekwencji. W szczegélnosci stanowi podstawe calej
statystyki. O jego kluczowym znaczeniu w metodach Monte Carlo powiemy jeszcze wiecej pézniej. Teraz podamy
pewne inne zastosowanie.
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Przyklad — 10.23. Definiujemy ciag ciag; o = 1, 41 — liczba wylosowana zgodnie z rozktadem U(0,2zy,),
n=20,1,2,3,.... Badamy jego zbieznos¢.

Niech X, oznacza zmienna losowa, ktorej realizacja jest x,.

XO = 1, X1 = 2X0 . U1 = 2U1, X2 = 2X1 . U2 = 22U1 . UQ, N Xn = 2nU1 et Un; gdzie Ul, ey Un S ciqgiem
i.i.d. zmiennych o rozkladzie U (0, 1), a wiec:

n

InX, =nln2+ Zani = Z(an—i—ani).
i=1 =1

Latwo obliczy¢ (éwiczenie), ze m = E(In2+1nU;) =In2 -1 < 0.
Stad, oznaczajac Y; = In2 4 In U;, mamy: X,, = eXizYi — eny Xin Vi,
n

MPWL zapewnia, ze % > Y, —» m < 0 w prawie kazdym punkcie, a wiec X, Lo
i=1

Komentarz. Ze zbieznosci X, — X nie zawsze wynika zbieznosé E(X,) — E(X). Taka zbieznos¢ gwarantuje

twierdzenie Lebesgue’a, o ile jednak sa spelnione pewne zatozenia. W powyzszym przyktadzie X, N 0, natomiast
stosujac indukcje widaé, ze E(X,) = E(Xo) = 1, wiec nasz ciag nie mogt spetniaé¢ tych zalozen. Zbadajmy to
doktadniej.

Ciag X, nie jest monotoniczny. Trudno bytoby tez wskazaé funkcje sumowalng ograniczajaca wszystkie X, z gory,
gdyz nie moga by¢ one ograniczone od géry przez zadna stala:
Niech 4; = {w : U;(w) > 2}. Wtedy X, (w) > (3)" na zbiorze ;_; 4;.
Poniewaz, jak widzimy, nie jest spelniona teza twierdzenia Lebesgue’a, to faktycznie nie istnieje funkcja sumowalna
ograniczajaca z gory wszystkie X,,.
Przy okazji zauwazmy, ze:
4

D700 = XY - B = B0 o) -1 =y 1= (3) 1

10.3 Pytania

Pytanie 10.1. Wykaza¢ uwage [10.1} C

Pytanie 10.2. Wykazaé, ze granica stochastycznie zbieznego ciggu zmiennych losowych jest wyznaczona jednoznacz-
nie pw.. | [ROZWIAZANIE]

Pytanie 10.3. Niech X1, X2, X3,... bedzie ciagiem takich niezaleznych zmiennych losowych, ze Py, = B(1,p;) dla
1=1,2,3,... Wykazaé, ze:
(1) X >0 <= lim, 00 pn = 0.

(2) Xp 0= Y00 po < 0.

Pytanie 10.4. Niech X,, > X i niech f : R — R bedzie funkeja jednostajnie ciagla. Wykazac, ze f(X,) = f(X).
Jak mozna ostabi¢ zatozenia, gdy wiemy, ze X = ¢ € R?

Pytanie 10.5. Niech X, L X i niech f : R — R. Zaproponowa¢ zalozenie dotyczace f gwarantujace, ze f(X,,) N

f(X). ([ROZWIAZANIE

Pytanie 10.6. Niech X, Xs, X3,... bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o takim samym rozktadzie.
Wykazaé, ze jezeli ciag S—; jest zbiezny z prawdopodobieristwem 1, to zmienne X; maja skoriczong nadzieje matema-

tyczng m i 2» i> m. [ |ROZWIAZANIE
yczng " . , AZA]



Rozdzial 11

Zbieznos¢ rozkladow 1 funkcje charakterystyczne

Przypominamy, ze zdefiniowaliémy juz zbieznos¢ ciagu dystrybuant, patrz definicja [10.5}
Niech F,, n=1,2,3,..., oraz F' beda dystrybuantami.

. . .. . d
Zbieznosé¢ rozkladow. F,, — F <—

Va € R, punktu ciagtosci F, lim F,(a) = F(a).
n—o0

Wtedy: X, —5 X <= Fy, -5 Fy.

Mozemy moéwié o zbieznosci samych rozktaddéw. Mozna postawié nastepujaca definicje.
Niech P,, n=1,2,3,..., oraz P beda jednowymiarowymi rozktadami.

Definicja — 11.1 (Zbieznos¢ rozkladow).

P, -5 P Fp -% Fp.

11.1 Charakteryzacja zbiezno$ci ciggu rozktadoéow

Okazuje sie, ze powyzej sformutowana definicja zbieznosci ciagu rozktadéw moze by¢ sformutowana réwnowaznie na
kilka innych sposobdéw, co nieraz jest wygodne.
Zanim sformutujemy i udowodnimy odpowiednie twierdzenia, przytoczymy wazny rezultat pomocniczy.

Twierdzenie — 11.2 (twierdzenie o wyborze). Niech Fy, Fy, F3,... bedzie dowolnym ciggiem dystrybuant. Wtedy
istnieje podciqg tego ciggu Fi,, Fi,, Fy,, ... oraz funkcja F': R — R taka, Ze dla kazdego x punktu ciggtosci F'

T, (2) = F2)
oraz
1. 0< F(z) <1, dla kazdego x € R,
2. F jest funkcjq niemalejgcq: © <y — F(x) < F(y),
3. F jest prawostronnie ciggta: lim,_,,+ F(z) = F(a), dla kazdego a € R.

Funkcja F' nie musi by¢ dystrybuanta Na przyktad, biorac dystrybuanty rozktadéw jednopunktowych,
Fs . dlan=1,2,3,..., widzimy, ze funkcja F' = 0.

Dowdd. (szkic) Wybieram dowolny zbiér D C R, ktory jest przeliczalny i gesty w R. Iloczyn kartezjanski [0, 1]”
jest zbiorem zwartym, bo [0, 1] jest zwarty. Zaciesnienia F),|p sa elementami tego zbioru, wiec istnieje podciag ki,
oraz F|p € [0,1]P, takie, ze Vo € D : Fy, (x) — F|p@), gdy n — oo. Okredlamy: F' : R — R przez warunek
F(z) = inf{F|p) :y >z, y € D}. Mozna teraz sprawdzi¢, ze F' oraz I}, speliaja wszystkie zadane warunki. [

Niech P oznacza ustalong rodzine rozktaddw.

78
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Definicja — 11.3 (warunek Prochorowa). Mowimy, ze P spelnia warunek Prochorowa (rodzina P jest Scista) <
Ve >03dK zwarty CRVPeP:P(K)>1-—c¢.

Rodzina jednoelementowa P = { P} spelnia warunek Prochorowa: dla ¢ > 0 dobieramy tak a < b, ze Fp(a) <
oraz Fp(b) > 1 — 5. Niech o’ < a. Wtedy Pla’,b] > P(a,b] = Fp(b) — Fp(a) > 1—¢.

Latwo widaé, ze jezeli dwie rodziny rozktad6éw spetniaja warunek Prochorowa, to ich suma tez spelnia ten warunek.
Przez indukcje przenosi si¢ to na skoiiczong liczbe rodzin rozktadow.

Rodzina rozktadéw jednopunktowych P = {4, : n =0,1,2,...} nie spelnia warunku Prochorowa: dla dowolnego
zbioru zwartego K, Pj, (K) = 0 dla prawie wszystkich n.

Podobnie rodzina {N(m,1) : m € R} oraz rodzina {U(a,b) : a < b < 100} nie spelnia warunku Prochorowa.
Natomiast rodzina {N(0,0) : 0 < 0 < 1} spelnia ten warunek (¢wiczenie).

I}

Twierdzenie — 11.4. Niech {P,} bedzie ciggiem rozktadéw, P rozktadem, takimi, ze: ¥V f : R — R ciggtej o suporcie
zwartym / fdP, — / fdP, gdy n — oc.

Wtedy l;odzma {Pnie spetnia warunek Prochorowa.
Dowdd. Niech e > 0. Istnieje takie, N, ze P[-N,N] > 1 — . Biore taka funkcje ciagta g : R = R, ze g(z) =1
dla |z| < N, g(x) = 0dla |z| > N + 1 oraz g jest afiniczna na przedziatach [-N — 1, —N], [N, N + 1]. /RgdP >

/ l_yndP = P[-N,N| > 1~ % Istnieje ng, takie, ze dla n > ng : [ gdP, > 1 —¢e. Wtedy
R

Pn[—N—l,N+1]:/1[_N_17N+1]dpn>/gdpn>1—€ ]
R R

Twierdzenie — 11.5 (o wzglednej zwartosci). Niech rodzina P spetnia warunek Prochorowa. Wtedy dla kazdego
ciggu { P} C P istnieje podciag k,, oraz rozktad P taki, ze Py, LN P, gdy n — oc.

Dowdd. Biore ciag k, oraz funkcje F' z twierdzenia o wyborze zastosowanego do F,, = Fp,. Z monotonicznosci
F wynika, ze istnieja granice, powiedzmy F(—o0) = lim,_,_~ F(z), F(00) = lim;_,oo F(z). Pytamy czy F(oo) —
F(—o00) = 1. Niech ¢ > 0. Istnieje zbior zwarty K C R, taki, ze dla kazdego ky,: Py, (K) > 1 —¢. Biore a,b — punkty
ciaglosci F, takie, ze (a,b] D K (mozna je znalez¢). Fy, (b) — Fy, (a) = Py, (a,b] > P, (K) > 1 —¢.

W granicy: F(b) — F(a) > 1 —¢e. Wiec: F(oo) — F(—o0) > F(b) — F(a) > 1—e¢. O

Naszym celem jest udowodnienie réwnowaznoéci czterech warunkéw charakteryzujacych na rézne sposoby zbiez-
noé¢ ciggu rozkltadow, twierdzenie Dowdd bedzie przebiegal etapowo. Na poczatku wykazemy:

Twierdzenie — 11.6. P, -5 P = Va < b, P(a) = P(b) =0: P,(a,b] = P(a,b], gdy n — oc.

Dowdd. Warunek P(a) = P(b) = 0 oznacza, ze Fp jest ciagla w tych punktach, wiec P,(a,b] = Fp,(b) — Fp,(a) —
Fp(b)—Fp(a):P(a,b]. ]

Lemat — 11.7. Niech Py, P> bedq rozktadami. Jezeli dla kazdej funkcji f : R — R ciggtej o suporcie zwartynﬂ
/fdP1 —/fdpg, to P1 :PQ.
R R

Dowdd. Niech a < b. Okreslamy ciag funkcji ciagtych:

1, dlaa+1<z<b
gn(x) = 40, daz<alubz>b+2

afiniczna, na pozostatych przedziatach.

Poniewaz 14 = limy o0 gn, Wige z twierdzenia Lebesgue’a:

Pl(a,b] = / 1(a,b} dP1 = lim dn dP1 = nlggo/ dn dPQ = / 1(a,b] dP2 = Pg(a, b]
R R R R

n—oo

Fp, (b)—Fp,(a) = Fp,(b)—Fp,(a) i przechodzac z a do —oo otrzymujemy réownosé dystrybuant, a wiec i rozktadow. [

stnieje taki zbior zwarty K, ze f(z) =0 dla 2 ¢ K.
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Twierdzenie — 11.8. Jezeli Va < b, P(a) = P(b) =0 : P,(a,b] — P(a,b], gdyn — oo, toVf:R =R, f ciggla

1 0graniczona,
/ fdpP, — / fdP,

Lemat — 11.9. Zbior punktow {a € R: P(a) > 0} jest co najwyzej przeliczalny.

gdy n — 0.

Jest to uogodlnienie twierdzenia moéwiacego, ze rozktad dyskretny jest skupiony na zbiorze co najwyzej przeliczal-
nym, patrz uwaga Dowdd jest ten sam (¢wiczenie).

Dowdd twierdzenia [I1.8. Krok 1. Ustalam a < b takie, ze P(a) = P(b) = 0 oraz funkcje ciagla i ograniczona

f:[a,b] — R. Wykazemy, ze:
b b
/ FdP, —» / fdP.

f jest jednostajnie ciagta na [a, b], wiec korzystajac z prostego lematu:

Dla kazdego 0 > 0 istnieje podzial a = g < x1 < ... < xy = b taki, ze dla kazdego k = 1,..., N oraz
x € [zp_1, x| mamy |f(z) — f(zx)| <0, przy czym P(zg) = ... = P(zn) = 0.

Ustalamy € > 0 i dla § = § rozwazamy powyzszy podzial a = r9 < z1 < ... < zy = b. Zdefiniujmy pomocnicza
funkcje g
g(x):f(zk) dla$€($k_1,l'k], k=1,...,N.

7 nieréwnoéci trojkata otrzymujemy oszacowanie

b b
/fdPn_/ fdP'<Il+IQ+I37

gdzie

b b b b
h=[1f-gar,  n=|[gan gdP‘, = [ 17 -glap

Calki I oraz I3 sa szacowane z gory odpowiednio przez 0 P,[a, b] oraz 0 P[a,b], a wiec kazda z nich jest nie wieksza
niz 6. Natomiast, poniewaz g jest funkcjg schodkowa,

N
w(@ho1, k] = Y f(wr) Plar—y, u)
k=1

N

Z n(Tr—1, Tk] — P(gp—1, 28]

k=1
b b
/fdPn—/ fdP| <e

Krok 2. Dowodzimy teraz wlasciwej tezy. Niech M = supg |f|. Ustalamy ¢ > 0 i dobierzmy liczby o’ < ¥ tak,
aby P(a’) = P(b') = 0 oraz M P(R\ (d',V)) < §.

Poniewaz P, (da’,b'] — P(d/, V'], dla n — oo, bierzemy n tak duze, ze M P,(R\ (a/,¥]) <
b > b beda punktem takimi, ze P(a) = P(b) = 0. Mamy teraz

/RfdPn—/RfdPlg /abfdPn—/abfdP'Jr /R\(a’b)fdPn—/R\(a,b)fdP

< /bfdPn—/bfdP' + M P,(R\ (a,b)) + M P(R\ (a,b)) < ¢

i zmierza do 0, gdy n — oo, wiec jest < ¢ dla duzych n. Dla takich n: O

7. Niech a < a’ oraz

dla duzych n. O
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Twierdzenie — 11.10. Niech {P,} bedzie ciggiem rozktadow, P rozktadem, takimi, ze: ¥ f : R — R cigglej o suporcie
zwartym / fdP, — / fdP, gdy n — oo.
R R
Wtedy P, —%s P.

Dowadd. Z twierdzenia wynika, ze ciag {P,} spelia warunek Prochorowa. Z twierdzenia o wzglednej zwartosci

dostajemy podciag k, oraz rozktad, powiedzmy @, taki, ze Py, 4, Q). Z twierdzenia |11.8 / fdP,, — / fdQ.
R R

Poniewaz takze: / fdP, — / fdP, wiec:
R R
dla kazdej funkcji ciagltej o suporcie zwartym zachodzi: / fdQ = / fdP.
R R

Z lematu @ = P. Dowodzimy dalej nie wprost. Gdyby ~ (P, 4, P), to istnialby a — punkt ciaglosci Fp
oraz podciag l,, takie, ze dla pewnego ¢ > 0: |F}, (a)— Fp(a)| > ¢ dla wszystkich l,,. Stosujac poprzednie rozumowanie

dla ciagu B, , otrzymamy jego podciag, P, , P, co stanowi sprzeczno$c. ]

Wykazane poprzednio twierdzenia pozwalajg na sformutowanie czterech warunkéw réwnowaznych charakteryzu-
jacych zbieznos¢.

Twierdzenie — 11.11 (o zbieznosci rozkladow). Niech P, bedzie ciggiem rozktadow, a P rozktadem. Nastepujgce
warunkt sq rownowazne:

1. p-5P (to znaczy: lim,_,~ Fp,(a) = Fp(a) w kazdym punkcie a ciggtosci dystrybuanty Fp).

2. Ya <b, Pla)=P(b)=0: P,(a,b] = P(a,b], gdy n — oo.

3. ¥V f: R — R cigglej i ograniczonej / fdP, — / fdP, gdy n — oo.
R R

4. ¥ f:R—= R ciggtej o suporcie zwartym / fdP, — / fdP, gdy n — oo.
R R

Dowdd. (1) = (2) — twierdzenie [11.6]
(2) = (3) — twierdzenie [11.§]
(3) = (4) — oczywiste,

(4) = (1) — twierdzenie [11.10 O

11.2 Funkcje charakterystyczne

Zamiast bada¢ zbiezno$¢ miar, nieraz tatwiej jest badaé¢ zbiezno$é ich funkcji charakterystycznych zdefiniowanych
ponizej. Funkcje charakterystyczne wykorzystywane sg takze do innych celow.
Niech P bedzie rozktadem na R.

Definicja — 11.12. Funkcje h : R — C okreslong wzorem:
h(u) = / e dP(z) = / cosuz dP(x) +i/ sinux dP(x)
R R R

nazywamy funkcja charakterystyczna rozktadu P. Dla podkreslenia zwiagzku czesto piszemy hp zamiast h.
y y Lk ystyczna Gk € y

Jezeli rozktad ma dystrybuante F', to piszemy tez hr zamiast hp. Podobnie gdy P jest rozktadem pewnej zmien-
nej losowej X, to méwimy o funkcji charakterystycznej zmiennej losowej, majac na myé$li funkcje charakterystyczna
jej rozktadu. Piszemy wtedy hx.

W tym ostatnim przypadku mamy:

hx(u) = E(e™X) = E(cosuX) + iE(sinuX).
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Uwaga — 11.13. Niech h bedzie funkcjq charakterystyczng pewnego rozktadu. Wtedy:
1. h(0) =1.
2. |h(u)| <1, dla kazdego u € R,
3. h jest funkcjg ciggla.
Dla dowolnej zmiennej losowej X oraz liczb rzeczywistych a,b mamy
4. haxip(u) = €™ hx(au).
Dowdd. Wynika natychmiast z odpowiednich wlasnosci catek (éwiczenie). O

Twierdzenie — 11.14. Niech X1, Xo, ..., X, bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi. Wtedy

hxyea X, () = hxy (u) - .- hix, (w).

Dowdd. X1, X, ..., X, sa niezalezne, e™X1 .. X (traktowane jako wektory losowe o wartosciach w R?), a wiec:

hxis.+x,(u) =E (ei“(X1+-~~+Xn>) =E (M) = B (M) B (€M) = hyy () by, (v). O

Twierdzenie — 11.15 (o jednoznacznosci). Niech Py oraz Py bedg rozktadami takimi, Ze hp, = hp,.
Wtedy P1 = Pg.

Dowdd. Jezeli mamy réwnosc¢ funkcji charakterystycznych hp, = hp,, to sa sobie réwne ich czesci rzeczywiste i uro-
jone, a wiec dla kazdego v € R mamy:

/ cosuz dPi(z) = / cosuz dPs(z),
R

R

/ sinux dP(z) = / sinux dPs(x).
R

R
7Z liniowo$ci catek mozemy rozszerzy¢ te rownosé na dowolne wielomiany trygonometryczne, a nastepnie na funkcje
ciggle i okresowe R — R, gdyz z analizy wiadomo, ze kazda funkcje ciggla i okresowa mozna aproksymowacé
jednostajnie na R wielomianami trygonometrycznymi.
Niech teraz g bedzie dowolng funkcja ciagla o suporcie zwartym. Pokazemy, ze réwnosé powyzsza zachodzi takze
dla g, czyli ze

/R g(a)dPi(z) = [ g(a)dPa(o).

R
Ustalmy dowolne € > 0 i niech M = sup{|g(z)| : z € R}. Poniewaz zbiory R\ (=7,7T) tworza ciag zstepujacy (gdy
T rosnie) o czesci wspolnej = @, wigc mozna znalezé takie T', ze P;(R\ I) < 557 dlai = 1, 2 oraz supp g C I, gdzie
I oznacza przedzial (=T,T).
Zmodyfikujmy funkcja g poza przedziatem I tak, aby otrzymaé funkcje g okresowsa i ciagta, okreslong na R i taka,
ze gl = glr-
Oczywiscie |g(x)| < M, dla kazdego = € R, przy czym:

[ a@dria) = [ ) drse).
R R
7 rownodci tej kolejno otrzymujemy:

/I 3(x) dPy(x) + /R 3P = / 3(x) dPy(x) / 3(x) dPy(z).

I R\I

s@iri@) - [ g ar)

/R i@ R - | i@ dra)

I I R\J
< / §(x) dPy(z)| + / §(z)dPsy(z)| < 2M—— =¢.
R\I R\I 2M
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Mamy wiec:

<e.

/R o(x) dPy(z) - /R 9(x) dPy(x)| = /I 3(x) dPy(z) - /I 3(x) dPy(z)

Poniewaz ¢ > 0 jest dowolne, wiec dla funkcji ciaglych o suporcie zwartym calki tez sa sobie rowne.

Z lematu [T P =P. O

Istnieje iniekcja okreslona na zbiorze rozktadow w zbior funkeji ciaglych i ograniczonych R — K(0,1) € C,
speliajacych warunek h(0) = 1.

Twierdzenie — 11.16. Niech X : Q0 — R bedzie zmienng losowq, h = hx jej funkcjg charakterystyczng.
Jezeli istnieje moment rzedu k i jest skoriczony, to funkcja h jest k-krotnie rozniczkowalna. Wtedy:

hk)(0) = i* B(X).

Dowadd. Przeprowadzimy dla k = 1; dla pozostalych k dowdd jest juz prosty.
d Z’UAE

Poniewaz
/ du

wiec — korzystajac ze znanego z kursu analizy twierdzenia — istnieje pochodna funkcji okre$lonej przez calke:
% Jre™“dP(z) = W (u), i aby ja obliczy¢, mozna rézniczkowac pod znakiem catki. Tak wiec

APy (z /|zxe““‘|dPX /|:p|dPX — B(|X]) < oo

B (u) = / iz e dPy (z),
R
a ktadac u = 0, mamy h'(0) = z/ xdPx(x) =1 E(X). O
R

Wiekszo$¢ uzywanych rozkladéw ma juz dawno wyznaczone swoje funkcje charakterystyczne. Warto jednak
zobaczy¢ chocby jak to sie robi.

1. Dla rozktadu dyskretnego

N
= ey (11.1)

k=0

2. Dla rozktadéw ciaglych
hp(u) = / e f(z) da. (11.2)
R

Przyktad, rozktad 4. ' '
hég (u) — e’L’U,C . 1 — e’LUC'
Przyktad, rozktad N(0,1).

Twierdzenie — 11.17. Funkcja charakterystyczna h rozktadu normalnego N(0,1) wyraza sie wzorem

h(u) = em2t’,

Dowdd. Dopetniajac do kwadratu, otrzymujemy

1.2

W= [ et d:r—\ﬁ/ o-iv)? gy,

Wystarczy udowodnié, ze I := fRe s@—iw)? gy V2.

Wiedzac, ze catka z funkcji analitycznej po drodze zamknietej jest rowna zeru, rozwazmy funkcje f(z) = e=3% oraz
prostokat o wierzchotkach w punktach —N —iu, N —iu, N, —N, gdzie N oraz u sa ustalonymi liczbami rzeczywistymi.

N—iu —N
/ f(z)dz+/ f(z)dz+ Ry =0,
N

—N—iu

[V
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gdzie Ry jest suma dwoch catek po odcinkach pionowych. Niech z = x — iu

N ) o N N 1.2
/ e 2@ gy — / f(2)dz — Ry = / e 2% dr — Ry.
-N

-N —-N
Gdy N — o0, to Ry — 0, gdyz miara pionowych odcinkéw jest stata, a funkcja f na tych odcinkach maleje
do 0. W takim razie

N 1 0\ 2 N 1.2 o0 1.2
I = lim e 2= g — lim e 2% dx :/ e 2% dx = /2m. O
N—oo J N N—oo J N —00

Przyktad — 11.18 (Rozktad N(m,o)). Jezeli zmienna losowa X rozktad N(0,1), to zmienna losowa ¥ = X + m
ma rozktad N(m, o). W takim razie funkcja charakterystyczna h tego rozkladu jest rowna hy.

h(u) — hy(u) —_ eiumhx(o.u) — eiwmef%(zfu)2 — eiumféazuzl
Przyklad — 11.19 (Rozklad sumy zmiennych losowych i.i.d. o rozktadach normalnych). Niech Px = N(mq,01),
Py = N(ma,02). Wtedy: hx iy (u) = hy (u)hy (u) = =301 giuma—g03u* _ giulmitms) =3 (oftog)?,

A to jest funkcja charakterystyczna rozktadu N(my + ma, /0% + 03). Wiec Pxiy = N(mq + ma,\/o? + 73).

Znajomo$é funkeji charakterystycznej pozwala czasami na oszacowanie prawdopodobienistwa ,ogona” rozkltadu:

Twierdzenie — 11.20. Niech P bedzie rozktadem a h jego funkcjq charakterystyczng. Niech u > 0. Wtedy:

2 1
P(:UGR:\$|>U></ 1—h(s)ds €R.

U —Uu

Dowdd.

/_1; L h(s)ds = /_Z/de(x) B /Reisxdp(x) ds — /R/_q; 1 — cos(sz) ds dP(x)

:/Qu—QmmdP(x):Qu(/ I—Sm(ux)dP(x)—l—/ 1—8”1(1“7)@3(90))
R T {z:|uz|<2} uzx {z:|ux|>2} uzx

1
> 2u (O + iP(x uz| = 2)) =uP(x: |uz| > 2> : O

Jednym z najwazniejszych zalet funkcji charakterystycznych jest zgodnosé zbieznosci ciggu rozktadéw ze zbiez-
no$cia odpowiedniego ciagu funkcji charakterystycznych. Méwi o tym nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie — 11.21 (o ciagtosci). Niech {P,} bedzie ciggiem rozktadow, a hy, = hp, ciggiem funkcji charaktery-
stycznych.

1. Jezeli P jest rozktadem i P, 4, P, toVu€eR:lim, o hyp(u) = hp(u).

2. Jezeli h : R — C jest funkcjq cigglta w 0 oraz Vu € R : limy,_,o0 hyp(u) = h(u), to istnieje rozktad P taki, ze
P, -% P. Wtedy tez h = hp.

Dowdd. Ad 1. Dla kazdego u € R, sin(uz) oraz cos(uz) sa funkcjami ciaglymi i ograniczonymi, wiec stosuje sie
twierdzenie [[1.11] o zbieznosci rozkladow. o

Ad 2. Udowodnimy, ze {P,} spelnia warunek Prochorowa. Niech € > 0. Niech 0 < &’ < . Istnieje u > 0, takie,
ze |1 — h(s)| < %, dla |s| < u.
1 [ e
Z wtasnosci catek: — |1 — h(s)|ds < 3

—u
1 [ 1 [
Z twierdzenia Lebesgue’a 5 |1 — hn(s)|ds — 2/ |1 — h(s)|ds. Istnieje ng takie, ze dla n > ng zachodzi
U J_q U J—y
1 u

2 1 [
o (1= hp(s))ds < % Z poprzedniego twierdzenia: P, (a; eER:|z| > > < / 1—hp(s)ds <e.
u )y u

U J—u

{P,} spemia wiec warunek Prochorowa. Istniej podciag { Py, } oraz rozkltad P, taki, ze P, %, P. Z punktu 1:
Vu € R : limy o0 hp, (u) = hp(u). Ale réwniez Vu € R : limy s hp, (u) = h(u). Wiec hp = h. Gdyby P, nie
zmierzal do P, to istniatby podciag P, oraz rozklad @) rézny od P taki, ze P, 4, Q). Rozumujac jak poprzednio
widzimy, ze hg = h = hp. Z twierdzenia o jednoznacznosci P = Q. O
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11.3 Dowédd centralnego twierdzenia granicznego

W oparciu o teorie funkcji charakterystycznych mozemy podaé¢ dowdd Centralnego Twierdzenia Granicznego. Naj-
pierw udowodnimy twierdzenie Lindeberga—Lévy’ego, twierdzenie (9.1} a jak sie okaze wynikaja z niego twierdzenie|9.2
oraz twierdzenie [0.3]

Przypominamy, ze: Xi, Xo, X3,... jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych (i.i.d.) okreslonych na prze-
strzeni probabilistycznej (2,3, P). Wszystkie zmienne losowe X; maja taki sam rozktad, a ich wspélna nadzieja
matematyczna m oraz wariancja o2 istnieja i sa skonczone, przy czym o > 0.

Sy —E(S,) Sy —nm

S =X+ + Xy, Zn: _
! D2(S,) o\/n

Wtedy E(Z,) = 0 oraz D*(Z,) = 1 (éwiczenie).
Mamy wykazaé, ze: dla kazdego = € R zachodzi réwnosé:

lim P(Z, < z) = ®(x),

n—oo

gdzie ® jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego, czyli, ze Py, AN (0,1).

Dowdd twierdzenia 91l Skorzystamy z drugiej czesci twierdzenia o ciaglosci.
Musimy wiec wykazad, ze ciag funkcji charakterystycznych h,, := hz, jest zbiezny do funkcji charakterystycznej
he, ktorag to funkcje wyznaczylismy.

Poniewaz
(Xi—m)+...+ (X, —m)

o\/n ’

wiec korzystajac z niezaleznosci zmiennych losowych (X7 — m), ..., (X, — m) oraz z wlasnosci funkcji charaktery-

stycznych otrzymujemy:
n
U
hn(u) =h | ——=
n( ) (O’ ’I’l) ’

gdzie przez h oznaczamy funkcje charakterystyczng rozktadu zmiennej losowej X; — m.
Poniewaz zmienne losowe maja z zatozenia moment rzedu 2, wiec wiemy, ze funkcja h jest dwukrotnie rézniczko-
walna w zerze. Mamy przy tym

Ly =

MOy =1, () =iB(X;=m)=0,  W'(0) =E((X; —m)’) = —o®.

Mamy wiec:

1
h(u) =1-— 502u2 + o(u?), gdy u — 0.
Przypomnienie. Dla funkcji f, g okreslonych na przestrzeni topologicznej A oraz a € A definiujemy:

f(z) =o0(g9(x)), gdy © - a <= Ve > 03U otoczenie a Vz € U : |f(z)| < elg(x)|.

Intuicja. Gdy g(x) — 0 dlax — a oraz f(x) = o(g(x)), dla x — a, to f(z) zmierza istotnie szybciej
do 0 niz g(z).

Ustalmy teraz u. Mamy wtedy

1u? 1
h<u>:1—u—|—o<>, gdy n — oo.
o\/n 2n n

Oznacza to, ze dla duzych n wartosci h (L) leza w kole o srodku w punkcie z = 1 i promieniu r = 1.

ovn
Jak wiadomo z kursu funkcji analitycznych, w kole tym istnieje dokladnie jedna funkcja analityczna (nazywa sie
ja galezia logarytmu naturalnego i oznacza przez log), taka, ze €!°6% = z oraz log 1 = 0. Mozemy tez skorzystac
z faktow, ze log 2™ = nlog z oraz

log(14+2)=z24o0(z2), dlaz—0.
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Kolejno mamy:

log hn(u) = nlogh [ —— ) =nlo ot (L dy n —
ghn(u) = nlogh { —= | =nlog s-tol~)), slyn—oo,

log Fn () = — . + 9(n),

gdzie ¢p(n) = o <—%% + no (%)) dla n — oo.
Widaé, ze ¢(n) — 0 dla n — co.

Tak wiec ostatecznie
2

'LL2 u
ho(u) = e~ Ze?™ — 77 = hg(u), dlan— co.

7 twierdzenia o ciaglosci Pz, —= N(0,1). m
n w2
Komentarz. Wiadomo, ze li_)rn (1 — %%) = e 2. Stosujac elementy teorii funkcji analitycznych, pokazalismy,
n—oo
n w2
ze réwniez nh_)rgo ( — %%2 +o0 (%)) =€~ 2, co jest zgodne z intuicja.

Twierdzenie — 11.22. W tezie twierdzenia Lindeberga—Lévy’ego zachodzi zbiezno$é jednostajna ze wzgledu na x € R.

Jest to konsekwencja nastepujacego lematu.

Lemat — 11.23. Zatozmy, ze
E-5F

gdzie F, oraz F' sq dystrybuantami. Zatozmy ponadto, ze F jest funkcjg ciggta. Wiedy
F, — F, jednostajnie na R.
Czyli: Ye >0 3ng Ve € RVn =ng: |Fu(x) — F(x)| <e.

Dowdd lematu. Ustalmy € > 01 bez straty ogblnosci zatézmy, ze ¢ < 1. Poniewaz dystrybuanta F' jest funkcja ciagta,
istnieja punkty z1,...,z, takie, ze F(z) = %, k=1,...,r, gdzie r jest najwickszg liczbg taka, ze %7 < 1. Polézmy
dodatkowo g = —o0, w41 = oo. Oczywiscie jest F(rp41) — F(xx) < 5. Z zalozenia wiemy, ze we wszystkich
punktach z; mamy lim,,_,o Fy,(xg) = F(z)). Poniewaz jest ich skoriczenie wiele, istnieje takie N, ze dlan > N i dla

wszystkich k=1,...r
€
[Fulan) — Fag)| <

Niech z € R bedzie dowolnie ustalone. Istnieje taki przedzial [xy, xp41), ktory zawiera z. Mamy teraz
€
Fu(z) = F2) < Fa(zp) = Fag) < Fapa) + 5 = Flag) <e

i podobnie
Fx) = Fu(@) < F(ar41) = Fa(ar) < Floea) = (Flo) = 5) <,

co oznacza, ze |Fy,(r) — F(r)| < e dla dowolnego = oraz n > N. O

Dowdd twierdzenia[9.3, CTG dla sum. Poniewaz z okreslenia zmiennej losowej Z, mamy S, = ov/nZ, + nm, wiec

mamy
r —nm
an(w)—FZn< >
ov/n

Natomiast takze w naszym przypadku:

(@) = P (x;\/?%m> .

Twierdzenie [11.22 méwi, ze: Ve > 0 dngVn > ng Ve €R:

T —nm T —nm
F — | P ——F . O
w () -2 ()| <
Dowdd twierdzenia[9.3, CTG dla $rednich. (éwiczenie). O

|Fs, (@) = @y o l@)| =
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11.4 Funkcje tworzace

Do badania rozktadéw zmiennych losowych przyjmujacych wartosci catkowite nieujemne zamiast funkcji charaktery-
stycznych mozna uzywaé tak zwanych funkcji tworzacych.

Niech a;, © = 0,1,2,3,... bedzie ciagiem liczb rzeczywistych nieujemnych. Funkcja tworzaca tego ciagu jest
funkcja zmiennej zespolonej z:

a(z) = Zaizi. (11.3)
=0

Zauwazmy, ze jezeli ciag {a;} jest ograniczony, to szereg powyzszy jest zbiezny dla |z| < 1, a wiec funkcja « jest
analityczna w otwartym kole K(0,1). Jezeli dodatkowo D -2 a; = 1, to szereg jest zbiezny takze dla |z| = 1.

Niech X bedzie zmienng losowa okreslong na odpowiedniej przestrzeni probabilistycznej. Zatézmy, ze X przyjmuje
jedynie wartosci catkowite nieujemne, czyli P (| J;2o{X =1i}) = 1. Niech p; = P(X =), i = 0,1,2,.... Okreslamy
funkcje tworzaca zmiennej losowej X jako funkcje tworzaca ciagu {p;}. Jest to wiec funkcja:

mx(z) i =m(z) = szzl (11.4)
i=0

Zauwazmy, ze funkcja tworzaca mx oraz funkcja charakterystyczna hx sa ze soba $ciSle zwiazane. Mianowicie,
stosujac wzor (11.1)) na funkcje charakterystyczna rozktadu dyskretnego, mamy dla rzeczywistych wu:

hx(u) _ Z eiukpk _ Z(eiu)k’pk _ Wx(ew).
k=0 k=0

Poniewaz funkcja 7, jako funkcja analityczna w kole K (0, 1), jest wyznaczona jednoznacznie przez swoje wartosci
na okregu |z| = 1, powyzszy zwiazek pozwala wykaza¢ wiele wlasnosci funkeji tworzacych na podstawie odpowiednich
wlasnosci funkcji charakterystycznych. Wtasnosci te mogg by¢ otrzymane takze bezposrednio — bez odwotywania
sie do funkcji charakterystycznych. Na przyktad, czesto wykorzystuje sie nastepujaca wtasnosé bedaca konsekwencja

(éwiczenie) twierdzenia [11.14]

Twierdzenie — 11.24. Niech X1, Xo, ..., X, bedq niezaleznymi zmiennymi losowymi przyjmujgcymsi nieujemne
wartosci catkowite. Witedy
TxX 4. +X,(2) =7x,(2) - ... 7x, (2).

Zachodzi takze twierdzenie o jednoznacznosci rozktadu, ktore jest szczegélnym przypadkiem twierdze-

nia (¢éwiczenie).
Podobnie jak funkcje charakterystyczne, funkcje tworzace moga stuzyé do wyznaczania momentow.
Twierdzenie — 11.25. Niech X bedzie nieujemng zmienng losowq przyjmujgce wartosci catkowite.
1. Jezeli E(X) < 00, to E(X) = m'y(1).
2. Jezeli E(X?) < 0o, to B(X?) =7 (1) + 7% (1).

Dowdd. Mozna zrozniczkowaé szereg dla |z| < 1. Poniewaz istnieje E(X), to szereg okreslajacy w’. jest zbiezny dla
z =1 (¢wiczenie). O

Podamy teraz trzy proste zastosowania funkcji tworzacych:

Spacery losowe po prostej

Wyobrazmy sobie ruch czastki po osi liczbowej odbywajacy sie wedtug nastepujacych zasad.

(1) W chwili n = 0 czastka znajduje sie w ustalonym punkcie, powiedzmy w punkcie A = 0.

(2) Jezeli w chwili n czastka znajduje si¢ w punkcie x, to w chwili n + 1 znajduje si¢ w punkcie x + 1 z prawdo-
podobienistwem p i w punkcie z — 1 z prawdopodobieristwem q. Zaktadamy, ze p 4+ g = 1. Interesuje nas czy czastka
musi wrocié do wyjsciowego stanu A.
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Najpierw sprecyzujemy nasze zadanie. Niech X;, i = 1,2,3,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie:
PX;,=-1)=¢q, PX;=1)=p.
Niech S,, = X7 + ...+ X,, i niech
T =min{n >0: S5, =0}. (11.5)

Pytanie postawione poprzednio mozna teraz sformutowaé nastepujaco: Czy P(T < oo) = 1?7 Prawdopodobienstwo
P(T < 00) nazywamy prawdopodobieristwem powrotu.

Rozwazmy dwa ciagi liczb {a,} oraz { f,,} okreslajace odpowiednio prawdopodobienstwa pobytu czastki w punkcie
A w chwili n oraz prawdopodobienistwo pierwszego powrotu do A w chwili n. Definiujemy wiec:

ap, = P(S, =0), fn=PT=n), dlan=1,2,3,...
oraz dookreslamy ag = 0, fo = 0.

Poniewaz zdarzenia {T' = n} sa parami rozlaczne, wiec prawdopodobienstwo powrotu:

[e.9]

P(T <o) =3 fu = (1),

n=0

gdzie ¢ jest funkcja tworzaca ciagu {f,}. Oczywiscie ¢(1) < 1.
Znajdziemy zwiazek miedzy funkcja ¢ oraz «, funkcja tworzaca ciggu a,. Ze wzoru na prawdopodobieristwo

catkowite oraz z niezaleznosci zmiennych X mamy dla n =1,2,3,... (¢wiczenie):
a1 = fi,
az = fiar + fa,

a3 = fiaz + faa1 + f3,
ay = firaz + faaz + faar + fa,

Pomnoézmy te rownosci odpowiednio przez z, 22, 23, 2%, ... | |z| < 1, i zsumujmy stronami. Otrzymujemy:
) ) ) ) b )

a(z) = fiz (1+a12+a222+...)+f2z2 (1+alz+a2z2+...)+f323 (1+a1z+a222+...)+....

Mamy wigc dla |z] < 1
a(z) = o(2)(1 4 a(z)).
Niech z zmierza do 1 po osi rzeczywistej w sposob rosnacy. Wtedy wartosci a(z), ¢(z) rosna i zmierzaja odpo-
wiednio do granic a(1) i ¢(1), czyli:
a(1) = p(1)(1 + (1)),
przy czym wiemy, ze ¢(1) < 1. Widzimy teraz, ze ¢(1) = 1, wtedy i tylko wtedy, gdy a(l) = co. Co wiecej, gdy
a(l) < oo, to

a(1)
1) = ———. 11.6
)= o (11.6)
Wykazalismy wiec nastepujace:
Twierdzenie — 11.26.
1. Jezeli )7 | a, < 00, to prawdopodobieristwo powrotu jest mniejsze od jeden i wynosi:
o

P(T < o) = —2zn=19n (11.7)

L+ an

2. Jezeli y 2 | an = 00, to prawdopodobierstwo powrotu jest réwne jeden.
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Wyznaczymy teraz liczby a,,. Sg to prawdopodobieristwa tego, ze czastka startujaca z A znajdzie sie po n krokach
znowu w punkcie A. Czastka musi wiec wykonaé tyle samo krokow w prawo co w lewo. Mamy wiec:

0, gdy n =2k — 1,
Qa =
" GF) pheE,  gdy no= 2k,

)
n=1

dlak=1,2,3,...

Do zbadania zbieznosci szeregu » 7 ; a,, wykorzystamy stynny wzor:

Wzér Stirlinga
n!
lim —— =1, 11.8
n—00 ne=N\/2mn ( )

ktory czesto uzywany jest w formie:
~ n_—m

n! = n"e 2mn,  dla duzych n.

Wzér ten oznacza (¢wiczenie), ze:
- (4pq)*
vk
1

Poniewaz pq < 7, a rtéwnos¢ zachodzi doktadnie wtedy, gdy p = ¢ = %, widzimy, ze:

k — oo. (11.9)

N | —

oo
Z ap =00 <= p=gq=
n=1
Tak wiec przy symetrycznym spacerze losowym po prostej czastka predzej czy p6zniej powrdci do stanu wyjscio-
wego. Natomiast, gdy spacer nie jest symetryczny czastka z dodatnim prawdopodobienistwem nigdy nie powrdci do
stanu wyjsciowego.

Mozna tez bezposrednio wyznaczy¢ sume szeregu y -

o~ 1 an oraz P(T < 00), patrz ¢wiczenie 11.4. Mianowicie:

P(T <oo)=1-[2p—1]=1-|p—gql.

Jako ze dyskutowany przez nas spacer losowy jest szczegolnym przypadkiem tancucha Markowa, wrocimy do tego
problemu w rozdziale Wykorzystamy wtedy przyblizenie zadane wzorem (|11.9)).

Suma losowej liczby skladnikéw

Niech X7, X9, X3,... oraz N beda zmiennymi losowymi przyjmujacymi wartosci catkowite nieujemne. Interesuje nas
suma pierwszych N zmiennych X;, czyli zmienna losowa:

S::X1+...+XN.
Wykazemy nastepujace:

Twierdzenie — 11.27. Jezeli zmienne losowe X1, Xo, X3, ... sq niezalezne i majq taki sam rozktad o funkcji tworzgcej
m, a zmienna losowa N jest niezaleina od X1, Xo, X3,... i ma funkcje tworzqgcq v, to zmienna losowa S ma funkcje
tworzgcq o = v oT.

Dowdd. Niech m(2) = Y20, pizt, v(z) = S50 niz', o(z) = 352, 8:2". Oznaczmy przez o™ funkeje tworzaca sumy

Sn=X1+Xo+...+X,,n=0,1,2,3.... Niech 0(”)(2) =37 sgn)zi. Po pierwsze, z niezaleznosci N od X; mamy
dla j =0,1,2,3,...:

sp= P(S =k) = ZP(N = i)P(S; = k) = Z”"sl(f)'
=0 1=0

Po drugie, z twierdzenia [11.24 wiemy, ze ¢()(2) = m(2)" i stad:

€O oznacza teze¢. ]
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Przyklad — 11.28. Owad (powiedzmy mucha) sktada duzo jajeczek z ktorych moga wykluwaé sie nowe owady.
Zaktadajac, ze liczba jajeczek ma rozktad Poissona o parametrze \, oraz, ze owady wykluwaja sie z jajeczek niezaleznie
od siebie z tym samym prawdopodobienistwem p, wyznaczy¢ rozktad oraz oczekiwang warto$é liczby potomkow
jednego owada.

Niech N oznacza liczbe jajeczek zlozonych przez muche w ciagu catego zycia i niech X; = 1 lub X; = 0 zaleznie
od tego czy z i-tego jajeczka rozwinie sie dorosty owad czy nie. Wtedy S = X1 + ...+ Xy oznacza liczbe dorostych
potomkow muchy. Zatozmy, ze N, X, Xo, X3, ... sa niezalezne. Wiemy, ze X; maja taki sam rozktad B(1,p) oraz, ze
N ma rozktad Poissona o parametrze A. Jak tatwo sprawdzi¢ odpowiednie funkcje tworzace sa rowne: m(z) = 1—p+pz
oraz v(z) = e M. W takim razie o(2) = (v o 7)(2) = e T %, Oznacza to, ze liczba dorostych potomkéw S ma
rozklad Poissona o parametrze Ap.

Przyklad ten przeanalizujemy jeszcze raz w oparciu o teorie warunkowych wartosci oczekiwanych, przyktad [I4.5]

Proces galazkowy

Przyktad — 11.29. Osoba, powiedzmy Og, ktéra jest nosicielem wirusa moze przekazywaé¢ go k innym osobom
z prawdopodobienistwami pg, k = 0,1,2,..., a te osoby moga przekazywaé¢ go dalej wedtug tego samego schematu.
Niech X, oznacza liczbe oséb, ktore otrzymaty wirusa od Og dokladnie po n krokach. Niech 7 oznacza funkcje
tworzaca ciagu (pk)-

Wyznaczymy kolejno funkcje tworzaca mx, (zakladajac niezaleznosé), E(X,,) oraz P(X, = 0).

Niech N bedzie zmienna losowa o rozktadzie P(N = k) = py.

o Og zarazi X os6b, przy czym Px, = Py. Tworza one pierwsza generacje.

o Kazda osoba i z pierwszej generacji zarazi Xi; 0sob, przy czym Px, ; = Py.

o Xo — liczba os6b w drugiej generacji jest wigc suma: Xo = X1+ ...+ Xy x,.

o Podobmie X, = Xn—l,l + ...+ X’Vl—Lanl'

W poczatkowym stadium epidemii mozna zatozy¢, ze wystepujaca w sumach zmienne losowe sa niezalezne. Przy
takim zatozeniu mozna skorzysta¢ z twierdzenia z ktorego wynika, ze mx, jest n-tym ztozeniem funkcji 7, czyli
TX, =T, TX, = m =mom, TXy = 73 itd.

Z okreslenia funkeji tworzace]j catkowitoliczbowej zmiennej losowej X wynika, ze P(X = 0) = wx(0). Natomiast
twierdzenie pozwala wyliczy¢ wartosé oczekiwana: E(X) = 7'y (1). Tak wiec w rozwazanym przypadku:

k
Zaktadajac, ze pp, = e_’\g, czyli rozktad Poissona, mozna jak poprzednio wyznaczy¢ funkcje tworzaca m i obliczy¢
(np. Maple) powyzsze wielkosci dla n = 10, gdy: (a) A = 0.9, (b) A = 1.1. Wskazéwka: n-krotne zlozenie funkeji f
ze sobg uzyskuje sie w Maple za pomoca polecenia £@@n.
Otrzymujemy:
Ad (a) E(X19) ~ 0.3486784401, P(X19 = 0) ~ 0.9150828404.
Ad (b) E(X10) ~ 2.593742460, P(X19 = 0) ~ 0.7507181832.

11.5 Pytania

Pytanie 11.1. Czy nastepujace rodziny rozktadéw spetniaja warunek Prochorowa?
1. {N(m,1) : m € R},
2. {N(0,0):0< 0 < 1},
3. {U(a,b) : a < b < 100}.

Odpowiedz uzasadnié.
Pytanie 11.2. Nie korzystajac z MPWL, wykaza¢ nastepujace twierdzenie (Chinczyna).

Jezeli X1, X9, X3, ... sq i.i.d. i majq skoriczong nadzieje matematyczng m, to *S;l—" > om.
Pytanie 11.3. Przeprowadzi¢ dowdéd CTG dla $rednich.

Pytanie 11.4. Niech S,, oznacza sume ortéw uzyskanych w trakcie n rzutéw monety symetryczng. Niech € > 0
bedzie dowolna liczba.
Obliczy¢:
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Pytanie 11.5. Niech S,, oznacza sume ortéw uzyskanych w trakcie n rzutow monets symetryczng. Sformutowaé
jako twierdzenie nastepujgce spostrzezenia: Gdy wykona sie dostatecznie duzo rzutéow, to réznica miedzy liczba

uzyskanych ortéw i reszek bedzie tak wielka jak chcemy, natomiast ich iloraz bedzie coraz blizszy 1.

Pytanie 11.6. Wykaza¢ twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu w przypadku funkcji tworzacych.



Rozdzial 12

Metody Monte Carlo

Metody Monte Carlo sg rozumiane na rézne sposoby. Mozna powiedzieé, ze stanowia one narzedzia numeryczne
oparte na teorii rachunku prawdopodobieristwa stuzace do rozwigzywania probleméw, w tym probleméw o podlozu
deterministycznym, najczesciej wtedy, gdy zawodza metody analityczne czy klasyczne metody numeryczne. Jednym
z tworcow wspdlezesnych metod Monte Carlo byl polski matematyk Stanistaw Ulam pracujacy w latach 40-tych
XX wieku w Stanach Zjednoczonych nad konstrukcja broni jadrowej. Wraz z rozwojem technologii komputerowych
metody Monte Carlo osiagnely zawrotny rozwdéj i sa wykorzystywane obecnie w wielu dziedzinach nauki i techniki.
Juz przyktad oraz przyklad podane przez na przy okazji omawiania znaczenia mocnego prawa wielkich
liczb ilustrowaly podstawowe idee metod Monte Carlo. Sygnalizujemy teraz inny klasyczny przyktad. Roézni sie on
tym od tych dwoch, ze uzywa narzedzia probabilistyczne do rozwiazania problemu o charakterze deterministycznym.

Przykltad — 12.1. Nalezy podaé przyblizong warto$é liczby .
Schemat rozwigzania: Losujemy duzo punktéw, powiedzmy n, n > 1000, z kwadratu [—1, 1]? i wyznaczamy liczbe,
k, punktow, ktore spelniaja nieréwnosé 22 4+ y? < 1. Liczbe 4% uwazamy za przyblizenie 7.

Uzasadnimy po6zniej sensownos¢ powyzszego postepowania. Pokazemy istotne uogélnienie. Zaczniemy od wyja-
$nienie kwestii losowania.

Metody Monte Carlo bazuja na mozliwosci generowania przez komputer w bardzo krotkim czasie bardzo wielu
liczb, ktére mozna uwazaé za wielkosci losowe niezaleznie od tego, ze najczeiciej sa one generowane przez algo-
rytmy deterministyczne. Takie liczby nazywamy liczbami pseudolosowymi. Po oméwieniu sposobéw pozyskiwania
liczb pseudolosowych powiemy jak moga byé one uzyte do przyblizonego wyznaczania calek, a takze w problemach
optymalizacyjnych.

12.1 Liczby pseudolosowe

Problem pozyskiwania liczb pseudolosowych o dobrych wlasnosciach jest kluczowy dla wielu obliczen
metodami Monte Carlo oraz w symulacjach i nadal pozostaje w centrum uwagi specjalistow.

Jeszcze do niedawna programy komputerowe uzywaly najczesciej nastepujacego algorytmu: dla ustalonych liczb
naturalnych a, b i p wybieramy dowolna liczbe naturalna Xy, zwana ziarnem (ang. seed), a nastepnie okreslamy
rekurencyjnie ciag:

Xp+1=aX,+b (mod p).

Mowigc inaczej, za kazdym razem obliczamy X, ; = aX, + b, a jako X,, 11 bierzemy reszte z dzielenia X, | przez p
— tak wiec wszystkie wyrazy rozwazanego ciagu sa liczbami naturalnymi mniejszymi od p.
Jezeli parametry a, b, p i Xo sa odpowiednio dobrane, to okazuje sie, ze liczby:

U, = Xn/p

maja wlasnosci niemal takie same, jak liczby wylosowane niezaleznie jedna od drugiej z rozktadu jednostajnego na
przedziale (0,1).

Przykltad — 12.2. Niecha =5,b=0,p="7. Xg = 4. Wtedy otrzymujemy kolejno:
4,6,2,3,1,5,4,6,... i po podzieleniu przez 7 odpowiednio: .5714285714, .8571428571, .2857142857, .4285714286,
1428571429, 7142857143, .5714285714, .8571428571, . . ..

92
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Istnieja pewne zasady wybierania parametréw. W szczegélnosci, p powinno byé bardzo duze, aby jak najbardziej
ograniczyé¢ zjawisko okresowosci. Z podobnych wzgledéw takze a powinno byé duza liczba, najlepiej wzglednie
pierwszg z p. Natomiast wybdr b ma mniejsze znaczenie — czesto przyjmuje sie b = 0.

Okazuje sie, ze przy odpowiednio wybranych parametrach oraz przy zastosowaniu dodatkowych procedur liczby
pseudolosowe 1 ich zestawy maja bardzo dobre wlasnosci — potwierdzaja to takze odpowiednie testy statystyczne.

Przyktadowo, program Maple (juz w wersji 5) uzywal generatora liczb pseudolosowych z bardzo duzymi parame-
trami a oraz p, mianowicie:

a = 427419669081, p = 999999999989.

Warto$é ziarna Xg mozna w kazdej chwili zadaé¢ zgodnie z aktualnymi potrzebami. Moze nam na przyktad
zaleze¢, aby przy powtorzeniach danego losowania zawsze otrzymywaé te same liczby pseudolosowe — zadajemy
wtedy taka sama (stala) wartos¢ Xo. Z drugiej strony, mozemy zada¢, aby w kazdym losowaniu otrzymywaé inne
liczby pseudolosowe — mozna to na przyktad osiggnaé, zadajac warto$é¢ ziarna w zaleznosci od uptywu czasu zuzytego
przez procesor od rozpoczecia aktualnej sesji.

Majac liczby pseudolosowe z rozkladu jednostajnego na odcinku [0, 1], mozna, stosujac odpowiednia metode,
uzyskaé liczby pseudolosowe z innego zadanego rozktadu.

Przykltad — 12.3 (liczby pseudolosowe z rozktadu dyskretnego).
Niech rozklad @ bedzie zadany przez ciagi: z1,22,..., p1,Dp2,..., czyli Q(x;) = p;. Definiujemy liczby Fy = 0,
F,=F,_1+p;. i=1,2,3,.... Aby wylosowaé liczbe x z rozkladu @ losujemy najpierw liczbe u z rozktadu U(0, 1
i wyznaczamy

x = xy, gdzie k jest takie, ze: u € (Fy_1, Fl.

Uzasadni¢ poprawnosé¢ tej procedury (¢wiczenie).

Przyklad — 12.4 (liczby pseudolosowe z rozkladu ciaglego).
Zalézmy, ze zmienna losowa X ma rozklad ) oraz dystrybuante ciagta, F'. Dla uproszczenia zatézmy, ze F' jest
silnie rosnaca. Zauwazmy, ze zmienna losowa U = F(X) = F o X ma rozktad U(0,1).
Rzeczywiscie, dla kazdego 0 < u < 1: Fyy(u) = P(U <u) = P(Fo X <u) = P(X < F1(u)) = F(F'(u)) = u,
a to oznacza, ze Fyy jest dystrybuanta rozktadu U(0,1).
Aby wiec wylosowaé liczbe z 7 rozktadu Q, mozna wylosowaé liczbe z rozktadu U(0, 1) i wzia¢ x = F~1(u).
Poniewaz odwracanie dystrybuanty moze by¢ trudne (czasochtonne), istnieja rowniez inne metody pozyskiwania
liczb pseudolosowych z okreslonych typow rozktadow.

Obecnie chyba najczesciej stosowana metode pozyskiwania liczb pseudolosowych z rozktadu U(0, 1) sta-
nowia rozne wersje: Mersenne Twister Algorithm.

12.2 Estymatory i przedzialy ufnosci

Definicja — 12.5 (Probka prosta). Dana jest rozklad Q. Probkq prostq z rozkladu @ nazywamy ciag niezaleznych
zmiennych losowych Xi, Xo,..., X, takich, ze dla kazdego i =1,2,...,n, Px, = Q.

Definicja — 12.6 (Estymator). Jezeli Xi, Xo,..., X, jest probka prosta, a g : R — R jest funkcja borelowska, to
zmienna losowa g(X1, Xo, ..., X,) nazywamy estymatorem.

Najczesciej méwiac o estymatorze, mamy na mysli, ze powinien on w jakims$ okreslonym sensie przybliza¢ pewna
wielko$é, na przyktad nadzieje matematyczna lub inny parametr rozktadu.

Definicja — 12.7 (Estymator silnie zgodny). Estymator g(Xi, Xo,...,X,) parametru a jest zgodny silnie <
9(X1, Xo,..., X) BN a, gdy n — oo.
Definicja — 12.8 (Estymator stabo zgodny). Estymator g(Xi, Xa,...,X,) parametru a jest zgodny stabo <=
9(X1, X2, ..., Xn) = a, gdy n — oo.

Powyzsze definicje sa formalnie btedne, niemniej czesto uzywane. Powinno sie oczywiscie méwié o ciagu o wyra-
zach gn (X1, Xo,..., Xp).


https://en.wikipedia.org/wiki/Mersenne_Twister
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Definicja — 12.9 (Estymator nieobciazony). Estymator g(Xi, Xs,...,X,) parametru a jest nieobcigzony <
E(Q(Xl,XQ, ceey Xn)) = a.

Przyklad — 12.10 (Estymator wartosci oczekiwanej). Dana jest zmienna losowa X oraz probka prosta Xy, Xo, ..., X,

_ X1+ Xoo o 4+ X
z rozktadu Px. Niech m = E(X). Definiujemy X,, = 14 A2, ¥ . Jak wiemy, jest to nieobcigzony estymator

n
parametru m. Natomiast Mocne Prawo Wielkich Liczb dla i.i.d. (10.16)) gwarantuje, ze jest to estymator silnie
zgodny (a wiec takze stabo zgodny).

Przyklad — 12.11. Niech Y7 = (Y11, Y12),...,Yn = (Yh1, Yan2) beda niezaleznymi wektorami losowymi o rozktadzie
jednostajnym na kwadracie [—1,1]?. Okreslamy zmienne losowe:

:{1, gdy Yi+Y3<L,
0, gdy Yi+Y3>1.

Rozwazamy estymator 4X,,. Zauwazmy, ze jest to estymator nieobciazony i silnie zgodny liczby 7.

Rzeczywiscie: Poniewaz Y; maja rozktad jednostajny, to P(X; = 1) = 7. Mamy wiec tez m = E(X;) = . Co
wiecej zmienne losowe X; sa niezalezne jako funkcje wektoréw niezaleznych. Z poprzedniego przyktadu wynika, ze
X, jest estymatorem nieobcigzonym i silnie zgodnym liczby m. A wiec 4X,, jest estymatorem nieobcigzonym i silnie

zgodnym liczby 4m = 7.

Przyklad — 12.12 (Estymatory wariancji). Dana jest zmienna losowa X oraz probka prosta X1, Xs, ..., X, z roz-
ktadu Py. Niech 02 = D?(X). Definiujemy:

n-
=1
Mozna sprawdzi¢ (¢wiczenie), ze E(62) = “=1o2. Tak wiec 62 nie jest estymatorem nieobcigzonym parametru o
(jest asymptotycznie nieobcigzony, to znaczy: lim, E(62) = 0?). Jest jednak zgodny silnie. Zauwazmy, ze:
1 < 1 « 1«
~2 & \2 2 7 2 2 w2

on =" Z;(XZ- - Xn)?=— ;(Xi - 2X X, + X)) = E;X - X2 (12.1)

i= i= i=

Stosujemy Mocne Prawo Wielkich Liczb do ciagu X; oraz do ciagu X?. X, EEIN B(X), i3, X? BN E(X?).

n (3
Stad: 62 — E(X?) — E(X)? = D%(X). Zauwazmy teraz, 7e:

n . 1 _
n—lgi: n—lZ(Xi_Xn)2
i=1

jest nieobcigzonym i zgodnym silnie estymatorem o?2.

Przyklad — 12.13 (kontynuacja przykladu . Wiemy juz, ze X,, jest ,dobrym” estymatorem wartosci oczeki-
wanej m, ale waznym pytaniem pozostaje: jak bardzo otrzymane wartosci tego estymatora réznia sie od prawdziwej
wartosci m? Oczywiscie nie potrafimy odpowiedzie¢ na to pytanie z catkowityg pewnoscig! Mozemy jednak podaé
odpowiedZ obarczong niewielkim btedem, co wiecej, mozemy z gory okreslié wielkos¢ tego btedu. Ustalamy mala
liczbe v > 0 (czesto bierze sie 0.05; 0.01) i szukamy takiego przedziatu, zwanego przedziatem ufnosci, (a,b), ze:

P(m € (a,b) =1— .

Oczywidcie liczby a, b musza mie¢ charakter losowy zalezny od wartosci probki. Co wiecej, sie moga one byé¢ wyzna-
czone jednoznacznie. Najczedciej szuka sie ich w trzech nastepujacych postaciach:

(1) a=X,—-¢, b=X,+e

(2) a=-o00, b=X,+e.

3) a=X,—-¢ b=oo.

Zadanie rozwiazujemy w oparciu o Centralne twierdzenie graniczne, twierdzenie Musimy jednak wtedy zalo-
7yé, ze zmienna losowa X, a wiec wszystkie zmienne losowe X1, ..., X,,, maja skoriczona wariancje o2. Pamietajac,
ze n jest duze mozemy przyjaé, ze X, ma rozktad normalny N (m, ﬁ)
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Rozwiazmy problem (1). Poprzednia nieréwnos$é¢ przyjmuje postac:
Pme(X,—¢,X,+e)=1—a.

Otrzymujemy kolejno: )
P(X,e(m—em+e)=1—a.

<I>m7%(m+5) —@m,%(m—s) =1-a.

W) oF)orng

1—
i)
(

Problem (2) oraz (3) rozwiazuje sie podobnie (éwiczenie), otrzymujac w obydwoch przypadkach wzor:

5=%¢*1(1—a).

AW zagadnieniach praktycznych czesto jednak nie znamy o. W takiej sytuacji mozemy uzyé jego estymatora

[ n
1 62, lub 1/62 = 6,,. W tym drugim przypadku wzory na € przyjmuja postac:

a. (6
= Zo (1-5).
c Vvn 2

O—TL

n

oraz
d 1 (1-a).

E =

Przyklad — 12.14 (kontynuacja przykladu . Przeprowadzono nastepne n = 10000 symulacji m — $redniego
czasu oczekiwania Leona na dotarcie do okienka — otrzymujac tym razem: realizacje X, & = 7.5402 oraz ¢ = 1.0532.
Na poziomie ufnosci a = 0.95 przedziat ufnosci dla m wynosi [7.5196, 7.5609]. Na poziomie ufnosci 0.9 przedzial ten
jest nieco krotszy 1 wynosi [7.5229, 7.5575].

Przyklad — 12.15 (kontynuacja przyktadu [10.22)). Chcemy obecnie wyznaczy¢ przyblizona wartosé prawdopodo-

bienstwa zdarzenia
A = — >
{lrg&xnlSk E(Sk)| = 5},

przy czym S = Xi + ... + X, gdzie X1,..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie Poissona Ps.
Bierzemy e = 20, n = 30.

Pamietamy, ze p = P(A) = m = FE(14). Generujemy wiec realizacje yi,...,yn probki prostej, powiedzmy
Yi,..., Yy zrozkladu B(1,p), N = 10000. Mianowicie dla kazdego i = 1,...,10000 generujemy ciag liczb x1, ..., x30
z rozktadu Poissona Ps, wyliczamy sx = y1 + ... + y oraz E(Sk) = 5k i bierzemy

i — {1, gdy maxi<p<so |Sk — k| = 20
;=

0, gdy maxjcr<so|sky — k| < 20.

N
Wyliczamy y = N Z y; oraz 62 = N Z Z2 — yN Poniewaz y = y;, wiec 62 = § — °. Za pomoca Maple
151 E o~

otrzymujemy g ~ 0. 1518 i dalej p =~ 0.
0.95: [0.1448, 0.1588].

~ 0.3588 oraz dwustronny przedziat ufnosci dla p na poziomie ufnosci
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12.3 Calkowanie metodami Monte Carlo

b
Chcemy obliczy¢ catke J = / f(x)dx

Metoda I (uogolnienie metody obliczania ), przyktad [12.1}

Zalozmy, ze f jest ograniczona, dla uproszczenia, ze 0 < f(z) < ¢, gdzie ¢ € R.
Niech Uy = (U11,U12), - .., Uy = (Un1, Un2) beda niezaleznymi wektorami losowymi o rozktadzie jednostajnym na
prostokacie [a, b] x [0, ¢]. Okreslamy zmienne losowe:

07 gdy f( ) < UZ2

Oczywiscie zmienne losowe X; sa niezalezne i maja rozktad (0,1, p), gdzie p = . Mamy wiec m = E(X;) = p,

J
(b—a)c
02 = D*(X;) = p(1 — p). Poniewaz X,, jest nieobcigzonym i silnie zgodnym estymatorem m, to J,, = (b — a)cX,, jest
nieobciazonym i silnie zgodnym estymatorem catki J.

Znajdziemy dwustronny przedz1a1 ufnosci dla J na poziomie 1 — «. Poniewaz dla m takim przedziatem jest

(Xn —e, X, +¢), gdzie e = f/’iq) Y(1-9), todla J = (b—a)c m jest przedzial: (J,, — &1, J, + 01), gdzie:

0 =(0b—-a)ce=(b— \/(b ac _ & a)6)¢>_1(1—g): J(b—a)c—ﬂ\/lﬁ@_l(l—(;).

Metoda II. Zauwazmy, ze

b 1
- [ f@dr=0-a) [ @) @) d = (b= ) BX)).

gdzie X jest zmienna losowa o rozkladzie U(a,b).

Stosujac przyktad do zmiennej Y = f(X), mamy wzor na estymator nadziei my = E(Y') oraz umiemy
znalezé przedzialy ufnosci dla my-.

Estymatorem .J dla catki J jest wiec J = (b—a)Y, = b_T“ Yo Y, gdzie Y; = f(X;), a X1, Xo, ..., X, jest probka
prosta z rozkladu Px = U(a,b).

Przedziatlem ufnoéci dla J jest wigc: ((b— a)Y;,, — 62, (b — a)Y,, + &2), gdzie
— )Xo 1(1_-¢
2= (b= a) 0 (1 2),

b 2
adzie o} = D(Y) = B(f(X)?) ~ E(f(X))* = - / fl)de a)_‘]>

Tak wiec:
5y = \/(b —a) /abf(a:)zdz - J2\/15<1>—1 (1 - %) .

Wzory na przedzial ufnosci otrzymane w powyzszych metodach zawieraja wielkos¢ J, ktorej nie znamy, wiec nie
moga by¢ bezposrednio stosowane.
Zauwazmy jednak, ze metoda |lIf dostarcza potencjalnie lepszy (na og6l mniejszy) przedziat ufnosci niz metoda
b

Mianowicie: (b — a)/ f(z)*dz < J(b—a)e. Czyli 6 < 6;. Przy nieuwaznym doborze ¢ ta nieréwno$¢ moze by¢c
bardzo istotna.

Faktyczny przedzial ufnosci mozna wyznaczy¢ dopiero po przeprowadzeniu eksperymentu.

W metodzie [I| jest to przedziat: ((b — a)eX, — 61, (b — a)eX, + 61), 61 = (b — a)c(:/—{@_l <1 — %), gdzie
n

1 o 1 & _

(X -X)P =) X2 (X

- Z’:1( )= ZE 1 (Xn)?.
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W metodzie jest to przedzial: ((b— )Yy, — b, (b — a)Yy + 83), 6o = (b — a)a—ytlfl (1 — %), gdzie 6% =

o o vn
- YV, —V. )2 = = V2 _ (V)2
IS REA

Przykltad — 12.16. Policzmy calke J = f03 x? dx stosujac obie metody.

Losujemy (Maple) n = 10000 punktow (z prostokata [0, 3]x [0, 9] w metodzie[l] z odcinka [0, 3] w metodzie[[)), usta-
lamy a := 0.05. W tym przypadku umiemy oczywiscie wyliczyé¢ bezposrednio: J = 9, a takze §; = 0.249462688356251
oraz dy = 0.157774057303750.

W metodzie otrzymujemy J, = 8.934300000 oraz 6; = 0.249003673187557.

W metodzie [l otrzymujemy .J,, = 8.91313296682201 oraz oy = 0.157905405151449.

Przyktad — 12.17. Por6éwnajmy obydwie metody dla
bardziej skomplikowanej funke;ji. 12
Niech f(z) = x + sinx + cos 2x.

Interesuje na catka 0

4m
J = f(z)dz. g
0

Latwo bezposrednio obliczyé¢, ze J = 872, 6

=]

I\Jl::l

Uruchamiamy 10 razy metoda[[]i 10 razy metoda [[I} Najpierw poréwnujemy same przyblizenia J, a poézniej od-
powiednie przedzialy ufnosci (e = 0.05). W kazdej z metod przeprowadzamy 2000 losowan z rozkladu jednostajnego.
Metoda [[] - kolor czerwony, metoda [[]| - kolor niebieski.

84
22 n B3
+ +
_I_
e - ‘ i ‘
- + 80 L | ||
. L + | ‘ ‘ T ‘
+
+ T 75
76
74
1 70
72
0 2 4 6 B 10 0 2 4 6 8 10

1. Opisanymi dwiema metodami oraz innymi metodami Monte Carlo mozna oblicza¢ catki wielowy-
miarowe:

/ fdu, gdzie D C R", u — dana miara.
JD

2. W wielu przypadkach metody Monte Carlo sa jedynymi metodami obliczania takich catek!
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3. Oprocz dwoch omoéwionych powyzej istnieje wiecej metod Monte Carlo obliczania catek. Istotnym
problemem jest to, aby do danego problemu dobra¢ metode, ktore daja szanse na maly przedzial
ufnosci.

4. Wiele probleméw obliczeniowych mozna sprowadzi¢ do obliczania catek.

5. Metody Monte Carlo stosowane sg tez w innych zagadnieniach. W szczegélnosci meto-
dami Monte Carlo rozwigzywane sg ztozone zadania optymalizacyjne.

12.4 Optymalizacja

Dana jest funkcja f: A — R, gdzie A C R™.
Nalezy wyznaczy¢ efektywnie minimum globalne, to znaczy punkt a € A taki, ze

Vee A: f(a) < f(x),

lub jego mozliwie najlepsze przyblizenie.
Oznaczamy zbior rozwigzan:

A*:={a € A| dlakazdego z € A: f(a) < f(z)}.
Szukanie maximum globalnego funkcji f <= Szukanie minimum globalnego funkcji —f.

Omowimy najprostszy algorytm stochastycznej optymalizacji, Pure Random Search (PRS).
Zakladamy, ze f: A — R jest funkcja ciagla, A jest zwarty. Dla uproszczenia zalozmy, ze A = [0, 1]™.
Algorytm PRS.

1. Losujemy punkt ze zbioru A zgodnie z rozkladem jednostajnym na A. Oznaczamy go jako xg. Kolejne punkty
T1,T9,T3 ..., tworzymy w nastepujacy sposob.

Dlat=0,1,2,3,...:
2. Losujemy punkt y; € A wedtug rozktadu jednostajnego.
3. Jezeli f(yy) < f(wz), ktadziemy x;1 = y;. W przeciwnym przypadku kladziemy z;41 = ;.

Okazuje sie, ze punkty z; okreslone powyzszym algorytmem zmierzaja do zbioru A* z prawdopodobieristwem 1,
to znaczy dist(z, A*) — 0, gdy t — oo. Bardziej formalnie formutujemy to tak.

Twierdzenie — 12.18. Niech X; bedzie ciggiem zmiennych losowych, ktorych realizacje xy okresla algorytm. Wtedy
P{w: Xy(w) — A*, gdyt — oo}) = 1.
Dowadd. Przypominamy druga czesé lematu [10.17]

Lemat Borela—Cantellego Niech (€2, %, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna.
Niech C4,Co,Cs, ... € ¥ bedzie ciggiem zdarzen niezaleznych:

o0 oo 0
i=1 t=11=t
Oznaczmy m = ming f. Wtedy A* = {z € A: f(z) = m}.
Ciag f(X}) jest nierosnacy i ograniczony z dotu przez m, wiec jest zbiezny do pewnej zmiennej losowej 7 > m.
Niech Y; beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym na A, ktorych realizacjami sa
punkty y;.
Ustalmy ¢ > m.

Poniewaz funkcja f jest ciagta, zbior B = {x € A : f(x) < €} jest niepusty i otwarty, wiec jego miara Lebesgue’a,
v(B)=a>0.
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Okreslmy:
Cr={weQ: f(Yiw) <e} =Y (B),dlat=1,2,3,....

C; sa zdarzeniami niezaleznymi.

99

Poniewaz zmienne losowe Y; maja rozktad v, wiec P(C;) = Py,(B) = v(B) = a dla t > 1. Jest wiec spelnione

zalozenie lematu Borela—Cantellego.

Na podstawie algorytmu [PRS| zachodzi implikacja:

nze = Vt=1:f(Y) =2n>e,

czyli
{n=e}C ﬂ(Q\Ct):Q\UCt>
t=1 t=1

AUciclJcc{n<el

t=11i=t

Z lematu Borela-Cantellego: P({n < ¢}) = 1. Poniewaz, ¢ > m bylo ustalone dowolnie wiec n = m. Tak wiec:

P(f(Xy) »m, gdy t — o0) = 1.

Z ciaglosci f oraz zwartosci A, mamy P (X; — A*, gdy t — o0) = 1.

Przyktad — 12.19. Szukamy minimum i maksimum glo-
balnego funkcji f(z) = x — (x + 1)?sin(5x) na przedziale
A=1[-2,2].

Stosujac metode [PRS]i wykonujac 1000 krokow otrzy-
mujemy:

.
L

=]
.

min = 15937765,  f(amin) = —5.0895387,

Amaz = 1.9991702,  f(amaz) = 6.86129796.

Rozwiazywanie réwnan, badz uktadéw réwnan, mozna sprowadzi¢ do problemu poszukiwania minimum
globalnego. Rzeczywiscie, zamiast szukaé¢ rozwiazania ukladu f;(x) = 0, i = 1,...,n mozna szuka¢

minimum globalnego funkcji F(z) = Z fi(z)2.
i=1

Przyklad — 12.20. Znajdziemy przyblizenie rozwigzania

réwnania;:
Va2 +e® =x—2cos(2x)

w przedziale [0, 1].

Stosujemy metode do funkcji (f(z) — g(z))?,
gdzie f(x) oznacza lewa, a g(x) prawa strone réwnania.
Po wykonaniu 1000 krokéw otrzymamy:

z* = 0.84191450,

przy czym

f(z*) = 1.067569590,

g(z*) = 1.067498775.

O
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12.5 Pytania

Pytanie 12.1. Liczby 0.657,0.773,0.801,0.501,0.123, 0.202 wylosowano z rozkladu U(0, 1). Na tej podstawie wyge-
nerowac liczby z rozkladu B(3,1/2).

Pytanie 12.2. Niech X1, X9, X3,... beda i.i.d. z rozkladu U(0,a), a > 0. Zbada¢ wtasnosci estymatora parametru
o My = (s, %)

Pytanie 12.3. Dana jest funkcja f : [a,b] — R, o ktorej wiadomo, ze spelnia warunek |f(z)| < M dla kazdego

b
x € [a,b]. Jak mozna estymowaé / f(x) dx, uzywajac metody |I| z wyktadu? m
a

Pytanie 12.4. Aby obliczy¢ catke J = f_ll f(x)dx, gdzie 0 < f(x) < 1 zastosowano meton Wylosowano 1000
punktow z prostokata [—1, 1] x [0, 1] i okazalo sie, ze 360 z nich lezy pod wykresem funkcji. Na poziomie ufnosci 0.95

wskazaé przedzial ufnosci dla J. [[ROZWIAZANIE

b
Pytanie 12.5. W celu estymacji catki J = / f(x) dz wylosowano n punktow x; wedlug rozktadu jednostajnego

a
U([a,b]) i wyznaczono sumy s = f(x1) + ...+ f(x,) oraz sp, = f(21)? + ... + f(x,)%. Wskazaé przedzial ufnosci
dla J postaci (¢, 00) na poziomie ufnosci 1 — .

Pytanie 12.6. Uzasadni¢ ostanie zdanie w dowodzie twierdzenia [12.18 C)




Rozdziat 13

Warunkowa wartosé¢ oczekiwana

13.1 Wartosci oczekiwana rozkladéw warunkowych

Zdefiniowaliémy poprzednio rozktady warunkowe w przypadku dwuwymiarowego wektora losowego o rozktadzie dys-
kretnym lub cigglym. Mozna to powtérzy¢ dla wyzej wymiarowych wektoréow losowych:

Niech (X, Y") bedzie bedzie n x m-wymiarowym wektorem losowym o dyskretnym rozktadzie danym przez
({(zs,y5)},{pij}), czyli P(X = 2;,Y = y;) = p;;. Niech:

pi; = PY =9 X =2;) = .
]‘Z ( ]| Z) P(X _ :L’z) ;. kazk

Rozktad dany przez ciagi {y;},{p;;} nazywamy rozkltadem warunkowym Y pod warunkiem X = m;.
Oznaczamy go jako Py|x—g,.

Jezeli m =1, czyli gdy Y jest zmienna losowa, Py|x—, jest rozkladem jednowymiarowym i wtedy mozna mowic
o0 jego nadziei matematycznej, patrz uwaga Jezeli istnieje, to dla powyzszego rozktadu bedzie to liczba oznaczana
przez E(Y|X = x;), a wigc:

EY|X =) = Zyjpﬂi-
J

Przyklad — 13.1. Przypomnijmy przyktad dotyczacy wektora losowego (X,Y) o rozktadzie podanym w tabelce:

N\ 1 2 3 4 5 6 X
0 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
1 0 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 5/12
2 0 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 5/12
Y 1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36

X oraz Y byly okreslone w kontekscie rzutu dwiema kostkami:

X — numer kostki na ktérej wypadla wieksza liczba, lub 0, gdy liczby byty réwne.

Y — maksimum oczek na dwoch kostkach.

Rozktadem warunkowym Py|x—g jest rozktad jednostajny w punktach 1,2,3,4,5,6, a wiec E(Y|X = 0) = 3.5.

Rozklad warunkowy Py|x_p jest okreslony przez ciagi 2,3,4,5,6 oraz 1/15, 2/15, 3/15, 4/15, 5/15, a wigc
E(Y|X =2) =70/15 = 14/3.

Rozklad warunkowy Px|y—4 jest okreslony przez ciagi 0,1,2 oraz %, %, %, a wiec E(X|Y =4) = 1—70.

Niech (X,Y) bedzie bedzie n x m-wymiarowym wektorem losowym o ciaglym rozkladzie danym przez
gestosé f.

fley)  _ f(zy) :
Frix—s(y) = Fylz) = {J‘Rf(a:,y) &~ Txw 8 fx(@) >0,
~0.

13.2

101
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Tutaj fx oznacza gestosé wektora losowego X. Przy ustalonym z, takim, ze fx(z) > 0 funkcja y — f(y|z) jest
gestoscig. Zakladajac, ze m = 1 mozemy wiec, podobnie jak w przypadku dyskretnym méwié o nadziei matematycznej
E(Y|X = z) okreslonej (o ile istnieje) jako:

B(Y|X =) = /R yf (yle) dy.

Oczywiscie mozna w przypadku dyskretnym i w przypadku ciaglym zdefiniowaé takze E(X|Y = y) dla zmiennej
losowej X i dowolnego wektora losowego Y.

B =) = oy, B =) = [ af(ely) e

Przyklad — 13.2 (c.d. przykladu . Losujemy wedlug rozkladu jednostajnego liczbe a z odcinka [0,1] a na-
stepnie wedtug rozktadu jednostajnego liczbe b z odcinka [0, a]. X oraz Y sa zmiennymi losowymi odpowiadajacymi
powyzszym losowaniom. Pamietamy, ze gestos¢ warunkowa f(y|z) byta dana jako f(y|x) = %1[0,3:} (y),dlad <z <1
oraz 0 w przeciwnym przypadku. W takim razie: E(Y|X =) = [pyf(ylz)dy = [f 4dy =% dla0 <z < 1.
Pamietamy, ze gesto$é wektora losowego f mozna otrzymac jako iloczyn: f(z,y) = f(y|z)fx(x) = % dla0 <y <
x < 1 oraz 0 w przeciwnym przypadku.

Mozna wiec wyliczy¢ gestosé warunkowa dla 0 <y < o < 1:

- fmy
flzly) = NI fyl% —

i dalej

11 _
E(X|Y:y):/R$f(m|y)dx:/ r—r—dr = ! v
y

Naszym celem bedzie podanie definicji oraz wtasnosci i zastosowan warunkowej nadziei matematycznej zmiennej
losowej Y wzgledem wektora losowego X, E(Y'|X), a takze pojecia bardziej ogolnego, nadziei matematycznej zmiennej
losowej Y wzgledem o-algebry A, E(Y]A). Aby jednak nawiaza¢ do wspomnianych wtasnie sytuacji szczegolnych
zrobimy kilka wstepnych uwag.

Uwaga — 13.3. Kazdy wektor losowy okreslony na przestrzeni probabilistycznej (2,3, P), X : @ — R™ generuje
pewng o-algebre o(X) C 3. Mianowicie:

o(X)={X"YB):BecBR"}.
Jest to oczywiscie nagmniejsza o-algebra przy ktorej X jest odwzorowaniem mierzalnym.

Przyklad — 13.4. Gdy X ma rozklad dyskretny wyznaczony przez ciagi {z;}, {pi},i=1,...,N, N < o0, to o(X)
jest generowana przez rozklad zbioru  na przeciwobrazy X 1(z;), czyli jest rodzing wszystkich mozliwych sum
przeciwobrazéw X ~1(z;).

7 poprzedniego semestru znamy juz podstawowe twierdzenie

Twierdzenie. Niech X : Q) — R" bedzie wektorem losowym, g : R® — R funkcja borelowska. Wtedy:

B(9(X) = | gdPx.

przy czym obydwie strony istnieja jednoczesnie.
Mozemy teraz nieco uog6lnié¢ ten wzor:

Twierdzenie — 13.5. Niech X : Q — R" bedzie wektorem losowym, h : R™ — R funkcjq borelowskq, B € B(R™).

Wtedy:
/ h(X)dP:/ h dPx,
X-1(B) B

przy czym obydwie strony istniejq jednoczesnie.
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Dowdd. W poprzednim twierdzeniu wystarczy wziac¢: g(x) = 1g(z) - h(z), dla € R™, gdzie 1p jest funkcja charak-
terystyczng zbioru B. O
Podobnie mozna uogé6lni¢ wzor na nadzieje matematyczna dla rozktadéw dyskretnych i ciggtych.

Twierdzenie — 13.6. Niech wektor X ma rozktad ciggly zadany przez gestosé f : R™ — R.
h:R™ — R jest funkcjq borelowska, B € B(R™). Wtedy:

/ h(X)dP = / h(z) f(z) da
X-1(B) B

przy czym obydwie strony istniejg jednoczesnie. Catkowanie odbywa sie wedtug miary Lebesgue’a.

Dowdd. (Cwiczenie). O

Sformutowaé odpowiednia wersje w przypadku rozktadow dyskretnych (éwiczenie).

Wréémy do nadziei rozkladu warunkowego E(Y|X = z), w przypadku wektoréw losowych (X,Y") o rozkladach
dyskretnych i ciggtych. Mozemy teraz rozwazaé¢ nastepujace odwzorowanie:

v: 035w — EY|X = X(w)).

Twierdzenie — 13.7. W przypadku, gdy wektor losowy (X,Y) ma rozktad dyskretny, lub rozktad ciggly, odwzorowanie
@, o ile jest dobrze okreslone, spetnia dwa warunki:

(M) ¢ jest o(X) mierzalne.
(C) Dla kazdego A€ o(X) : [,pdP = [,Y dP.

To znaczy: ¢ jest zmienng losowq na przestrzenie probabilistycznej (2, 0(X), P), takq, zZe na wszystkich zbiorach
z 0(X) ma takie same calki (mozna mdowié o $rednich) co zmienna losowa Y .

Dowdd. Przypadek dyskretny. Ustalmy punkt ;. Wtedy ¢ jest funkcja statg na zbiorze X ~!(x;) rowna E(Y|X = z;),
a to oznacza mierzalnos¢ wzgledem o-algebry generowanej przez te zbiory. Niech A € o(X). Wtedy A jest suma co
najwyzej przeliczalng zbioréw postaci X ~!(z;). Catka po A jest wiec suma catek po tych zbiorach. Natomiast

Z Y;iDij
[, P =BOIX =P = e = =2

= YjiDij yiP(X =zj,y=vy;) = / YdP:/ Y dP.
Z iPij = Z J j ; (s Yt} 1o

Przypadek ciggly. Funkcja ¢ wyraza sie wzorem:

p(w) = /R y(f (WX (@) dy, gdzie

xZ, Z,
f(y]a:) — {fR j‘cgw% dy — 5”;(33’ gdy fX($) >0,

Wida¢, ze ¢ jest ztozeniem funkcji mierzalnych wzgledem o(X), a wiec jest o(X)-mierzalne. Niech A € o(X).
Oznacza to, ze A = X }(B), gdzie B € B(R"). B = By U By, gdzie B = {z € B : fx(z) >0}, B, = {x € B :
fx(x) = 0} Wtedy A = X_l(Bl) U X_I(BQ) = A1 U As.

Zauwazmy najpierw, ze P(As) = 0. Rzeczywiscie: P(Az) = Px(B3) fBz fx(z)dz = 0. Tak wiec fA pdP =
[, Y dP =0.

Natomiast stosujac dwukrotnie twierdzenie dotyczace zmiany calkowania wzgledem miary P na calkowanie
przy uzyciu gestosci fx oraz f, z twierdzenia Fubiniego mamy:

_ [ Ry@vdy o
/AlSOdP_ By fX(fL‘) fX( )d _/31/Ryf( 7y)dyd

- / yf(@,y)d(z.y) = (bo Ay = (X,Y) (B, xR)) [ YdP
B xR Ay

Czyli [y odP = [,Y dP. O
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13.2 Twierdzenie Radona—Nikodyma

Przypomnimy twierdzenie Radona—Nikodyma, gdyz stanowi ono klucz w kolejnych rozwazaniach dotyczacych nadziei
warunkowych.

Niech A bedzie o-algebra na zbiorze ().
Funkcje A : A — R nazywamy przeliczalnie addytywna, jezeli dla kazdego ciggu parami roztgcznych zbioréw

A, A, As, ... eA
A <U Ai) = AM4Ay).
i=1 =1

Kazda miara skoriczona, w szczegblnosci kazda miara probabilistyczna jest przeliczalnie addytywna.

Mowimy, ze przeliczalnie addytywna funkcja A jest absolutnie ciagta wzgledem miary p: A — [0, 00|, piszemy
czesto A < 1, jezeli dla kazdego A € A zachodzi implikacja:

W(A) =0 = A(A) =0.

Przyktad — 13.8. Jezeli yu: A — [0,00] jest miarg, a g : @ — R taka A-mierzalng funkcja, ze [, gdu € R, to A
zdefiniowana jako:

AMA) = / gdu (13.3)
A
jest przeliczalnie addytywna funkcja, absolutnie ciagla wzgledem miary u.

Przy pewnym zalozeniu powyzsza implikacje mozna odwrocié. Moéwi o tym twierdzenie Radona—Nikodyma.
Mowimy, ze miara p jest o-skorniczona, jezeli istnieja takie zbiory A; € A, ze Q = ;= A; oraz pu(A4;) < oo.
Kazda miara probabilistyczna jest o-skoniczona. Miara Lebesgue’a jest o-skonczona.

Twierdzenie — 13.9 (Radon—Nikodym). Jezeli A jest przeliczalnie addytywnag funkcjq, absolutnie ciggltq wzgledem
o-skoriczonej miary p, to istnieje A-mierzalna funkcja g : Q@ — R, Ze dla kazdego A € A

AA) = /A gdp.

Jezeli A-mierzalna funkcja h : Q@ — R spetnia dla kazdego A € A ten sam warunek, to g, h sg réwne p-prawie
wszedzie, to znaczy to p({w: g(w) # h(w)} =0

Dowadd. Pomijamy. O

Uwaga — 13.10. Poznalismy wcze$niej definicje rozktadu ciggtego. Byt to rozktad Q, ktéry ma gestosé, powiedzmy
f, czyli dla kazdego borelowskiego zbioru A: Q(A) = fAfdm, gdzie catkowanie odbywa sie wzgledem miary Lebes-
gue’a, pr. Powyzsze jednak oznacza, ze QQ < up. Z twierdzenia Radona—Nikodyma wynika wiec, ze rozktad Q jest
ciggty, wtedy i tylko wtedy, gdy miara Q jest absolutnie ciggta wzgledem miary py,. Dlatego tez czesé autorow uzywa
terminologii ,,rozktad absolutnie ciggly” rezerwujac termin ,rozktad ciaglty” do opisania sytuacji w ktorej Q({a}) =0
dla wszystkich a.

W tym kursie pozostajemy przy czeSciej stosowanej terminologii.

13.3 Warunkowa wartos$é oczekiwana — sytuacja ogdlna

Nadzieja warunkowa jest jednym z najwazniejszych pojeé¢ rachunku prawdopodobienistwa. Jest kilka obiektéw, ktore
okresla sie tym pojeciem i warto zrozumieé¢ roéznice i zwiazki miedzy nimi. Jak dotychczas wspomnielismy o wiel-
kosci E(Y|X = z) i byla ona okreslona jako ,zwykta” nadzieja rozktadu warunkowego Py |x—,, ale zakladalismy,
ze (X,Y) ma rozktad dyskretny albo rozktad ciaglty. A gdy tak nie jest to co? To wlasnie teraz zobaczymy. Naj-
wazniejszym bedzie zdefiniowanie pewnej zmiennej losowej, ktora tez nazwiemy nadzieja warunkows. Nie bedzie to
definicja konstruktywna tylko poprzez wymienienie wtasnosci, ktére ta zmienna losowa ma spetniaé. Niedawno mo-
wiliSémy juz o tych wlasnosciach, nazwalismy je oraz i pokazalidmy, ze istnieje obiekt, ktory je posiada, patrz
twierdzenie Wiec nasza definicja nie bedzie dotyczy¢ nieistniejacych obiektow! Jednak pokazemy co$ wiecej,
mianowicie, ze w kazdych okolicznosciach istnieje zmienna losowa, ktora spelnia warunki . I to tylko jedna
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z doktadnoscia do zbioréw miary zero! I to jest niezwykle wazne (i piekne), gdyz dzieki temu bedzie mozna uzyskaé
szereg waznych wynikéw. Na przyktad juz wkrotce powiemy, ze warunkowanie obniza wariancje, co jest kolosalnie
wazne w statystyce oraz w metodach Monte Carlo. A nawet wcze$niej przedstawimy sposoby obliczania ,zwyktej”
nadziei poprzez warunkowania.

Prosta konsekwencja twierdzenia Radona—Nikodyma jest nastepujace:

Twierdzenie — 13.11. Niech Y bedzie zmienng losowq okreslong na przestrzeni probabilistycznej (2,3, P), A C X
o-algebra. Zaktadamy, ze E(Y) € R. Wtedy:
Istnieje odwzorowanie ¢ : 8 — R spetniajgca warunksi:

(M) ¢ jest A mierzalne.
(C) Dla kazdego Ac A : [, pdP = [,Y dP.

Jezeli odwzorowanie v : Q — R spetnia warunki|(M)| oraz|(C)|, to ¢ = ¢ prawie wszedzie (skrét pw.), to znaczy
P({w € 9 p(w) = hlw)}) = 1.

Dowdd. Mozna skorzysta¢ z twierdzenia Radona—Nikodyma zastosowanego do funkcji A okreslonej jako A(A) =
J[4Y dP dla A € A (poniewaz E(Y') € R jest ona przeliczalnie addytywna) oraz miary P. O

Powyzsze twierdzenie powoduje, ze nastepujaca definicja ma sens.

Definicja — 13.12 (Nadzieja warunkowa wzgledem o-algebry.).
E(Y|A) ={p: Q — R : ¢ spelnia warunki [(M)| oraz [(C)|}.

Poprzednie twierdzenie zapewnia, ze F(Y|.A) jest zbiorem niepustym, a kazde dwa jego elementy sa sobie rowne
prawie wszedzie. Najczesciej (nieformalnie) nie rozréznia sie F(Y]|A) od jego elementow, czyli traktujemy E(Y].A)
jako odwzorowanie spelniajace [(M)| oraz |(C)]

Przyktad — 13.13 (zupelny brak informacji). Niech A = {&, Q}. Wtedy kazda funkcja stala spelia Gdy stala
ta rowna sie E(Y"), speliony jest takze warunek |(C)| Tak wiec:

E(Y|A) = E(Y).
Przyklad — 13.14 (pelna informacja). Niech A = ¥. Wtedy sama zmienna losowa Y spelia warunki|(M)|oraz|(C)
EY|A) =Y.

Przyklad — 13.15 (cze$ciowa informacja). Niech A; € ¥, i = 1,2,3,..., N, N < oo, bedzie rozkladem Q: Q =
Ui]il Ai, AN Aj = @ dlai # j. Zakladamy, ze P(A;) > 0 dla wszystkich . Niech A = o0(4; :i=1,2,3,...,N).

Wtedy:
i) A, Y dpP
P(4;)
Wyraznie widaé, ze powyzsza funkcja jest stala na kazdym zbiorze A;, jest wiec A-mierzalna. Poniewaz kazdy
zbidr A € A jest pewnag sumg roztacznych zbioréw A;, wiec warunek wystarczy sprawdzi¢ na kazdym A;, co jest
oczywiste (¢wiczenie).

E(Y|A)(w) = dla w € A;.

Przykltad — 13.16. Przypus$émy, ze wektor losowy X ma rozktad dyskretny skupiony w punktach z;, ¢ =1,2,3,..., N,
N < 0. Biorac A; = X~ (z;), mamy sytuacje taka jak w poprzednim przyktadzie; teraz A = o(X). W takim razie:
E(Y|o(X e VAP g x
(Yo (X)) (w) = m, gdy X (w) = z;.

W sytuacji, gdy wektor (X,Y’) ma rozklad dyskretny okreslony przez ({(z;,y;)}, {pi;}), mamy:
/X YdP =Y yipij, P(X =)= pi,
=zi i i

wiec
. Zj YiPij
> Pij

gdzie E(Y|X = ;) oznacza nadziej¢ matematyczna rozktadu warunkowego Py |x—g,-

E(Y|o(X))(w) =E(Y[X =), gdy X(w) =z,
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Nadzieja warunkowa wzgledem zdarzenia Czasami uzywa sie okreslenia: nadzieja matematyczna
warunkowa Y pod warunkiem W € ¥ i definiuje sie ja jako

Jyy Y dP
EY|W)= ",
(VIW) = M
zakladajac jednak, ze P(W) > 0.
W sytuacji opisanej w przykladzie widzimy, ze E(Y|A;) = E(Y|A)(w) dla w € A;.

UWAGA. Mamy tutaj niestety pewna kolizje oznaczen. E(Y|X = z) nie zawsze oznacza E(Y |{w : X(w) =
x}). Chociaz, gdy X ma rozklad dyskretny oraz P(X = ;) > 0, to te dwie wielkosci sa sobie rowne.

Definicja — 13.17 (Nadzieja warunkowa wzgledem wektora losowego). Niech Y : 2 — R bedzie zmienna losowa,
E(Y) € R. Niech X : Q — R¥ bedzie wektorem losowym. Definiujemy:

E(Y|X) = E(Y|o(X)).
7 twierdzenia wynika nastepujaca uwaga.

Uwaga — 13.18. Gdy (X,Y) jest wektorem losowym okreslonym na przestrzeni probabilistycznej (2, %, P) o rozkta-
dzie dyskretnym albo ciggtym, E(Y) € R, to

B(Y|X)(w) = BY|X = X(w)).
Inaczej:
EY|X)=a(X)=ao0X,
gdzie a(x) = E(Y|X = x) dla tych = dla ktorych w tych przypadkach zostata zdefiniowana E(Y|X = z).

E(Y|X) jest zawsze pewna funkcja X.

Twierdzenie — 13.19. Niech (X,Y) bedzie takim wektorem losowym, ze X : Q@ — R¥ Y : Q@ — R, E(Y) € R.
Wtedy istnieje funkcja borelowska o : RF — R, taka, ze E(Y|X) = a(X).

Twierdzenie to jest w istocie wnioskiem z bardziej ogélnego twierdzenia.

Twierdzenie — 13.20. Niech X : Q — RF bedzie wektorem losowym oraz Z : Q — R. Wtedy:
Z jest odwzorowaniem o(X) mierzalnym <=
Istnieje taka funkcja borelowska o : R¥ — R, ze Z = a0 X.

Dowadd. ,—" Rozwazamy przypadki:

I. Z =1y, gdzie A= X~1(B), B jest zbiorem borelowskim w R*. Wtedy wystarczy wzia¢: a = 1p.

II. Z jest funkcja prosta postaci Z =Y " | ¢;la,, gdzie A; € o(X). Wtedy bierzemy: o = Y " | ¢;a, gdzie «; sa
wybrane jak w punkcie I.

III. Z jest dowolna funkcja o(X) mierzalna. Istnieje wtedy ciag funkeji prostych o(X) mierzalnych taki, ze dla
kazdego w € Q lim,, o Zp(w) = Z(w). Na podstawie II istnieja funkcje borelowskie v, takie, ze dla wszystkich n
Iy =00 X.

Definiujemy funkcje o : R¥ — R jako:

a(z) = {limn_>C>o an(z), gdy z € X(9), (13.4)

0, gdy = ¢ X(2).
Oczywiscie « jest borelowska (dlaczego?). Dla w € Q zachodzi wzor:

Zn(w) = lim o (X (w)),

n—oo
wige X (w) jest punktem z, w ktorym istnieje lim_,o ap () 1 jest ona rowna Z(w). Czyli:
Z=ao0lX.

,<=" Dla dowolnego B € B(R) mamy Z }(B) = (a0 X) " 1(B) = X (o !(B)) € o(X). O
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Zauwazmy, ze we wzorze (13.4) mozna by zada¢ wartos¢ a(z) dla z ¢ X () na wiele réznych sposobéw i nie
zmienitoby to dalszego rozumowania. Tak wiec funkcja a nie jest wyznaczona jednoznacznie na zbiorze RF \ X ().

Gdy wektor losowy (X,Y') ma rozktad dyskretny lub rozktad ciagly, mozemy w sposob naturalny méwié o nadzie-
jach warunkowych E(Y|X = x) — tak postapiliémy na poczatku tego rozdzialu. Mozemy jednak rozszerzy¢ okreslenie
E(Y|X = z) nie zakladajac nic o rozktadach. Mianowicie mozemy postawi¢ nastepujaca definicje:

Definicja — 13.21. Warunkowq nadziejq matematyczng Y pod warunkiem X = x (gdzie x € R¥) nazywamy liczbe
EY|X =2z) = a(z),
gdzie « jest funkcja okreslona w twierdzeniu [13.19

Ze wzgledu na mozliwa niejednoznacznos¢ funkcji a wielko$é powyzsza nie jest jednoznacznie okreslona dla wszyst-
kich z € R*. Nie ma to jednak istotnego znaczenia. Na przyktad, gdy X ma rozklad dyskretny skupiony na zbiorze K,
to wartos¢ funkeji @ poza tym zbiorem sa nieistotne. Tak wiec, gdy = ¢ K, wartosci E(Y|X = x) sa niejednoznacznie
okreslone, ale nie ma to dla nas zadnego znaczenia.

Zawsze mozna mowi¢ o nadziei warunkowej F(Y|X); jest to pewna zmienna losowa. Natomiast twier-
dzenie gwarantuje, ze zawsze tez mozna moéwic¢ o nadziei warunkowej E(Y | X = z); jest to liczba.
W przypadku, gdy wektor losowy ma rozklad dyskretny lub rozktad ciagly pokazalismy, ze powyzsza de-
finicja E(Y|X = x) pokrywa si¢ z naturalna definicja postawiona w tamtych przypadkach. Takze w wielu
innych przypadkach mozna w sposob naturalny zinterpretowaé¢ E(Y|X = x).

Przyklad — 13.22 (c.d. przyktadu EY|X ) Jest zmienna losowa przyjmujaca wartosci %, %, %4 z prawdo-

podobiefistwami ¢, &, 5. Czyli a(O) = % a(l) = ¥ a2) = 134. Poza tymi trzema punktami mozemy okreslaé¢

wartosci a jak tylko chcemy.

Przyktad — 13.23 (c.d. przyktadu [13.2). W tamtym przykladzie wyznaczyliSmy nadzieje warunkowa E(Y|X = z)
X

dla 0 < = < 1. Mianowicie: E(Y|X =z) = ; W takim razie nadzieja warunkowa E(Y|X) = 5 Tutaj a(z) = 5

dla 0 < 2 < 1 oraz 0 dla pozostalych x (zamiast 0 mogto by¢ na przyktad 27 i nie ma to znaczenia, gdyz zmienna
losowa X nie przyjmuje wartosci poza (0, 1], korice odcinka jako zbiory miary zero moga by¢ uwzgledniane lub nie).

1-— 1-Y
Podobnie E(X|Y =y) = 71 dla0<y<1, wiec E(X|Y) = v
—1In

Rozwaza sie tez prawdopodobienistwo warunkowe zdarzenia wzgledem o-algebry, a wiec takze wzgledem wektora
losowego, jako szczegélny przypadek nadziei warunkowe;.

Definicja — 13.24. Niech (2,3, P) bedzie przestrzenia probabilistyczng A C 3 o-algebra, C' € X. Okreslamy
prawdopodobieristwo warunkowe zbioru C wzgledem o-algebry A jako:

P(C|A) = E(1¢|A).
Gdy X : Q — R* jest wektorem mozna wiec méwié¢ o P(C|X) oraz o P(C|X = x):

P(C|X) = P(Clo(X)) = E(Qc|X) oraz  P(C|X =) = E(1c|X = z).

Twierdzenie — 13.25 (Wtasnosci nadziei warunkowych). Niech (2,3, P) bedzie przestrzeniq probabilistyczng, A C ¥
—o-algebrg, Y : Q — R, E(Y) € R. Wtedy
E(c|A) =¢, dla c € R.

E(E(Y|A)) = E(Y).

Y >0 pw. = E(Y|A) >0 pw.

E(Y1 + Y3 A) = E(Y1|A) + E(Y2|A), o ile prawa strona istnieje.
E(cY|A) = cE(Y|A), dla c € R.

Y1 < Y3 pw. = E(Y1|A) < E(Y1]A) pw

S A e =
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7. BC A - o-algebra = E(E(Y|A)|B) = E(Y|B).
8. BC A - o-algebra = E(E(Y|B)|A) = E(Y|B).
9. Y1 >0 puw., Yo MY pu. — E(Y|A) 2 E(Y]A) puw.
10. [Y,| < Z, E(Z) €R, Y, -5 YV = E(Y,|A) - E(Y|A).

Dowdd. Dowody wszystkich tych wlasnosci sg standardowe i opieraja sie na definicji nadziei warunkowej i na kla-
sycznych wtasnosciach catek. Dla przyktadu udowodnimy dwie wlasnosci.

Wtasnosé 2. Korzystajac z warunku |(C)| oraz tego, ze Q € A mamy: E(E(Y|A)) = [ E(Y|A)dP = [,Y dP =
E(Y).

Wtasnosé 8. Pokazemy, ze prawa strona spelnia warunki oraz ze wzgledu na zmienna losowa E(Y|B)
oraz o-algebre A. Zmienna losowa FE(Y|B) jest B mierzalna, a wiec tez A-mierzalna. Niech A € A. Wtedy
JLE(E(Y|B)|A)dP = [, E(Y|B) dP, ale to oznacza zadany Warunek Prawa strona jest wiec rowna E(E(Y|B)|A).

O

Powyzsze oraz nastepne wlasnosci mozna sformutowaé dla nadziei warunkowych postaci E(Y|X = z).

Twierdzenie — 13.26. Niech Y bedzie wektorem losowym, E(Y) € R.
1. Jezeli X : Q — R¥ jest wektorem losowym takim, ze X,Y sq niezaleine, to E(Y|X) = E(Y).

2. Jezeli Z jest A-mierzalna oraz E(ZY) € R, to E(ZY|A) = ZE(Y|A).
3. Jezeli g : RF — R jest funkcjg borelowskq, E(g(X)) € R, to E(g(X)|X) = g(X).
4. Jezeli X jest zmienng losowq, E(X) € R, to E(X|X) = X.

Dowdd. Wtasnosé 1. Zatozmy najpierw, ze Y = 14, gdzie A € ¥. Wtedy E(14) = P(A) jest funkcja staty i w zwiazku
z tym jest mierzalna wzgledem o(X). Wtedy tez zachodzi warunek dla B = X"}(D) € ¢(X) mamy:

/BYdP:/AleP:/AdeP:P(Y1({1})ﬂX1(D))

— P(Y~'({1}))- P(X"'(D)) = P(A)P(B) = /B E(Y)dP.

Zachodzi wiec wlasnosé 1. dla funkcji charakterystycznych Y. Z liniowo$ci zachodzi dla funkcji prostych Y, a poprzez
standardowe przejscie graniczne dla dowolnych Y.

Wtasnosé 2. Dowodzi sie jak poprzednio, zaczynajac od przypadku Z = 14, gdzie A € A (¢wiczenie).

Wtlasnosé 3. Wystarczy wzia¢ Z = g(X), Y =1 oraz A = o(X) i skorzysta¢ z wlasnosci 2.

Wtasnosé 4. Wystarczy we wlasnosci 3. wzia¢ g(z) = x. O

13.4 Rozklad nadziei warunkowej

Nadzieja warunkowa E(Y|X) jest zmienna losowa, wiec warto sie pyta¢ o jej rozktad. Nieraz odpowiedz jest prosta.
Jak pamietamy E(Y|X) = a(X), a(z) = E(Y|X = z). Jezeli wiec znamy rozklad X oraz a mozemy na tej podstawie
staraé sie wyznacza¢ rozktad E(Y'|X). Na przyklad wida¢, ze w przypadku, gdy X ma rozktad dyskretny wyznaczony
przez ciagi {z;},{p;} to E(Y|X) ma rozklad dyskretny wyznaczony przez ciagi {x;},{p;}. Natomiast, gdy X ma
rozklad ciagtly, sytuacja jest bardziej skomplikowana.

Przyklad — 13.27. Niech X, Y oznaczaja liczby oczek uzyskane w rzucie para kostek. Niech Min = min(X,Y).
Wskazaé rozktad E(X|Min).
Mozna wyznaczy¢ rozklad wektora losowego (X, Min), nastepnie dla kazdego m = 1, ..., 6 wyznaczy¢ P(Min = m)

oraz rozklady warunkowe Px|nfin—p 1 na tej podstawie E(X|Min = m). Zmienna losowa E(X|Min) ma rozktad

skupiony w punktach 1E(X| Min = m) z prawdopodobienstwami P(Min = m). Sa to wiec ciagi %, %, 2—77, %, 1—36, 6

Oraz 35,365 36° 36 36’ 36°
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Przyklad — 13.28. Zmienna losowa X ma rozklad U(—m, 7). Wskazemy rozklady E(cos X|X) oraz E(X|cos X).
Cosinus jest funkcja borelowska, wiec cos X jest A-mierzalna, wiec

E(cos X|X) =cos XE(1|X) = cos X.

Ta zmienna losowa ma rozklad ciggly, patrz przyklad

Jezeli cos X =y € (—1,1), to X przyjmuje dwie wartosci, ktorych srednia jest 0. Wydaje sie wiec, ze E(X|cos X)
moze by¢ réwne 0. Sprawdzamy wiec czy funkcja stale rowna 0 speinia warunki |(M)| oraz spelniane przez
E(X|cos X). jest oczywisty. Wezmy teraz dowolny zbior borelowski A € o(cosoX). A jest wiec postaci
X~1(cos™1(B)), gdzie B jest borelowski. Ze wzgledu na parzysto$é cosinusa cos ! (B)) jest symetryczny wzgledem 0
i wtedy [, E(X|cos X)dP = [, XdP = fcos*l(B) %1(_7“@ (x)dz =0= [,0dP. Jest wigc spetniony warunek |(C)
Ostatecznie wiec E(X|cos X) = 0 ma rozklad jednopunktowy.

13.5 Pytania

Pytanie 13.1. Znalezé rozktad warunkowy maksimum liczby oczek w rzucie parg symetrycznych kostek pod warun-
kiem, ze na drugiej kostce wypadta liczba parzysta. Wyznacz jego nadzieje matematyczna.

Pytanie 13.2. Wektor losowy (X,Y) ma rozktad jednostajny na trojkacie o wierzchotkach (—1,0), (1,0), (0,1).
Wyznaczy¢ E(X|Y = 1/2), E(Y|X = 1/2).

Pytanie 13.3. Dana jest przestrzen probabilistyczna (2,3, P) oraz zmienna losowa X : Q@ — R. Czy i jakie
zawierania zachodza pomiedzy o(X), o(X?) oraz o(X?): wypowiedzie¢ i udowodnié twierdzenie, podaé¢ odpowiedni

przyklad jezeli zawieranie nie zachodzi. | [ROZWIAZANIE

Pytanie 13.4. Przeprowadzi¢ dowod wlasnosci 7. w twierdzeniu |13.25 C)

Pytanie 13.5. Przeprowadzi¢ dowod wlasnosci 2. w twierdzeniu [13.26 C

Pytanie 13.6. Zakladamy, ze E(Y) jest skoniczona. Czy nastepujace zdania sa prawdziwe? Odpowiedz uzasadnié.
(1) Jezeli wektor losowy X ma rozktad dyskretny, to zmienna losowa E(Y|X) ma rozktad dyskretny.
(2) Jezeli wektor losowy X ma rozktad ciagly, to zmienna losowa E(Y|X) ma rozktad ciagty.

OZWIAZANIE|



Rozdzial 14

Warunkowania

Wyznaczanie oczekiwanych wartoéci warunkowych moze byé¢ w wielu przypadkach zmudne. Warto jednak pamietaé,
ze fakt, iz przy bardzo ogélnych zalozeniach one istniejg oraz spelniaja pewne wlasnosci moze by¢ bardzo pomocny.
7 drugiej strony, w pewnych zagadnieniach warunkowe wartosci oczekiwane sg w sposéb oczywisty znane i wtedy
moga stuzy¢ do wyznaczania ,zwyklej” nadziei oraz prawdopodobienstw zdarzen (pamietamy, ze P(C) = E(1¢)).
Procedura ta jest uogdlnieniem poznanej juz wczesniej procedury wykorzystujacej wzér na prawdopodobieristwo
calkowite.

Wiedzac, ze E(Y) = E(E(Y|X)), zauwazmy, iz na podstawie twierdzenia [13.19] oraz twierdzen [6.8] i otrzy-
mujemy:

Twierdzenie — 14.1. Niech X : Q — RF bedzie wektorem losowym, Y : Q — R zmienng losowg, E(Y) € R. Niech
C e X. Wtedy:
EY)= E(Y|X =z)dPx(z), P(C) = P(C|X = x)dPx(x).
R" R™
Jezeli X ma rozktad dyskretny zadany przez ciqgi x1,x2, -+ € R, p1,p2,..., to

BE(Y)=Y E(Y|X =z)p,  P(C)=)_ P(CIX =z)p:
Jezeli X ma rozktad ciggly o gestosci f, to

E(Y)= . EY|X =2)f(x)dz, P(C) = . P(C|X =2x)f(z)dx.

14.1 Przyklady

Przyklad — 14.2. Rzucono dwa razy moneta symetryczng, a nastepnie tyle razy rzucono kostka symetryczna, ile
wypadto ortow. Jaka jest warto$é¢ oczekiwana sumy uzyskanych oczek?
Niech X oznacza liczbe wyrzuconych ortéw, a Y sume oczek. Oczywiscie zadanie mozna rozwiazaé bezposrednio
wyznaczajac rozktad zmiennej losowej Y. Pokazemy inng metode. Mamy:
EY)=FEFEY|X)=EY|X=0PX=0+EY|X=1DP(X=1)+EY|X=2)P(X=2)
Powyzsze trzy nadzieje warunkowe sa faktycznie znane, gdyz sprowadzaja sie do obliczenia 'zwyklych’ nadziei.
Mamy wiec: L7 _—
E(Y)—O-1+§-§+2-§-Z— 5
Takiego wyniku mozna sie byto spodziewaé¢ ze wzgledu na symetrie: to co tracimy w przypadku braku orta,
zyskujemy, gdy wypadna dwa orty.

Przyklad — 14.3. Z odcinka [0, 1] losujemy liczbe X wedtug rozktadu jednostajnego, a nastepnie z odcinka [X, 1]
liczbe Y wedlug rozktadu jednostajnego.

(a) Znalez¢ nadzieje matematyczna E(Y). (b) Wyznaczyé¢ P(Y < 3).

Zadanie mozna rozwigza¢ w sposob klasyczny, podobnie jak w przyktadach oraz wyznaczajac najpierw
rozklad wektora (X,Y'), potem rozklad Y, a w koricu E(Y) i P(Y < 1). Mozna jednak rozumowa¢ inaczej, opierajac
sie na twierdzeniu [14.1}

110
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Ad(a). Wiemy, ze E(Y|X =z) =% dla 0 < 2 < 1, wige:

lfL'
E(Y):/RE(Y|X:x)fX(:r)dx:/0 ;lex:%

Jeszcze szybciej mozna zrobié tak:

X+1> E(X)+1 3+1 3

B(Y) = B(E(Y1X) = £ (55

1
Ad(b). Wida¢, ze P(Y < X =) =2—" dla0 < z < 1 oraz 0 dla innych .
11
) 1 1 25— 1 In2
Wiec P(Y < 5) = /RP(Y < §|X =)L (z) dr = /0 1 =535 % 0.153.

Przyklad — 14.4. Losujemy liczbe p zgodnie z rozkltadem U(0,1), a nastepnie wykonujemy n doswiadczen Ber-
noulliego z prawdopodobieristwem sukceséw w kazdym doswiadczeniu réwnym p. Ilu mozemy oczekiwaé sukcesdéw?

Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie U(0,1). Niech Y7,...,Y;, beda i.i.d o rozkladzie (0,1, X) kazda.

Sp=Y1+4+ - +Y, Wtedy E(S,|X = p) =np. Czyli E(S,|X) =nX. A wiec E(S,) = E(E(Sp|X)) = E(nX) =
1 n
nE(X) = ng =5

Przyktad — 14.5. W przyktadzie analizowaliSmy nastepujace zadanie, stosujac aparat funkcji tworzacych.
Owad (powiedzmy mucha) sktada duzo jajeczek z ktorych moga wykluwaé sie nowe owady. Zaktadajac, ze liczba

jajeczek ma rozkltad Poissona o parametrze A, oraz, ze owady wykluwaja sie z jajeczek niezaleznie od siebie z tym

samym prawdopodobienistwem p, wyznaczy¢ rozktad oraz oczekiwanag wartoéé liczby potomkéw jednego owada.

Niech N oznacza liczbe jajeczek, natomiast S liczbe potomkow jednego owada. Chcemy wyznaczyé P(S = k)
dla k =0,1,2,3,.... Z tresci zadania wynika, ze P(S =k | N =n) =0 dlan < k oraz (})p"(1 —p)"* dlan > k.
Mamy kolejno:

P(S:k):iP(S:k\N:n)P(N:n)
n=0

n=~k

— (n IO U | = (AL —p))"
:Z:k(k>pk(1_p)n ke AH:e /\Hpk(l_p) kz(((n—]f))!)

Y N SN C )y ) — g (PN

_ A= khE _ A= k_A1-p) _ A

=e k!p/\z 7 =e k!(p)\)e Pl =¢7P i
=0

Wiec S ma rozklad Poissona P,y. W takim razie E(S) = pA. Ten ostatni wynik mozna bylo otrzymac takze

bezposrednio. Mianowicie zauwazmy, ze E(S | N =n) = np, czyli E(S | N) = Xp. Stad:
E(S) = E(E(S | Np)) = E(Np) = pE(N) = pA.

Przyklad — 14.6. Kaja i Leon losuja na chybil-trafil i niezaleznie od siebie po jednej liczbie od 0 do 100. Jezeli
liczby réznig sie nie wiecej niz o 10, uwazaja, ze warto p6jé¢ razem do kina. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze Kaja
i Leon p6jda razem do kina?

Zadanie to rozwiazaliSmy juz stosujac prawdopodobienistwo geometryczne, przyklad 2.8 Pokazemy teraz inny
sposob rozwiazania.

Niech KL oznacza zdarzenie: ze Kaja i Leon pdjda razem do kina. Niech L oznacza liczbe wylosowana przez
Leona. Latwo wyznaczy¢ prawdopodobienstwo warunkowe P(KL | L = z). Mianowicie, gdy Leon wylosowatl
liczbe x, to aby zaszto zdarzenie KL, liczba wylosowana przez Kaje musi si¢ r6zni¢ od x o mniej niz o 10. Liczac
prawdopodobieristwo geometryczne na odcinku (0, 100), otrzymujemy:

e dla 0 < z < 10,
P(KL|L=1x)=< 2% dla 10 < = < 90,

100-=10)  dla 90 < & < 100.
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Poniewaz zmienna losowa L ma rozktad U(0,100) otrzymujemy:

100 1 19
P(KL)= | PKL|L=2)—dr = —.
(KL)= | PIKL|L=x)g55dv =155

Przyktad — 14.7. Niech X3, ..., X,, bedzie probka prosta z rozkladu B(1,p). Niech S = X; +...+ X,,. Wyznaczy¢
E(X1]9).

Zauwazmy, ze dla ¢ = 2,...n, E(X;|S,) = E(X1|S,). Korzystajac z wlasnosci nadziei warunkowych kolejno
mamy: S, = E(S,|S,) = E(X1+ ...+ Xy|Sn) = E(X1|Sh) + ...+ E(X,|Sn) = nE(X1|S,). Stad: E(X1|S,) = —
Przyktad — 14.8. Punkt (,y) wylosowano z kwadratu [0, 1]? zgodnie z rozktadem jednostajnym. Jaka jest ocze-
kiwana warto$¢ x, jezeli wiadomo, ze: (a) x +y < %, (b)x+y= %?

Ad (a). Sposob 1. Wyznaczamy rozklad zmiennej losowej X, gdy wektor losowy (X,Y) ma rozktad U(W)
(jednostajny) na zbiorze W okreslonym Warunkami z>0,y>0z+y < % i wyznaczamy FE(X). Mamy kolejno

f(Xy) = 81w, fX = |kf xy) (T, y)dy = fo “8dr = 4—-8r dlal < z < % E(X) = [gafx(x)de =
fo (4 —8x)dx = =
Sposob 2. Korzybtamy z okredlenia F(X|W): E(X|W) = fW()I(/Vd)P. Tutaj P jest miarg Lebesgue’a na catym
kwadracie. W zwigzku z tym P(W) = £. Natomiast o X dP = [[zd(z,y) = foé fo “rxdydr = fo s—x)dxr =
EX|W) =%

Ad (b). Sposob 1. Niech X, Y oznaczaja odpowiednie zmienne losowe. Ze wzgledu na symetrie mamy
EX|IX+Y)=EY|X+Y).

Z jednej strony E(X +Y|X +Y) = X +Y (wlasnos¢ 4. w twierdzeniu [I13.26)). Z drugiej strony E(X +Y|X 4+Y) =
EX|X+Y)+E(Y|X+Y)=2E(X|X+Y). Wiec E(X|X+Y)=3(X+Y). BE(X|X+Y =13)=1.

Sposob 2. Wyznaczamy gestosé wektora losowego (X, X + Y) i nastepnie obliczamy warto$é¢ oczekiwana odpo-
wiedniego rozktadu warunkowego. Poniewaz fx = 1) oraz dla kazdego x € (0,1): fxiy|x=z = L(zut1), to ich

iloczyn: f(x x4v)(z,s) =1dla0 <z <1, 7 <s<x+1oraz 0w pozostalych przypadkach. Mamy wiec:

1
B(XIX 4V = s) = Jrzfix x+vyx(z,5) dx _ f021x de 1
Jr fx . x1v)x (@, 8) do =1  [Zdw 4

Przyklad — 14.9. Z przedziatu (0, 1) losujemy punkt x oraz rzucamy niesymetryczna moneta, gdzie prawdopodo-
bienistwo wypadniecia orta wynosi p. Jezeli wypadta reszka, to punkt y losujemy z przedziatu (0, x) wedtug rozktadu
jednostajnego, gdy wypadnie orzel punkt y losujemy wedlug rozkladu jednostajnego z przedziatu (x,1). Znalez¢
srednie polozenie punktu y.

Niech X bedzie zmienna losowa odpowiadajaca pierwszemu losowaniu, Z zmienng losowa odpowiadajaca rzutowi
moneta, a Y pozycja drugiego wylosowanego punktu. Aby policzy¢ E(Y) zauwazmy, ze
BY)= [ BYIX =52 =2)dQ(.2),
Rx{0,1}

gdzie @ jest rozkladem wektora losowego (X, 7). Z tresci zadania wynika, ze X, Z sa niezalezne, a wiec @ jest
iloczynem kartezjanskim ich rozktadow: @ = U(0,1) x B(1,p). Zauwazmy, ze:
5 dlald<z<1l,z=0
EY|X=2,Z=2)=
xTH dald<zr<l,z=1

Stosujemy twierdzenie Fubiniego:

( E(Y|X =2,7Z = 2) dB(1,p)(z)> dU (0, 1)(x)
r \Jf01
(1 +

1 1
—I— T+p 1
—  pndx d —_
-p)+ p /0 5 dr =7

VRS

0
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14.2 Nieré6wno$¢ Jensena i obnizanie wariancji

Niech A C R bedzie przedzialem. Funkcje g : A — R nazywamy wypuklq, jezeli dla kazdych z,y € A oraz
0<p,q<1,p+q=1 zachodzi:

g(pz + qy) < pg(x) + q9(y).

Stosujac indukcje, tatwo widaé¢ (¢wiczenie), ze warunek ten jest rownowazny warunkowi:
g ( > fUipz') < gz,
i=1 i=1

dla dowolnych skonczonych ciagow {x;}, {p;}, takich, ze p; > 0, >, pi = 1. W jezyku probabilistyki mamy wiec
natychmiast:

Twierdzenie. Dla dowolnej zmiennej losowej o dyskretnym, skoniczonym rozktadzie prawdopodobieri-
stwa takiej, ze P(X € A) =1 i dowolnej funkcji wypuklej g : A — R zachodzi:

9(E(X)) < E(g(X)).

Rezultat ten mozna znacznie wzmocnic.

Twierdzenie — 14.10 (Nier6wnos¢ Jensena). Dla dowolnej zmiennej losowej o wartosciach w otwartym przedziale
A, E(X) € R, dowolnej o-algebry A C ¥ i dowolnej funkcji wypuktej g : A — R:

9(E(X]A)) < E(g(X)[A).
W szczegolnosci, przy powyzszych zatozeniach:
9(E(X)) < E(9(X)).
Dowdd oparty jest na nastepujacej wlasnosci funkcji wypuklej.

Dla dowolnej funkcji wypuktej g : A — R okreslonej na przedziale otwartym istniejq ciagi liczb a,, oraz
by, takie, ze dla kazdego y € A:
9(y) = sup{any + bn}.
n

Dowaod nierownosci Jensena.
Latwo pokazaé (¢wiczenie), F(Y|A) € A pw.
Poniewaz g(y) = sup,,{any + b, }, to dla kazdego n

9(Y) = a,Y + by,
Z wtasnosci nadziei warunkowej (sformutuj te wlasnosé), dla kazdego n zachodzi:
E(g(Y)|A) > E(a,Y + by|A) = an, E(Y]A) + by,
Wiec
E(9(Y)|A) > suplanE(Y|A) + bn} = g(E(Y]A)). O
W statystyce wazna role odgrywa nastepujaca nieréwnosé:

Twierdzenie — 14.11. Dia dowolnej zmiennej losowej o skoriczonej nadziei matematycznej @ skonczonej wariancyi
oraz dowolnej o-algebry A C ¥ zachodzi nieréwnosé

D*(E(Y|A)) < D*(Y).

Dowdd. Biorac funkcje wypukla g : R 3 o — 22 € R i stosujac nieréwnosé¢ Jensena, dostajemy:
E(Y|A)? < E(Y?A).

Teraz:

D(E(Y|A)) = E(E(Y|A)?) — E(E(Y]A))?

=E
< E(E(Y?|A) —E(Y)*=E(Y? - E(Y)? = D*(Y). O



ROZDZIAL 14. WARUNKOWANIA 114

Przyktad — 14.12.

—_

. D*(E(Y|{2,%})) = D*(E(Y)) =0 < D*(Y),

2. Jezeli X,Y sa niezalezne, to E(Y|X) = E(Y) € R, wigc D?(E(Y|X)) =0 < D?(Y).

w

. D2(E(Y|Y)) = D2(Y).

W

. Ogolniej: D*(E(f(Y)|Y)) = D*(f(Y)) dla borelowskiej funkcji f.

Metody Monte Carlo i obnizanie wariancji

Jak pamietamy metody Monte Carlo moga by¢ uzywane do obliczania wielkosci, ktére daja sie interpretowaé jako
wartosci oczekiwane pewnych zmiennych losowych. Zal6zmy, ze chcemy obliczyé¢ wielkosé m = E(Y) i uzywamy
do tego estymatora m. Czasem jednak warto i mozna wyrazi¢ m jako nadzieje matematyczna nadziei warunkowej
E(Y|A): m = E(E(Y|A)) i wtedy m estymujemy estymatorem 7. Wariancja E(Y|.A) moze by¢ istotnie mniejsza
niz wariancja Y i okazuje sie, ze w pewnych przypadkach wariancja estymatora m tez jest mniejsza od wariancji
estymatora 7. Poniewaz interesuje nas przedzial ufnosci dla m musimy jeszcze bra¢ pod uwage koszt (np. liczbe
losowan) rozwazanych metod wymagany do otrzymania przedzialu ufnosci dla m.

Jako przyktad naszkicujemy najprostszy wariant tak zwanej metody warstwowej obliczania calek.

Zauwazmy najpierw, ze metoda [[I] poznana w poprzednim rozdziale liczenia calek, patrz punkt [I2.3] moze by¢
tatwo zaadaptowana do obliczania calek wielokrotnych: Dany jest zbioér borelowski C' w R™ o mierze skoticzonej
i dodatniej, pur,(C) > 0, oraz funkcja f : C' — R sumowalna (to znaczy J = [, f dz € R).

Poniewaz J = ur(C)E(f(X)), gdzie X ~ U(C), dobrym estymatorem jest:

. 1
J = pi(C) D (X, gdzie X1,..., Xy i.i.d., X; ~ U(C).

Opiszemy Metode II1.
Niech C' bedzie suma skoniczong zbioréw roztacznych C, ..., Cy.

Niech A = (A1, ..., Ay), gdzie A; = X7Y(Cy). Oczywiscie P(A;) = Px(C) = M2 Wtedy:

E(f(X)) = E(E(f(X)|4)), ale D*(E(f(X)|4)) < D*(f(X)).

Wskazemy estymator nadziei matematycznej zmiennej losowej W = E(f(X)|A), ktory pozwala wyznaczy¢ przedziat
ufnosci dla J. Zachodzi:

_ Ja, f(X)aP fcif(a:)u%(c)lc(x) dx _ Jo, f(x) dz

E(f(X)]A)(w) dlaweA;, i=1,...k.

P(A) P(4;) pr(Ci)
Zauwazmy, ze: [, f(z)dv = pr(Ci) E(f(X:)), gdzie X; ~ U(C;).
Tak wiec
k
W= B(f(Xi)la,
i=1

Poniewaz E(W) = Zle E(f(X;))P(A;) wiec wskazemy estymatory my, . .., my wielkosci E(f(X;)), a jako estymator
E(W) wezmiemy m = Zle m;P(4;).

Oczywiscie wezmiemy $rednie arytmetyczne: m; = n% 22“:1 f(Xij), gdzie X1, ..., Wiy, jest probka prosta z roz-
ktadu U(C;). Wiec

k n;
M=y ; > F(Xi)P(A).
i=1 " j=1

Estymatorem calki J jest:
k n;
2 . 1 «—
J=pr(C)E = ZML(@‘); > F(X).
i=1 v

Jj=1



ROZDZIAL 14. WARUNKOWANIA 115

Mozna na wiele sposobéw dobieraé¢ podziat zbioru C' na zbiory C; oraz wielkosci n;. Na przykltad zatézmy, ze
wur(Cy) = “LT(C) oraz, ze ny = ... =ny =n. Wtedy

k
2 1
J = ML(C)E Z Z f(Xi5)
=1 j=1
Mozna pokazaé, ze przy tej samej liczbie losowan (czyli, gdy N = kn) przedzial ufnosci dla J wyznaczony za

pomoca J jest wezszy od analogicznego przedziatu ufnosci wyznaczonego za pomocg J.

Przyklad — 14.13. Porownamy metode [lIl i metode [III] do obliczenia catki J = [*_x + cosz + x(cos(32?))? du,
o ktorej wiadomo, ze jest rowna 0.

Powtarzamy 100 razy metode |II} gdzie N = 9000, a = 0.01. Otrzymujemy sredni btad estymatora J = 0.14000
i warto$¢ srednia promienia przedziatu ufnosci dla J = 0.49217.
Powtarzamy 100 razy metode [[11| (warstwowa), gdzie przedzial zostal podzielony na 30 jednakowych przedziatow

(k = 30), n = 300, a = 0.01. Otrzymujemy Sredni blad estymatora J = 0.03126 i wartos¢ §rednig promienia
przedziatu ufnosci dla J = 0.09484.

W ponizszych histogramach stu wartosci J oraz J warto zwroci¢ uwage na skale osi poziome].

-04 -03 -02 -01 O 01 02 03 04 05 -0.08 -006 -004 -002 0 002 004 006 008

Metoda [ Metoda [ITI| (warstwowa)

Istnieje wiele innych sposobéw obnizania wariancji w metodach Monte Carlo, patrz [17], [18].

14.3 Pytania

Pytanie 14.1. Wektor losowy (X,Y) ma rozklad o gestosci cxljgy2, gdzie ¢ € R. Wyznaczy¢ kolejno: E(X|Y),
E(Y|X), DX(X), DX(E(X|Y)), DX(Y), D*(E(Y|X)).
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Pytanie 14.2. Zmienna losowa X ma rozktad U(0,3). Niech 4; = X '((i — 1,4]) dlai = 1,2, 3.
Obliczyé D(E(X|o(Ay, Az, As))).

Pytanie 14.3. Uzupeli¢ dowod twierdzenia [I4.10]
(a) Dlaczego E(Y|A) € A pw.? (b) Dlaczego zachodzi nieréwnosé (26)?

Pytanie 14.4. Wektor losowy (X,Y) ma rozktad jednostajny na potkolu 22 4+ 32 < 1, y > 0. Znalezé: D?(Y),
DX(E(Y|X)), DX(X), DX(E(X]Y)).

Pytanie 14.5. Wyznaczy¢ D?(Y) oraz D?*(E(Y|(X, Z))) dla zmiennych losowych okreslonych w przyktadzie m

Pytanie 14.6. Przy standardowych oznaczeniach i zatozeniu, ze E(X) € R, poréwnaé

E(X|A)"T, B(XT|A) oraz podobnie E(X|A)", E(X|A).

ROZWIAZANIE]



Rozdzial 15
Martyngaly

Wykorzystujac pojecie nadziei warunkowej, mozna badaé procesy stochastyczne, czyli ciagi zmiennych losowych,
zwane martyngatami, podmartyngatami (submartygatami) i nadmartyngatami (supmartyngatami). Niech (92,3, P)
bedzie przestrzenia probabilistyczna.

15.1 Definicje i przyktady

Niech {A,} bedzie ciagiem o-algebr: A; C Az C Ag C --- C X. Czesta nazwa — filtracja.
Niech X, :  — R bedzie ciagiem zmiennych losowych, takich, ze E(X,) € R oraz dla kazdego n X,, jest
A,,-mierzalna.

Definicja — 15.1. Par¢ ({X,}, {A,}) nazywamy:
1. martyngatem <= dla kazdego n E(X,4+1]|An) = Xn.

2. submartyngatem (podmartyngatem) <= dla kazdego n E(X,1|A,) = X,.

3. supmartyngatem (nadmartyngatem) <= dla kazdego n E(Xp4+1]A4,) < Xp,.
Definicja — 15.2. Ciag {X,,} nazywamy odpowiednio
martyngatem, podmartyngatem, nadmartyngatem
<= para ({X,},{An}), gdzie A, = o(X1,...,X,) jest odpowiednio
martyngatem, podmartyngatem, nadmartyngalem.
Czesto uzywana interpretacja.
X, — kapital gracza po n grach.
A, — dostepna informacja po n grach.
A, C A,4+1 — informacja wzrasta w trakcie gry.
E(Xp41|An) = X, — gra jest sprawiedliwa.
E(Xp41|An) > X, — gra jest korzystna dla gracza.
E(Xp41|An) < X, — gra nie jest korzystna dla gracza.

Uwaga — 15.3. Jezeli para ({ Xy}, {An}) jest odpowiednio martyngatem, podmartyngatem, nadmartyngatem, to cigg
{X,.} jest odpowiednio martyngatem, podmartyngatem, nadmartyngatem.

Dowdd. W przypadku martyngatu dla kazdego n zachodzi réwnosé:
E(Xn—&-l‘An) = Xn,

a poniewaz dla ¢ < n: X jest A;-mierzalna, wiec jest tez A,-mierzalna i stad wektor (X1, ..., X,) jest A,-mierzalny.
Tak wiec o(X1,...,X,) C A, i korzystajac z wlasnosci 7. w twierdzeniu [13.25| oraz wlasnosci 4. w twierdzeniu |13.26

z powyzszej rownosci otrzymujemy kolejno:
E(E(X,i1|Ap)|o(Xy, ..., Xp)) = BE(Xy|o(X1, ..., X5)),
E(Xn+1|O'(X1, e ,Xn)) = Xn
Pozostate przypadki sa oczywiste. O

117
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Przyklad — 15.4. X;, X9, X3,... — niezalezne zmienne losowe, E(X;) =0,
Spn=X1+Xo+---+ X,.
Wtedy ({Sn}, {o(X1,...,Xn)}) jest martyngatem.
Rzeczywiscie: Dla kazdego n: Sy, jest (X7, ..., X,) mierzalna (¢wiczenie).

E(Spit|o(X1,..., Xn)) = E(Sn + Xni1lo(X1, ..., Xn))

= B(Splo(X1,..., Xp)) + E(Xns1|o(X1, ..., Xn)) = Sp + E(Xps1) = Sn.

Interpretacja. Jezeli oczekiwany zysk w pojedynczej grze rowna sie zeru, a gry od siebie sa niezalezne, to gra jest
sprawiedliwa.

Przyktad — 15.5. W przykladzie|l0.23|rozpatrywaliSmy ciag: xg = 1, £,41 — liczba wylosowana zgodnie z rozktadem
U(0,2z,),n=0,1,2,3,....

Niech X,, oznacza zmienng losowa, ktorej realizacja jest x,,.

Ciag X, jest martyngatem, gdyz X, jest o(X1,..., X, ) mierzalne, a takze z okreslenia z,41 widaé, ze:
_0+2X,

E(Xn—i-l’U(Xlw")Xn)) 2

= X,.

Przyklad — 15.6. X, X9, X3,.... i.i.d. o dyskretnym rozkladzie jednostajnym skupionym na zbiorze {—1,1}.
S, =X14+--+ X,.

Wtedy ({S2 —n},{o(X1,...,X,)}) jest martyngatem.

Rzeczywiscie: Dla kazdego n: S2 —n jest o(Xi, ..., X,) mierzalna (¢wiczenie).

E(S2 — (n+1D]o(X1,...,X,))

=EB((Sp+ Xpn1)?o(X1,..., X)) — E(n+ 1|o(Xy,..., X))
= E(S2 425, Xn41 + X2 1lo(X1,.. ., X)) —n—1
=824+ 28, E(Xp41) + E(X2,) —n—1=82+2S,-0+1-n—1=52—n.
Przyklad — 15.7. Niech A, bedzie ciagiem o-algebr: A; C Ay C A3 C --- C ¥. X zmienna losowa, F(X) € R.
Wtedy {E(X|A,)} jest martyngalem (¢wiczenie).
Nier6wno$é Jensena implikuje wazne twierdzenie:

Twierdzenie — 15.8. Jezeli ({ X, }, {An}) jest podmartyngatem, g : R — R funkcjq rosngceq i wypukta, to ({9(X,)}, {An}
jest podmartyngatem.

Dowdd. (¢éwiczenie). O
Whniosek — 15.9. Jezeli ({X,},{An}) jest podmartyngatem, to:

(1) ({X;F},{A.}) jest podmartyngatem

(2) ({X2},{An}) jest podmartyngatem

15.2 Wybor strategii w grze

Nastepujace twierdzenie jest jednym z wielu wynikéw dotyczacych martyngatéw i majacych interpretacje w jezyku
teorii gier.Wyobrazmy sobie, ze po kazdej grze gracz na podstawie znajomosci dotychczasowych rezultatéw moze
podja¢ decyzje: gra w kolejnej, lub ja opuszcza. Twierdzenie orzeka, ze gdy gra jest sprawiedliwa, lub korzystna, to
jakakolwiek strategia tego typu nie zmieni jej charakteru.
Twierdzenie — 15.10 (Halmos). Niech ({X,},{An}) bedzie martyngatem (podmartyngatem), B, € B(R"), dla
n=123,....

o 1, gdy (X1,...,X,) € By,

n =
0, gdy (Xy,...,X,) ¢ By.

Okreslamy:
Y1 = Xq, Yo+1 :Yn+5n(Xn+1 —Xn), dlan > 1.

Witedy:
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(1) ({Y,.},{A.}) jest martyngatem (podmartyngatem,).
(2) E(Y,) =E(X,), (E(Y,) < E(X,)), dlan > 1.

Przypomnienie twierdzenia [13.26

1. Jezeli X : Q — R jest wektorem losowym takim, ze X,Y sa niezalezne, to E(Y|X) = E(Y).
2. Jezeli Z jest A-mierzalna oraz E(ZY) € R, to E(ZY|A) = ZE(Y |A).

3. Jezeli g : RF — R jest funkcja borelowska, E(g(X)) € R, to E(g(X)|X) = g(X).

4. Jezeli X jest zmienna losowa, F(X) € R, to E(X|X) = X.

Dowdd. Ad (1). Zmienna losowa ¢, = 1(x . x,)eB, jest o(Xi,..., Xy)-mierzalna, a wiec A,-mierzalna. W takim
razie zmienna losowa Y;, jest A, mierzalna.

E(Yni1[An) = E(Yn + en(Xnt1 — Xn)[An) = E(Yn|An) + enE(Xnt1 — Xn|An)
= (2)Yn +en(Xn — Xn) =Y.

Stosujemy zapis = (=) w sensie alternatywnym, aby jednoczesnie dowodzi¢ punkt wykaza¢ dwa warunki. O
Ad (2) Oczywiscie E(Y7) = E(X1), czyli E(X; — Y1) = 0. Dalej mamy:
Xn+1 - Yn—l—l = Xn—l—l - Yn - €n(Xn+1 - Xn) = (1 - En)(Xn—‘rl - Xn) + (Xn - Yn)

Funkcja 1 —¢,, oraz funkcja X,, —Y,, sa A,-mierzalne, wiec z wlasnosci 2. w przypomnianym u gory twierdzeniu [13.20]
otrzymujemy:

E(Xn-H - Yn—i-l’An) - (1 - 5n)(E(Xn+1’~An) - E(Xn‘An)) + Xy — Yo
Z zatozenia E(X,41|An) = ()X, wiec

E(Xnt1 = Yot An) = (Z2)(1 — en)(Xn — Xp) + (Xn = Y5) = X — Vi

Gdy wezmiemy nadzieje matematyczna obydwu stron i skorzystamy z zalozenia indukcyjnego, widzimy, ze E(X,41 —

Yn+1) = (>)E(Xn - Yn)- O

Przyklad — 15.11. Adam i Bolek zwieraja nastepujaca umowe. Bolek bedzie co minute rzucat symetryczna kostka,
a przed kazdym rzutem Adam bedzie decydowal, czy podejmuje nastepujace wyzwanie: wptaca Bolkowi 3.5 ztotych
i otrzymuje z ztotych, gdzie z jest uzyskana liczba oczek. Adam jednak postanawia, ze jezeli w kolejnych dwodch
rzutach pojawi sie ,6”, wtedy nie obstawi kolejnego rzutu (Bolek jednak wykona rzut), a w kazdym innym przypadku
podejmuje wyzwanie. Zinterpretujemy te gre w jezyku twierdzenia Halmosa.

Niech Zi,Zs,Z3,... oznaczaja liczby oczek w kolejnych rzutach wykonywanych przez Bolka. Niech X, =
Z1+ ...+ Z, — 3.5n. Jest to martyngal ze wzgledu na filtracje o(Z1,...,Z,) (éwiczenie). Okreslamy zbiory
borelowskie B; w sposéb nastepujacy. B; = R, Bz = {(x1,22) : ~ (1 = 3.5,29 = 7)}, Bs = {(x1, 22, 23) :
~ (g =x1+3.5,x3 =22+ 3.5)},... Wtedy Y,, okreslone w twierdzeniu Halmosa jest ciagiem wygranych Adama.

Twierdzenie Halmosa mozna uogdélni¢. Ponizej wypowiedz dla przypadku martyngatow.

Twierdzenie — 15.12. Niech ({X,}, {An}) bedzie martyngatem, niech v, bedq Ay-mierzalne i ograniczone, dla
n=0,1,23,...
Okreslamy:
Y1 = vo X7, Yor1 =Yn+to(Xnp1 — Xp), dlan>1.

Wtedy: ({Yn}, {An}),—; jest martyngatem. E(Y,) = E(voX1) dlan > 1.
Dowaod. Powtorzenie dowodu pierwszej czesci twierdzenia Halmosa. Uwaga. Zalozenie o ograniczono$é v, oznacza,

ze mozna skorzysta¢ z punkt 2. twierdzenia [13.26|1 otrzymaé rownosé: E (v, (Xn11 — Xn)|[An) = 0n.BE(Xpt1 — Xn|An)
(¢wiczenie). O

Gdy obserwujemy wyniki X,, kolejnych gier pewnego gracza, mozemy na tej podstawie robi¢ zaktady
dotyczace nastepnej gry i v, moze by¢ interpretowane jako wysokos¢ zaktadu w kolejnej grze, natomiast
Y,, oznacza nasz zysk (strate). Jezeli gra jest sprawiedliwa, nasz $redni zysk (strata) nie zmienia sie.
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15.3 Momenty stopu

Dana jest filtracja A; C Ay C A3 C -+ C X oraz funkcja 7: Q — N U {o0}.
Definicja — 15.13. 7 jest momentem stopu wzgledem filtracji {A,} <= {7 < n} € A,, dla kazdego n € N.

Przykltad — 15.14. 7 = ng, ng € N jest momentem stopu dla kazdej filtracji, ng € N ustalone.
Niech X;, Xs, X3, ... bedzie ciagiem zmiennych losowych, Niech B C R bedzie zbiorem borelowskim.
7 =min{k : X}, € B} jest momentem stopu dla filtracji o(X7,..., X,),
bo {r < n} =U;_1{Xr € B} € o(X1,...,Xy).

7 = max{k : X} € B} na ogdl nie jest momentem stopu dla filtracji {s(X1,...,Xn)},
bo {7 <n} = (2,4 1{Xk ¢ B} na ogot nie nalezy do (X1, ..., Xy).

Uwaga — 15.15. Przy poprzednich oznaczeniach nastepujgce warunki s¢ rownowazne:
1. dla kazdego n € N: {T < n} € A, (T jest momentem stopu),
2. dla kazdego n € N: {7 >n} € A,,
3. dla kazdego n € N: {T =n} € A,.
Dowdd. {r < n}=Up_{r =k} {r=n}={r<n}\{r<n-1} O
Uwaga — 15.16. Jezeli 11, 7o s¢ momentami stopu, to min(7y, 72), max(71,72) s¢ momentami stopu.
Dowdd. (éwiczenie). O

Dla danego ciagu zmiennych losowych X, oraz momentu stopu 7 wzgledem filtracji {o(X1,...X,)} takiego, ze
P(1 < 00) = 1 okreslamy funkcje X : Q@ — R wzorem

XT(W) = XT(w) (w)

X jest zmienng losows, gdyz dla kazdego zbioru borelowskiego B: {X,; € B} = ;- {r =n} N{X, € B} € .

Nastepujace twierdzenie Walda pozwala obliczaé¢ nadzieje matematyczna sumy losowej liczby sktadnikéw zmien-
nych losowych i.i.d.

Twierdzenie — 15.17 (Tozsamos¢ Walda). Niech X1, Xo, X3, ... i.i.d., E(X;) € R. S, = X1+ ...+ X,. Niech 7
bedzie takim momentem stopu dla filtracji {o(X1,...,X,)}, ze E(1) < co. Wtedy:

E(S;) = E(1)E(X3).
Dowdd. Wykorzystamy lemat, ktorego dowod jest bardzo podobny do dowodu analogicznego lematu|10.18|(¢wiczenie).
Lemat — 15.18. Jezeli X jest zmienng losowq takq, ze P(X e N) =1, to E(X)=>°", P(X > n). O

Zawazmy, ze dla ustalonego w € : S;(,)(w) = X1(w) + ... + Xp(w), gdzie n = 7(w).
Poniewaz Q jest suma roztacznych zbiorow {T = n}, to

Sr =Xy + Xolprooy + Xalpoay +.o = > Xalprsny
n=1

Przypadek 1. X, > 0 pw. Wtedy > o2, Xnl{r>ny jest dobrze okreslona. Poniewaz 1(r>,1 = 1(75,_ 1y Jest
o(X1,... Xp—1) mierzalna, to zmienne losowe X, oraz 1y, saniezalezne. Dlatego E(X,1ir>ny) = E(Xn)E(Lli2ny) =
E(X1)P({7T > n}). Zatem:

E(S;) =) E(Xa)E(Lgzny) = E(X1) ) P({7 > n}) = E(X1)E(7).
n=1

n=1

Przypadek 2. Sytuacja ogoélna. Stosujemy przypadek 1. do ciagow {X;} oraz {X, }. Wtedy: FE(|S;|) =
E(SH) + E(S7) = E(X{N)E(T) + BE(X{)E(1) = E(|X1|)E(T) < o0, wigc E(X;) € R i mozna powtérzy¢ rachunki
z przypadku 1. O
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Twierdzenie — 15.19. Niech ({X,,}, {An}) bedzie martyngatem (podmartyngatem, nadmartyngatem), T momentem
stopu wzgledem filtracyi { Ay}
Okreslamy:
Yo = Xuin(n,r)s dlan=1,2,3,....

Wtedy ({Yn}, {An}) jest martyngatem (podmartyngatem, nadmartyngatem)
Dowdd. Ustalmy n > 1 oraz w € . Albo 7(w) = k dla pewnego k < n — 1, albo 7(w) > n. W pierwszym przypadku
Y, (w) = Xi(w), w drugim Y, (w) = X,,(w). Zachodzi wigc rownosé:

n—1

Y, = ZXkl{T:k?} + Xn1{7>n—1}'
k=1

Y, sa Ap-mierzalne (zlozenia funkcji mierzalnych).
Yort = Yo = (X1 = X)lianys b0 Xolrono1y = Xalireny + Xnliron
Poniewaz {7 > n} € Ay, to 11,5,y jest A, mierzalne, wiec:
E(Yni1 = YolAn) = 1oy E(Xpq1 — XnlAn),
wiec tatwo dokonczy¢ dowdd. O

Przyktad — 15.20. W pewnym kasynie gracz rozpoczyna serie rzutow moneta symetryczna, przy czym uzgodnit
nastepujace warunki: Jezeli w pierwszym rzucie wypadnie orzel otrzyma 1000$ i koriczy gre. Jezeli w pierwszym
rzucie wypadnie reszka zaptaci 1000$ i wykonuje nastepne rzuty wedlug tych samych zasad, podwajajac jednak
w kazdym rzucie stawke. Gdy wiec gra sie konczy (po wypadnieciu orta), gracz otrzyma 2™ - 10003, gdzie n oznacza
liczbe wykonanych rzutéw. O ile gra si¢ kiedys skoriczy. Czy gra jest optacalna?

Rozwigzanie bezposrednie: Jezeli gracz wyrzuci orta w pierwszym rzucie, to otrzyma 1000$ i zakonczy gre. Jezeli
orzel po raz pierwszy wypadnie w n-tym rzucie, to gracz zaplaci za n — 1 przegranych: 1000 + ...+ 2"~2.1000 =
1000- 2n27_11*2 = 27~1.1000—1000 dolaréw, ale za ostatni rzut otrzyma 2"~ 1-1000$. O ile orzel wypadnie w skoriczonym
czasie gracz zarobi 10008$.

Interpretacja w jezyku teorii martyngatow: Niech Xi, X9, X3,... beda ii.d. o rozkladzie P(X; = —1) =
PX;=1)= %, to znaczy 1 utozsamiamy z ortem, —1 z reszka. Niech A, = o(X1,... X,,), Sp = X1+ ...+ X,
Wiemy, ze ({Syp}, {An}) jest martyngatem.

Niech vy = 1000. Dla n = 1,2,3,... okreslamy v, = 2" -1000 o ile X; = ... = X, 1 = —1 oraz v, = 0
w pozostalych przypadkach.
Niech, podobnie jak w twierdzeniu [15.12

K1 = 151, Knpii =K, + Un(Sn+1 — Sn) dlan > 1.

Wiec ({Kyn}, {o(X1,...,Xn)}) jest martyngatem.
Mamy
K, =vX1 +vnXo+ ...+ v,1Xp,

co oznacza stan konta gracza po n grach.

Niech 7 = min(k : X = 1). Oczywiscie jest to moment stopu wzgledem filtracji {o(X1,...,X,)}. Co wiecej, T
ma rozktad geometryczny G1, co oznacza, ze P(T < 0c0) = 1. wiec gra sie kiedy$ skonczy.

Gdy 7 =1, to X1 =1, 2to oznacza, ze K1 = 1000. Ustalmy n > 1. Gdy 7 = n, to oznacza, ze X; = ... =
X,-1 = —1oraz X, = 1. Wtedy: K, = —vg — ... — vp_2 + vp—1 = —1000 — ... — 2"72. 1000 + 2"~ - 1000 =
— 22211000 + 2" - 1000 = 1000.

Wiec K, jest stala réwnag 1000.
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15.4 Twierdzenie o zbieznosci

Jednym z wazniejszych twierdzen w teorii martyngatow jest:

Twierdzenie — 15.21. Niech ({X,,},{An}) bedzie nadmartyngatem, lub podmartyngatem spetniajacym warunek:
sup E(| X,,|) < oc. (15.1)
n
Wtedy istnieje taka zmienna losowa X, ze E(X) € R oraz:
X, & X.
Dowdd. Pomijamy. O

Latwo sprawdzi¢ (¢wiczenie)

Uwaga — 15.22.
W przypadku nadmartyngatu: warunek (15.1) <= sup E(X,,) < co.
n

W przypadku podmartyngatu: warunek (15.1) <= sup E(X;I) < cc.
n

Jako wniosek otrzymujemy:

Wnhniosek — 15.23. Niech ({X,},{An}) bedzie nadmartyngatem, X,, >0 dlan =1,2,3,...
Wtedy istnieje taka zmienna losowa X, ze E(X) € R oraz:

X, 5 X

15.5 Pytania

Pytanie 15.1. Niech a > 0. Okreslamy: Xy = 1. Gdy znamy juz punkt X,, okres§lamy X, 1 jako liczbe wylosowana
zgodnie z rozkladem U(0,aX,,). Dla jakich a powyzszy ciag jest martyngatem, podmartyngatem, nadmartyngatem.

VOZWIAZANIE]

Pytanie 15.2. Niech X;.X9, X3, ..., X,, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie B(1, p) kazda.
Niech S, = X1+ ...+ X,.

(a) Wskaza¢ takie rozlaczne zbiory A; oraz liczbe N, ze o(X1,...,X,) = 0(A1,.., AN).
(b) Wykazaé, ze o(S,) G o(X1,...,X,) dlan=2.

(c¢) Czy o(X1,...,Xpn) =0(51,...,5,)7 Odpowiedz uzasadnic.

VOZWIAZANIE

Pytanie 15.3. Wykazaé¢ twierdzenie wypowiedziane w przyktadzie [15.7] [)

Pytanie 15.4. Czy suma, réznica, iloczyn dwoch momentéw stopu wzgledem tej samej filtracji jest momentem

stopu? Uzasadnié. | [ROZWIAZANIE

Pytanie 15.5. Podaé¢ dowod uwagi [15.16 C

\OZ\\'L—\ZANII—D

Pytanie 15.6. Wykazaé¢ uwage |15.22(1 wniosek [15.23] ()




Rozdzial 16

Definicja 1 przyklady tancuchéw Markowa

Przedstawimy jedna z najprostszych sytuacji, gdy rozwazne zmienne losowe sa zalezne. Warto podkresdli¢, ze tanicuchy
Markowa, ktore bedziemy za chwile omawiaé¢, stanowia bardzo interesujacy przyktad proceséw stochastycznych.
Ich teoria ma z kolei podstawowe znaczenie przy budowie probabilistycznych modeli wielu zjawisk przyrodniczych,
technicznych, a takze ekonomicznych. W szczeg6lnosci, teoria proceséw stochastycznych znajduje w ostatnich latach
coraz wieksze znaczenie w wycenie instrumentéw finansowych.

16.1 Jednorodny tanicuch Markowa

Niech M C R¢ bedzie zbiorem skonczonym lub przeliczalnym i niech: P: M x M - R, p: M — R.
Bedziemy mysleé¢ o P i p jako o skoriczonej lub przeliczalnej macierzy o wyrazach P(i, j) oraz wektorze (macierzy
jedno kolumnowej) o wspotrzednych p(i), gdzie i,5 € M.

Definicja — 16.1 (Jednorodny taiicuch Markowa). Niech {X,}, n =0,1,2,..., bedzie ciagiem wektoréow losowych
okreslonych na przestrzeni probabilistycznej (€2, ¥, P) i przyjmujacych wartosci w R?.
Mowimy, ze {X,} jest jednorodnym tarnicuchem Markowa, jezeli spelnione sa nastepujace warunki.

1. Dla kazdego i € M : P(Xo =1) = p(1).
2. Dla kazdego n > 0 zachodzi
P(Xpi1 =tnt1 | (Xo=ri0,---, Xn=1n)) = P(Xpnt1 = int1 | Xn =in) = Plin, ins1),
dla kazdego ciagu {ig,...,int1} C M, o ile P(Xy =ig,...,Xp =1iy) > 0.

3. ) p(i)=1

ieM
4. Y P(i,j) =1, dla kazdego i € M.

JjEM

Interpretacja.
1. M — zbiér wszystkich mozliwych stanéw pewnego systemu.
2. X, — stan, w ktérym znajduje sie¢ system w chwili czasowej n.
3. Warunek, ze X, jest zmienna losowa, oznacza, ze faktycznie nie znamy doktadnie tego potozenia.
4. Znamy rozklad prawdopodobienistwa polozenia systemu w chwili zerowej,
5. Prawdopodobienistwo przejscia uktadu z jednego stanu do innego stanu w jednostkowym odcinku

czasu zalezy jedynie od tych stanéw, a nie zalezy od historii uktadu ani od konkretnej chwili, w ktorej
to przejscie nastepuje
6. Uktad nigdy nie opusci swojej przestrzeni stanow M, gdyz P(Xy € M) = Z pi = 1, a wzor na

icM
prawdopodobienistwo catkowite oraz warunek 4 implikuja:

P( n+l € A[ Z P n+l = ] Z Z P(Xn+1 =7 | Xy = 7)P(Xn = Z)

jeM jEM ieM
=22 PP =) =) 1P(X,
iEM jEM ieM

123
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W zwiazku z powyzsza interpretacja bedziemy nazywac:
M — zbiorem stanéw, lub przestrzenia stanéow,
p — rozktadem poczatkowym,
P — macierza przejscia tanicucha Markowa.
Rozwaza si¢ tez niejednorodne taricuchy Markowa dopuszczajac mozliwosé, ze prawdopodobieristwo przejscia
zalezy od chwili w ktorej to przejscie nastepuje. W tym kursie nie zajmujemy sie jednak takimi taricuchami i w dalszym
ciagu dla prostoty wypowiedzi opuszczamy stowo ,,jednorodny”.

Przyklad — 16.2 (kontynuacja przyktadu . Kaja i Leon uméwili sie w sprawie sprzatania, a poniewaz Kaja
sprzata doktadniej niz Leon, ustalili nastepujace zasady. Jezeli w pewnym dniu sprzata Leon, to rzuca kostka i jezeli
nie wyrzuci ,,6”, to sprzata takze w nastepnym dniu, gdy wypadnie ,,6”, to sprzata Kaja. Jezeli sprzata Kaja, to
w nastepnym dniu nie sprzata nikt. Jezeli w jakim§ dniu nikt nie sprzata, to o sprzataniu w nastepnym dniu
decyduje rzut moneta. O sprzataniu w pierwszym dniu umowy decyduje rzut moneta.

Modelem powyzszej sytuacji moze by¢ taricuch Markowa {X,}, n = 0,1,2,..., w ktorym X,, sa zmiennymi
losowymi o wartosciach w M, gdzie:

L1 0 0 1

M = {Kaja, Leon, Nikt}, p! = [2, 2,0] ) P= % % 0
11

s 5 0
2 2

Dyskutowaliémy juz poprzednio spacery losowe po prostej, patrz sekcja Jak sie okazuje sa one laricuchami
Markowa.

Przyklad — 16.3 (Spacery losowe po prostej). Wyobrazmy sobie czasteczke, ktora moze sie poruszaé¢ wzdtuz linii
prostej wedtug nastepujacych regut. W chwili zero czasteczka znajduje sie w punkcie o wspodlrzednej zero, natomiast

w nastepnych momentach czasu 1,2,3,... moze si¢ przesuwaé¢ o jeden w lewo lub o jeden w prawo z prawdopo-
dobienistwami odpowiednio ¢ oraz p, przy czym p +q = 1. Jezeli p = ¢ = > moéwimy, ze spacer losowy jest
standardowy.

Spacer losowy jest rzeczywiscie taricuchem Markowa. Mianowicie, stanami sa wszystkie mozliwe liczby catkowite,
czyi M =Z CR.

X, oznacza pozycje czasteczki w chwili n.

Zdefiniujmy:

) 1 dla:i=0,
p(i) = .
0 dlai##0

oraz
q dlaj=1-1,
P(i,j)=<p dlaj=1i+1,

0  w innych przypadkach.

Mamy wigc: P(Xo=0)=1, P(Xo=1i)=0dlai#0,
PXpm1=i—-1|X,=i)=¢q, PXpy1=1i+1|X,=14)=p, PXpn1=iX,=j)=0dlali—j| #1

Okreslony powyzej spacer losowy moze by¢ modyfikowany na rézne sposoby. Na przyklad, zatézmy, ze czasteczka
moze nie zmieniaé¢ swojego polozenia z prawdopodobienistwem r. Oczywiscie wtedy zakladamy, ze p+ g+ r = 1.
Inng modyfikacja jest zalozenie o istnieniu jednej lub dwoch barier (ekranéw), ktore ograniczaja mozliwosé ruchu
czasteczki 1 sy usytuowane w punktach, powiedzmy, A < 0 < B.

Wtedy zbior M sklada sie A+ B + 1 stanéw, a (A + B + 1)-wymiarowa macierz P moze by¢ zdefiniowana na
przyklad tak:

sg 1—s4 0 O 0
q r p 0 :
p_ 0 . o - 0
0 0
0 ¢ T P
0 0 0 1—SB SB_
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Liczby s oraz sp oznaczajg prawdopodobieristwa tego, ze czasteczka jest pochtaniana przez bariere A lub B. Dwa
interesujace przypadki skrajne sa wtedy, gdy liczby te sa albo zerami, co oznacza pelng elastyczno$é barier, albo sa
jedynkami, co oznacza pelng absorpcje czasteczki z chwilg jej dojscia do bariery.

Przyktad — 16.4. | Animacja pokazuje pierwszych 500 krokéw | wedrowki czastki startujacej z punktu 0, gdy ba-

riery ustawione sg w punktach A = —5, B = 5, a prawdopodobienistwa wynosza: p = 0.2, ¢ = 0.25, r = 0.55,
sa=0.1, sp =0.7.

Mozna tez opisaé spacer losowy, uzywajac innego podejscia.
Zalt6zmy, nieco ogolniej niz poprzednio, ze czasteczka startuje w chwili zero z punktu i. Gdy nie uwzgledniamy
barier, mamy:
Xo=1, oraz X,=Xp_1+&, dlan=1,23, ...,

gdzie &1, &9, €3, ... 83 niezaleznymi zmiennymi losowymi przyjmujacymi wartosci —1, 0, 1 z prawdopodobienstwami
odpowiednio ¢, r, p.
Mozna takze rozpatrywaé spacery losowe na plaszczyznie i ogbdlnie w przestrzeni wielowymiarowe;j.
Przykltad — 16.5. Dla uproszczenia zalézmy, ze p = q = %, czyli takze r = 0. Dla i € Z¢ mamy:
Xo=1, oraz X,=X,_1+&, dlan=1,2,3,...

Tym razem &1, &, &3, ... sa niezaleznymi wektorami losowymi przyjmujacymi 2¢ wartosci (g1, . .. ,&q), gdzie g; = *£1,

z jednakowym prawdopodobienistwem 2%1 (bo kazde €; przyjmuje wartosci £1 z prawdopodobieristwem .

2

Zauwazmy, ze wspoOlrzednymi d-wymiarowego spaceru losowego sa niezalezne jednowymiarowe standardowe spa-
cery losowe.

Prezentowany powyzej mechanizm tworzenia taricucha Markowa mozna istotnie uogélnié.

Twierdzenie — 16.6. Niech M C R? bedzie zbiorem skoriczonym lub przeliczalnym, B C RF zbiorem borelowskim
Zatozmy, ze T : M x B — M jest odwzorowaniem spetniajgcym warunek mierzalnosci:

Vi,je M:{yeRF:T(,y) =j} € B(R".

Niech n,&1,&2,&3 ... bedzie ciggiem niezaleznych wektorow losowych, przy czym n ma wartosci w M, a k-wymiarowe
wektory &1,&9,&3, ... majq identyczny rozktad na zbiorze B. Definiujemy:

Xo =1, Xn=T(Xp-1,&), dlan > 1.
Wtedy ciag {X,} jest tanicuchem Markowa.
Dowdd. Niech p(i) = P(n = 1) oraz P(i,j) = P(T(i,&,) = j) dlai,j € M. Wtedy:
P(XnJrl = in+17X0 =g, . - - 7Xn = in)
P(Xo =10, Xn = in)
_ P(T(lna€n+1) = Z'nJrla Xo = 00y - - 7Xn = Zn)
P(Xo =10, Xn = in)
_ P(T(in; €n11) = int1) P(Xo = io, ..., Xy = in)
P(Xo =0, Xn = in)

Podobnie P(Xp+1 = int1 | Xy = i) = e J;EX : +'1)) ( ) P(T(in,&nt1) = in+1) = P(in, int1)
n = In
O

P(Xn—i-l :in—i-l ‘ (XO :i07---7Xn :Zn)) =

= P(T(ln,§n+1) = in-i—l) = P(ln,ln+1)

Przyktad — 16.7 (Urnowy model Bernoulliego). W kazdej z dwoch urn umieszczono k kul, przy czym k z nich ma
kolor bialty, a & ma kolor czerwony. Nastepnie w kolejnych momentach losujemy jednoczesnie po jednej kuli z kazdej
urny i przekltadamy je do drugiej urny. Niech X, oznacza liczbe biatych kul w pierwszej urnie (wiec tym samym
liczbe czerwonych kul w drugiej urnie) w chwili n. Widzimy, ze zmienne X,, tworza tancuch Markowa na przestrzeni
stanow M = {0,1,2,...,k} z macierza przejscia P majacej zerowe wyrazy oprocz

P(i,i—1) = (;)2 P(i,i+1)= (k:f P(i,i) = Q(kkgz)z
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dla0 < i< koraz P(0,1) =1, P(k,k—1) =1.

Jezeli na poczatku eksperymentu w pierwszej urnie byto by biatych kul, to p(by) = 1 oraz p(i) = 0 dla i # by.

0 1 0 0 0 ]
1/16 3/8 9/16 0 0
P=| 0 1/4 1/2 1/4 0 |, k=4
0 0 9/16 3/8 1/16
o 0 0 1 0

Alternatywnie powyzszy tainicuch mozna opisaé tak:

X():bo, Xn:T(Xn_l,fn), dlan:1,2,3,....

&, sa niezaleznymi wektorami losowymi majacymi rozktad jednostajny na zbiorze {1,...,k}2 T : M x {1,...,k}? —

M jest okreslone jako:

r—1, egdy i<z, yp>k—x
T(z,y) = q =z, gdy i <z, pp<k—zlby >z, yp>k—x
r+1, egdy y1 >z, y2<k—=x.

Faktycznie, przed kazdym losowaniem mozna (mozna hipotetycznie) ponumerowaé kule w urnach w taki sposob, ze
biate kule w obydwd6ch urnach maja poczatkowe numery: od 1 do  w pierwszej urnie, a wiec od 1 do k —x w drugiej
urnie, natomiast czarne kule maja pozostale numery: od x + 1 do k w pierwszej oraz od k — z + 1 do k w drugiej
urnie.

16.2 Macierz przejscia i jej potegi

Wyznaczymy rozktady zmiennych losowych X,, tworzacych taiicuch Markowa.

dla wszystkich n > 1 oraz j € M.
Stosujac wzér na prawdopodobienistwo catkowite, mamy:

Pn(j) = P(Xn = :ZP(Xn:j’anlzi)P( n—1=1)
€M

ZPZ]pnl )

€M

Czyli
Pn = PTpnfl )

gdzie PT oznacza transpozycje macierzy P.
Oznaczajac n-ta potege macierzy P przez P™, otrzymujemy wreszcie poszukiwany rozktad:

p. = (P")"

W szczegblnodci, jezeli wiemy, ze Xg = ¢, czyli ze taricuch znajduje sie w stanie ¢ z prawdopodobienistwem 1, powyzszy
wz6r implikuje:

pn(j) =P"(4,5), dla wszystkich n,

co wyjasnia znaczenie wspoltezynnikow P™ (i, j) n-tej potegi macierzy przejscia P.

Przyklad — 16.8. Antoni i Bolestaw, maja kapital odpowiednio A i B zlotych. Powtarzaja oni te sama gre (moze
graja w szachy), przy czym przegrywajacy placi wygrywajacemu zlotowke. Gra konczy sie wtedy, gdy jednemu
z graczy skoricza sie pieniadze. Zalozmy, ze w kazdej grze prawdopodobieristwo wygrania przez Antoniego wynosi p,
a prawdopodoblenstwo wygrania przez Bolestawa q. Zakladamy, ze p+q <
remisu, r = 1 — p — ¢. Oznaczmy kapital Antoniego po zakoiiczeniu n-tej gry przez X,.

Opisana sytuacja jest faktycznie spacerem losowym startujacym w punkcie o wspotrzednej A i majacym bariery
pochlaniajgce w punktach o wspotrzednych 0 oraz A 4+ B.

Zakladamy, ze Antoni ma 8 ztotych, a Bolestaw 5 ztotych. Bolestaw gra na ogoét lepiej niz Antoni: zaktadamy:
p=0.2,q=0.4, r=0.4. Graja 200 razy, chyba ze jednemu z nich zabraknie wcze$niej pieniedzy.

X, — kapitat Antoniego po rozegraniu n gier.

11 oznaczamy przez r prawdopodobienistwo
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X ma rozktad jednopunktowy dg,

X1 ma rozklad dany przez: [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0.4, 0.4, 0.2, 0, 0, 0, 0], E(X;)=7.8.

X5 ma rozktad dany przez: [0, 0, 0, 0.102e-1, 0.512e-1, 0.128, 0.205, 0.230, 0.189, 0.115, 0.512e-1, 0.160e-1,
0.320e-2, 0.32e-3], E(X3) = 7.000

X0 ma rozktad dany przez: [0.176, 0.620e-1, 0.954e-1, 0.113, 0.118, 0.112, 0.973e-1, 0.776e-1, 0.568e-1,
0.378e-1, 0.225e-1, 0.114e-1, 0.422¢-2, 0.165e-1], E(Xg9) = 4.1579

X900 ma rozktad dany przez: [0.969, 0.117e-4, 0.160e-4, 0.161e-4, 0.142e-4, 0.114e-4, 0.854e-5, 0.604e-5,
0.402e-5, 0.25e-5, 0.1430e-5, 0.7070-6, 0.2570e-6, 0.311e-1], E(X200) = .4050783639

po 0 grach po 1 grach po 2 grach
17 < 17 19
o O
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<
< <
<
0 0 1 o
0 14 0 14 0 14
po 3 grach po 4 grach po 5 grach
1 117 11
“ < &
o o ° o %,
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o @ < &
© © > o o °
0 O 0 < , 0 O Q
] 14 0 14 ] 14
po 10 grach po 20 grach po 200 grach
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< © o 00 0 4
o 4] & o < o
pho ° o 4 0 © oo 40 o °

0 14 0 14 0 14
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Niech A oznacza zbior opisany przez zmienne losowe Xo, ... X, _1, czyli A ma postaé:

A= J{Xo =10, .. Xpn-1 =in1},
gdzie suma jest brana po pewnym zbiorze, powiedzmy B, indekséw i, ..., in—1. Mamy wtedy:
Twierdzenie — 16.9. Zachodzi rownosé
P(Xyi1 =7 | (Xy =i oraz A)) = P(i,7).
Dowadd. Zauwazmy najpierw, ze:
P(Xpi1 =7, Xn=1,A)
P(X,=1i,A)

Y PXnp1 =4, Xn =14, X1 =in-1,... Xo = o)

N S P(Xy =i, Xp 1 =in1,... X0 =10) ’
gdzie obie sumy brane sa po zbiorze B.

Z wtlasnosci 2. w definicji taiicucha Markowa mamy:

PXp+1=74,Xn=10,Xn_1=1tpn_1,... X0 =1p)
=PXpt1=J|(Xn=0,Xp-1=tln-1,...X0=10)) - P(Xp, =1, Xp—1=ln-1,...Xo =1p)
=PXpt1=J|Xn=19)-P(X,=1,Xp-1=1ln-1,...Xo=1p)
=P(,5) P(X, =1, Xpn-1=1ln-1,...Xo =1ip),

P(Xp1 =7 (X, =toraz A)) =

wiec
P(Xni1 =7 (X, =1ioraz A)) = P(i,j). O
Nastepne twierdzenie daje inng, bardziej ogolna, interpretacje wspotczynnikow P* (i, 7) macierzy P* jako praw-
dopodobienstw przejscia w k krokach ze stanu ¢ do stanu j.
Twierdzenie — 16.10. Dia kazdego k > 1 oraz i,j € M mamy
P(Xpix =3 | Xn =1i) = PF(i,5).

Dowadd. Dla k = 1 formuta jest konsekwencja wlasnosci 2. w definicji tannicuchu Markowa.
Zalozmy dla przeprowadzenia kroku indukcyjnego, ze zachodzi powyzszy wzér dla pewnego k. Wykazemy go dla
k+ 1. Mamy:

, . PX — X, =i
P(rir = | X = i) = DKttt =520 =1

P(X, =)
e PXoirr = 3§, Xy = 1, X = 10)
P(X, =1)
_ Siem PXngrs1 =5 | Xogw =1, Xy = 0)P( Xy = 1, X = 1)
P(X,, =1) .

Zalozenie indukcyjne oraz poprzednie Twierdzenie daje:
P(Xn—i-k—i-l =J | Xp = Z)
o ZleM P(Xn+k+1 =7 ‘ Xntk = Z)P(Xn—i-k =1 | Xn = Z)P(Xn - Z)
P(X, =1)

= P(,j)P*(i,1) = P"(i,5). O
leM

Tak wiec P¥(4, ) jest prawdopodobieristwem przejécia w k krokach ze stanu i do stanu j.
Warunek P¥(i, j) > 0 oznacza, ze takie przejécie jest mozliwe.
Zauwazmy dalej, ze dla kazdych trzech standéw i, j, k:

P (i, 5) = > P™(i,)P™(1,5) = P™(i, k)P"(k, j).
leM

Odpowiada to naszej intuicji, ktéra podpowiada, ze jezeli jest mozliwe przejécie ze stanu ¢ od stanu k oraz ze
stanu k do stanu j, to mozliwe jest takze przejscie ze stanu 7 od j.
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16.3 Pytania

Pytanie 16.1. Na poczatku w urnie sg trzy biate kule. Co minute losujemy z urny jedng kule i jezeli jest czerwona,
to wrzucamy ja z powrotem, a jezeli jest biata, to z takim samym prawdopodobieristwem wrzucamy te kule do urny
albo zamiast niej wrzucamy kule czerwona. Niech C, oznacza liczbe czerwonych kul w urnie po uplywie n minut.

Wskazaé rozktad prawdopodobieristwa zmiennej losowej Cs. OZWIAZANIE

Pytanie 16.2. Kontynuujac przyklad |16.2
(1) Obliczy¢ prawdopodobieristwo tego, ze w trzecim dniu umowy: sprzata Kaja, sprzata Leon.
(2) Uzywajac komputera obliczy¢ prawdopodobieristwo tego, ze Leon sprzata: w dziesiatym dniu umowy, w set-

nym dniu umowy. | [ROZWIAZANIE

Pytanie 16.3. Uzupelni¢ luke w dowodzie twierdzenia [16.6 C

Pytanie 16.4. Niech ciag (Xo, X1, X2, X3,...) bedzie tancuchem Markowa, Wykazaé, ze podciag (X1, X3, X5,...)
oraz podciag (Xs, X4, X, . ..) sa laricuchami Markowa o odpowiednich parametrach.

Pytanie 16.5. Niech {X;} bedzie ciagiem wektorow losowych okreslonych przez algorytm m patrz punkt
Zakltadajac, ze A jest zbiorem skoriczonym, wykazaé, ze cigg ten jest tancuchem Markowa: wskaz macierz przejscia.

Zweryfikowaé uzyskany wynik. OZWIAZANIE

Pytanie 16.6. Wskaza¢ taki ciag zmiennych losowych X;, t = 0,1,2,3,... o wartosciach w zbiorze co najwyzej
przeliczanym M, ze:

(1) {X:} jest martyngalem, {X;} jest taricuchem Markowa.

(2) {X:} jest martyngatem, {X;} nie jest taricuchem Markowa.

(3) {X:} nie jest martyngalem, {X;} laiicuchem Markowa.

(4) {X:} nie jest martyngatem, {X;} jest nie lancuchem Markowa.




Rozdzial 17

Nieredukowalne lanncuchy Markowa

Definicja — 17.1. Lanicuch Markowa jest nieredukowalny, jezeli dla kazdych dwoéch stanéw ¢ oraz j prawdopodo-
bienstwo przejécia PF(i, j) jest dodatnie dla pewnego k > 0 (zalezne od i, ). Warunek ten oznacza, ze kazde dwa
stany sie ze soba komunikujq.

Wiekszosé tanicuchéw Markowa spotykanych w zastosowaniach jest nieredukowalna, jakkolwiek tatwo pokazaé
przyklady tancuchow, ktore nie spetniaja tej wlasnosci.

Spacer losowy z ekranami pochltaniajgcymi nie jest nieredukowalny, gdyz prawdopodobieristwo przejscia z jednego
do drugiego ekranu jest réwne zeru.

17.1 Powracanie

Dla nieredukowalnego taricucha Markowa oznaczmy prawdopodobienistwo pierwszego powrotu do stanu ¢ doktadnie
w n krokach przez f,(i), czyli

fn(z):P(anlan—l#Za5X1#1’|X0:Z)

[e.e]
Okreslmy F'(i) jako F'(i) = Z fn(i). Jest to wiec prawdopodobienistwo powrotu do stanu i w czasie skoriczonym.
n=1

Jako prawdopodobienstwo, F'(7) jest nie wieksze niz 1. Bedziemy mowié, ze stan i jest powracajgcey, jezeli F(i) = 1
1 niepowracajgcy, jezeli F(i) < 1.

Nastepujace twierdzenie jest prostym uogélnieniem twierdzenia Pozwala ono w wielu przypadkach stwier-
dzié, czy stan tancucha Markowa jest powracajacy, czy niepowracajacy. Oznaczmy:

P(i) =Y P"(i,i).
n=1

Twierdzenie — 17.2. Niech i € M bedzie ustalonym stanem nieredukowalnego taricucha Markowa. Wtedy:
1. Stan i jest powracajgcy, wtedy i tylko wtedy, gdy P (i) = co.

P(i
2. Jezeli i jest stanem niepowracajgcym, to F(i) = 1+<1i)()
i

Dowdd. Dowdd polega na powtdrzenia rozumowania zastosowanego w uzasadnieniu twierdzenia|l1.26] ktore dotyczyto
szczegblnego tancucha Markowa. Zauwazmy, ze zdefiniowane tam prawdopodobieristwa a, oraz f, sa szczeg6lnymi
przypadkami P"(i,4) oraz f,(i). Szczegdly pozostawiamy Czytelnikowi (¢wiczenie). O

Wykazemy, ze albo wszystkie stany sa powracajace, albo wszystkie stany sa niepowracajace. W zwiazku z tym
mowimy, ze taricuch Markowa (nieredukowalny) jest odpowiednio powracajacy albo niepowracajacy.

Lemat — 17.3. Niech i,5 € M bedg stanami nieredukowalnego taricucha Markowa. Wtedy:
o0 o0
Y Pii)<oo = > P"(jj)<oo.
n=1 n=1

130
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Dowdd. Tstnieja takie liczby s,t, ze P*(i, ) > 0 oraz P!(j,i) > 0. Oznaczmy te dwie ostatnie wielkosci odpowiednio
przez c oraz d. Wybierzmy dowolng liczbe naturalng n. Wtedy

P05 (44) > P3(i, 5)P" (4, )P4, 1) = cdP"(j, 7).

Jezeli szereg Y oo | P™(4,1) jest zbiezny, to oczywiscie Y oo | P™HH5(4, ) jest zbiezny i stosujac kryterium poréwnawcze
zbieznosci szeregow widzimy, ze Y >, P™(j, j) tez jest zbiezny. Rozumowanie symetryczne koriczy dowod. O

Liczby P (i) maja takze nieco inna interpretacje. Oznaczmy przez r; liczbe wszystkich powrotow do stanu i.
Twierdzenie — 17.4. Dia kazdego i € M, E (r;) = P(i).

Dowdd. Zalozmy, ze w chwili 0 system znajdowal sie w stanie i. W takim razie p(i) = 1 oraz p(j) = 0 dla j # 1.
Mamy wiec
P(X, =i)=P(X, =1i| Xo=1) =P"(4,1).
o0
Wiemy, ze warto$¢ oczekiwana funkcji charakterystycznej 1¢y, —;y wynosi P"(i,4). Mamy tez: r; = Z 1(x,=i}, CO

n=1
wlasnie oznacza teze. O

Stosujac twierdzenie [I1.26] wykazaliSmy, ze standardowy spacer losowy po prostej jest laiicuchem powracaja-
cym. Przypomnijmy, ze efekt ten uzyskaliSmy korzystajac z faktu, ze dla dowolnego stanu i € Z: P"(i,7) = 0 dla

~ 1 ~

nieparzystych n oraz na podstawie wzoru Stirlinga P2¥(i,q) = NG dla duzych k. Poniewaz relacja = implikuje
rownoczesna zbieznosé, albo rozbieznosé, szeregéw o wyrazach ciggéw w niej wystepujacych, wyraznie widaé, ze

Yol P(i,4) = o0,

Przykltad — 17.5. Rozwazmy spacer losowy d-wymiarowy opisany w przyktadzie d > 2.

Niech P, oznacza macierz przejicia naszego tancucha Markowa. Ustalmy stan i = (i1, ...,44) € Z%. Bez straty
ogolnosci mozna zatozyé, ze i = (0,...,0). Widzimy teraz, ze przejscie w n krokach ze stanu ¢ z powrotem do tego
stanu podczas d-wymiarowego spaceru losowego jest rownowazne przejsciom ze stanéw i; do i; w n krokach podczas
jednowymiarowych spaceréw losowych niezaleznych od siebie. Wtlasnie korzystajac z tej niezaleznosci, mamy:

P(i,i) = P (i1, i1) - .- P"(ig.iq) = (P"(0,0))".
2
Mamy wiec, ze P3(i,4) = P"(0,0)% = (\/ﬁ) = #, gdy n = 2k, P3(i,i) =0, gdy n = 2k — 1. Tak wiec szereg

o
> P4(i, 1) = oo, a wiec rowniez dwuwymiarowy spacer losowy jest powracajacy.
n=1

d 1 00
Zauwazmy, ze dla d > 3 jest P7(i,i) = P"(0,0)4 = <\/%) = = dla = 2k. wiec szereg ) PJ(i,1) < oo
Vrlk2 n=1

i dlatego tanicuch nie jest powracajacy.

Wiedzac, ze jest on zbiezny mozemy obliczy¢ przyblizong wartosé sumy dla d = 3,4,5,6. Wielkosci te wynosza:
0.35742, 0.11763, 0.046788, 0.020459.

Mozemy wiec oblicza¢ prawdopodobienistwa powrotu F'(i). Wynosza one odpowiednio: 0.263308, 0.10524, 0.044696,
0.0200488.

17.2 Okresowosé i ergodycznosé
Rozwazmy nieredukowalny ancuch Markowa i ustalmy pewien jego stan ¢ € M. Okreslamy:
N; ={n:P"(i,i) > 0}.

Poniewaz i komunikuje sie z samym sobg, to N; # &.
Jezeli m,n € N;, to takze m +n € N;, gdyz P™T(i,4) > P™(i,i)P"(4,1) > 0.

Definicja — 17.6. Stan i jest okresowy, jezeli v; := NWD(N;) > 1. Wtedy liczbe v; nazywamy okresem stanu i.

Lemat — 17.7. Dla kazdych stanow i,j € M zachodzi rownosé v; = v;.
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Dowdd. Poniewaz tanicuch jest nieredukowalny, to istnieja takie liczby n,m, ze P"(i,j) > 0 oraz P™(j,i) > 0.
W takim razie P""™(i,4) > P"(¢,7)P™(j,i) > 0, a wiec n +m € N;. Podobnie n +m € N;. Niech t € N;. Wtedy
prtrmG o5y > Pr(i, j)PH(i,i)P™(j,i) > 0, a wiec n+t+m € N;. Wiec v; dzieli zarowno n+t+m jak i n+m, czyli
v; dzieli t. Poniewaz v; jest najwigkszym wspolnym dzielnikiem N;, to v; > v;. Podobnie dowodzimy, ze v; > v;. [

Wykazalismy wiec, ze w nieredukowalnym tancuchu Markowa: albo wszystkie stany sa okresowe i maja wspolny
okres, albo zaden ze stanéw nie jest okresowy. W pierwszym z tych przypadkéw moéwimy, ze taricuch Markowa jest
okresowy, a jego okresem jest okres kazdego jego stanu. W drugim przypadku méwimy, ze taiicuch jest nieokresowy.

Standardowy spacer losowy po prostej jest okresowy a jego okres wynosi 2. Natomiast spacer losowy, dla ktérego
p+ q < 11 ktéry nie posiada ekrandéw, nie jest okresowy. Nawet istnienie ekrandéw wraz z warunkiem p + g = 1 nie
gwarantuje okresowosci.

Nieokresowym taiicuchem jest urnowy model Bernoulliego w przypadku k > 1, przyktad

Twierdzenie — 17.8. Zaldzmy, ze przestrzen standw M nieredukowalnego taricucha Markowa jest skoriczona. Wtedy
nastepujgce warunki sg rownowazne.

(1) taricuch jest nieokresowy.
(2) istnieje takie ng, zZe dla kazdego n > ngy oraz kazdych i,j € M: P"(i,7) > 0.
Najpierw udowodnimy lemat.

Lemat — 17.9. Niech ni,...,n, € N. Jezeli NWD(ny,...,n,) =1, to

.
dng Vn >2ng 3x1,...,2- € N : n:meZ

i=1

Dowdd lematu. Niech f:2Z" >z — YI_, x;n; € Z. Istnieje wiec takie 2° € Z7, ze f(2°) jest najmniejsza wartoscia
w zbiorze {f(z) : * € Z", f(z) > 1}. Zauwazmy, ze d = f(x°) dzieli wszystkie liczby f(z) (piszemy d|f(x)).
Mianowicie, dla ustalonego x mamy f(z) = kd+0,0 < 0 < d, k € Z. Wtedy f(z—ka®) = f(z)—kf(2°) = o < f(29),
wiec zachodzi o = 0. W szczegolnosci d = f(2°) dzieli wszystkie liczby n1, ..., n,, wiec d = 1.

Niech 1 = (1,...,1) i niech n > 1. Niech p bedzie reszta z dzielenia n przez f(1). Stad n = kf(1) + o =
kf(1) + of (z°) = f(k1 + 02°). Gdy n dazy do nieskoriczonosci, takze k dazy do nieskoriczonosci, a dla duzych k
wektor k1 + oz € N”. O

Dowdd twierdzenia[I7.8 (1) = (2). Ustalmy stany i,j € M. Poniewaz i nie jest okresowy istnieja takie liczby
ni,...,n, € N;, ze NWD(nq,...,n,) = 1. Z udowodnionego lematu i z wlasnosci zbioru N; wnioskujemy, ze
wszystkie dostatecznie duze n € Nj, czyli dla takich n mamy P"(i,i) > 0. Niech k¥ = k(i,j) > 1 bedzie takie,
ze PF(i,7) > 0. Wtedy P"*(i, j) > P"(i,i)P*(i,j) > 0 dla odpowiednio duzych n, powiedzmy dla n > n(i, j).
Poniewaz jednak zbior stanow M jest skoriczony, to biorac ng = max{n(i,j) : ¢,j € M} mamy teze.

(2) = (1). Oczywiste. O

W pewnych okolicznosciach mozemy by¢ zainteresowani w zachowaniu sie taiicucha Markowa po uptywie dlugiego
czasu. W szczegoblnosci, warto sie pytaé¢ o asymptotyczny rozktad wektoréow X,,. Ponizsze twierdzenie opisuje wtasnie
taka sytuacje w najprostszym szczegbélnym przypadku. Znane sa jednak wyniki duzo ogdélniejsze.

Twierdzenie — 17.10 (Twierdzenie ergodyczne). RozwazZamy nieredukowalny taricuch Markowa okreslony na skon-
czonej przestrzeni stanow M, #M = k. Jezeli taricuch jest nieokresowy, to istnieje wektor m o wspdtrzednych 1,
.., my taki, Ze

1. m; > 0 dla wszystkich i € M,

2. Dla kazdych i,7 € M,
lim P"(i,j) = n;.

n—00
Wtedy tez
3. Wektor w jest jedynym rozwigzaniem réwnania
Plz =2z
spetniajgcym warunek Y, x; = 1.

Wektor ten nazywa ste rozktadem stacjonarnym.
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4. Dla kazdegoi € M lim P(X, =1i) = m;.
n—oo

Ergodyczno$é.  Jezeli taricuch jest nieokresowy, to dla duzych n prawdopodobieristwo przejscia ze
stanu 7 do stanu j w n krokach jest dodatnie i faktycznie zalezy od stanu koncowego j oraz nie zalezy od
stanu poczatkowego i. Prawdopodobienistwa te mozna otrzymac, rozwiazujac odpowiedni uktad réwnan
liniowych. Taka lub podobna wlasno$é¢ nazywa sie ergodycznoscia. Czesto wtedy moéwimy, ze tancuch
jest ergodyczny.

Dowdd. Wykorzystamy wnioski z twierdzenia FrobeniusafPerronaE.

Zauwazmy jednak najpierw, ze macierz przejScia dowolnego taricucha Markowa ma warto$é¢ wlasng A\; = 1,
a wektorem wlasnym macierzy odpowiadajacym Ap jest 1 = (1,...,1)T, co tatwo wynika z faktu, ze ZjeM P(i,j)=1
dla kazdego i € M (éwiczenie). Oczywiscie \; jest takze wartogcia wtasng macierzy PT, a wiec istnieje taki niezerowy
wektor m, PTrm = 7.

Poniewaz taicuch jest nieokresowy, wiec na podstawie twierdzenia [I7.8] wiemy, ze istnieje potega P™ macierzy
P majaca wszystkie wyrazy dodatnie. Twierdzenie Frobeniusa—Perrona gwarantuje wtedy, ze wszystkie pozostate
wartosci wtasne macierzy P sa na modul mniejsze niz 1 oraz, ze wektor m ma wszystkie wspoétrzedne dodatnie. Mozna
zalozy¢ (dzielac przez odpowiednia stala), ze m + ...+ 7 = 1. Wiadomo takze, ze wtedy:

7T1 7T2 .« .. “ .. ﬂ'k
17TT T My - Tk
lim P" = — =
S A
7"'1 7T2 ) ) 7Tk

co oznacza, ze lim P"(i,j) = 7;.
N k .. . k .
P(Xn =1) = pn(i) = Z]’:1 P"(j,i)p(j) — Zj:l mp(j) = mi dlan — oo. O

Przyktad — 17.11. Syzyf wtacza kamien na gére wysokosci 4000 m. Pod koniec kazdego dnia, z rownymi praw-
dopodobienistwami: udato mu sie pokonaé¢ kolejne 1000 m, lub kamiet wysunatl mu sie z rak i stoczyt do stop gory.
Jednakze w chwili, gdy ma juz dotrze¢ do szczytu, zlosliwy Zeus zawsze stragca mu kamien na doét. Oszacowaéd
prawdopodobienstwo, ze po 10 000 dniach pracy Syzyf bedzie znajdowat sie doktadnie w potowie gory.

Prace Syzyfa opisuje taricuch Markowa X, przyjmujacy wartosci w przestrzeni stanow M = {0, 1,2,3}. Poczat-
kowy rozktad zmiennej Xy, pg, jest jednopunktowy = dg. Natomiast macierz przej$cia ma postac:

11
§§OO
1 1

p_|2020

L g o 1
p) 2
1 0 0 O

Jak wida¢, kazde dwa stany sie komunikuja; z dowolnego stanu mozna z dodatnim prawdopodobieristwem przejsé
do kazdego innego stanu. Widacé tez, ze stan 0 nie jest okresowy (bo mozna w nim pozostac), wiec tanicuch nie jest
okresowy.

Zachodzi wiec warunek 2. w twierdzeniu ergodycznym. Nalezy wiec teraz rozwiaza¢ uktad réwnan liniowych: 5
rownan o 4 niewiadomych.

Plo=u, x1+as+a3+a24=1,

mamy pewno$é, ze ma on rozwiazanie i to dokladnie jedno. Latwo sie przekonaé, ze jest nim uktad:

§ 4 2 1
15271 BT 15T 15

To oznacza, ze dla duzych t, w szczegolnosci dla t = 10000, macierz P! ma w przyblizeniu postacé.

xr1 =

Pt

12
oo o o oo
Sl Gl Bl Sl
Sl i e S
Sl i B S

K. Wojcik, Stosowana algebra liniowa, UJ 2018/2019, wyklady 8 — 10



ROZDZIAL 17. NIEREDUKOWALNE EANCUCHY MARKOWA 134

2

Tak wiec odpowiedz na pytanie brzmi: Ploooo(L 2) & T

Zgodnie z twierdzeniem Frobeniusa—Perrona macierz przejscia ergodycznego tancucha Markowa ma wartosé wta-
sng réwng 1, a pozostale wartosci wlasne maja moduly mniejsze od 1.

Na przyktad, dla powyzszej macierzy wynosza one: 1, —%, 5,5

Dla modelu urnowego Bernoulliego, przykltad

) 111 _1

k:4 17_§’§’§7_Z'

k=10: 1,1/10,1/5,31/50,23/50,—2/25,1/50,—1/25,4/5, —1/10,8/25.

Dla taricucha (nie jest nieredukowalny) z przyktadu

—.149, .949, .901, —.101, —.0234, .823, .332, .468, .199, .601, .721, .0787, 1., 1.

Przyklad — 17.12 (Kontynuacja przykladow oraz [16.2]). Wyraznie wida¢, ze lancuch okreslony w przykta-
dzie jest ergodyczny, a tatwo sprawdzié, ze jego stan stacjonarny wynosi:

1/5
m= | 3/5
1/5

Tak wiec po dtuzszym okresie obowigzywania umowy Leon bedzie sprzatal w danym dniu z prawdopodobieristwem

bliskim %, zobacz tez symulacje w | Cwiczeniu 3.1.

Powracanie i ergodycznosé. Gdy spelnione sg zalozenia twierdzenia ergodycznego to dla kazdego
i € M mamy P"(i,7) ~ m; > 0 dla duzych n, wigc P(i) = >, P"(4,i) = oo, wiec na podstawie
twierdzenia tanicuch jest powracajacy.

Oznacza to tez, ze zmienne losowe 7; okreslajace liczbe powrotow do stanu ¢ maja nieskoriczone wartosci
oczekiwane.

17.3 Laricuch Markowa jako graf

Lancuch Markowa mozna opisaé¢ za pomoca grafu skierowanego (digrafu) z wagami.
Niektore spacery losowe po grafie (nieskierowanym) bedace taiicuchami Markowa maja ciekawa interpretacje,
a takze znaczenie praktyczne.

Definicja — 17.13. Dany jest zbior skoriczony V' = {vy,...,v4}.

1. Grafem nazywamy pare (V, E), przy czym E jest pewnym zbiorem dwuelementowych podzbioréw utworzo-
nych z elementéw zbioru V.

2. Grafem skierowanym nazywamy pare (V, E'), przy czym E jest pewnym zbiorem par utworzonych z elementow
zbioru V (E CV x V).

3. Grafem z wagami nazywamy pare (V, W), przy czym W :V x V — R
(W jest pewna macierza indeksowang prze elementy V).

Elementy zbioru V nazywamy wierzchotkamsi, elementy zbioru E nazywamy krawedziami. Kazdy graf z wagami
(V,W) indukuje graf skierowany (V,E), przy czym E = {(v;,v;) : A(vi,v;) # 0}. Wtedy elementy W (v;,v;)
nazywamy wagami krawedzi (v;,v;). Najczesciej przy zapisie krawedzi opuszczamy nawiasy. Czyli wv = (u,v)
w przypadku grafu skierowanego, uv = {u,v} w przypadku grafu.

Bardzo czesto grafy interpretuje si¢ w sposoéb geometryczny, co ma mocne uzasadnienie intuicyjne i w wielu
sytuacjach utatwia ich analize. Niemniej jest to pojecie majace niekiedy daleko szersza interpretacje.

Uwaga — 17.14. Jezeli {X,,} jest taricuchem Markowa na przestrzeni standw M i ma macierz przejscia P, to (M, P)
jest grafem z wagami.

Przyklad — 17.15. W przyktadzie [17.11] (o Syzyfie) graf z wagami moze wyglada¢ tak:


./Maple/s3.mw
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d-wymiarowa kostka dyskretna jako graf. Niech d bedzie ustalona liczba naturalng. Okreslamy
V =10,1}¢={(e1,...,eq) s ;. € {0,1},i=1,....d}.

Niech FE bedzie zbiorem wszystkich takich dwuelementowych zbioréw {u, v}, u,v € V, ze u, v roznia sie
od siebie doktadnie na jednym miejscu.

Dla d = 2 mamy wiec cztery wierzcholki i cztery krawedzie, ktére mozemy interpretowaé jako boki kwadratu.
Dla d = 3 mamy 8 wierzchotkéw i 12 krawedzi, ktére mozemy interpretowaé jako krawedzie sze$cianu.
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17.4 Spacery losowe po grafie (nieskierowanym)

Niech G = (V, E) bedzie grafem. Dla wierzchotka v okreslamy jego stopieri deg(v) jako liczbe krawedzi wychodzacych
z v, czyli liczbe sasiadow v.

Spacer losowy {X;} po grafie G.

Czastka, ktora w chwili ¢ znajduje sie w wierzchotku v, czyli X; = v, moze przejs¢ w jednym kroku
do jednego z sasiednich wierzchotkéw, X1, z prawdopodobienstwem degl(,u). Gdy wierzchotek nie ma
sasiadow, czastka z prawdopodobieristwem 1 pozostaje w tym wierzchotku.

Nastepujace dwa twierdzenia sa oczywiste.

Twierdzenie — 17.16. {X;} jest taricuchem Markowa na przestrzeni standw V' z macierzq przejscia P okreslong
nastepujgco: P(u,v) = m, gdy wv € E, P(v,v) = 1, gdy v nie ma sgsiadow, P(u,v) = 0 w pozostatych
przypadkach.

Gdy kazde dwa wierzchotki mozna potaczyé ciqgiem krawedzi (mowimy wtedy, zZe graf jest spdjny), to {X;} jest
nieredukowalny.

Twierdzenie — 17.17. Spacer losowy po d-wymiarowej kostce {0,1}% jest nieredukowalny i ma okres 2.

Twierdzenie — 17.18. Niech {X;} oznacza taki spacer losowy po grafie G = (V, E), #V =d, ze dla kazdego v € V
deg(v) > 0 (nie ma wierzchotkéw izolowanych).

OkreSlamy m, = degT(”) dlav eV, przy czym C =3, o deg(u).

Wtedy wektor m € R* o wspdtrzednych m, jest rozktadem stacjonarnym taricucha Markowa Xy, to znaczy:

Plr=n, Zﬂ'vzl, my >0 dlaveV.
veV

Dowdd. Wystarczy pokazac, ze ) .y P(u,v)m, = 7, dla kazdego v € V. Pamietajac, ze deg(v) oznacza #N (v),
przy czym N (v) jest zbiorem sasiadow wierzchotka v, i korzystajac z okreslenia tancucha, widzimy, ze:

1 deg( deg(v
ZP(u,v)ﬂ' Z P(u,v)m Z do( gé,): i():Wv. O

ueV ueN (v u€N (v) g

17.5 Markowowskie metody Monte Carlo (MCMC)

Idea metod Monte Carlo opartych na teorii taiicuchéow Markowa (Markov Chain Monte Carlo), w skrocie MCMC,
polega na tym, ze chcac losowaé liczby wedlug ustalonego rozkladu dyskretnego ({z;},{pi}), budujemy taki ergo-
dyczny taiicuch Markowa na przestrzeni stanéw, ktérymi sa punkty z;, zZe jego stan stacjonarny 7 ma wspotrzedne p;.
Symulujac zachowanie sie tego tancucha, mozemy mie¢ niemal pewnos¢, ze po odpowiedniej liczbie krokéw uzyski-
wane elementy beda pochodzi¢ z rozktadu w. Najwickszym problemem jest tutaj dobranie odpowiedniego tancucha.
Duza pomoc stanowi tu teoria graféw.

Jezeli graf, po ktéorym odbywa sie spacer, jest skoriczony, spdjny, a taricuch Markowa jest nieokresowy, to na
podstawie twierdzenia ergodycznego istnieje doktadnie jeden stan stacjonarny, a wiec musi to byé ten sam stan, co
w twierdzeniu udowodnionym powyzej. Jezeli wiec dla danego rozktadu ({z;}, {p;})} potrafimy zbudowaé taki
graf o wierzchotkach x;, ze okreslone w twierdzeniu liczby 7; sa rowne liczbom p;, to podczas symulowania spaceru
losowego bedziemy po pewnym czasie otrzymywaé punkty z rozktadu ({x;}, {p;}). Omoéwimy zagadnienie, tak zwany
problem plecakowy, gdzie taka metoda moze z powodzeniem by¢ zastosowana.

Zagadnienie plecakowe stanowi klasyczny problem optymalizacji dyskretnej, ktory w sensie informatycz-
nym jest rownowazny wielu innym klasycznym zagadnieniom.

Mamy d przedmiotéw, powiedzmy 1,2,...,d, i znamy wartos¢ kazdego z nich, powiedzmy cy,...,cq, oraz ich
wagi, powiedzmy wi, ..., wy. Cheemy tak zatadowaé plecak, aby warto$é zabranych przedmiotéw byta najwicksza.

Problem w tym, ze waga plecaka nie moze przekroczy¢ ustalonej liczby B.

Matematyczny model:

V= {v— (v1,...v4) € {0,1}d:zd:viwi <B}

i=1
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d
oraz niech f(v) = Z vic; dla v € V. Szukamy arg max f.
i=1

W dalszym ciagu bedziemy zaktadaé, ze zadanie jest nietrywialne, czyli ze Zle w; > B.

Stosujemy algorytm [PRS| patrz punkt[12.40 W tym celu chcemy generowac punkty ze zbioru V wedtug rozktadu
jednostajnego. To moze byé¢ bardzo duzy zbior i trudno jest nawet ustalié¢ liczbe jego elementow.

Aby jednak wykonaé¢ to zadanie, modyfikujemy opisany poprzednio spacer po grafie o wierzchotkach z V', ktéry
jest naturalnym zacie$nieniem d-wymiarowej kostki dyskretne;j.

W kolejnym kroku przechodzimy ze stanu v = (v1,...,v4) € V do stanu sasiedniego w sposob nastepujacy: losu-
jemy wskaznik j sposrod liczb 1,2, ..., d zgodnie z rozktadem jednostajnym i dokonujemy zmiany j-tej wspolrzednej

;L . . .
v;j na v; = 1 —wvj, dzigki czemu otrzymujemy wierzchotek

/ /
v = (U17~--avi—luvj7vj+1a---avd)~

Jezeli v € V, to przenosimy sie do v'.

Jezeli v ¢ V (waga plecaka jest za duza), to pozostajemy w v.

Zaczynamy w chwili 0 z pustym plecakiem (Xo = 0,...,0) € V), generujemy w powyzszy sposob kolejne wierz-
chotki X;

Otrzymany w ten sposob spacer oznaczamy przez {X;}.
Widag, ze:
1. X jest taricuchem Markowa.

2. X jest nieredukowalny (bo kazdy stan komunikuje sie ze stanem zerowym).

3. X jest nieokresowy, gdyz istniejg stany v, w ktérych spacer z dodatnim prawdopodobieristwem moze przystanaé
(gdy v" ¢ V).
Istnieje wiec doktadnie jeden rozktad stacjonarny .

Co wiecej, {X;} ma wlasnosé¢ symetrii: P(u,v) = P(v,u) dla wszystkich u,v € V.

Ale to oznacza, ze wektor & o wszystkich wspotrzednych réwnych 7w, = # jest rozktadem stacjonarnym Rzeczy-
widcie: 1 1 ] ]
P — = P =1 =,

ueV

7 jednoznaczno$ci gwarantowanej przez twierdzenie ergodyczne otrzymujemy, ze m = 7.
Whiosek. Dla duzych ¢t zmienne losowe X; maja rozktad niemal identyczny co rozktad jednostajny na V.

Opisana metoda jest malo efektywna. Istnieja duzo lepsze (szybsze) metody MCMC rozwiazywania problemu
plecakowego oraz podobnych probleméw. Wiele z nich opartych jest jednak na podobnej metodologii, co opisana
powyzej.

17.6 Pytania

Pytanie 17.1. Definicje stanu powracajacego i stanu okresowego mozna bez zadnych zmian powtoérzy¢ w przypadku
dowolnego taricucha Markowa. Podaé przyktad takiego lancucha, ktory ma jednoczesnie: (1) stan powracajacy

i stan niepowracajacy, (2) stan okresowy i stan nieokresowy. |[ROZWIAZANIE

Pytanie 17.2. Poda¢ przyktad wskazujacy, ze twierdzenie [I7.8] jest falszywe w przypadku, gdy przestrzen stanow
nie jest skoniczona.

Pytanie 17.3. Udowodnié, ze jezeli nieredukowalny tanicuch Markowa jest niepowracajacy, to dla kazdych stanow

Pytanie 17.4. Rozwazmy spacer losowy po prostej z barierami w punktach A = —1, B=1,p=q = 1/4, s4 = 9/10,

sp = 1/10. Znalez¢ rozklad stacjonarny. ([ROZWIAZANIE]
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Pytanie 17.5. Rozwazmy urnowy model Bernoulliego, Przyktad Niech k = 3, by = 3. Wyznaczy¢ oczekiwang
liczbe czerwonych kul w drugiej urnie po pierwszym, drugim, dziesiatym i trzydziestym losowaniu.

Pytanie 17.6. Wyznaczy¢ macierz przejscia spaceru losowego po grafie.

(1) Czy taricuch jest okresowy?
(2) Naszkicowaé graf skierowany tego tancucha.
(3) Wskaza¢ rozklad stacjonarny tego taricucha.

OZWIAZANIE|



Rozdzial 18

Rozklady wielowymiarowe

W poprzednich rozdziatach mieliSmy juz, raczej incydentalnie, do czynienia z wektorami losowymi i ich rozkladami.
Obecnie zajmiemy sie ta sprawa bardziej doktadnie. Gtéwnym celem jest oméwienie podstawowych wtasnosé rozktadu
normalnego. Wspomnimy tez o problemie regresji, ktory w przypadku rozktadéw anormalnych sprowadza sie do
projektu regresji liniowej.

18.1 Macierze symetryczne dodatnio okreslone

Nasze rozwazania poprzedzimy przypomnieniem przydatnych faktow z algebry liniowej.
Niech M (m,n) oznacza zbiér macierzy rzeczywistych o m wierszach i n kolumnach.
Rozwazamy macierze kwadratowe stopnia n, M(n) = M(n,n).

Macierz C € M(n) jest symetryczna, gdy CT = C.
Macierz symetryczna C' jest nieujemnie (dodatnio) okreslona, gdy

Vo € R"\ {0} :27Cx = Zcij:ri:rj >0 (27Cx>0).
Y]

Piszemy wtedy C' > 0 (C > 0).

o(C)={AeC:3zeC"\{0}: Cz= Az}

jest zbiorem wszystkich wartosci wtasnych macierzy C.
Latwo wykazaé:

Twierdzenie — 18.1. Jezeli C € M(n), C = C7T, to o(C) CR.
Jednym z wazniejszych twierdzen lezacych u podstaw matematyki stosowanej jest:

Twierdzenie — 18.2 (o diagonalizacji macierzy symetrycznej). Jezeli C € M(n), C = CT, to istnieje macierz
P e M(n), PPT =1, taka 7e C = Pdiag(\1,...,\,) PT, gdzie \,..., \p €R.
Wtedy
a(C)={M,...,; \u}

Latwo wida¢, ze jezeli C > 0 (C > 0), to rowniez diag(A1,...,An) = 0 (diag(A1,...,An) > 0), co z kolei jest

rownowazne temu, ze wszystkie wartosci wlasne \; sa nieujemne (dodatnie).

Whiosek — 18.3. Jezeli C' > 0, to det C' > 0. Ponadto nastepujgce warunki sq rownowazne:
1. C >0,
2. detC > 0,

3. C jest nieosobliwa.

W takich przypadkach mozna rozwazaé¢ macierz B = P diag(v/A1,. .., vA,) PT. Latwo sprawdzi¢, ze B2 = C.
Bedziemy uzywaé oznaczenia C 2 :=B.

139
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18.2 Nadzieja matematyczna i macierz kowariancji

Niech X : @ — R"™ bedzie wektorem losowym, czyli

gdzie X; sa zmiennymi losowymi.

Definicja — 18.4. Okreslamy nadzieje matematyczng oraz kowariancje wektora losowego:

E(X1) cov(X1,Xy) ... cov(Xy,X,)

E(X3) :
M:E(X): . ’ EZCOV(X): e “e e

E(X,) cov(Xp, X1) ... cov(Xy, X,)

Przypominamy: cov(X;, X;) = E((X; — E(X;)) - (X; — E(X;))). Mamy wigc natychmiast:
=3
Twierdzenie — 18.5. Jezeli A € M(m,n), beR™, W =AX+0b, to
E(W)=AE(X)+0b, cov(W) = Acov(X)AT.
Dowdd. (éwiczenie). O
Twierdzenie — 18.6. Dia kazdego a € R® mamy a® cov(X) a > 0, czyli cov(X) > 0.

Dowdd. Niech a € R". Okreslamy zmienng losowa: W = a” X. Jej wariancja D?(W) > 0. Ale: D*>(W) = cov(W) =
a’ cov(X) a. O

Twierdzenie — 18.7. Jezeli X ma rozktad ciggly, to dla kazdego a € R™\ {0} zachodzi nieréwnosé a cov(X) a > 0,
czyli cov(X) > 0.

Dowadd. Nie wprost.

Niech a € R™ \ {0} bedzie takie, ze a’ cov(X) a = 0. Niech jak poprzednio W = a” X.

Poniewaz D?(W) = 0, to W jest stala pw. Istnieje wiec takie ¢ € R", ze P(W = ¢) = 1. Wtedy jednak
Pa’™X =c)=1. Stad P(X € M) =1, gdzie M = {y € R" : a’'y = ¢} jest przestrzenia afiniczna, dim M = n — 1.
Ale to prawdopodobienistwo mozna tez inaczej obliczy¢, gdyz X ma gestosé, powiedzmy f : R™ — R. Mianowicie:

P(XeM):/ fdz =0,
M

gdyz miara Lebesgue’a kazdej wlasciwej podprzestrzeni afinicznej rowna sie zeru. O

18.3 Funkcje generujace momenty.

Pamigtamy, ze dla kazdego rozktadu, powiedzmy @), istnieje funkcja charakterystyczna hg : R — C:

hg(u) = /Rei“x dQ(x).

Definicja — 18.8. Niech () bedzie n-wymiarowym rozkladem. Funkcje Mg : R® — R okreslong wzorem

Mo(t) = [ e"aQuy)

nazywamy funkcja generujacag momenty.
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Niech X bedzie wektorem losowym. Okreslamy
Mx(t) = Mp, (t) = E <etTX> .

Poniewaz dla niektorych ¢ € R™ wartos¢ E (etTX ) moze by¢ nieskoriczona, funkcja generujaca momenty

moze nie istnie¢! Jest to jej podstawowa wada w poréwnaniu do funkcji charakterystycznych.

Podajemy bez dowodu nastepujace twierdzenie bedace odpowiednikiem twierdzenia [11.15
Twierdzenie — 18.9. Jezeli Mg, (t) = Mg, (t) dlat € G, gdzie G C R™ jest zbiorem otwartym, to Q1 = Q2.
Latwo udowodnié¢ (¢wiczenie) nastepujace:

Twierdzenie — 18.10. Jezeli A € M(m,n), beR™, W =AX +0b, to
My (t) = "t Mx (ATt).

Twierdzenie — 18.11. Niech X = [ } . Wtedy wektory losowe X1, Xo sq niezalezne, wtedy i tylko wtedy, gdy

V= [2 ] . My ([ 2 D — My, (t1) - Mx, (t2).

Dowdd. ,—" Z niezaleznosci X1, Xo wynika niezaleznosé¢ etlTXl, ez X2 dla wszystkich ¢y, 2. Stad:
Mx(t) — E (etTX> - E (ethﬁ-tQTXz) — F (eth1et§X2) B (et{)ﬁ) E (et§X2> — ]\4X1 (tl)MX2(t2).

=" Chcemy pokaza¢, ze: Px = Px, x Px,. Wystarczy wi¢c pokaza¢, ze Mp, = Mle x Px, - Dla t € R™ mamy:

My (0= [ (P, x Pr) = [ eTrsma(py, x P on, )

= / 1Y dPy, (y1) / e'2%2dPx, (y2) = Mpy, (t1)Mpy, (t2) = Mpy (2). O
R™1 R™2

Przykltad — 18.12 (funkcja generujaca momenty dla rozktadu N(0,1)). Niech Z bedzie zmienna losowa o rozktadzie
N(0,1).
My(t) = E(et?) = / etzieflzzdz = 1/etzézzdz
R V2mw V2 JR
L(22—2t2412) 142 142

1 1,2 1 1 2
R T v L / (=) 4. _
= e 2 e2" dz = e2 e 2 dz = e2
\/27T/R V2m JR

Przyklad — 18.13 (funkcja generujaca momenty dlai.i.d. ~ N(0,1)). Niech (Z1,... Z,) bedzie ciagiem i.i.d. o wspol-
nym rozkladzie N(0,1). Obliczymy My dla:

M

VA

Na podstawie poprzedniego twierdzenia:
Mz(t) = Mz, (t1) ... Mz, (ta) = €2l - ... e3tn = e3(HFt0) — eallil® = o5t"t,
Przy okazji zauwazmy, ze: E(Z) =0, cov(Z) = I, — macierz identycznosciowa.

Przyktad — 18.14. Rozwazmy wektor X = AZ + u, gdzie wektor losowy Z jest taki, jak w poprzednim przyktadzie,
A € M(m,n) oraz ; € R™. Policzymy jego nadziej¢ matematyczna, kowariancje oraz funkcje generujaca momenty.
Poniewaz E(Z) = 0, cov(Z) = I,,, wiec E(X) = pu, ¥ = cov(X) = AAT. Mamy

g Ty L(ATHT AT Ty LT pAAT Ty 1,7
Mx(t) =€ tMZ(ATt) — oWtz (ATOTATE _ Tt 5tTAATE Tt 5t TSt

Powyzszy przyktad okaze si¢ punktem wyjsécia do definicji wielowymiarowego rozktadu normalnego.
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18.4 Pytania

1 2
Pytanie 18.1. Znalez¢ X2, gdy ¥ = [ 5 4 ]

Pytanie 18.2. Udowodni¢ twierdzenie |18.5 C)

Pytanie 18.3. Udowodnié¢ twierdzenie [18.10 C

Pytanie 18.4. Wyznaczy¢ funkcje generujaca momenty dla rozkladu Poissona Pj.

Pytanie 18.5. Znalez¢ macierz kowariancji wektora losowego X majacego rozklad o gestosci:
(a) f(z,y) = ce=—4y? gdzie ¢ jest odpowiednio dobrang stala.

(b) f(z,y) = ce~® ~W*H22y=22 oqzic ¢ jest odpowiednio dobrang stala.

Pytanie 18.6. Znalez¢é macierz kowariancji wektora losowego X majacego rozktad o gestosci f = c¢-g- 1, gdzie K

jest trojkatem o wierzchotkach (0,0), (0,1), (1,1), g(z,y) = 22, a ¢ jest odpowiednia stala.



Rozdziat 19

Rozklad normalny wielowymiarowy

19.1 Definicja i wlasnosci

Przyktad [18.14] stanowi motywacja do nastepujacej definicji.

Definicja — 19.1 (Rozktad normalny N, (u,¥)). Dane sa: p € R® oraz ¥ € M(n), ¥ =37, % > 0.
Rozktad @ nazywamy normalnym i oznaczamy N, (u,Y), jezeli

Mg(t) = e 3t

Perzedni przyklad pokazuje, ze dla dowolnych p oraz symetrycznej X > 0 istnieje taki rozktad. Wystarczy wziaé
A =Xz, Wtedy rozktad Px = N, (u,2).

Uwaga — 19.2. W praypadkun =1, ¥ = 0% > 0. Wtedy N1(u1,0%) = N(p,0).
Ponadto Ni(u,0) = 4,.

Podana poprzednio definicja rozkladu normalnego moze wydawaé sie troche nienaturalna, niemniej ma szereg
korzysci. Jedna z nich jest nastepujace:

Twierdzenie — 19.3. (1) Jezeli wektor losowy X ma rozktad normalny N, (u, %), to

E(X)=u, cov(X) =X.

(2) Jezeli ponadto W = AX +b, A€ M(m,n), b€ R™, to W ma rozktad
Np(Ap + b, AL AT).

Dowdd. Ad (1). Jakikolwiek wektor losowy o rozktadzie N, (u,Y) ma taki sam rozklad jak wektor X otrzymany

w przyktadzie a wiec ich parametry sa takie same. O
Ad (2). Mwy(t) = ethMX(ATt) = bt AT (ATHTEATE _ o(Autb)Tid5tT ARATY My (t) jest wiec funkeja
generujaca momenty dla rozktadu N,,(Ap + b, AL AT). O

Twierdzenie — 19.4. Niech wektor losowy X ma rozktad normalny Ny (u,X),
X1 M1 ] [ Y1 Y2 ]
X = : = . = .
[ X } a [ M2 o1 Yoo

(1) X; ma rozktad normalny Ny, (pi, i), i = 1,2

Wtedy:

(2) X1, X3 sq niezalezne <= Y19 = 1, = 0.

Dowsd. Ad (1) Xy = [In,,0]X, X2 = [0, [,,,,0]X, gdzie I,, € M(n;) jest macierza identycznosciowa. Stosujemy
poprzednie twierdzenie.
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Ad (2)

o= 1] e[ ] 1] 303 52112

Y1t + Xiato ])

1
T T T T
= exp (u1t1+u2t2+[t ,t5 ] [ So1t1 + Loty

2
= exp <,u1Tt1 + 'ty + %(tlTZHtl + tI S0ty + t2 801t + t5222t2)> .
7 drugiej strony:
My, (t1) = exp (M{tl + ;tip211t1) . Mx,(t2) = exp (Mgh + ;t5222t2) .

Wida¢, ze warunkiem réwnowaznym warunkowi Mx (t) = Mx, (t1)Mx, (t2) jest:
Vi, ty: t{zutg + t5221t1 =0.
Po lewej stronie wystepuja dwie liczby, ktore sa sobie rowne, gdyz 37, = 2o;.

A wiec ostatni warunek brzmi:
Yty ty: t2 %01t =0,

co z kolei jest rownowazne warunkowi 9 = 0. 0
Twierdzenie — 19.5 (o istnieniu gestosci). Niech wektor losowy X ma rozktad Ny, (u,X). Zachodzi réwnowaznosé:

X ma rozktad ciggly <= X jest nieosobliwa.

Wtedy gesto$¢ fx wyraza sie wzorem:

Fx(z) = 1 e a(@—p) S @—p)

© (2m)2Vdet S
W przeciwnym przypadku istnieje taka wtasciwa podprzestrzen afiniczna M C R™, ze P(X € M) = 1.

Dowdd. Twierdzenie udowodnimy dla szczegélnie dobranego wektora X majacego rozktad N, (i, X), co nie zmniejsza

og6lnoéci. Niech wektor losowy Z ma wspétrzedne 71, ..., Z,, ktore s i.i.d. o rozkladzie normalnym standardowym
kazda. Z ma wiec gestos¢, ktora jest iloczynem gestosci zmiennych losowych Z;.
fZ(Z) = 71 _%Z% . . 71 —%z% = 1 e_%z?:l Zf — 1 e_%ZTZ.

\/ﬂe me Vam) Van)

Niech X = %37 + w. W przypadku, gdy ¥ jest nieosobliwa, odwzorowanie ¢(z) = N3zt u jest dyfeomorfizmem,
a wiec na podstawie twierdzenia [5.33}

1 1 1 1 Ty—1
= Y2) Lz — LR )
fx(@) det X2 K (( )@ 'LL)) (2m)2Vdet XS ¢

Gdy IE jest osobliwa, takze 35 jest osobliwa, a wiec jej rzad k jest mniejszy niz n. Wiec dim M = k < n, gdzie
M ={¥2z+ pu:z € R"} jest przestrzenia afiniczna zawierajaca wszystkie wartosci X. O

19.2 Rozklad normalny na plaszczyznie

Rozpatrzymy teraz rozklad normalny dwuwymiarowy, bardzo wazny w zastosowaniach. Zalozmy, ze X = (£,n) jest
wektorem o rozktadzie Na(u,X). Rozktad ten zalezy od pieciu parametrow:

2
o= [ e ] . ¥= [ %¢ 00 ] : (19.1)
mn 90-50-77 O'77

gdzie p jest wspolczynnikiem korelacji.

Widag¢, ze: ¥ > 0 <= |p| # 1, gdyz:
2 L - g 2
— 02 —
det¥ = 0520,2](1 — 0%, yl= [ og(1-¢%) Ufa”l(l ¢) ] :

_ 14
ogon(1—e°) o (1—0%)

Twierdzenia [19.4] (2) oraz zyskuja teraz prosta interpretacje.
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Whiosek — 19.6. Zmienne losowe &, 1 sq niezalezne, wtedy i tylko wtedy, gdy o = 0.
Istnieje taka prosta M, ze P((§,n) € M) =1, wtedy i tylko wtedy, gdy |o| = 1.

Wzér na gestosé ma postaé (¢wiczenie):

(e=me)2  _ o(z—mg)(y—mp) | (y—my)2
1 1 ( £ _92 £ n + Yy an

o 20—\ o? oeom on
2
2mocop/1—0

Wszystkie parametry maja ciekawa interpretacje geometryczng, ktéra mozna tatwo zrozumieé analizujac powyzszy
wz6r oraz wykres gestosci.

flzy) = (19.2)

me = 10, my; = 20, o¢ = 1, 0y = 2, oraz ¢ := —0.7.

24] 26

Zmien o¢ Zmien o) Zmien p

19.3 Warunkowanie rozktadéw normalnych

Twierdzenie — 19.7. Niech wektor losowy X ma rozktad normalny Ny (u, X), n = ny + ns.
X1 M1 ] [ Y X2 ]
X = , = , Y= .
[ Xo } . [ M2 o1 Y22

Jezeli macierz Yoo jest nieosobliwa, to:

1. Dla kazdego xo € R™ rozktad warunkowy Px,|x,—z, jest rozktadem normalnym Ny, (u*, ¥*), gdzie

P =+ 10850 (Yo — p2), BF =11 — D985, Yoy
2. E(Xl’XQ) = U1+ 21222_21()(2 — Mg).

Dowdd. Ad 1. Zdefiniujmy wektor losowy:
Y = X1 — 21955, Xo.

Y ] _[1 -5y | [ X
Xo| O I X5 |’

wiec na podstawie twierdzenia |18.5 wektor [

Zauwazmy, ze (¢wiczenie):

] ma rozktad (¢wiczenie):
Xo

N, ( 1 — 12555 1o ] [ Y11 - 2128y Y1 0 ]) ‘
2 ’ 0 Yoo

To oznacza, ze wektory Y oraz Xo sa niezalezne, a takze Y ma rozklad Ny, (u1 — 21222_21,ug, Y1 — 21222_21221).
Z niezaleznosci Y oraz Xy wynika, ze Py|x,—, = Py dla dowolnego xs.
Poniewaz X1 = Y+21222_21221X2, wiec gdy Xg = w9, PX1|X2=902 jest rozktadem wektora X; = Y+21222_21221.7}2,
co na mocy twierdzenia oznacza teze. o
Ad 2. E(X1|X2 = x2) jest nadzieja rozktadu Px\|Xy=zs> Wiec z punktu 1 E(Xi|Xe=22) =p* = ,u1+21222_21(x2—

[2)-
A wiec E(X1|X2) =1+ 21222_21()(2 — ,U,Q). ]


./Animacje/d19.gif
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Rozklad normalny na plaszczyznie c. d.
Przypominamy, ze rozwazamy wektor X = (£, 1) o rozkladzie Na(p,X), przy czym.

2
p=|" n=| % 2% (19.3)
’ 000y 0727 ’

Zatozmy, ze |o| < 1. Wtedy X ma gestosc:

B 1 (m—mg)z_ o (z—mg)(y—mn) (y—mn)2
oy = Lt (e

(19.4)
2mocon /1 — 0?

Bezposrednie znalezienie (przez catkowanie) gestosci rozkladow brzegowych i warunkowych nie jest oczywiste.
Wiemy jednak z poprzednich twierdzen, ze:

Rozktady brzegowe to:
Pg = N(mg, 0‘5),

b, = N(mn,an).

Rozktady warunkowe to:
o
PT]|§:$ = N(mn + po_—Z(LL’ — mg), Ug(l — pz)),

oile o > 0,

g,
Peyey = N(mg + pa—i(y —my),00(1 = p%)),

oile o, > 0.

Znamy tez nadzieje warunkowe:
B¢ =) =my+ e M a—me). E(€ln=y) = me+ o 5y~ my)
Wiec:
EMm|§) = my + QZ—Z(S —mg), oile g >0, E(&|n) = me + QZ—i(n —my), oile o, > 0.
Zauwazmy, ze znamy rozklady tych zmiennych losowych. Mianowicie:

En[§) ~ N(my,|eloy), — E(&n) ~ N(me,|olog).

Inaczej. Przy powyzszych zalozeniach:

E(n|¢) = h(¢), gdzie h(z) = m, + @j—z@c —mg),
E(n) = g(n), gdzie g(y) = me + @%(y —my).
n

h, g nazywane sa funkcjami regresji. Ich wykresami sa proste. W nastepnym punkcie oméwimy problem regresji
wyjasniajac podstawowe znaczenie funkcji regresji.
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Przyktad — 19.8. Zinterpretujemy geometrycznie funkcje regresji

g g
hz) = my + ot —me),  g(y) = me+ ooy —my)
n

dla rozktadu normalnego o parametrach m¢ = 30, m, = 20, 0¢ = 2, 0, = 1,

23 T 23 7

[
2
)
]

17 17

26 28 30 32 34 36 26 28 30 32 34 36
x X

o:=—0.1 0:=0.8

Przyklad — 19.9. Znalez¢ EQ2X+Y|X+Y —27), gdzie X, Y, Z sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie
N(0,1) kazda.

X 0 1 00
Wektor | Y | ma rozklad Nj 01,10 1 0
VA 0 0 0 1
S . 2X+Y L .
Znajdujemy najpierw rozkitad wektora losowego X+v—27 | Znajac jego parametry p oraz > stosujemy
twierdzenie [19.7] Mamy:
[ 92X +Y ] A7
X+Y-27 7
. 21 0
gdzie A = [ 11 _2}
0 2 1
p=1,01, E:AlgAT:[?i_OQ} 1 1 :[gg]
0 0 -2

EQX+Y|X+Y —2Z)=0+33(X+Y —-2Z-0)= (X +Y —2Z).

19.4 Wnioskowanie bayesowskie.

Podamy przyktad typowej sytuacji, w ktérej mamy do czynienia z warunkowaniem.

Przyktad — 19.10. Analityk pracujacy dla partii ABC ma okresli¢ przedzial, w ktérym zawiera sie srednie poparcie
dla tej partii. W momencie przystapienia do pracy dostal wiadomosé¢, ze rézne sondaze i inne badania wskazuja, ze
zawiera si¢ ono mniej wiecej w przedziale od 20% do 25%. Otrzymal takze nowe wyniki: na 1070 ankietowanych
0s6b 199 opowiedzialo sie za partia ABC. Jak analityk powinien wykorzysta¢ obydwie otrzymane informacje, aby
rozwigzaé postawione przed nim zadanie?

Na podstawie otrzymanych za pomoca sondazu wielkosci tatwo, korzystajac z CTG, estymowaé¢ wartosé¢ oczeki-
wang oraz jej przedzial ufnosci. Mamy: m = x = 199/1070 = 0.18598, s = /x(1 — 2)/1070 = 0.011895 estymuje od-
chylenie standardowe o, wiec przedzial ufnosci na poziomie ufnosci 0.95 = [rh—1.96s, m+1.96s] = [0.162674, 0.20930].
Aby jednak wykorzystaé cala dostepna informacje analityk stosuje tak zwane:
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Podejscie bayesowskie. Poparcie (frakcja osob popierajacych) dla partii ABC jest zmienng losowa X
o rozkladzie N(M, o), przy czym analityk zaklada, ze parametr M tez jest zmienna losowa o rozktadzie
N(myg, 09), gdzie parametry myg, oo sa ustalone na podstawie wstepnych informacji (a priori). Szukamy
rozktadu facznego wektora losowego (M, X), a nastepnie rozktad warunkowy Py x—,, co nastepnie po-
zwoli mu wykonaé zadanie.

Na podstawie wstepnej informacji ustalmy parametry rozktadu N(myg,og). Przyjmujemy mg = 0.225, o¢ =
0.0225/1.96 = 0.01276. Rozklad ten nazywamy rozkladem a priori parametru M, a przedzial [0.2,0.25] = [mg —
1.960¢, mo + 1.960¢] przedziatem ufnosci a priori.

Wyznaczamy kolejno:

() = Fxiarm () - far(im) = —o e3P B
m,r) = —m(T) - m) = e - e r ’
(M. X) X|M M \V2ro V2mog

fx(x) = /R for.x(m, z) dm,

f(M,X)(mvx) 1 _%(m*T1)2

o

frrx=o(m) = @) \/%016 ;

gdzie (¢wiczenie)
B m002 + ng B o)
= 02 +o02 o1 02+ 03

Otrzymujemy wartosci: m; = 0.20413, o1 = 0.00870.

Znamy wiec doktadnie rozklad Pyjx—,. Nazywamy go rozkladem a posteriori parametru M. Poniewaz
wiemy, ze X = x, to M — $rednie poparcie dla partii ABC — zawiera sie z prawdopodobieristwem 0.95 w prze-
dziale [my — 1.9601, m; + 1.9601] = [0.18708,0.22118]. Jest on nazywany a posteriori przedziatlem ufnosci lub
bayesowskim przedziatem ufnosci.

Zauwazmy, ze przedzial a posteriori jest znacznie wezszy niz przedziat a priori oraz wezszy niz tradycyjny przedziat
ufnosci. Jego $rodek jest $rednia wazong Sredniej m; oraz x.

40
301

201

020 022 024 026 028
m

Gestosé rozktadu M: a priori oraz a posteriori

19.5 Liczby pseudolosowe z rozkladu normalnego

W wielu sytuacjach uzywamy liczb pseudolosowych z rozktadu normalnego jedno i wielowymiarowego. Jak wiemy
juz, przyktad w przypadku rozktadu ciagtego, a takim rozktadem jest N(m, o) mozna je otrzymywaé generujac
liczby pseudolosowe uy, ug, us, . .. z rozktadu U(0,1) i biorac @, (u1), .1 (u2), @}, (us), ... Mozna tez brac liczny
z; = ®1(u;) z rozktadu N(0,1) oraz x; = m + 02, i = 1,2,3,... Obydwa sposoby wymagaja jednak wyznaczania
wartogci @71, co jest numerycznie do$é ucigzliwym zadaniem. Istnieja jednak szybsze metody. Opiszemy jedna
z nich.

Metoda Boxa—Mullera Losujemy niezaleznie od siebie dwie liczby w1, ug z rozktadu U(0,1) i obliczamy
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21 = v/ —21Inu; cos(2mus), 20 = v/—2Inuy sin(2mus).

Liczby z1, 23 reprezentuja dwie niezalezne zmienne losowe o rozktadach N(0,1).

Niech Z = h(g(U)), przy czym Py = U([0,1]?) (wiec fu = Ijp,1)2) oraz okreslamy g(ui,u2) = (vV—=2Inuy, 2muz),
h(r,0) = (rcos@,rsin).
Mamy kolejno:

_ _ I 1
fon(w) = [Jacy g "folg (w)) = 7€ 29y, wp >0, 0 < wp < 27.

1 1 12,2 1 12,2
— — -1 -1 _ —5(2i+23), /.2 2 _ —5(2{+23)
fz(z) fh(g(U))(Z) ‘Jacz h } fg(U)(h (Z)) z% Z% 271'6 217172 Z2] + 23 27re 2\F17T%2)

X ma wiec rozklad N2 (0, I2), gdzie I jest macierza identycznosciowa. Wiec Z; oraz Zs sa niezalezne i maja rozklady
normalne N (0, 1). O

Majac do dyspozycji ciag o dtugosci d liczb pseudolosowych z1, ..., zq z rozktadu N(0,1) wiemy, ze stanowi on

wektor pseudolosowy z z rozktadu Ng(0,1;). Wtedy tez = = p + LS jest wektorem pseudolosowym z rozktadu
Na(p, X).

19.6 Pytania

Pytanie 19.1. Czy mozna tak dobra¢ stala ¢, ze funkcja f: f(z,y) = ce~ 20 =3y°+22 jest gestoscig rozktadu normal-

nego? Uzasadni¢. ([ROZWIAZANIE

Pytanie 19.2. Wektor losowy o wspotrzednych S, T' ma rozktad jednostajny na kwadracie [0, 1]2.

(1) Wskaza¢ dwoma sposobami nadzieje matematyczna oraz macierz kowariancji wektora o wspotrzednych S+17T,
S—T.

(2) Czy zmienne losowe S + T, S — T sa niezalezne? ([ROZWIAZANIE]

Pytanie 19.3. Wskaza¢ rozktad wektora (X,Y) oraz rozklad warunkowy Px|y—,, gdy wiemy, ze Px = N(m,0)
oraz Py |x—, = N(x,0;), gdzie m € R, 0 > 0, 0, > 0 s3 znane.

Pytanie 19.4. Wektor losowy Y ma rozktad normalny N, (0,01,), gdzie o > 0 jest dane, a I, jest macierza identycz-
nosciowa. Wykazaé, ze wektor W = AY ma tez rozktad N, (0,01,), gdy A jest macierzg izometrii.

Pytanie 19.5. Niech wektor X o wspélrzednych £, 7 ma rozklad ciagly normalny. Wykazaé, ze proste regresji sa
prostopadle, wtedy i tylko wtedy, gdy &, 1 sa niezalezne.

Pytanie 19.6. Znalez¢ E(X +Y + Z|X — 2Y), gdzie X, Y, Z sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie
N(m, 1) keidda, m € R,



Rozdziat 20
Regresja

Problem regresji pojawia sie w réznych kontekstach i ma rézne interpretacje i sposoby rozwiazywania. Ogodlnie rzecz
biorac mozna niezbyt formalnie powiedzieé¢, ze majac dwie wielkosci, powiedzmy x oraz y zalezne od wspoélnego
parametru chcemy ustali¢ czy i jak bardzo y zalezy od x. Inaczej, czy istnieje taka funkcja h, ze y = h(x), przy
czym przyblizenie y za pomoca h(x) powinno by¢ mozliwie jak najlepsze. Czasami tez zadamy, aby sama funkcja
h byla mozliwie prosta, na przyktad, aby byta liniowa, wyktadnicza, lub innej wygodnej dla nas postaci. Ponizej
sformulujemy i rozwiazemy problem regresji w przypadku, gdy wielkosci x ora y maja charakter losowy.

20.1 Ogdlny problem regresji

Niech X bedzie k-wymiarowym wektorem losowym, Y zmienna losowa okreslong na tej samej przestrzeni probabili-
stycznej (Q, %, P). Chcemy wskazaé¢ funkcje h : RF — R, taka, ze:

Y = h(X)+e, (20.1)

gdzie € jest ,mozliwie male”.

Taka funkcja h nazywana jest funkcja regresji Y wzgledem X.

Fraze ,mozliwie male” mozna rozumieé¢ na rézne sposoby. Bardzo czesto zada sie, zeby E(e) = 0 oraz zeby wielkos¢
E(g?) = D?*(e) byta najmniejsza. Problem polega wiec na wskazaniu takiej funkcji h : RF — R, ze E((Y — h(X))?)
osiaga mozliwie najmniejsza, wartos¢. Zadanie to ma rozwiazanie przy catkiem naturalnych zaltozeniach.

Poszukiwanie funkcji regresji w oparciu o powyzsze kryterium jest do$¢ ogdlng wersjg tak zwanej metody naj-
mniejszych kwadratéw. Mniej ogblna wersje poznamy pdzniej przy omawianiu problemu regresji liniowej.

Twierdzenie — 20.1. Przy powyzszych oznaczeniach zatézimy, ze E(Y?) < oo. Niech
h(z) = E(Y|X = x), dlaz € R
Wtedy dla kazdej funkcji borelowskiej g : RF — R, takiej, ze ka g>dPx < 00 :
E((Y - h(X))*) < B((Y - g(X))?).

Twierdzenie to jest prostym wnioskiem z twierdzenia ktore bedzie wykazane w nastepnym punkcie.

W kilku przyktadach wyznaczaliSmy juz nadzieje warunkowe. Przyklady te znajduja teraz dodatkows interpreta-
cje, gdyz bez trudu mozemy wypisa¢ w kazdym z nich funkcje regresji. Przypomnijmy tylko, strona ze nadzieja
warunkowa E(Y|X = z), a wiec i funkcja regresji, jest jednoznacznie okreslona jedynie w punktach x, ktére moga
by¢ przyjete przez zmienng X.

W przykladzie funkcja regresji Y wzgledem X przyjmuje istotne wartosci w trzech punktach: h(0) = %,
h(1) = %, h(2) = 3. Natomiast funkcja regresji X wzgledem Y przyjmuje istotne wartosci w szesciu punktach, np.
h(1) =0, h(4) = 2.

W przyktadzie funkcja regresji Y wzgledem X jest okrestona jako h(z) = 5 dla 0 < z < 1, natomiast funkcja

regresji X wzgledem Y jest dana jako h(y) = _117nyy. dla0<y<1.

W przykladzie [14.2 funkcja regresji Y wzgledem X jest dana jako h(0) = 0, h(1) = Z, h(2) = T.
2

150



ROZDZIAL 20. REGRESJA 151

W przyktadzie funkcja regresji Y wzgledem wektora (X, Z)T okreglona jest wzorem:

(0.2) 5 dlad<zxz<1, 2=0,
h(xz,z) =
’”TH, dlad<zx <1, z=1.

Podamy kilka dalszych przyktadow funkcji regresji.

Przyktad — 20.2. Ten dos¢ trywialny przyktad uwypukla znaczenie warunkowania dla problemu regresji. Niech
X bedzie wektorem losowym, Y zmienna losowa, E(Y) € R. Zalozmy, ze istnieje taka funkcja borekowska h,
ze Y = h(X). Wtedy oczywiscie h jest funkcja regresji. Ale z powyzszego twierdzenia wynika, ze E(Y|X) =
E(h(X)|X) = h(X). Ta ostatnia réwnosc¢ jest wlasnoscia 3. w twierdzeniu [13.26]

Przyktad — 20.3. Niech (X,Y’) bedzie wektorem loso-
wym o rozkladzie jednostajnym na potkolu z? + y? < 1,
y = 0. Wtedy dla kazdego = € [—1,1] rozklad warun- y ] N
kowy Py x—, jest rozkladem jednostajnym na odcinku 064
(0,V1 — 22) (éwiczenie), wigc E(Y|X = z) = V1 — 22 ‘
Funkcja h(z) = $v1—22 dla |z| < 1 oraz h(z) = 0 dla
|z| > 1.

Nastepne cztery wykresy moga pomdc wyobrazié sobie przebieg funkeji regresji dla réznych rozktadow cigglych.
Na kazdym wykresie znajduje si¢ poziomicowy wykres gestosci f(x y) pewnego rozkladu wraz z wykresem funkcji i
h(z) = E(Y|X = x).

5

Jak widzimy w niektérych sytuacjach funkcja regresji jest funkcja afiniczna. Tak zawsze jest w przypadku roz-
ktadow normalnych. Mozemy mianowicie przeformutowaé twierdzenie [19.7]2.

Twierdzenie — 20.4. Niech [ i’(

] ma rozktad normalny, ¥x > 0. Wtedy funkcja regresji, h, jest funkcjq afiniczng.

h(z) = B(Y|X = 2) = py + Dyx Sy (X — px).
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Tak wiec nazwa ,funkcja regresji” uzyta w przypadku rozktadu normalnego na plaszczyznie okazuje sie szczegodl-
nym przypadkiem ogoélnej definicji.

20.2 Nadzieja warunkowa jako rzutowanie

Niech (2,3, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. W zbiorze zmiennych losowych 2 — R wprowadzamy relacje
rownowaznosci utozsamiajaca X 1Y, gdy P(X =Y) = 1. Piszac X bedziemy dalej rozumieé¢ klas¢ rownowaznosci
X wzgledem tej relacji. Niech A C ¥ bedzie o-algebrg. Definiujemy

Ha=L*(Q, A P) ={X : X jest A-mierzalne, F(X?) < oo}.

Oznaczamy, H = Hy.

Kazdy zbiér ‘H 4 wraz z dodawaniem i mnozeniem przez liczby jest przestrzenia wektorows. Wynika to natychmiast
z elementarnej nieréwnosci (x + y)? < 2(z? + y?). Faktycznie H 4 jest podprzestrzenia wektorows H.

Definiujemy iloczyn skalarny na H wzorem:

o(X,Y)=EX-Y).
Iloczyn skalarny dyktuje norme na ‘H w standardowy sposob:
X1 = V(X X)
oraz metryke d:
d(X,Y) =X =Y.

Dowodzi sie, ze dla kazdej o-algebry A przestrzen H 4 wraz z metryka d jest przestrzenia zupelna, to znaczy H 4

jest tak zwang przestrzenia Hilberta. W szczegblnosci H 4 jest zbiorem domknietym w H.
2
Zdefiniowana powyzej metryka definiuje zbieznos¢ zwana, zbieznosciq srednio kwadratowq i oznaczang L W szeze-
2

golnosei: X, = X <= E((X, — X)2) — 0, dla n — oc.

Okresla sie prostopadtosé wektorow: X 1Y <= ¢(X,Y) = 0. Dla kazdej podprzestrzeni wektorowej domkniete;j
G C H okresla sie zbior

Gr={XeH|VYeg: X LY}

Dowodzi sie, ze H = G ® G+. Przez Pg oznaczamy rzutowanie prostopadte na G.
Mamy wiec: dla kazdego Y € H:

Y =PFY +PguY, Y| =|BY|*+ |PerY .

Przypominamy, ze odlegtos¢ Y od G okresla sie nastepujaco:

d(Y,G) Yint{|y — 2|| : Z € G}.

Korzystajac w twierdzenia Pitagorasa w formie:
Y = Z|?=||Z - PgY|* + || P Y|? dlaYeH, Z€g.
widzimy, ze wektor PgY realizuje odleglos¢ Y od G, ktora wynosi ||Pg Y ||.

Twierdzenie — 20.5. Niech A C X bedzie o-algebrg. Niech m = Py, bedzie rzutowaniem prostopadtym na H 4.
Wtedy dla kazdego Y € H.:

E(Y|A)=xY,  D*(Y)=D*E(Y|A)+BE((Y — E(Y|A))?).

Dowdd. Wiemy juz, ze H 4 jest podprzestrzenia wektorows domknieta.
Dla Y € H: 7Y, z definicji 7, jest zmienng losowa A-mierzalna.
Dla dowolnego zbioru A € A funkcja charakterystyczna 14 € H 4, wiec otrzymujemy ¢(Y — 7Y, 14) = 0. Inacze;j:

O:E((Y—WY)-lA):/

Q(Y—wY)-lAdP:/

Y—?TYdPZ/YdP—/T(YdP.
A A A
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Stad 7Y spelia warunek: / YdP = / nY dP. Sa wiec spelnione warunki |(C)| i [(M)| w definicji nadziei

warunkowej, zob. definicja % jednoznaczj?rloéci nadziei warunkowej otrzymujemy pierwsza zadanag rownoscé.
Dla dowodu drugiej rownosci zauwazmy, ze:
DXY)=E(Y?) - EY)’ = Y|P - BY)” = |laY|* + Y - zY|* - B(Y)?
= E(B(Y|A)?) = E(E(Y|A))* + E((Y — E(Y]A))*)
= D*(E(Y|A)) + E((Y — E(Y]A))?). O

Uwaga — 20.6. Powyzsze twierdzenie wzmacnia twierdzenie o obnizaniu wariancji. Dodatkowo wyjasnia, jak
duza jest rdznica miedzy wariancjami przed i po warunkowaniu. Rdznica ta wynosi E (Y — E(Y|A))?), co mozna
takze zapisac jako D*(Y — E(Y|A)).

Przy warunkowaniu réznica wariancji rowna jest wariancji réznicy.
Ustalmy teraz wektor losowy X : Q — R*. Na podstawie twierdzenia [13.19
Hox) = {Z Q> R:Z=a(X), a:RF = R jest borelowskie, / o?dPx < oo}.
Rk

Jako wniosek z twierdzenia [20.5| otrzymujemy:

Twierdzenie — 20.7. Dla dowolnego wektora losowego X : Q — RF oraz zmiennej losowej Y : Q — R takiej, ze
E(Y?) < 0o odwzorowanie:

L2 (Rk, B(R), PX) Sa— B(Y —a(X))?) eR
przyjmuje wartosé najmniejszq gdy a(x) = E(Y|X = z).

Jest to réwnowazne sformultowanie twierdzenia [20.1]

20.3 Regresja liniowa

W pewnych przypadkach zamiast ogdlnego problemu regresji rozpatruje sie zagadnienie, w ktérym na funkcje regresji
naktada sie dodatkowe ograniczenia. Takie podejscie moze byé¢ podyktowane réznymi wzgledami. Jednym z nich
moze by¢ trudno$é¢ w analitycznym (lub nawet numerycznym) wyznaczeniu funkeji regresji. Czasem, funkcja regresji
jest jednoznacznie wyznaczona tylko w skoriczonej liczbie punktéw — tak jest w przypadku rozktadéw dyskretnych
na zbiorze skoriczonym — co niekiedy utrudnia jej interpretacje. Ponizej omawiamy problem regresji liniowej.

Niech X bedzie k-wymiarowym wektorem losowym, Y zmienng losowa okreslona na tej samej przestrzeni
probabilistycznej (Q, 3, P), E(Y?) < co. Chcemy wskazaé¢ funkcje afiniczng h : R¥ — R, taka, ze:

Y = h(X)+e, (20.2)

gdzie € jest mozliwie mate. h — funkcja regresji liniowej Y wzgledem X.

Zauwazmy, ze w przypadku, gdy wektor (X,Y)” ma rozklad normalny, powyzszy problem jest
tozsamy z ogbdlnym problemem regresji. W niektoérych innych przypadkach tez tak sie moze zdarzyé.
Jak jednak wskazuja poznane dotychczas przyklady, nie zawsze tak jest.

Aby rozpatrzy¢ przypadek regresji liniowej dla dowolnych rozktadéw skoncentrujemy sie na sytuacji dwuwymia-
rowej. Niech &, n bedg zmiennymi losowymi. Czesto wiemy, ze zmienne &, n s mocno skorelowane to znaczy ich
wspoltezynnik korelacji ¢ jest na modul bliski 1, ich wspolny rozklad P ,) moze by¢ skupiony na zbiorze lezacym
blisko pewnej prostej. Powstaje wtedy problem znalezienia tej prostej. Nawet gdy o jest bliski zeru, poszukiwanie
takiej prostej ma pewien sens. Jezeli jest to prosta o réwnaniu y = ax + b, mozemy napisac:

n=al+b+e,

gdzie € jest zmienna losowa reprezentujaca popeliany blad. Funkcja regresji liniowej jest funkcja h, h(x) = axz + b
dla x € R. Powyzsza prosta nazywa sie prostq regresji lintowe;.

Wspoélezynniki a oraz b znajdziemy elementarna metoda najmniejszych kwadratow zastosowana juz w przypadku
og6lnym.
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Metoda najmniejszych kwadratow.

Szukamy takich a, b, ze wielko$é
E ((n— (a§ +1)?).

jest najmniejsza.

Twierdzenie — 20.8. Zatdzmy, ze wariancje zmiennych & oraz 1 istniejg oraz ag > 0. Wtedy istnieje doktadnie jedna
para liczb a, b taka, ze funkcja E ((n — (a& + b))Q) ma w punkcie a, b wartosé najmniejszq. Wielkosci te wynoszq:
Qay Mg

a= QZZ, b=my — e (20.3)

Dowdd. Oznaczmy:
fla,b) = E ((n— (a€ +1))?) .

Skorzystamy z warunku koniecznego na ekstremum powyzszej funkcji dwoch zmiennych. Policzymy w tym celu
pochodne czastkowe funkcji f i znajdziemy punkt, w ktérym sa one réwne 0.

5 =5 gnln € = b?) = E(20n - o€ - (=) = ~2B(€) + 26()a + 2B

o — 5 (51— a€ = V) = B(2(n— a€ ~)(~1)) = ~2B() + 2(€)a + 20

Mamy wiec uktad rownani liniowych ze wzgledu na a, b:

{E@?)a + E()b = E(¢n),
EE) a+  b=E(@).

Wyznacznik tego uktadu wynosi F(£2) — E(€)?, ktéra to wielkogé jest wariancja ag. 7 zalozenia jest ona rbézna
od 0, a wiec nasz uktad ma doktadnie jedno rozwiazanie.

Wyraza si¢ ono wlasnie wzorami (éwiczenie).

Dla kompletno$ci dowodu trzeba uzasadnié, ze funkcja f jest rzeczywiscie rézniczkowalna, ze mozna ,wchodzi¢”
z pochodna pod znak nadziei matematycznej oraz ze w wyliczonym punkcie (a,b) funkcja f osiaga warto$¢ najmniej-
szg. Dwa pierwsze punkty wynikaja z ogélnych twierdzen o rézniczkowaniu pod znakiem calki. Trzeci punkt moze
by¢ uzasadniony na rézne sposoby — na przyktad za pomoca standardowego warunku wystarczajacego na ekstremum
(éwiczenie). O

Prosta regresji ma wiec rownanie:

g T g
T 4y — 27 = 70

x —mg) +my.
43 43

y=axr+b=yp

Jak juz wiemy, gdy (£,n) ma rozklad normalny funkcja regresji liniowej pokrywa sie¢ z funkcja regresji.

Przyktad — 20.9. Rozktad wektora losowego (X, Y") skupiony jest na trojkacie D o wierzchotkach (0,0), (0,1), (1,0)
i ma gestoé¢ proporcjonalng do funkcji g: g(x,y) = = + 2y%. Znajdziemy funkcje regresji i funkcje regresji liniowej Y
wzgledem X.

Mamy kolejno:

fX,Y)(xy y) = fD g(i(z)y(;(% ) =3r + 6y2
dla (x,y) € D.
11—z 11—z
fx(z) = /0 £ ) dy, E(Y|X =) = /0 Uhyix e () dy
() 3@ —rtn)(1-0)

fY|X=m(y) = fX(CL‘) ) o 422 — 20 + 4
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. o v(X)Y) _ _
1 .705.
E(X)= / zfx(z)dx = 0.35,
0
1
EY) :/ yfy(y) dy = 0.425,
0 1
1
D*(X) = / 22 fx(z)dr — B(X)? = 0.061, 08
0
1
D*(Y) = / v? fy (y) dy — E(Y)? = 0.069, 0.6
0
04
cov(X,Y) =
[ vt (av) ) = BOOB(Y) = —0.047,
XY
p= cov(X, ¥) = —0.705. 0
VD?*(X)D?(Y) 02 04 06 08 1
y=az+b, Funkcja regresji i funkcja regresji liniowej

Zauwazmy, ze gdy wektor (X, Y') ma rozktad dyskretny to funkcja h, regresji Y wzgledem X jest istotnie okreslona
tylko w punktach z; takich, ze P(X = x;) > 0. Natomiast funkcja regresji liniowej jest okreslona dla wszystkich .

20.4 Regresja jako narzedzie statystyczne

Pojecie regresji odgrywa niezmiernie wazng role w badaniach statystycznych. Jakkolwiek wystepujace tam idee sg po-
dobne do tych przestawionych powyzej, to warto wyjasni¢ nieco inny kontekst w ktérym sa stosowane. Przedstawimy
jedno ze wystepujacych w statystyce podejsé do problemu regresji.

Rozpatruje si¢ k wielkosci X7, ..., Xy (tak zwanych zmiennych niezaleznych — niekoniecznie zmiennych losowych)
oraz wielko$¢ Y (zwang zmienng zalezna). Chcemy ustali¢ zwiazek Y oraz Xi,..., X postaci Y = H(X;,..., Xi)+e,
gdzie H jest funkcja, a ¢ zmienna losowa ,mozliwie maly”. Jednak w statystyce nie znamy na ogédt rozktadow
rozpatrywanych wektoréw losowych. Co wiecej nie zawsze zaklada sie, ze sa to wektory losowe. Zamiast tego dane
sa obserwacje (x1,1), ..., (Tn, Yn), gdzie kazde x; = (21, ..., 2z4) € R® reprezentuje wielkosci X1, ..., Xz, natomiast
y; reprezentuje odpowiadajaca im w okreslony sposéb wielkos¢ Y. Mozna teraz sformalizowaé — na rézne sposoby —
problem regresji. Oto jeden z nich:

Znalezé¢ taka funkcje H : R* — R, ze dla kazdego i = 1,...,n
yi = H(z;) + &,

przy czym €1, ...,&, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie N(0,0) kazda, a wielkos¢ o jest
minimalna.

Zazwyczaj zaklada sie szczegdlna posta¢ funkcji H (np. afinicznosé) lub wtasnosci (np. rézniczkowalnosé). Za-
tozenie o normalnosci €1, . .., €, nie jest niezbedne, niemniej w wielu przypadkach jest naturalne, a takze korzystne
ze wzgledow technicznych. Istnieje wiele metod rozwigzywania powyzszego zagadnienia regresji. Na przyktad, przy
zalozeniu, ze funkcja H jest afiniczna, stosuje sie czesto metode najmniejszych kwadratéw, ktora okazuje sie tozsama
z omowiona przez nas metoda zastosowana do przypadku rozkltadu dyskretnego (najczesciej jednostajnego) gdyby
byt on skupiony doktadnie na punktach (z1,41), ..., (Zn,yn). W przypadku dwuwymiarowym zachodzi wtedy odpo-
wiednik twierdzenia [20.8] przy czym wystepujace tam parametry rozkladéw wyznaczone sa na podstawie obserwacji.
Podobnie jest w wyzszych wymiarach.

Ponizej podamy przyktad tak zwanej metody nieparametrycznej, ktéra pozwala wyznaczaé¢ funkcje, ktéra do
pewnego stopnia odpowiada ogélnej funkcji regres;ji.
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Niech (x1,41),- .-, (Zn,yn) bedzie danym ciagiem punktéow plaszczyzny. Dla danego punktu z € R okreslamy
warto$¢ H (x) wzorem:

H(z) = E%ﬂ (20.4)

gdzie w; sa nieujemnymi wagami. Chcemy je dobraé¢ tak, aby na wartos¢ H(x) najwiekszy wplyw mialy te punkty,
ktorych wspotrzedne z-owe sa blisko x.

Jednym ze sposob6éw dobrania wag jest tak zwana metoda jadrowa. Wybieramy funkcje K zwang jadrem, ktora
spelnia nastepujace wlasnosci: (1) jest gestoscia, (2) przyjmuje warto$¢ najwieksza dlax =0, (3) K(—x) = K(x)
dla kazdego x. Na przyklad:

-3 -2 -1 0 1 2 3

2
[}

P 2
Ki(z) = ﬁ(l - 5155 (@) Ka(z) = \/%@

Ustala sie tez parametr (szeroko$¢ pasmo) h > 0. Jako wagi bierze sie:
r — Ty
w; =K .

o) = i1 Uil (%"
H(x) S K (5)

Otrzymujemy wiec dla kazdego wielko$é¢ = € R:

(20.5)

zwana estymatorem Nadarayi—Watsona.

Istnieje bogata literatura, patrz [9], ktora daje wskazowki jak optymalnie dobra¢ jadro K oraz — co wazniejsze —
szeroko$¢ pasma h. Gdy h jest bliskie zeru, wplyw na wartosé¢ H(z) maja praktycznie tylko punkty lezace najblizej.
Duza wartos¢ h oznacza wicksza gtadkos¢ wykresu H.

Przyktad — 20.10. Aby zademonstrowaé¢ dziatanie metody jadrowej Nadarayi—Watsona rozwazmy wielkosci X oraz
Y okreslone nastepujaco. X jest zmienng losowa o rozkltadzie jednostajnym na przedziale (a,b), Y jest zmienng losowa
okreslona jako Y = h(X) + ¢, gdzie h jest zadana przez nas funkcja, a € ma rozktad normalny N(0,0). Losujemy
probke prosta w1, ..., x, reprezentujaca X, probke prosta e1, ..., &, reprezentujaca € oraz obliczamy y; = h(x;) = ¢;
dlai=1,...,n.

Zauwazmy, ze E(Y|X =) = E(h(X)|X =2) + E(e|X =z) = h(z) + 0 = h(x).

Korzystajac z wybranych punktéw obliczamy wartosci estymatora H.

Na wspoélnym rysunku poréwnujemy na tle naszych punktéw wykresy funkcji h oraz H. Przyjelidmy a = 5,
b =50, n =100, h(z) = v + 102e~%1% o = 1, jadro K3 i szeroko§¢ pasma h = 1.8.
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Zmieni b | Poréwnaj z Cwiczeniem 20.3.D.

20.5 Pytania

Pytanie 20.1. Dane s obserwacje (21,%1), ..., (Zn, yn), gdzie kazde 2; = (2i1,...,z:4) € R* reprezentuje okreslone
wielkosci X7, ..., Xk, natomiast y; reprezentUJe odpow1adajqce im w pew1en okreslony sposob wielkosci Y;. Na
podstawie tych danych nalezy wyznaczy¢ takie liczby 51, e ,ﬂk, ze sumy Z =1 5137” mozliwie najlepiej przyblizaja
wielkosci y; dla ¢ = 1,...,n w sensie kryterium najmniejszych kwadratéw. Zaproponowaé metode rozwiagzania tego

problemu. ROZWIAZANIE]

Pytanie 20.2. Przy powyzszych oznaczeniach, zalézmy, ze k < n oraz, ze rzad X = k. Wyznaczy¢ rzutowanie

prostopadle na podprzestrzenn wektorowg V = Im X.

Pytanie 20.3. Rozwigza¢ problem sformulowany w pytaniu [20.1| wykorzystujac powyzszy wynik.

Pytanie 20.4. Dla danego ciagu punktow plaszczyzny (z1,v1), ..., (n,yn) wskazaé¢ takie liczby a,b, ze wartosé
n

Z (y; — (az; + b)) jest najmniejsza.

i=1

Pytanie 20.5. Dla danego ciagu punktow plaszczyzny (z1,91), ..., (Tn,yn) wskazaé takie liczby a, b obliczone na
podstawie twierdzenia przy zalozeniu, ze twierdzenie to stosuje si¢ to wektora losowego (£, 7) majacego rozktad

jednostajny na zbiorze {(z1,y1), -, (Tn,yn)}-

Pytanie 20.6. Podobnie jak w pytaniu[20.1]dane sa obserwacje (z1,y1), - - ., (Tn, yn), gdzie kazde z; = (z;1, ..., z4) €
R* reprezentuje okreslone wielkosci X1, ..., X}, natomiast y; reprezentuje odpowiadajace im w pewien okreslony
sposob wielkosci Y;. Obecnie zaktadamy, ze Y; sa zmiennymi losowymi o wartosciach oczekiwanych p;, przy czym
zaktadamy, ze dla kazdego ¢ zachodzi zwiazek liniowy:

pi = Pz + ...+ Brik,
gdzie 1, ..., B nie zalezg od ¢. Zbadaé¢ wlasnodci estymatoréw fi parametru p oraz B parametru 8 okreslonych jako:
=X(XTX)'xTy, p=(XTx)"'xTy,

gdzie Y jest wektorem losowym o wspolrzednych Y;.
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Rozdzial 21

Odpowiedzi do pytan

Pytanie Niech A, B € ¥. Wykaz, ze jezeli P(A) =1, to P(AN B) = P(B).
Wskazéwka. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB), P(LAUB) = P(A) = 1. QP(')\\'R()’I‘ DO ZADA 'HD

Pytanie Wyprowadzi¢ wzor na P(AU B U C). Uogolni¢ na dowolna sume zbiorow.
Wskazéowka. P(AUBUC) = P(A) + P(B)+ P(C) —P(AnB)—P(ANC)—-PBNC)+P(ANnBNC).
QP(')\\'RO’I‘ DO ZADANIA|

Pytanie Gracz otrzymuje 13 kart wylosowanych z talii 52 kart i podaje liczbe otrzymanych aséw oraz sumaryczna liczbe
pozostatych figur. Wskazaé¢ zdarzenia, zdarzenia elementarne. Czy za pomoca prawdopodobienstw zdarzern mozna obliczy¢
prawdopodobieristwo tego, ze: (a) gracz otrzymal same piki, (b) gracz nie dostal asa?

Wskazowka. Q = {K C {1,...,52}: #K = 13} — zdarzenia elementarne.

Y=0{K;;:1=0,1,2,3,4, j=0,1,...,12}) — zdarzenia, gdzie K;; C {1,...,52} — zawiera doktadnie i asoéw oraz
doktadnie j pozostatych figur.

Ad (a). Nie. Ad (b). Tak. QPO\\'ROT DO Z—\D%VI»\D

Pytanie Gracz rzuca trzema monetami jednocze$nie tak dlugo, az na wszystkich trzech pojawi sie orzel. Opisaé przestrzen
probabilistyczna odpowiadajaca temu do$wiadczeniu.

Wskazowka. Q = {1,2,3,...}, 2 =P(Q), p; = (%)i_l z. QPO\\'R()'I‘ DO ZADANI \D

Pytanie Niech F oznacza rodzine wszystkich przedziatow (a,b), gdzie a < b, a,b € R. Wykaza¢, ze o(F) = B(R).
Wskazowka. Kazdy przedzial (a,b) nalezy do B(R), wiec o(F) C B(R). Zawieranie w druga strone wynika ze znanego

faktu, ze kazdy otwarty podzbiér R jest przeliczalna suma otwartych przedziatow. @’()\\'R()'l‘ DO ZADAN]I \D

Pytanie [2.6 Do gry w pliszki potrzebne sa dwa patyki: jeden o dlugosci co najmniej 70 cm, drugi o dtugosci 10 do 20
cm. Aby je uzyskaé gracze tamia znaleziony przez siebie patyk o dlugosci 1 m w losowo wybranym punkcie. Jakie jest
prawdopodobieristwo, ze moga grac?

‘Wskazowka. % QPO\\'RO*I‘ DO 7 —\I)A\IIAD

Pytanie Sformulowac i wykazaé twierdzenie mowiace o tym, ze P(- | W) okresla przestrzen probabilistyczna.
Wskazowka. Niech (2, X, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Niech W € X, P(W) > 0. Niech Xy = {A C
~

W : A€ X}, Niech Py (A) = P(A| W). Wtedy (W, Zw, Pw) jest przestrzenia probabilistyczna. GPO\\'R()'I‘ DO ZADANIA,

Pytanie Czy jest prawda, ze P(A | W1 UWs) = P(A | W1) + P(A | W)?
‘Wskazowka. Nie. QP()WR()T DO Z \D\\IL\D

Pytanie Jak mozna ostabi¢ zalozenia w twierdzeniu o prawdopodobieristwie catkowitym?
Wskazowka.
(i) P(W;) >0 dla kazdegoi=1,...,N, N < o0
(ii’) P(W;nW;) =0, dla wszystkich i # j,
(iii’) P(WLU---UWy) =1.

158
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QI)()\\'R(')T DO ZADANI %D

Pytanie W przyktadzie obliczy¢ P(K; | K3).

Wskazowka. 2. QPO\\'ROT DO ZAD—\NI—\D

Pytanie Rzucamy kostka do gry. Wskaza¢ dwa nietrywialne zdarzenia niezalezne w przestrzeni probabilistycznej
odpowiadajacej temu eksperymentowi.

Wskazowka. Na przyklad: A = {1,2}, B = {2,3,4}. QP()\\'R(')T DO 7 —\LA\'HD

Pytanie [3.6, Uogolni¢ sytuacje opisang jako schemat Bernoulliego przy zalozeniu, ze kazde doswiadczenie moze mieé trzy
rozne wyniki

Wskazéwka. Niech Q = {1,2,3}, ¥ = P(Q2), a miara P zadana jest przez warunki:

P{1}) =p,  P{2})=p2,  P({3})=ps

gdzie 0 < p; < 1 speliaja p; + p2 + p3 = 1. Gdy mamy n doswiadczen, rozwazamy przestrzen (2, 3", P™).

Ustalmy takie k;, 0 < k; < ndlai = 1,2,3, ze k1 + ko + k3 = n. Interesuje nas zbior A sktadajacy sie
z clagow, ktore zawieraja dokladnie ki jedynek, ko dwojek, a wiec takze ks trojek. Chcemy obliczyé P™(A), gdzie
A= {w = (wl, R ,wn) e Zs:ws:i 1= /{71}

Dla kazdego w = (w1, ...,w,) € A mamy P"({w}) = p]flp];Qpl?fg'

! —k
Poniewaz zdarzenie A sklada sie z m = < :1 ) <n o 1) elementow, to
n _ n! ki ko, k
PHA) = iy P2Ps

@)()\\'R()’l' DO ZADA 'I\D

Pytanie Niech Fi,..., Fj bedg dystrybuantami, A\y,..., A\ > 0, Ay +...+ X\, = 1. Czy F = M Fy + ... + M\ F} jest
dystrybuanta?
Wskazéwka. Tak. QP()\\'R()’I' DO ZADANI \D

Pytanie Q jest rozkladem dyskretnym zadanym przez ciagi: {z;} = (1,2,3,...), {p:} = (%, % : %, (%)2- %, ...), patrz wzor
([@.5). Obliczy¢ Q(A), gdzie A jest zbiorem liczb parzystych.

Wykazaé, ze zbiory liczb parzystych i liczb pierwszych sa zdarzeniami zaleznymi.

Wskazowka. Q(A) = % Niech B bedzie zbiorem liczb pierwszych. Biorac cztery kolejne liczby pierwsze, mozemy
stwierdzi¢, ze Q(B) > 0.3908214735, wiec Q(A)Q(B) > 0.1776461243. Tymczasem Q(AN B) = Q({2}) = = ~

0.138888888&9. GP()WR()T DO 7Z \Dr\\IIr\D

Pytanie [4.3l Wskazaé rozklad ciagty, ktorego gestosé jest dodatnia we wszystkich punktach x € R.
Wskazowka. Mozna wziaé taksg funkcje dodatnia, np. ciagla, g ze ffooo g(x)dr < co. Gestoscia jest wtedy f:

@’()\\'R()’l' DO ZADA 'L\D

Pytanie [4.4, Wykazaé, ze dla dowolnej dystrybuanty zbiér punktéw nieciaglosci jest co najwyzej przeliczalny.
Wskazowka. W istocie jest to uogélnienie uwagi QPOWROT DO ZADA\II—\D

Pytanie Niech F' bedzie dystrybuanta, a h : R — R funkcja. Zaproponowaé zalozenia o h gwarantujace, ze F o h jest
dystrybuanta.

Wskazowka. h rosnaca, lim h(z) = —oo, lim h(z) = oco. QPO\\'ROT DO ZAD—\NI—\D
T—>—00 T—00

Pytanie Wskazaé dystrybuante rozktadu jednostajnego na:
(a) przedziale (—2,2), (b) sumie przedziatow (—4,—2), (2,4).
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Wskazéwka.
[COWROT DO ZADANTAL) Ad (a).

0, < —2
2
F(z) = xj: . —2< <2
1 2 <
Ad (b).
0, r < —4
4
m: , —4<x< =2
1
x
— 2<r<4
4 v
K1, 4 < .

Pytanie Rzucono trzema kostkami i podano informacje, czy, i na ktorych kostkach wypadta ,,6”. Na odpowiedniej
przestrzeni probabilistycznej podaé¢ przyktady funkcji, ktore sa oraz ktore nie sa zmiennymi losowymi.

Wskazéowka. Q= {1,...,6}3, 3 = o(Ag, Ay, As, A3), gdzie A; = {w:w; = 6} dlai = 1,2,3, Ag = Q\(A;UAUA3).
Zmienng losowa na przyklad jest: S —suma ,6”, ktore wypadty na kostkach, X okreslona jako: X = 1, gdy na trzeciej
kostce wypadta ,,6”, X = 0 w przeciwnym przypadku. Zmienng losowa nie jest, na przyktad: S — suma uzyskanych

oczek, X — liczba uzyskanych jedynek. QPO\\'R()'I‘ DO 7 Al)—\l\'l—\D

Pytanie [5.2 Sale o$wietla 150 zarowek: po 15 zaréwek w 10 rzedach. Wiadomo, ze prawdopodobienistwo zepsucia sie
pojedynczej zarowki w ciggu nachodzacego tygodnia wynosi p = 0.06. Wiemy tez, ze zaréowki psuja sie niezaleznie od siebie.
Niech X oznacza liczbe rzedow, w ktorych po tygodniu $wieci co najmniej 14 zaréwek. Wskazaé rozktad X.

Wskazéwka. B(10,s), gdzie s = (1 — p)* + 15p(1 — p)'* ~ 0.7510544178. GPO\\'RO'I‘ DO AI)—\NI-\D

Pytanie W przykladzie 3.2} X, odpowiednio Y, oznaczaja liczbe kolejnych dni, w ktorych nieprzerwanie sprzata Kaja,
odpowiednio Leon, liczac od dnia zawarcia umowy. Znalez¢ rozktad X oraz rozktad Y. Czy zmienne te sa niezalezne?
Wskazéwka. X ma rozktad B(1, %) Y ma rozktad dany przez ciagi wartosci 0,1,2, 3, ... oraz prawdopodobieristw

%,% . %,% : % . %,% . (%)2- %, ..., poréwnaj wzor l} Zmienne sa zalezne, bo na przyktad: P(X =0,Y =0) =0,
P(X=0)=P(Y =0)=1. QP()\\'R()T DO ZADANI \D

Pytanie Niech G C R? bedzie zbiorem otwartym o mierze skoiiczonej, (X,Y’) wektorem losowym o rozktadzie U(G).
Poda¢ przyklad takiego zbioru G, ze X, Y sa: (a) niezalezne, (b) zalezne.

Wskazowka. Ad (a). G jest iloczynem kartezjaniskim. Ad (b). G jest trojkatem. QP()\\'R()T DO ZAD ANI\D

Pytanie Dane sa dwie zmienne losowe niezalezne X, Y o rozkladzie U(0,1) kazda. Znajdz dystrybuante i gestosé
zmiennych losowych min(X,Y), max(X,Y). Czy te zmienne sg niezalezne? Wskaza¢ dystrybuante rozktadu Pin(x,v) x=q dla
a € (0,1).
Wskazéwka. Fpinxy)(r) =1-(1- )2, fmin(x,v)(2) = 2 — 2,
Fmax(X,Y) (.CL‘) = .’E2, fmax(X,Y) (.%') = 2z,
0 dlaz <0,
Prin(x,v)|x=a ma dystrybuante F: F(z) = {2z dla0<z <a, QPO\\'ROT DO Z—\DANI—\D

1 dlaa<az.

Pytanie W schemacie klasycznym, gdy zbior 2 = {1,...,6}, definiujemy zmienne losowe m, M jako m(i,j) = min(s, j),
M(i,j) = max(i, j). Znalez¢: rozktad wektora losowego (m, M) oraz rozktad Ppsj;,—1-
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‘Wskazowka.
oM 123 45 6
1 1 2 2 2 2 2
2 01 2 2 2 2
3 O 01 2 2 2
4 0 001 2 2
5 0O 000 1 2
6 0 000 01
& dlai=j
Ponan({i,5}) =S & dlai <y,
0 dlai>j.
P j iggi 12 2 (e
M|m=1 Jest dany przez ciagi 1,2,3,4,5,6 oraz i3, {7, -+, 13- @ OWROT DO ZADANI \D

Pytanie Poda¢ przyktady zmiennych losowych o rozkladzie dyskretnym oraz o rozktadzie ciaglym, dla ktérych nadzieja
matematyczna nie jest skonczona.

Wskazowka. P(X =n) T on=1,23,...

= 6n2’

Gestos¢ f: f(x)=0dlaz <1, f(z) = ;12 dla z > 1. GP()\\'R()T DO ZADANI \D

Pytanie Poda¢ przyktady zmiennych losowych o rozktadzie dyskretnym oraz o rozktadzie ciggltym, dla ktérych nadzieja
matematyczna jest skoriczona, ale wariancja jest nieskoriczona.

Wskazowka. P(X =n) = ﬁ%, n=1,23,... gdze ((3) =0 &.

Gestosé f: f(x)=0dlaxz <1, f(z) = % dla z > 1. QP(')\\'R(')T DO AI)AI\'MD

Pytanie Dane sa niezalezne zmienne losowe o rozktadzie U(0, 1) kazda. Obliczy¢ E(min(X,Y)).
Wskazéwka. Niech Z = min(X,Y).
Sposob 1. Fz(2) =1—(1—2)%, fz(2) =222, E(Z) = fol 2fz(2)dz = 3.

Sposob 2. E(Z) = f[o 12 min(z,y) d(z,y) = 3. QPO\\'ROT DO - ADM\'HD

Pytanie Przeprowadzi¢ dowod twierdzenia w przypadku, gdy (X,Y’) ma rozktad dyskretny na zbiorze skoriczonym.
Wskazéwka. X ma rozklad zadany przez ciagi: z1,z9,...,2n, p1,p2,...,Pn (czyli P(X = z;) = p;) zad ¥ ma
rozktad zadany przez ciagi: yi,92,...,Ym, 1,42, ---,qm (czyli P(Y =y;) = ¢;).

Wtedy rozktad taczny wektora losowego (X, Y') ma rozklad skupiony w punktach (x;,y;), a z niezaleznosci wynika,
ie P((X.Y) = (21,y;) = P(X = 2,,Y = y;) = P(X = 2)P(Y = y;) = pig;.

Sposob 1. XY przyjmuje wartosci zx. przy czym P(XY = z) = Mamy wiec

1,]:2,=T;Y; pin~

k %,] % i

Sposob 2. Biorac g jako g(x,y) = xy mamy: E(XY) = inyjpiqj =FE(X)-E(Y). QP()\\'R()’I' DO ZADANI \D
2

Pytanie Dana jest taka funkcja f : [a,b] — R, ze J = f; f(z)dx < co. Wskazaé taka zmienng losowa X, ze J = E(X).
Wskazowka. J = E(X), gdzie X = (b—a)f(U), U — zmienna losowa o rozktadzie U(a, b). QPOWROT DO ZADA\IHD

Pytanie ‘ Zmienna losowa X ma rozklad P(X = i) = 27" dla i = 1,2,3,..., a funkcja g jest dana wzorem; g(i) =

A o0
(—1)*1=-. Czy istnieje E(g(X))? Czy jest zbiezny szereg > g(i)P(X = i)?
i i=1

Wskazowka. > g(i)"P(X =i) =00, Y g(i)" P(X = i) = oo, wiec E(g(X)) nie istnieje.
i=1 =1

o0 o0 i
Y9 P(X =1i)= > DT p9 QPO\\'R(')T DO ZADANHD
i=1 j
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Pytanie Wykazaé, ze dla zmiennej losowej X majacej skonczona nadzieje matematyczna m i dla kazdego dodatniego
e>0

P(X| > ) < 2D

Wskazowka. Pierwsza cze$é nieréwnosci Czebyszewa zastosowana do |X|. QP()\\'R()’I‘ DO —\I)A\IIAD

Pytanie Niech m = E(X), 0% = D*(X), a < m < b. Oszacowa¢ z gory P(X < a) iz dotu P(X < b).
2

Wskazoéwka. < . 1-—

(m—a)

2
e QI)()\\'R()‘T DO \D\\'L\D

Pytanie Niech X ma rozktad o gestosci f: f(z) =0dlaz <0 oraz f(z) =e ® dlaz > 0. Dlae > 0 obliczy¢ P(X > ¢)
i poréwnaé otrzymany wynik z oszacowaniem wynikajacym z nieréwnosci Czebyszewa.

Wskazowka. E(X)=1 P(X >¢e)=e¢°< 1. QPO\\'RO’I‘ DO ZADA ‘IAD

Pytanie Sprawdzi¢, ze w przypadku rozkladu jednostajnego regula 3o sie trywializuje.
Wskazoéwka. Gdy Py = Ul(a,b), to 30 = v/3- 252 i przedzial (a,b) C (m — 30, m + 30). QP(')V\'ROT DO Z—\DA\II—\D

Pytanie Niech f : [0,1] — R bedzie funkcjg ciagta, X7, X, X3,... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych
o rozktadzie B(1,p) kazda, S, = X1 + ...+ X,,. Wykazac, ze

e (1(2) - 10)) o

przy czym zbiezno$é ta jest jednostajna wzgledem p.
Wskazéwka. Niech K = sup|f|. Ustalmy n > 0, € > 0.
Niech Q1 = {|2= —p| < e}, Qo = {|Z= — p| > ¢} bedzie podzialem €.

2 (r(2)-s0)|= | [1(Z) - swrar| < [ |r(3) - s ar
</Ql f(f:) —f(p)‘ dP+/QQ f(S;) —f(p)‘ dpP

< swp{lf(o+0) = S} + 2P (|5 5] 2 ).

|z|<e

Poniewaz f jest jednostajnie ciagla, to pierwszy skladnik jest mniejszy od 7/2 dla dostatecznie matego €, natomiast

drugi sktadnik na podstawie nieréwnosci Czebyszewa zmierza do 0. QPO\\'ROT DO ZADANHD

Pytanie [7.6 Wskaza¢ ciag wielomianow, ktore jednostajnie aproksymuja dana funkcje ciagta f na przedziale [0, 1].

Wskazowka., W,(z) = > f (:) (Z) a*(1 —2)" ", @)()V\'R()"I' DO ZADA 'Ir\D
k=0

Pytanie Dwoch graczy wykonuje 10 rzutéw kostka. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze obydwaj otrzymaja tyle

samo ,,6™7
n

Wskazowka. Y ((Z) (%)k (%)nik>2 ~ 0.24209 dla n = 10. QPOWROT DO Z—\DANI—\D
k=0

Pytanie Czy/kiedy suma dwdch niezaleznych zmiennych losowych o rozkladach dwumianowych ma rozktad dwumia-
nowy?

Wskazéwka. Jezeli Py = B(n,p), Py = B(m,q), p = q, to Px4+y = B(n + m,p). QPOWROT DO Z—\DAVI—\D

Pytanie Ile rodzynek podczas wyrabiania ciasta trzeba srednio przeznaczyé na buleczke, aby losowo wybrana buteczka
z prawdopodobienistwem 0,95 lub wiekszym zawierala co najmniej jedna rodzynke? Jakie wtedy bedzie prawdopodobieristwo
tego, ze losowo wybranej buteczce bedzie co najmniej 5 rodzynek?

Wskazéwka. X —liczba rodzynek w bulteczce ma rozktad Poissona Py, gdyz jest duzo rodzynek (doswiadczen) i mate
prawdopodobieristwo, ze jedna z nich trafi do danej buteczki (sukces). Trzeba tak dobra¢ A, zeby P(X > 1) > 0.95.

Mamy kolejno 1 — ¢~ > 0.95, A > 2.995732274. P(X > 5) > 0.1840201545. ([COWLOT D0 ZADAniil)
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Pytanie Przeprowadzi¢ dowdd twierdzenia
‘Wskazoéwka. Fx+y(z) = P(X +Y < Z) = f( )(l’ y

/fx Vv (v) d(z, ), gdzie A = {(z,1) -

x +y < z}. Stosujemy zmiane zmiennych: s =x 4y, t = x. Mamy wiec:

Fxiy(z //RX OOZ) (t)fy(s—t)d(s,t) = / </fX a% S—t)dt> ds.

Fxav(z) = dinw / IO fy (= — ) dt

@)()\\'R()’l' DO ZADANI \D

Pytanie Znalez¢ rozklad sumy niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie U(0, a) kazda.
Wskazoéwka.

fx+v(2) = L0.2q) (i -

QP()\\'R()T DO \D\\'L\D

Pytanie Wykazaé, ze minimum dwoéch niezaleznych zmiennych losowych o rozkladach wyktadniczych ma rozktad
wyktadniczy.
Wskazowka.  Fiinxy)(z) = Pmin(X,Y) < z2) =1 -P(X > 2Y > 2) = 1 — (1 — Fx(2))(1 — Fy(2)) =

1— e Meh2 =1 — g~ (Atn)z (P()\\ ROT DO ZADA HD

Pytanie Czy suma niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach normalnych ma rozklad normalny? Czy zalozenie
niezaleznosci jest istotne?

Wskazéwka. Tak, mozna skorzystac¢ z twierdzenia |8.11) Jest istotne: X + (—X) = 0. GP()\\'R()'I‘ DO ZAD \\IL\D

Pytanie Sformutowaé¢ odpowiednik reguty 1.96, gdy o = 0.01.
Wskazowka. Regula 2.58: Jezeli zmienna losowa X ma rozktad normalny N(m, o), to

P(X € (m—2.580, m + 2.580)) ~ 0.99.

GP()\\'R()T DO ZAD \\'L\D

Pytanie Niech X7, X2 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie standardowym normalnym kazda. Czy
zmienne losowe X7 — X5, X7 + X5 sg niezalezne? Czy zalozenie normalnosci jest istotne?
Wskazowka. Sa niezalezne: mozna wykorzystaé twierdzenie aby otrzymac gestosé¢ wektora (X1 — X, X1+ X2),
a nastepnie stwierdzié¢, ze jest ona iloczynem gestosci roznicy i sumy.

Zalozenie normalnosci jest istotne. Niech X, X5 beda niezalezne i maja rozktad B(1, %) kazda. Gdy suma
2, to roznica = 0. Formalnie: P(X; + X2 =2, X; — X9 =0) = %, P(X1+ X =2)P(X; — Xy =0) = % . %

@D()\VR()’I' DO ZADANI \D

1
3

Pytanie Partia ABC wie, ze ma poparcie nie wieksze niz 10%. Zamawia sondaz, aby stwierdzi¢ czy zdobedzie co najmniej
5% poparcie. Chcialaby mie¢ 99% pewnosci, ze wynik sondazu oddaje prawdziwe preferencje wyborcow z dopuszczalnym bledem
nie wiekszym niz 2%. Jak duza powinna by¢ probka ankietowanych osob?

‘Wskazowka.

> 1(1-a)\” 9
> (Y & 541.180443051267.
" ( b ) 100

QI)()\\'R()T DO ZAD \\'I\D

Pytanie Pewna agencja prowadzi rekrutacje pracownikéw w kilku réznych krajach, ktére stosuja rézne systemy punkto-
wania, niemniej trudno$¢ uzywanych testow jest porownywalna. Agencja otrzymuje listy punktow uzyskanych przez kandydatow
ze wszystkich krajach i na tej podstawie chce wybraé¢ 100 najlepszych kandydatow. W jaki sposdéb moze postapié¢ agencja, aby
wybor byt racjonalny?
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Wskazowka. Kazdy kraj przedstawia liste, powiedzmy 1, o, ..., x, gdzie x; jest ocena punktows i-tego kan-
dydata. Na podstawie tej listy mozna obliczy¢ érednia: = = %Zle x; oraz odchylenie standardowe z pr()b

s = \/ % Zle(% — z)2. Mozna wyznaczy¢ znormalizowane punkty: z; = Z-%. Teraz mozna polaczy¢ tak uzyskane

listy ze wszystkich krajow, a nastepnie uporzadkowaé¢ malejaco cala liste i wybraé¢ pierwszych 1000 kandydatow.

@’()\\'R()'l' DO ZADANIA|

Pytanie [10.1, Wykazaé¢ uwage [10.1}

Wskazowka.  Niech B € B(R"). Wtedy X~ 1(B) = (X" '(B)n{X = YD) U (X" Y(B)N{X # Y}). Stad
P(X~YB)) = P(X~Y(B)N{X = Y?}). Podobnie: P(Y~1(B)) = P(Y Y{(B)N{X =Y}). Wystarczy zauwazy¢, ze
X IBn{X=Y)=Y"1B)n{X=Y)}). qp(')\\'l%(')T DO 'A])—\NI—\D

Pytanie [10.2L Wykazaé, ze granica stochastycznie zbieznego ciagu zmiennych losowych jest wyznaczona jednoznacznie pw..

Wskazéowka. Zalozmy, ze X,, — X oraz X,, > Y. Wykazemy, ze P(X =Y) = 1. Ustalmy ¢ > 0. Z nieréwnosci
trojkata, | X — Y| < |X — Xp| +|Y — X,,|, widzimy, ze {|X — Y| > e} C {|X — X, > §}U{]Y — X,,| > §}. Stad
P(|X-Y|>¢e) < P(|IX-X,| > 5)+P(]Y —X,| > 5). Gdy n — oo prawa strona zmierza do 0, a stad. P(|X -Y| >

e) = 0. Czyli dla kazdego e >0 P(|X - Y| <e) =1L {X =Y} = o{|X Y| <e}. QP(')\\'R()T DO ZAD—\NI—\D

Pytanie m. Niech X7, Xs, X3,... bedzie ciagiem takich niezaleznych zmiennych losowych, ze Px, = B(1l,p;) dla i =
1,2,3,... Wykazaé, ze:

(1) X, >0« lim, 00 pn = 0.

(2) X, 303 p, < oo
Wskazowka. Ad (1). Niech e < 1. Wtedy {|X,| > ¢} = {X,, = 1}.

Ad (2). {Xn = 0} = Q\ Ny Uy iXn = 1}. Stosuje si¢ lemat Borela-Cantellego do zdarzen A, = {X,, = 1},

gdyz X, 50— P(A) =0. QPO\\'ROT DO - ADM\'HD

Pytanie Niech X,, % X iniech f:R — R bedzie funkcja jednostajnie ciagta. Wykazaé, ze f(X,) = f(X). Jak mozna
ostabi¢ zalozenia, gdy wiemy, ze X = c € R?
Wskazowka. Ustalmy € > 0 i wezmy takie 0 > 0, ze |z — y| < ¢ implikuje |f(z) — f(y)| < e. W takim razie

P(| Xy — X[ <6) < P(If(Xn) = f(X)| <)

i wystarczy przej$¢ z n do nieskonczonosci.
Z dowodu wida¢, ze gdy X = ¢, lub nawet bardziej ogé6lnie, gdy X przyjmuje wartosci w zbiorze zwartym,

wystarczy zalozyé, ze f jest ciagta na tym zbiorze. @)()\\'RO'I‘ DO ZADANIA|

Pytanie Niech X, L X i niech f : R — R. Zaproponowa¢ zalozenie dotyczace f gwarantujace, ze f(X,,) N f(X).
Wskazowka.  Zalozmy, ze Px(B) = 0, gdzie B = {a € R : f nie jest ciagla w a}. Dla dowodu wezmy zbior
A={weQ: X,(w) = X(w)}. Wtedy dla w € AN (Q\ X 1(B)) zachodzi f(X,(w)) — f(X(w)), natomiast
P(AN(Q\ X YB))) =1. QPO\\'RO’I‘ DO ZADA ‘IAD

Pytanie Niech X;, X5, X3, ... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o takim samym rozkltadzie. Wykazaé,

ze jezeli ciag % jest zbiezny z prawdopodobieristwem 1, to zmienne X; maja skoniczong nadzieje matematyczng m i 5;1—" L om.
. . 1 1
Wskazowka. Kolejno mamy: 2z = Sz — RIESRENY
n n n

{% = 0} CUn NusnXnl <n} = Q\ Ny UpsnUXnl = n}.

W zwiazku z tym: P ((y Upsn{|Xn| =n}) = 0, wiec z lematu Borela-Cantellego >, P(|X,| > n) < occ.
Poniewaz nasze zmienne losowe maja ten sam rozklad, to P(|X,| > n) = P(|X1| > n), wiec >_,_, P(|X1| > n) < .
Z lematu[10.18| otrzymujemy wiadomosé, ze E(]X1|) jest skoticzona, a wiec takze m = E(X1) jest skoriczona. MPWL

dla i.i.d. koniczy dowdd. GP()WR()T DO 7 \Dr\\IIr\D

Pytanie Czy nastepujace rodziny rozkltadéw spetniaja warunek Prochorowa?
1. {N(m,1):m € R},
2. {N(0,0):0< 0 <1},

17 pewnych wzgledow, patrz rozdzial stosuje sie czasem troche inny wzoér: s = \/ﬁ Zle(xi — )2, co jest istotne, gdy k nie jest
duza liczbg.
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3. {U(a,b) : a < b < 100}.
Odpowiedz uzasadnic.
Wskazéwka. Ad 1. Nie. Ustalmy jakikolwiek zbior zwarty. Jest on zawarty w jakims przedziale postaci [—N, N].
Mozna obliczy¢ P([—N, N]) i zobaczy¢, ze dla duzych m jest ono dla kazdego ustalonego N matle.

Ad 2. Tak. Rozumowanie podobne jak wyzej.

Ad 3. Nie. Rozumowanie podobne jak wyzej, tylko mniej liczenia. QP()\\'R()’[‘ DO ZADANI \D

Pytanie Nie korzystajac z MPWL, wykaza¢ nastepujace twierdzenie (Chinczyna).

Jezeli X1, X9, X3,... sq i...d. i majg skoriczong nadzieje matematyczng m, to %L 5 om.
Wskazowka. Postepujemy podobnie jak w dowodzie CTG. Niech h bedzie funkcjg charakterystyczna zmiennej X;.
Wtedy:

h(u) =1+ imu+ o(u),
hsa () = h ()" = (L4 imgt +0 ()" = ™ = hun(u).

. Snd . .S
Wiee — 5 m, wiec takze — = m. QP()\'\'R()'I‘ DO ZADANI \D
n n

Pytanie [11.3] Przeprowadzi¢ dowéd CTG dla srednich.
Wskazowka. Tak samo jak dla sum. QP()\\'R()T DO ZAD \\'L\D

Pytanie Niech S,, oznacza sume ortéw uzyskanych w trakcie nm rzutow moneta symetryczng. Niech € > 0 bedzie
dowolny, liczba.

Obliczyé¢:
. n
L tim (s 5> ¢).
2. nlLII;OP(Sn%‘ ;en),
()
Wskazowka. Ad 1. P ( S —g > 5) =220 (2\5/%) 1.
Ad 2. P(sn—g( >gn) :2-2@(5‘2/5) 0.
Ad3. P ( Sp — %‘ > s\/ﬁ> =2-20 (%) QP()\\'R()'I‘ DO ZADANI \D

Pytanie [11.5 Niech S, oznacza sume orléw uzyskanych w trakcie n rzutow moneta symetryczng. Sformutowaé jako
twierdzenie nastepujace spostrzezenia: Gdy wykona sie dostatecznie duzo rzutéw, to roznica miedzy liczba uzyskanych ortow
i reszek bedzie tak wielka jak chcemy, natomiast ich iloraz bedzie coraz blizszy 1.

Wskazowka. Twierdzenie. Dla dowolnego € > 0:

1. lim P(|S, —(n—5y)| =>¢) =1,

n—oo

2. lim P( ”_S"—1'>s> =0,
n—o00 Sh
Dowadd. Punkt 1. jest konsekwencja punktu 1. w poprzednim pytaniu.
2 P(|28 -1 ze) =1-0(52) + 2 (5£) »o. O

QP()\\'R(’)'I‘ DO ZADANI —\D

Pytanie [11.6, Wykaza¢ twierdzenie o jednoznacznosci rozktadu w przypadku funkcji tworzacych.
Wskazowka. Niech mxy = my beda funkcjami tworzacymi zmiennych losowych X, Y. Wtedy zachodzi tez réwnosé
hx(u) = mx(e™) = my(e™) = hy(u) dla u € R, gdzie hx, hy sa odpowiednimi funkcjami charakterystycznymi.

7 twierdzenia o jednoznaczno$ci dla funkcji charakterystycznych oznacza to, ze Px = Py. QP()WR()T DO ZAD \\IL\D

Pytanie Liczby 0.657,0.773,0.801, 0.501, 0.123,0.202 wylosowano z rozkltadu U(0,1). Na tej podstawie wygenerowac
liczby z rozkladu B(3,1/2).
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Wskazowka. 2,2, 2, 2, 0, 1. Nalezy podzieli¢ odcinek [0, 1] punktami 1/8,4/8,7/8. QP()\\'R()T DO ZADM\'HD

Pytanie Niech X;, X5, Xs,... beda ii.d. z rozktadu U(0,a), a > 0. Zbada¢ wlasnosci estymatora parametru a:
M, = max(Xy,...,X,).

Wskazowka. Zgodnosé. Ustalmy 0 < € < a i zdefiniujmy zdarzenia A, = {M,, < a —e}. Wida¢, ze P(Ay,) =

0.

oo o0
(%f)n Stad Z P(A,,) < 00, co z lematu Borela-Cantellego oznacza, ze P( ﬂ U An>
n=1 N=1n>N
Inaczej:

P(NU Nn>a-a) =1

e>0 N=1n>N

: 1
czyli M,, — a.
Nieobciazonosé.

FMH(:C):(E)”, fa (@) =n— E(M,) = —"—a.

Estymator jest obciazony.

. .. . . . n+1
Nieobcigzonym i zgodnym estymatorem parametru a jest wiec: —— M,,. QP()\\'R()'I‘ DO ZAD \NL\D
n

Pytanie Dana jest funkcja f : [a,b] — R, o ktorej wiadomo, ze spelnia warunek |f(z)| < M dla kazdego = € [a,b].

b
Jak mozna estymowaé / f(z) dz, uzywajac metody [I| z wyktadu?

Wskazowka. Rozwazy¢ funkcje g = f + M. qp()\\'l{()’l‘ DO ZADAN] \D

Pytanie Aby obliczy¢ calke J = fil f(x)dzx, gdzie 0 < f(x) < 1 zastosowano metode; Wylosowano 1000 punktow
z prostokata [—1,1] x [0, 1] i okazalo sie, ze 360 z nich lezy pod wykresem funkcji. Na poziomie ufnosci 0.95 wskazaé przedzial
ufnosci dla J.

Wskazéwka. Przedzial ufnosci jest postaci (J,, — 6, J, + 0), gdzie J,, = (b —a)cX,, § = (b — a)c%(lfl (1-9).

Mamy a = —1,b=1, c =1, n = 1000, X,, = % =0.36, ®1(1 — $) = 1.96. Nie znamy o, ale na podstawie proby

znamy jego przyblizenie, mianowicie 6% = 1577 (X; — X,,)2 = 13" | X2 — (X,,)%. Poniewaz X; = X2, to 6% =

“n

380 (28912 = 0.230400. W takim razie przedzial ufnosci dla J, to: [0.660498,0.779501]. QPOWROT DO ZADA\II—\D

b
Pytanie [12.50 W celu estymacji calki J = f(z) dz wylosowano n punktéw z; wedlug rozkladu jednostajnego U([a,b])

a
i wyznaczono sumy s = f(z1) + ...+ f(zn) oraz sgw = f(z1)? + ... + f(z,)?. Wskazaé przedzial ufnosci dla J postaci (¢, 00)
na poziomie ufnosci 1 — a.

/ g2
Wskazowka. c¢= (b—a) <8 - Mé_l(l - a)>. QPO\\'R(')'I‘ DO AI)M\'HD

n n

Pytanie Uzasadnié¢ ostanie zdanie w dowodzie twierdzenia [12.18]
Wskazowka. Wystarczy wykazaé, ze

{f(Xy) — m, gdy t — o0} C {X; — A", gdy t — o0}

Niech w € {f(X¢(w)) — m, gdy t — oo} i niech x; = X;(w). Chcemy pokazaé, ze dist(x¢, A¥) — 0. Gdyby tak
nie bylo, to istnialby taki podciag t; oraz € > 0, ze

|z, — x| > e dla kazdego x € A™. (21.1)

Ze zwartosci A mozna wybraé¢ podciag ti, oraz punkt x* € A takie, ze Ty, — x*. Wtedy z ciagglosci f wiemy,
ze f(zy,) — f(2*). Ale z naszego zalozenia: f(zy, ) — m. Czyli m = f(2*), co z okreslenia A* oznacza, ze
a* € A, wigc nieréwnos¢ (21.1) oznacza, ze |lzy, — a*|| > . W granicy [[a* — 2*| > ¢, co daje sprzecznosc.

QI)()\\'R()T DO ZAD \\'I\D

Pytanie [13.1] Znalez¢ rozktad warunkowy maksimum liczby oczek w rzucie para symetrycznych kostek pod warunkiem, ze
na drugiej kostce wypadta liczba parzysta. Wyznacz jego nadzieje¢ matematyczna.
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Wskazéwka. Okreslamy zmienne losowe M — maksimum oczek oraz Y: Y = 0, gdy na drugiej kostce jest liczba
parzysta, Y = 1, gdy na drugiej kostce jest liczba nieparzysta. Interesuje nas rozktad Pysy—o. Wyznaczamy najpierw
rozktad wektora losowego (Y, M).

vWM 2 3 4 5 6
0 0 2/36 1/36 5/36 2/36 8/36
1 1/36 1/36 4/36 2/36 7/36 3/36
Nastepnie rozklad Py —o:
1 2 3 4 5 6
0 2/18 1/18 5/18 2/18 8/18

Stad E(M|Y =0) = % GP()WR()‘T DO Z \D\\IL\D

Pytanie Wektor losowy (X,Y) ma rozklad jednostajny na trojkacie o wierzcholtkach (—1,0), (1,0), (0,1). Wyznaczy¢
E(X|Y =1/2), E(Y|X = 1/2).
Wskazowka. E(X|Y =1/2)=0, E(Y|X =1/2)=1/4. @’()\\'R()T DO ZADANI \D

Pytanie Dana jest przestrzen probabilistyczna (€2, ¥, P) oraz zmienna losowa X : @ — R. Czy i jakie zawiera-
nia zachodza pomiedzy o(X), 0(X?) oraz o(X3): wypowiedzie¢ i udowodnié twierdzenie, podaé¢ odpowiedni przyklad jezeli
zawieranie nie zachodzi.

Wskazéwka. Wykazemy, ze 0(X?) C 0(X), 0(X) = o(X3).

Dowdd. Niech A € o(X?). Wtedy istnieje taki zbior borelowski B, ze A = X 23(B) = {w; X?(w) € B} = {w :
X(w) € ¢g7YB)} = X Yg71(B)), gdzie g(xr) = 22. Poniewaz g jest funkcja ciagla, wiec funkcja borelowska, wiec
g~ 1(B) jest borelowski, wiec A € o(X), czyli 0(X?) C o(X).

Podobnie ¢(X?) C o(X), tutaj g(x) = 2°. Podobnie o(X) C o(X?), tutaj g(z) = /.

Przyklad. Niech X bedzie zmienng losowa o rozktadzie P(X = —1) = P(X = 1) = 1/2. Wtedy X? jest
stata réwna 1. o(X) sklada sic z czterech elementéw, wiec nie jest zawarta w o(X?) skladajacej sie tylko z dwoch
elementow. ]

GPO\\'R()T DO ZADANI \D

Pytanie [13.4. Przeprowadzi¢ dowod wtasnosci 7. w twierdzeniu [13.25

Wskazowka. Podobnie jak dowod wlasnosci 8. (po zamianie rol przez strony). QP()\\'R()'I‘ DO ZADANI \D

Pytanie Przeprowadzi¢ dow6d wlasnosei 2. w twierdzeniu [13.26]

Wskazowka. Krok 1. Niech Z = 14, gdzie A € A. Pokazemy, ze prawa strona spelnia warunki oraz
wymagane od lewej strony. Warunek-wynika z faktu, ze iloczyn funkcji mierzalnych jest mierzalny. Aby sprawdzi¢
(M)| ustalmy dowolne B € A. Poniewaz AN B € A mamy [p14E(Y|A)dP = [, s E(Y|A)dP = [, zY dP =

J514Y dP, co oznacza warunek |(C) (P()\\ ROT DO 7 —\DA\II»\D

Pytanie m Zaktadamy, ze E(Y) jest skoniczona. Czy nastepujace zdania sa prawdziwe? Odpowiedz uzasadnic.
(1) Jezeli wektor losowy X ma rozklad dyskretny, to zmienna losowa F(Y|X) ma rozklad dyskretny.
(2) Jezeli wektor losowy X ma rozklad ciggly, to zmienna losowa E(Y|X) ma rozklad ciagly.
Wskazéwka. Ad (1). TaAK. Wiemy, ze E(Y|X) = ao X, gdzie « jest funkcja borelowska. Z zalozenia istnieje zbior
K co najwyzej przeliczalny taki, ze P(X € K) = 1. Oczywiscie a(K) jest co najwyzej przeliczalny, a P(E(Y|X) €
a(K)) > P(X € K) =1, wigc E(Y|X) ma rozktad dyskretny.
Ad (2). Nie. Na przyktad, gdy X,Y sa niezalezne, to E(Y|X) jest stala, wiec nie ma rozkladu ciagtego.

QI)()\\'R()T DO ZAD \\'I\D

Pytanie m. Wektor losowy (X,Y’) ma rozktad o gestosci cxlyg )2, gdzie ¢ € R. Wyznaczy¢ kolejno: E(XY), E(Y]X),
D*(X), D*(E(X|Y)), D*(Y), D*(E(Y|X)).
Wskazowka. Caltka f[o 12 Ixy) d(x,y) musi by¢ rowna 1, stad ¢ = 2. Wyznaczamy rozktady brzegowe i na tej

podstawie D*(X) = &, D*(Y) = 5. Wyliczamy E(Y|X = z) = £, E(X|Y = y) = 2. Tak wigc E(Y|X) =

E(X|Y)= % sa stalymi, wiec ich wariancje sg rowne 0. QP()\\'R()"I‘ DO ZADA ‘IAD
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Pytanie [14.2 Zmienna losowa X ma rozklad U(0,3). Niech A; = X ~'((i — 1,i]) dlai = 1,2,3.
Obliczy¢ D?(E(X|o(A1, Az, A3))).
Wskazéwka. FE(X|o(A1, Aa, A3)) ma rozktad jednostajny dyskretny skupiony na zbiorze {% % %}

D*(E(X|o(A1, Az, Ag))) = 2. qp()\\'ﬁ()’[' DO ZADANI \D
Pytanie Uzupetnié dowod twierdzenia

(a) Dlaczego E(Y|A) € A pw.? (b) Dlaczego zachodzi nieréwnosé (26)?
Wskazowka. Ad (a) Jezeli X < b, to E(X|A) <b.

Ad (b) Mozna wzia¢ A = {2, Q}. QP()\\'R()T DO ZAD \\'L\D

Pytanie Wektor losowy (X,Y) ma rozklad jednostajny na potkolu 2 + y? < 1, y > 0. Znalezé: D*(Y), D?(E(Y|X)),
D2(X), DAB(X|Y)).
Wskazéwka. D?*(X) = 1, E(X|Y) =0, D*EX|Y)) =0, DY) =} - 5%, EY|X)=3iV1-X2

DY*E(Y|X)) =3 — 53 QP()\\'R()'I‘ DO ZADANI \D

Pytanie m Wyznaczyé D*(Y) oraz D*(E(Y|(X, Z))) dla zmiennych losowych okreslonych w przyklaszie m
Wskazoéwka.  Najpierw wyznaczamy: E(Y?X = 2,7 =0) = &, E(Y?|X = 2,Z = 1) = 424l Stosujac
analogiczne rozumowanie jak w przyktadzie wyliczamy E(Y?) jako E(E(Y?|(X,Z)) = 9 + 2p. Mamy wiec:

9 4 2 144 4 4

Wynik uzyskany w przykladzie [14.9] mozna zapisa¢ w formie:

X +
E(Y|(X7 Z)) = El{Z:O} + Tl{zzl} dla 0 <z < 1.

1 1 1 27 1 1
D2<Y):E(y2)_E<y>2:,+§p_ (1+5) -1

Mozemy wiec policzy¢:

2
E(E(YI(XZ))Q)—E(( liz- 0}+E1{Z 1}) >

X X +1
- E ((21{220})2) +FE <(21{Z:1})2> +2.0

— B =p) + (B 1= 5 (3004 3p) = 55+ o
DAE(YI(X, 2)) = {3 + 39— 17

QP()\\'R()T DO ZADANI r\D

Pytanie [14.6] Przy standardowych oznaczeniach i zalozeniu, ze E(X) € R, poréwnacé
E(X|A)T, E(XT|A) oraz podobnie E(X|A)~, E(X™|A).

Wskazowka. Stosujemy nier6wnosé¢ Jensena do funkeji wypuklej g(z) = max(0,x) oraz g(x) = — max(0, —z).

E(X|A)T<E(XT|A), E(X|A)~ > EX |A).

QP()\\'R()T DO ZADANI r\D

Pytanie Niech a > 0. Okreslamy: Xy = 1. Gdy znamy juz punkt X,,, okreslamy X,, .1 jako liczbe wylosowang zgodnie
z rozktadem U(0,aX,,). Dla jakich a powyzszy ciag jest martyngatem, podmartyngatem, nadmartyngatem.

Wskazowka. Skoro X, 41 jest wylosowany wedtug rozktadu jednostajnego na okreslonym przedziale, to jej nadzieja
matematyczna jest $rodkiem tego przedziatu. Inaczej

E(Xpi1lo(X1, ..., X)) = _ %%

Dla a = 2 mamy martyngal dla a < 2 — nadmartymgal, a > 2 — podmartymgatl. qp()\\'R()'l‘ DO ZADANI \D

Pytanie Niech X;.X5, X3,..., X, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie B(1,p) kazda. Niech
Spn=X14+...+ X,.
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(a) Wskazaé takie roztaczne zbiory A; oraz liczbe N, ze o(Xy,...,X,) = o(Ay, .., AN).

(b) Wykazac, ze o(S,) & o(X1,...,Xp) dlan=2.

(¢) Czy o(X1,...,Xpn) =0(51,...,5,)? Odpowiedz uzasadnié.
Wskazowka.  Ad (a). Niech n = 1. Biore 41 = {X; = 0}, A2 = {X; = 1}. Chociaz nie znamy (2, %, P),
to widzimy, ze A; sa rozlaczne, a takze, ze P(A; U Ag) = 1. Oczywiscie o(A41,A2) C o(X1). Dla dowolnego
zbioru borelowskiego B C R mamy X; *(B) = X; (B N {0,1}) Ten ostatni zbior jest réwny albo zbiorowi pustemu,
albo Aj, albo Ag, albo Q. Stad o(X1) C 0(A1,A2). Dla n = 2 mamy cztery zbiory: 4; = {X; = 0, Xy = 0},
A ={X; =0,X9 =1}, 43 = {X1 = 1,Xy =0}, Ay = {X; = 1, Xy = 1}. Podobnie dla wi¢ckszych n. Formalnie

mozna napisaé¢ tak. Niech N = 2". Dla 1 < ¢ < N niech €1, ...,&, bedzie rozwinieciem liczby ¢ — 1 w systemie
dwojkowym. Okreslamy: A; = {X; =¢1,..., X, = en}.
Ad (b). Poniewaz S, jest funkcja borelowska zmiennych X7, ..., X,,, to zawieranie jest oczywiste. Niech n = 2

i niech A ={X; =0, Xy = 1}. Widzimy, ze A € o(X1, X2). Natomiast o(S2) = o({S2 = 0}, {S2 = 1}, {S2 = 2}),
wiec nie zawiera A (nie mozna go przedstawié¢ jako sume generatorow). Podobnie jest dla wiekszych n.
Ad (c). Wektor (Si,...,Sy,) jest borelowska funkcja wektora (X1,...,X,). Mamy tez rownosci: X1 = S1, Xo =

So—S81,..., X = Sp—Sn—_1, wiec wektor (X7,. .., X,,) jest borelowska funkcja (51, ..., Sn). QP()\\'R()'I‘ DO ZADANI %D

Pytanie Wykaza¢ twierdzenie wypowiedziane w przyktadzie [15.7]
Wskazowka.  Oznaczmy: X, = E(X|A,). F(X,) = E(X|A,) = E(X) € R. Poniewaz A, C Au4+1, to
E(E(X|Ap1)|An) = E(X]A,), wiec {E(X|Ay)} jest martyngatem wzgledem filtracji {A,,}. Dla kazdego n zachodzi
wiec roOwnosc:

E(Xn+1|~/4n) = Xnv
a poniewaz dla i < n X; jest A;-mierzalna, wiec jest tez Aj,-mierzalna i stad wektor (Xq,...,X,) jest A,-mierzalny.
Tak wiec o(X1,...,X,) C A, i korzystajac z poznanych juz wlasnosci z powyzszej rownosci otrzymujemy kolejno:

E(E(Xni1| Ao (X1, ..., Xn)) = E(Xplo(X1,. ... X)),

E(Xn+1|O'(X1, e ,Xn)) = Xn

QI)()\\'R(')T DO ZADANI AD

Pytanie [15.4 Czy suma, roznica, iloczyn dwoch momentéow stopu wzgledem tej samej filtracji jest momentem stopu?
Uzasadni¢.
Wskazowka. Suma: TAK. {m +m=n}=Uj_{{n =k mn=n—k} € A,.

lloczyn: TAK. Podobnie jak wyzej: {7 - 7o = n} jest suma zbiorow postaci {r; = k, 7o = [}, gdzie kl = n.

Roéznica: na ogot NIE. Moment stopu ma byé wiekszy niz 0. QPO\\'ROT DO ZADAN HD

Pytanie [15.5] Poda¢ dowod uwagi |1
Wskazéwka. {max(7m,m) < n} = {7'1 n} N{r < n},

{min(7, ) <n} ={m <n}U{n <n} @’()\\ ROT DO *ALA\'HD

Pytanie [15.6, Wykaza¢ uwage [15.22] i Wniosek

Wskazowka. Dowod uwagi Warunek (15.1)) oznacza, ze ciag o wyrazach E(|X,]|) jest ograniczony. Wiemy tez,
ze E(|X,]) = E(X;))+ E(X ) Clqgl 0 Wyrazach nieujemnych E(X;") oraz F(X,,) sa wiec tym bardziej ograniczone.
Zalézmy teraz, ze ciag o Wyrazach E(X,F) jest ograniczony i ze mamy do czynienia z podmartyngalem. Zachodza
wiec nieréwnosci:

E(Xpi1|An) = X, istad dla kazdego n: E(X,) = E(X;) — E(X;) > B(X1),

czyli E(X;) < E(X;F) — E(Xy). Stad

n

E(|Xn)) = B(X,)) + E(X,)) < 2B(X,]) — BE(X,).

n

Zachodzi wiec warunek ((15.1)). W przypadku nadmartyngatu jest podobnie.
Dowod wniosku|15.23, Skoro X,, > 0, to X, = 0 i mozemy stosowaé pierwsza cze$¢ uwagi|15.22} sa wiec spelnione

zalozenia twierdzenia [15.21| o zbieznosci. QP()\\'R()T DO Z—\DANI—\D
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Pytanie [16.1] Na poczatku w urnie s trzy biate kule. Co minute losujemy z urny jedna kule i jezeli jest czerwona,
to wrzucamy ja z powrotem, a jezeli jest biata, to z takim samym prawdopodobienistwem wrzucamy te kule do urny albo
zamiast niej wrzucamy kule czerwona. Niech C), oznacza liczbe czerwonych kul w urnie po uptywie n minut. Wskazaé¢ rozktad
prawdopodobienistwa zmiennej losowej C'3.

Wskazowka. Mozna wyliczyé bezposrednio stosujac twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym.

9 37 24 2
Warto byto rozwazy¢ tancuch Markowa na M = {0,1,2,3} z parametrami:

1/2 1/2 0 0
0 2/3 1/3 0
0 0 5/6 1/6
0O 0 o0 1

T

Il
oo o~

w

i wyznaczy¢ P3. QPOWROT DO Z—\L)A\II—\D

Pytanie Kontynuujac przyktad [16.2}
(1) Obliczy¢ prawdopodobienistwo tego, ze w trzecim dniu umowy: sprzata Kaja, sprzata Leon.

(2) Uzywajac komputera obliczy¢ prawdopodobieristwo tego, ze Leon sprzata: w dziesiatym dniu umowy, w setnym dniu
umowy.

Wskazowka. Ad (1). 23, 23.

Ad (2). Rozklad tancucha w chwili ¢ mozna otrzymac za pomoca t-tej potegi macierzy przejscia. Odpowiedzi to,

odpowiednio: 3923585 ~ 0.5966086395 oraz ~ 0.46000000000. QPownm DO 'AI)ANIAD

Pytanie Uzupetié luke w dowodzie twierdzenia
Wskazbéwka.

QPO\\'R()T DO Z\D—\NI—\D Yup(@)=>,Pn=1i)=PU{n=1i})=PneM)=PQ)=1.

S PG, j) = X, PTG, &) = §) = PUUAT(6) = 7}) = P(T( &) € M) = P(9) = 1.
Pytanie m. Niech ciag (Xo, X1, X2, X3,...) bedzie taricuchem Markowa, Wykazac, ze podciag (Xi, X3, X5,...) oraz
podciag (Xa, X4, X, . ..) sa laiicuchami Markowa o odpowiednich parametrach.
Wskazowka. Niech p oraz P beda danymi parametrami rozwazanego tancucha. Wtedy z twierdzenia[I6.10| wynika,
ze:

parametrami tancucha (X1, X3, Xs,...) sa PTp oraz P2,
parametrami taiicucha (Xa, X4, Xg, . ..) sa (P?)?p oraz P2.

QP()\’\'R()’I‘ DO ZADANI \D

Pytanie Niech {X;} bedzie ciagiem wektoréw losowych okreslonych przez algorytm patrz punkt Zaktadajac,
ze A jest zbiorem skoriczonym, wykazaé, ze ciag ten jest tancuchem Markowa: wskaz macierz przejécia. Zweryfikowaé uzyskany
wynik.

Wskazowka. Oznaczenia ze strony Okreslamy Xo = Yo, Xy = T(X;—1,Y:), dlat = 1,2,3,.. ., gdzie Yy, Y1, Ya, . ..
iid. o rozktadzie U(A),

)z, edy f(z) < f(y),
T(z,y) =
y, edy f(z) > f(y),
BlueAw2f@) gy g,
P(z,y)=P(Y, € A: T(x,Y}) =y) = | 1, gdy y # =, f(z) > f(y),
0, gdy y # z, f(z) < f(y).

Dla weryfikacji naszego wyniku warto zauwazy¢, ze dla dowolnego = € A

> P(x,y)=P,2)+ Y, K Pxy)

yeA yEAyF£x
weA: flw)> flx
_#lwe #’:(4)”( )}+#{weA;f(w)<f(x);A:1.

QI)()\\'R(')T DO ZADANI AD
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Pytanie [16.6, Wskazaé taki ciag zmiennych losowych X;, t =0,1,2,3,... o warto$ciach w zbiorze co najwyzej przeliczanym
M, ze:

(1) {X:} jest martyngatem, {X;} jest tanicuchem Markowa.

(2) {X:} jest martyngatem, {X;} nie jest tancuchem Markowa.

(3) {X:} nie jest martyngalem, {X;} taricuchem Markowa.
(4) {X.} nie jest martyngalem, {X,} jest nie laricuchem Markowa.

Wskazowka. Ad (1). Standardowy spacer losowy.
Ad (2). X0 =0, X441 = X4+ Z1 dlat =0,1,2,. .., gdzie Zy, Zs, Z3, . . . — niezalezne zmienne losowe przyjmujace
wartosci catkowite o wspolnej nadziei matematycznej m = 0. X; tworza martyngal.

E(Xt+1 ’ O'(Xl, ceey Xt)) = E(Xt | O'(Xl, oo ,Xt)) + E(Zt+1 ’ O'(Xl, ceey Xt)) = Xt + E(Zt+1) = Xt.
Gdy rozklady Z; si¢ zmieniaja, to X; nie tworza aricucha Markowa (jednorodnego):
PXip1=j| Xy =1) =P(Zyy1 =7 —1i) =Py, (j — 1)

zalezy od t.
Ad (3). Spacer losowy po prostej, gdy p # q.

Ad (4). Podobnie jak (2), tylko z réznymi nadziejami. QP()\\'R()'[‘ DO ~ AI)—\I\'HD

Pytanie[17.1} Definicje stanu powracajacego i stanu okresowego mozna bez zadnych zmian powtérzyé w przypadku dowolnego
tanicucha Markowa. Podaé¢ przyktad takiego laricucha, ktory ma jednoczesnie: (1) stan powracajacy i stan niepowracajacy,
(2) stan okresowy i stan nieokresowy.

Wskazowka. Ad (1). Lancuch o macierzy przejscia

1/2 1/2 0 0
2/3 0 1/3 0
0 0 5/6 1/6
0o 0 o0 1

P=

Ad (2). Laricuch o macierzy przejscia

1/2 1/2 0 0
p_| /32300
0 0 01
0 0 10

QP(')\\'RO’I‘ DO ZADA 'I@

Pytanie Poda¢ przyktad wskazujacy, ze twierdzenie jest falszywe w przypadku, gdy przestrzen stanéw nie jest

skoniczona.
Wskazowka. Spacer losowy po prostej bez barier, gdy r > 0 jest nieokresowy, ale w twierdzeniu [I7.§ nie zachodzi

punkt 2. @’()\\'R()'l‘ DO ZADANI \D

Pytanie Udowodnié¢, ze jezeli nieredukowalny tancuch Markowa jest niepowracajacy, to dla kazdych stanéw ¢, j:
lim,, 00 P (i, §) = 0.

Wskazowka.  Poniewaz tanicuch jest niepowracajacy, to dla kazdego j szereg y o> P™(j,j) jest zbiezny, wigc
lim,, 00 P™(j,7) = 0. Ustalmy teraz dwa stany ,j. Poniewaz lancuch jest nieredukowalny, to istnieje takie k > 1,
ze P¥(j,i) > 0. Dla dowolnego n mamy nieréwnosé:

P4, 5) = PR(5,4)P"(4,5), wiec lim P"(i,j) = 0.
n—oo

QI)()\\'R()T DO ZAD \\'I\D

Pytanie [1I7.4] R
Wskazéwka. o QP()\\'R()'I‘ DO ZADANI \Dzwaimy spacer losowy po prostej z barierami w punktach A = —1, B =1,
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45/68
p=q=1/4, s4 =9/10, sp = 1/10. Znalez¢ rozklad stacjonarny. Stan stacjonarny 7 := | 18/68
5/68
Pytanie [17.5, Rozwazmy urnowy model Bernoulliego, Przyktad Niech k = 3, by = 3. Wyznaczy¢ oczekiwang liczbe
czerwonych kul w drugiej urnie po pierwszym, drugim, dziesigtym i trzydziestym losowaniu.
A e — _ 4 47 ~
Wskazoéwka. E(X1) = 2, E(Xy) := 3, E(X10) = 35522, E(X30) = ‘segomoiea22 ~ 1.5000000000000072854.
QI)()\\'R()T DO ZAD \\'I\D

Pytanie Wyznaczy¢ macierz przejscia spaceru losowego po grafie.

1
5 \ /2
4 3
(1) Cgzy tancuch jest okresowy?

(2) Naszkicowaé graf skierowany tego lancucha.
(3) Wskazac rozklad stacjonarny tego tanicucha.

‘Wskazowka.

0 0 1/3 1/3 1/3
o o0 1 0 0
P=|1/4 1/4 0 1/4 1/4
/2 0 1/2 0 0
/2 0 1/2 0 0
Ad (1) Nie jest okresowy.
Ad (2)

1

0.5
0.333
5 0.25 2
0.5
0333
\ 0.25
.5
1
0.25
——p 0> 3

L 12 4

Ad (3)

oo e ol Bl = e

Powyzszy wynik mozna byto uzyska¢ dwoma sposobami. qp()\\'R()T DO ZAD A\II—\D
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1 2
2 4
Wskazowka. Y = [ ;;é Zé ] GP()\\‘H(')'I‘ DO 'AI)A\H—\D

Pytanie [I8.2, Udowodni¢ twierdzenie [I8.5
Wskazowka. Po rozpisaniu wzoru na cov(Y;,Yj), patrz definicja otrzymujemy:

cov(W;, Wj) Zalk (Z cov(Yy, V) aﬂ>

Pytanie [18.1, Znalezé E%, gdy ¥ = [

W nawiasie jest (k,j)-ty wyraz macierzy cov(Y)AT. @’()\\'R()T DO ZAD \NIv\D

Pytanie Udowodnié¢ twierdzenie

Wskazowka.
My (t) = E (etT(AY+b)) _ T (e(ATt)TY) — "0y, (ATt) .

qp()\\'l{()’l‘ DO ZADANI \D

Pytanie [18.4f Wyznaczy¢ funkcje generujaca momenty dla rozktadu Poissona Pj.
Wskazowka.

Mx(t) = Zetk —,\)\ _ —,\i (A — AMet-1)

QP OWROT DO ZADANI AD

Pytanie [18.5| Znalgié rglacierz kowariancji wektora losowego X majacego rozktad o gestosci:
(a) f(z,y) = ce=® =", gdzie c jest odpowiednio dobrana stala.
(b) f(z,y) = ce*“’Z*‘lyQ*hy*Z"E, gdzie ¢ jest odpowiednio dobrang stalq.

1 ™ 1/2 0 ]
Wskazéwka. Ad (a). Mamy ¢ = -, = .
@ PO e f@yydiz,y) 2 [ 0 1/8

_[2/3 1/6 —————
Ad (b). ¥ = [ 1/6 1/6 } . QP()\\ ROT DO J—\])ANI—\D

Pytanie Zmnalez¢ macierz kowariancji wektora losowego X majacego rozktad o gestosci f = c¢- g - 1k, gdzie K jest
trojkatem o wierzchotkach (0,0), (0,1), (1,1), g(z,y) = 22, a ¢ jest odpowiednig stala.

) - | 2/75 1/75 —
Wskazowka. c¢=4, X = [ 1/75 14/225 ] . QP()\\ ROT DO L%L)—\I\I%D

Pytanie m. Czy mozna tak dobra¢ stala ¢, ze funkcja f: f(x,y) = ce=2’—3y*+2e jest gestoscia rozkladu normalnego?
Uzasadnic.

1
Wskazowka. Tak. Dla ¢ = (jest dodatnia) f jest gestoscia pewnego rozktadu @. Obliczamy

Jre fz,y) d(z, y)

Mqg(t) = eztitstitayis Widaé, ze jest to funkcja tworzaca momenty rozkladu normalnego o parametrach p =

1/2 118 0 . — -
[ 0 ],E—[ 0 1/12]. Warto uzy¢ Maple. QP()\\ROI DO ADA\H—\D

Pytanie m Wektor losowy o wspotrzednych S, T ma rozktad jednostajny na kwadracie [0, 1]°.
(1) Wskaza¢ dwoma sposobami nadzieje matematyczna oraz macierz kowariancji wektora o wspotrzednych S+ 7T, S —T.
(2) Czy zmienne losowe S+ T, S — T sg niezalezne?

Wskazéwka. Ad (1) Sposéb 1. Poprzez twierdzenie otrzymujemy gestos¢ wektora o wspotrzednych S + T,

S — T (rozktad jednostajny na kwadracie (0,0), (1,—1),(2,0),(1,1)) i calkujac wyznaczamy wszystkie parametry.
Sposob 2. Twierdzenie — duzo szybszy.

SRS

Sposob 3 (na site). Mozna bezposrednio wyliczy¢ szesé powyzszych parametrow.
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Sposob 4. Wyznaczajac funkcje generujace momenty.
Ad. (2) Sa zalezne. {S+ T > 1.5} oraz {S — T > 0.5} sa rozlaczne i maja dodatnie prawdopodobienstwa.

QP(’)\\'HO’I‘ DO ZADA 'I@

Pytanie m Wskaza¢ rozklad wektora (X,Y) oraz rozklad warunkowy Px|y—,, gdy wiemy, ze Px = N(m,o) oraz
Py|x—y = N(x,0;), gdziem € R, 0 > 0, 0, > 0 s3 znane.
Wskazowka. Jest to w istocie przyktad [19.10] z innymi oznaczeniami.

m o? o?
(ORI (R eyl
m(f%—i—ya2 00 )

PXY:y:N< o’ +oi ' \Jo?+ o2
€T

QPO\\'ROT DO 7 AL)\\'I%D

Pytanie[19.4, Wektor losowy Y ma rozktad normalny N, (0,01,), gdzie o > 0 jest dane, a I, jest macierza identycznosciows.
Wykazaé, ze wektor W = AY ma tez rozklad N, (0,01,), gdy A jest macierza izometrii.

Wskazéwka. Jako macierz izometrii, A spelnia warunek AA” = I,. QPO\\'ROT DO 7 AL)A\'HD

Pytanie Niech wektor X o wspoétrzednych £, n ma rozklad ciggly normalny. Wykazaé, ze proste regresji sg prostopadte,
wtedy 1 tylko wtedy, gdy &, n sa niezalezne.

Wskazowka. Po rozpisaniu réwnan prostych regresji y = h(z), x = ¢g(y) otrzymujemy wzor na iloczyn skalarny
wektoréw do nich prostopadtych: (Ug + af,)g, co koriczy dowod, gdyz obydwa warunki sg rownowazne warunkowi

0= 0. GP(')\\'R(')'I’ DO Z—\])—\Nl—\D

Pytanie Znalez¢ E(X +Y + Z|X — 2Y), gdzie X, Y, Z sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie N(m,1)
kazda, m € R.

Wskazowka. E(X +Y +Z|X —2Y) = E(X +Y|X —2Y) + E(Z|X —2Y). Z niezaleznosci drugi skladnik
= FE(Z) = m. Wyznaczamy pierwszy skladnik.

X m 10
Wektor [ v ] ma rozktad Ny <[ m ] , [ 01 })

X+Y | X . 111 .
Wektor losowy [X—2Y ] —A[ v ], gdzie A = [ 1 —9 } . Mamy wiec:

o H S A | R R

Zgodnie z twierdzeniem [19.7| mamy:
1
EX+Y|X—-2Y)=2m+ S(X —2Y +m).

W koncu: 14 )

QPO\\'ROT DO ZAD %\'IAD

Pytanie [20.1, Dane sa obserwacje (x1,%1), .., (n, yn), gdzie kazde 2; = (z;1,. .., 7)) € RF reprezentuje okreslone wielkosci
Xq,..., Xk, natomiast y; reprezentuje odpowiadajace im w pewien okreslony sposob wielkosci Y;. Na podstawie tych danych
. , . . 3 5 . k 3 eqe . . . A . L . . .
nalezy wyznaczy¢ takie liczby (i, ..., Bk, Zze sumy ijl Bix;; mozliwie najlepiej przyblizajg wielkosci y; dla¢ = 1,...,n w sensie
kryterium najmniejszych kwadratéw. Zaproponowaé¢ metode rozwiazania tego problemu.
Wskazoéwka. Niech X = [z;5], i =1,...,n, j = 1,...,k i nilech y € R" bedzie wektorem kolumnowym o wspol-
rzednych y;. Wtedy nasz problem mozna sformutowaé tak:
Wskaza¢ taki wektor f € R¥, ze dla kazdego 8 € R*

IXB -yl <IXB—yl czyli |XB—y|? <|XB—yl* (21.2)
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QI)()\\'R()T DO ZADANI AD

Pytanie Przy powyzszych oznaczeniach, zal6zmy, ze k < n oraz, ze rzad X = k. Wyznaczy¢ rzutowanie prostopadte
na podprzestrzen wektorowa V = Im X.

Wskazoéwka. Rozwazmy macierz X7 X. Jest to macierz symetryczna nieujemnie okreslona, a poniewaz rzad X
jest maksymalny, to X7 X jest dodatnio okreslona, a wiec jest nieosobliwa. Dla y € R™ okre§lamy wektor v wzorem:

v=X(XTXx)!
Zauwazmy, ze v € V. Natomiast y —v € V+, gdyz dla kazdego w € V kolejno mamy: w = Xz dla pewnego z i wtedy

(w,y—v> = <XZ,y—U> = <zaXTy_XTU>
= (2, XTy = XTX(XTX) "' XTy) = (2, X"y - XTy) = 0.

Oznacza to, ze rzutowanie prostopadle na V jest dane wzorem:

Pyy=X(XTX)"'xTy, yeR™

QP()\\'R()T DO ZAD \\'L\D

Pytanie [20.3] Rozwigzaé¢ problem sformutowany w pytaniu [20.1] wykorzystujac powyzszy wynik.

Wskazéwka. Niech § = Pyy = X(XTX)"1XTy. Z twierdzenia Pitagorasa wiemy, ze dla kazdego u € V zachodzi
nieréwnosé ||y — 9||> < ||y — u|>. Poniewaz rzad macierzy X jest maksymalny, to dla kazdego u € V istnieje
doktadnie jeden wektor 8 € RF taki, ze p = XS. Niech ﬁ bedzie tym elementem, ktory odpowiada . Mamy wigc
zadang nieré6wnosé . Mnozac lewostronnie przez X' z roéwnosci fi = X B otrzymujemy X7g = XTX ﬂ, wiec
w koricu:

B=XTX)'XTj=XTX) "' XTX(XTX)"' Xy = (XTX)"'XTy.

Odpowiedz: A
A= (XTx)1xTy. (21.3)

@’()\\'R()T DO ZAD \\'I\D

n

Pytanie[20.4, Dla danego ciagu punktow plaszezyzny (z1,y1), - . -, (Tn, yn) wskazaé takie liczby a, b, ze wartosé Z (y; — (ax; + b))2

i=1

jest najmniejsza.
Wskazéwka. Jest to szczegblny przypadek poprzedniego problemu. Tutaj macierz X ma postaé:

X =

1 z,

Musimy zaltozyé, ze rzad X = 2, co jest rownowazne temu, ze nie wszystkie punkty x; sa sobie réwne. Wielkosci a, b
-»

wyliczamy korzystajac ze wzoru (21.3) na B . Mianowicie:

, . P g o— 1 o 2 — 1 i
Wprowadzmy standardowo uzywane oznaczenia: T = > . @i, Ty = » > ;Ti¥, 2 = > . x;. Po wykonaniu

mnozenie i odwracania macierzy otrzymujemy.

Odpowiedz:
a="2_"7 p="_2 77 (21.4)
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Pytanie [20.5. Dla danego ciagu punktow plaszczyzny (x1,y1),. .., (Zn, yn) wskazaé takie liczby a, b obliczone na podstawie
twierdzeniam przy zalozeniu, ze twierdzenie to stosuje sie to wektora losowego (€, ) majacego rozktad jednostajny na zbiorze

{(xla y1)7 LR} (fna yn)}
Wskazowka. Stosujac oznaczenia z poprzedniego pytania tatwo stwierdzié, ze:

me =%, my=7y, oi=a>-T-F, op=y>—7-Y, cov(&n)=TY—T-7.

(%))

Pamietajac, ze o = Coaggn , na podstawie twierdzenia [20.8 mamy:

oy _covn) _TY-T-y

a= = ,
Qag Ug x2 — 2

00 My cov(&,mme TY-T -T2y a2 G-TY-T

e B =T S

@’()\\'R()T DO ZADA 'I\D

Pytanie [20.6, Podobnie jak w pytaniu dane sa obserwacje (1,%1), - - -, (Tn, yn), gdzie kazde z; = (z;1,...,2i) € RF
reprezentuje okreslone wielkosci X7, ..., X, natomiast y; reprezentuje odpowiadajace im w pewien okreslony sposob wielkosci
Y;. Obecnie zakladamy, ze Y; sa zmiennymi losowymi o warto$ciach oczekiwanych p;, przy czym zaktadamy, ze dla kazdego ¢
zachodzi zwiazek liniowy:

Wi = Brxi + ..+ BrTik,

gdzie (1, ..., Bk nie zalezg od i. Zbada¢ wlasnosci estymatorow [ parametru p oraz B parametru § okreslonych jako:
f=XXTX)'XTy, p=XTX)"'XxTy,

gdzie Y jest wektorem losowym o wspoétrzednych Y.

Wskazoéwka. 7 zalozenia E(Y) = X3, wiec
E(B) = BE(XTX)'XTy) = (XTX)'XTE(Y) = (XTX)"'XTXp3 = 5.
Podobnie E(i1) = u, czyli:
i oraz [;’ sa nieobcigzonymi estymatorami parametrow p oraz f3.

Zatozmy dodatkowo, ze zmienne losowe Y7,...,Y, sa niezalezne i wszystkie maja wspolng wariancje o2 < oo.
Wtedy [ oraz B sa najlepszymi estymatorami liniowymi dla p oraz S w nastepujacym sensie. Ustalmy a € R™.
Odwzorowanie liniowe S : R® — R nazywamy najlepszym liniowym estymatorem parametru a’ p, jezeli E(S(Y))
a®' i oraz dla kazdego odwzorowania liniowego T : R — R takiego, ze E(T(Y)) = a’p

D*(S(Y)) < DX(T(Y).

Niech A € M(m,n). Mowimy, ze S : R® — R™ jest najlepszym liniowym estymatorem parametru Ay, jezeli dla
kazdego i i-ta wspolrzedna S; jest najlepszym estymatorem (Apu); — i-tej wspotrzednej wektora Ayp. Udowodnimy:

Twierdzenie Gaussa—Markowa. Dla kazdej macierzy A € M(m,n) estymator Aji jest najlepszym
liniowym estymatorem parametru Ag.

Biorac A = I,, widzimy, Ze fi jest najlepszym liniowym estymatorem parametru p. Biorac A = (XTX)~'XT
widzimy, ze B jest najlepszym liniowym estymatorem paremetru j3.

Dowdd twierdzenia Gaussa—Markowa. Jak juz wiemy E(i) = p, wiec z liniowosci E(Afi) = AE(ji) = Ap. Musimy
wiec jeszcze porownaé estymator Aji z innymi liniowymi nieobcigzonymi estymatorami parametru Ag.

Biorac pod uwage dwukrokows definicje najlepszego liniowego estymatora wystarczy nasz dowod ograniczyé do
przypadku, gdy macierz A ma tylko jeden wiersz, powiedzmy A = a”. Badamy wiec estymatory liniowe parametru
a’u. Niech T bedzie takim estymatorem, czyli T(y) = b’y dla pewnego b € R™. Niech, jak w pytaniu m
V' oznacza podprzestrzen wektorowa Im X. Pamietamy, ze rzutowanie prostopadte na V wyraza sie wzorem Pyy =
X(XTX)"1xTy dla y € R™.
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Zachodza rownowaznosci: T/(Y) jest nieobcigzonym estymatorem parametrua’ <= b’y = a” i dla kazdego
peV <= (b—a,u)=0dlakazdegopcV <= b—acV+ <= Pya= Pyb. Dla takiego estymatora
obliczamy wariancje, pamietajac, ze z obecnych zalozen wynika réwnosé cov(Y) = 021,

D*(T(Y)) = D*(bTY) = bT cov(Y)b = a%bTb = |||
7 twierdzenia Pitagorasa
D*(T(Y)) = o*(|b = Pvbl* + | Pvbl|*) = o*(|b — Pral® + || Pral?).
Widzimy, ze D?(T(Y)) osiaga warto$¢ najmniejsza <= b= Pya <= b= X(XTX)"'XTa. Wtedy tez

mamy:
T(Y)=b"Y = (X(X"X)"'XTa)'Y =" X(X"X)'XTY =a"ju. O

QPO\\'R(’)T DO Z\L)—\Nl—\D
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