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Rozdzial 1

Teoria miary

1.1 o-algebry i przestrzenie mierzalne

Definicja 1.1.1. Niech X bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Niepusta rodzine jego podzbiorow A C P(X)
nazywamy pierscieniem zbiordw, gdy spelnia nastepujace warunki:

1. D e A;
2.VA,Be A: AUB,A\ Be A
Pierscieri zbiorow A nazywamy algebrg zbioréw, gdy X € A.

Obserwacja 1.1.2. 1. Pierscien zbiorow jest zamkniety ze wzgledu na branie skonczonych sum i skornczonych
przecieé zbiorow.

2. Algebra zbiorow jest zamknieta na branie dopetnien.
Dowaod. Wystarczy zauwazyé, ze

1. ANB=(AUB)\ ((A\B)U(B\ A)) oraz

2. A=X\A O
Definicja 1.1.3. Niepusta rodzine zbiorow 9t C P(X) nazywamy o-algebrg na X, gdy spelnia nastepujace warunki:

1. 0 e M

2.VAeMm: A em,

3.VA;eMjeN: U, 4; €M

Pare (X, 9) nazywamy przestrzeniq mierzalng, a zbiory nalezace do rodziny 9 zbiorami 9M-mierzalnymi (lub mie-
rzalnymsi).

Przyklad 1.1.4. Rodziny {0, X} oraz P(X) sa odpowiednio najmniejsza i najwieksza (w sensie inkluzji) o-algebra
na X.

Cwiczenie 1.1.5. Sprawdzi¢, czy ponizsze rodziny zbioroéw sa pierscieniami, algebrami, o-algebrami na R:
1. A1 ={ACR : #A < 0}
2. Ag={ACR:#A <0 lub #A" < 0};
3. A3 = {ACR : #A < Ng lub #A4' < Rg);
4. Ay ={A CR : A — suma skonczonej liczby przedziatow} U {(}.
Obserwacja 1.1.6 (Wtasnosci o-algebr). Niech (X,9) bedzie przestrzeniq mierzalng. Wtedy
1. X e I,
2. jezeli Aq1,...,An €M, to A;U---UA, € M;
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3. jezeli Aj € M, j €N, to (2 Aj € M;
4. jezeli Ay, ..., Ap €M, to AyN---NA, €M;
5. jezeli A,B € M, to A\ B € M.
Dowdd. 1. X =X\ 0.
2. Przyjmijmy A,4+1 = Apyo = -+ = () w definicji o-algebry.
3. Zauwazmy, ze ()72; Aj = (U;’;l A;)l.
4. Przyjmijmy A,11 = Apto = -+ = X w definicji o-algebry.
5. Zauwazmy, ze A\ B=ANB'.
Uwaga 1.1.7. Kazda o-algebra jest algebra.
Cwiczenie 1.1.8. Niech (X, 9M) bedzie przestrzenia mierzalng oraz B C X. Pokazaé, ze

1. rodzina
Mp:={ANB:AcN}

jest o-algebra na B;

2. jezeli dodatkowo B € I, to
Mp={A: Ac I, AC B}.

Obserwacja 1.1.9. Niech f: X — Y bedzie dowolng funkcjqg, X, Y # (.
1. Jezeli M jest o-algebrg na X, to rodzina
f=fem) = {BCY:f\(B)em)
jest o-algebrg na Y.
2. Jezeli N jest o-algebrg na Y, to rodzina
f=f1):={f1(B): BeN}
jest o-algebrg na f~1(Y).
Dowdd. Wynika z wlasnosci przeciwobrazu.
Cwiczenie 1.1.10. Niech f : X — Y bedzie surjekcja, a 9 o-algebra na X. Czy rodzina zbiorow
[f(4): Aem)

musi byé¢ o-algebra na Y7

Obserwacja 1.1.11. Jezeli M; jest o-algebrg na X, dla j € J (J jest dowolnym zbiorem indeksow), to ﬂjeJ Mm;

jest o-algebrg na X .
Dowdd. Wynika z wlasnosci przeciecia.
Cwiczenie 1.1.12. Czy suma dowolnych o-algebr musi byé o-algebra?

Definicja 1.1.13. Dla dowolnej rodziny F C P(X) zdefiniujmy o-algebre generowang przez F na X jako
o(F) = ﬂ{fmz}"c M, M — o algebra na X}.
Obserwacja 1.1.14. 1. o(F) jest poprawnie zdefiniowang najmniejszq o-algebrg na X zawierajgeq F.
2. Jezeli F jest o-algebrq, to F = o(F).
3. Dla dowolnych rodzin A,B C P(X), jezeli A C o(B), to o(A) C o(B).

O
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4. Dla dowolnej niepustej rodziny zbioréw A mamy o(o(A)) = o(A).
Dowdd. Wynika z wlasnosci przeciecia. O

Obserwacja 1.1.15. Niech f: X — Y bedzie dowolng funkcjq i niech F niepustq rodzing podzbiorow Y. Wykazad,
ze

o(f7HF)) = fHa(F)).
Dowdd. Poniewaz F C o(F), to f~1(F) C f~1(o(F)) i otrzymujemy inkluzje
o(f7HF)) € fHa(F)).
Aby wykazaé¢ inkluzje przeciwng, zdefiniujmy nastepujaca rodzine
M={Aeca(F): fH(A)ea(fH(F)}.

Zauwazmy, ze O jest o-algebre zawierajaca rodzine F, wiec M = o(F). Wtedy otrzymujemy f~1(o(F)) = f~1(M) C
a(f1(F)). O

Cwiczenie 1.1.16. Niech X = [0,3] oraz A = [0,2], B = [1,2]. Znalez¢ o({A, B}).

Przyktad 1.1.17. Niech X = {x1,...,z,} bedzie zbiorem skoriczonym. Wtedy

o ({{z1},.. - {aa}}) = P(X).
Cwiczenie 1.1.18. Czy dla dowolnego zbioru X o-algebra generowana przez wszystkie singletony jest rowna P (X)?

Definicja 1.1.19. Niech X bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Niepusta rodzine M C P(X) nazywamy klasq
monotoniczng, gdy spelnia nastepujace warunki:

1. jezeli Aj € M, j € N, jest wstepujacym ciggiem zbiorow tzn. A; C A1, j €N, to U;’il Aj € M oraz
2. jezeli Aj € M, j € N, jest zstepujacym ciggiem zbioréw tzn. A; 1 C A;, 7 € N, to ﬂ;}il Aj e M.
Obserwacja 1.1.20. 1. Przeciecie dowolnej ilosci klas monotonicznych jest klasq monotoniczng.

2. Dla dowolnej rodziny zbioréw F C P(X) istnieje najmniejsza klasa monotoniczna zawierajgca F

M(F) = ﬂ {M:F M, M~ klasa monotoniczna na X} .
Nazywamy jg klasa monotoniczng generowana przez F.
3. Jezeli F jest klasq monotoniczng, to F = M(F).
4. Dla dowolnych rodzin A, B C P(X), jezeli A C M(B), to M(A) C M(B).
5. Dla dowolnej niepustej rodziny zbiorow A mamy M(M(A)) = M(A).
Dowdd. Wynika z wlasnosci przeciecia. O
Obserwacja 1.1.21. Kazda algebra A, ktdra jest klasg monotoniczng jest o-algebrg.

Dowdd. Niech A; € A, j € N. Zdefiniujmy wstepujacy ciag zbiorow By, = A1 U---U A, € A, k € N. Wtedy
Urey Ax = Upey Bi € A, bo A jest klasa monotoniczna. O

Twierdzenie 1.1.22 (Twierdzenie o klasie monotonicznej). Niech X bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Jezeli
M C P(X) jest algebrg na X, to klasa monotoniczna generowana przez M jest réwna o-algebrze generowanej przez
N, tan.

M) = a(N).
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Dowdd. Zauwazmy, ze kazda o-algebra jest klasg monotoniczna, czyli zachodzi nastepujaca inkluzja
M(M) C a(N).

Aby zakoriczy¢ dowodd wystarczy pokazaé, ze M() jest o-algebra.
Dla dowolnej rodziny L C P(X) zdefiniujmy nastepujaca rodzine zbiorow:

JL):={ACX:YBeL AUB,A\B,B\ AcM®M?}.
Rodzina J(L) ma nastepujace wlasnosci.

1. J(L) jest klasa monotoniczna.

Wezmy dowolny ciag wstepujacy zbiorow {A;} C J(L). Dla dowolnego zbioru B € L ciagi zbiorow {A; U B},
{A; \ B} sa wstepujace a ciag {B \ A;} jest zstepujacy. Wtedy dostajemy

M(M) > G(AJUB): DAJ U B,
j=1 J=1
M) s J\B) = | J 4, | \B,
j=1 j=1

MO > ((B\A4) =B\ | 4|,

j=1 J=1
co oznacza, ze | J;2; Aj € J(L).
Dowoéd wyglada podobnie dla ciagéw zstepujacych.
2. Dla dowolnych rodzin K, L C P(X) mamy K C J(L) < L C J(K). Zauwazmy, ze

KclJL)yeVAeK AcJ(L)
<VAeKVYBelL AUB,A\ B,B\ AecMM)
&VBeLVAe K AUB,A\ B,B\ AcMM)
&VBelL BelJK)e LCIJK).

Teraz zauwazmy, ze skoro DM jest algebra, to N C J(N). Poniewaz J(N) jest klasa monotoniczna, to M(N) C J(M).
Z punktu (2) wynika, ze 9 C J(M(91)). Wtedy punkt (1) implikuje, ze

M(M)  J(M(N)). (1.1.1)

Zauwazmy, ze X € M C M(M), a wiec rowniez ) = X \ X € 9 € M(M). Z inkluzji (1.1.1)) wynika, ze M(N) jest
algebra. Z obserwacji [1.1.21| wynika, ze M(91) jest o-algebra. O

Definicja 1.1.23. Niepusta rodzine zbiorow A C P(X) nazywamy 7w-uktadem, gdy
VA Be A: ANB e A.

Definicja 1.1.24. Niepusta rodzine zbioréw A C P(X) nazywamy \-uktadem (uktadem Dynk‘incﬂ) na X, gdy spelnia
nastepujace warunki:

1. X € 4;
2. VA BeA: ACB= B\ Ac A;
3. VA]'EA, AjCAj+1,j€NI U]oilAjGA.

Pojecia m-uktadu i A-uktadu zostaly po raz pierwszy wprowadzone przez Wactawa Sierpiﬁskieg(fl

!Bugene Dynkin (1924-2014) — rosyjski matematyk.
2Wactaw Sierpiniski (1882-1969) — polski matematyk.
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Obserwacja 1.1.25. Niepusta rodzina zbioréow A C P(X) jest o-algebrg wtedy i tylko wtedy, gdy jest w-uktadem
1 A-uktadem.

Dowdd. Wprost z definicji wynika, ze kazda o-algebra jest m-uktadem i A-ukladem. I odwrotnie, jezeli A jest 7-
ukladem i A-ukladem, to X € A i wtedy X \ X = 00 € A oraz A jest zamknieta na branie dopelien. Pokazalismy
wiec, ze A jest algebra. Nasladujac dowod obserwacji [I.1.21] dostajemy, ze A jest o-algebra. O

Obserwacja 1.1.26. 1. Przeciecie dowolnej ilosci A-uktadow jest A-uktadem.

2. Dla dowolnej niepustej rodziny zbiorow F C P(X) istnieje najmniejszy A-uktad zawierajacy F

ANF) = ﬂ{./\/l FCM, M— Xuktad na X}.
Nazywamy go A-uktadem generowanym przez F.

3. Jezeli F jest A\-uktadem, to F = \(F).

4. Dla dowolnych rodzin A, B C P(X), jezeli A C X(B), to A(A) C A\(B).

5. Dla dowolnej niepustej rodziny zbiorow A mamy A(A(A)) = A(A).
Dowdd. Jest oczywisty. O
Twierdzenie 1.1.27. Jezeli A jest w-uktadem, to

AA) =0o(A).

Dowdd. Poniewaz kazda o-algebra jest A\-uktadem, to A(A) C o(A). Aby wykazaé¢ inkluzje przeciwng zauwazmy,
ze wystarczy na mocy obserwacji wykazac, ze A(A) jest m-ukladem, bo wtedy A(A) jest o-algebra i mamy
AA) D o(A).

Dla zbioru B € A zdefiniujmy rodzine zborow:

Ap={Aec XA :ANBeAA)}.
Zauwazmy, ze A C Ap, bo A jest m-uktadem. Wykazemy teraz, ze Ap jest A-ukladem.

e X € Ap, bo
X e MNA)oraz XNB=BeACAA).

e Niech Ay, Ay € Ap oraz A1 C As. Wtedy
Ay, Ay € M(A) oraz A1 N B, Ay N B € A\(A)
i poniewaz A(A) jest A-uktadem i Ay N B C Ay N B, to
A\ A1 € AM(A) oraz (A1 \ As)NB = (A1NB)\ (42N B) € A\(A),
czyli Ay \ A; € Ap.

e Niech A; € Ap, j € N, bedzie wstepujacym ciagiem zbiorow, wtedy A; € A(A) i ciag A; N B € A(A) jest
roéwniez wstepujacym ciagiem zbioréw. Wowczas

45 e MA) oraz | | JA4; | nB=](4;nB) €A,
j=1 j=1 j=1

z czego wynika, ze ;2 4; € Ap.

Zauwazmy, ze A C Ap C AM(A), czyli Ap = A(A), bo A(A) jest najmniejszym A-uktadem zawierajacym A. Otrzy-
malismy zatem

VBeA: Ap = AA), czyliVB e AVA€ ANA): ANB e X(A).
Dla B € A(A) zdefiniujmy rodzine zbiorow
Ap={Aec XA :ANBeAA)}.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze A C Ap. Rozumujac jak wyzej, mozemy wykaza¢, ze Ap = A(A), co oznacza, ze
A(A) jest m-ukladem. O
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1.2 Zbiory borelowskie

Definicja 1.2.1. Niech X bedzie przestrzenia topologiczna i niech top X bedzie rodzing zbioréw otwartych na X
a cotop X bedzie rodzing zbior6w domknietych na X. o-algebre

B(X) := o(top X)

generowang przez rodzine wszystkich zbioréw otwartych nazywamy o-algebrg zbiorow borelowskich, a zbiory nalezace
do niej nazywamy zbioramsi borelowskimi.

Definicja 1.2.2. Zbiér Y C X nazywamy

1. zbiorem typu Gs, jezeli

3G etopX,jEN: Y =[Gy
j=1

2. zbiorem typu Fy, jezeli

oo
JF; € cotopX,j €N: Y = UFJ
j=1

Obserwacja 1.2.3. W dowolnej przestrzeni topologicznej zachodzi:
1. B(X) = o(cotop X);
2. zbiory typu Gs i Fy sq borelowskie.

Dowdd. Wynika wprost z definicji. O
W przestrzeniach R" bedziemy zawsze rozwazaé topologie euklidesows.

Obserwacja 1.2.4. Kazda z ponizszych rodzin generuje o-algebre zbioréw borelowskich B(R):

1. {(a,b) : a,b € R};
2. {(—00,b) : b € R};
3. {(—o00,b] : b € R};
4- {(=00,b) : b € Q};
5. {(—00,b] : b € Q}.
Dowdd. Cwiczenie. O

Twierdzenie 1.2.5. #B(R") = c.

Dowdd. Mozna znalez¢ w ksiazce [5]. O

1.3 Odwzorowania mierzalne

Definicja 1.3.1. Niech (X,9) i (Y,MN) beda przestrzeniami mierzalnymi. Odwzorowanie f : X — Y nazywamy
M-mierzalnym (mierzalnym), gdy

VAen: f~1(4)em.

Zbior odwzorowan I-mierzalnych oznaczamy przez M(X,Y, ) (lub prosciej M(X,Y)).
Jezeli X 1Y sa przestrzeniami topologicznymi i (X, B(X)) i (Y, B(Y)) sa przestrzeniami mierzalnymi, to odwzo-
rowanie f: X — Y nazywamy borelowskim, gdy

VActopY : f1(A) € B(X).
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Zauwazmy, ze z obserwacji [1.1.15( wynika, ze aby sprawdzi¢ mierzalno$é odwzorowania f : (X, M) — (Y, o(F))
wystarczy wykazaé, ze
VAe F: f1(4) em.

W dalszej czesci wykladu bedziemy rozwazaé gtownie odwzorowania f : X — Y, dla Y C R = [—o0, +0o0].
W zbiorze R mozna wprowadzi¢ w sposéb naturalny topologie, ktéra jest rozszerzeniem topologii euklidesowej na R.
Jako baze otoczenn —oo, +00 mozna przyja¢ odpowiednio zbiory postaci [—o00,a) i (a, +o0], dla a € R.

Przyktad 1.3.2. Niech X =[0,2] i M = {0, [0,1),[1,2], X }. Wtedy
1. Funkcja f: X — R zadana wzorem f(z) = x nie jest mierzalna.

2. Wszystkie funkcje mierzalne sa postaci g = ax|o1) + bx1,2], gdzie a,b € R. Funkcja x4 : X - R, dla A C X
jest nazywana funkcjq charakterystyczng zbioru A i jest zadana wzorem

(2) = 1, z€A,

XAV = 0, o ¢ A

Obserwacja 1.3.3. Niech (X,9N) bedzie przestrzeniq mierzalng 1 A C X.
1. Funkcja x A jest M-mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy A € 9.

2. Zatoimy, ze A € M. Dla funkcji f: A — R zdefiniujmy

sy | flx), zeA,
flay= { 1022

gdzie c jest dowolng statq. Wtedy f € M(A, R, M| 4) wtedy i tylko wtedy, gdy fe M(X,R,0M).
Dowdd. Wynika z wlasnosci przeciwobrazu. O

Obserwacja 1.3.4. Niech (X,9M) bedzie przestrzeniq mierzalng. Dla dowolnej funkcji f : X — R nastepujace
warunki sq rownowazne:

1. fe M(X,R,9M);
22.VaeR{zeX: f(x)<a} eM;
3 VaeR{zreX: f(x) <a} €M;
4. VaeQ{zreX: f(x)<a} eM;

5. VaeQ{xeX: f(zx)<a}eM

Dowdd. Wynika z obserwacji [1.2.4] O
Obserwacja 1.3.5. Kazde odwzorowanie ciggte pomiedzy przestrzeniami topologicznymi jest borelowskie.

Dowdd. Wynika wprost z definicji odwzorowan borelowskich. O

Obserwacja 1.3.6. Ztozenie odwzorowar mierzalnych jest odwzorowaniem mierzalnym.

Dowdd. Niech (X;,9;), j = 1,2,3, beda przestrzeniami mierzalnymi, f : X1 — Xo, g : Xo — X3 beda odwzo-
rowaniami mierzalnymi takimi, ze odwzorowanie g o f jest dobrze okreslone. Wtedy mierzalnos¢ ztozenia wynika
z nastepujacego wzoru. Dla dowolnego zbioru A € M3 mamy

(oA = [ (971(A). O
Obserwacja 1.3.7. Niech f, g, f € M(X,R,0M), n € N. Wtedy
1. zhiory {xr € X : f(z) <g(x)}, {r e X: f(zx) <g(x)} i{r € X: f(x) =g(x)} sa M-mierzalne;
2. wszystkie funkcje state sq mierzalne;

3. —f e M(X,R,M);
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4. suppen fn, infpen fn € M(X, R, 9);

5. max(f,g), min(f,g) € M(X,R,M);

6. im sup,,_, o fn, liminf, o0 frn € M(X,R,IN);

7. 2bior A= {z € X :limsup,,_,, fn(z) = liminf, o fr(2)} € M oraz lim, o fr € M(A, R, M| 4).

Dowdd. Punkt (1). Zauwazmy, ze f(z) < g(z) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba ¢ € Q taka, ze f(x) < ¢ < g(z).
Stad dostajemy

{zeX: fle) <g@)}=JF(l~o0.0) g™ (g +oc]) € M.
qeQ
Ponadto
{reX:flz) <gl@)} =X \{zeX: g() < [f(z)}

{reX:fr)=9(x)) ={rcX: fz) <g(x)}n{zeX:qg(z) < fz)}
Punkt (2). Niech f(z) = a. Wtedy

_ X, a€A,
/ I(A):{ 0, a¢A.

Punkt (3). Zauwazmy, ze {z € X : f(z) <a}={r € X : —a < —f(2)}.
Punkt (4). Zauwazmy, ze

{xeX:gngfn@Za}: N {reX: fule)>a)

neN

oraz sup,cN f (infnGN(_fn))'
Punkt (5 ynika z punktu (4).

)-
Punkt (6). Zauwazmy, ze lim inf, o0 fn(2) = supgey (infp>k fn(2)) orazlimsup,, . fn(z) = infren (sup,> fn(2)).
Punkt (7). Wynika z punktow (1) i (6). O

Obserwacja 1.3.8. Niech (X,0N) bedzie przestrzeniq mierzalng oraz f,g € M(X,R,0M). Wtedy f+g, f—g, fg,|f| €
M(XaR’gﬁ) oraz 5 eM (X \ {LE €X: g(I) = O}aRaka\{meX:g(x):O}))'

Dowdd. Zauwazmy, ze funkcje t — ct, t —c+t, t =%, t — |t oraz R\ {0} 5 ¢t = 1 e R\{0}, c € R sa clagte, a wiec
mierzalne na podstawie obserwacji 7, obserwacji wynika, ze funkcje ¢ f c+f, 2 |f \ sg mierzalne.
Dla dowolnego a € R mamy réwniez, leQkI obberwacp 1.3.7]

{reX: f(x)+g(x)<a}={reX: f(z)<—g(x)+c}eM,

z czego wynika, ze f + g € M(X,R,0MN).
Zauwazmy rowniez, ze f — g = f + (—g) oraz fg = %(f +9)? — %(f — 9)?, z czego wynika mierzalnosé funkcji
f—goraz fg. O

Dla dowolnej funkcji f : X — R zdefiniujmy jej czesé dodatnig

f1-(x) = max(f(x),0)

oraz czesS¢ ujemng
J- (&) = max(— f(x), 0).
Zauwazmy, ze fi, f— >0, f = fy — f- oraz |f| = f4 + f-.

Obserwacja 1.3.9. Niech (X,9N) bedzie przestrzeniq mierzalng oraz f : X — R. Wtedy nastepujace warunki sq
rownowazne:

1. fe M(X,R,M);
2. fr, f- € M(X,R,M).
Dowaod. Wynika z obserwacji i obserwacji|1.3.8 ]
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1.4 Miary nieujemne

Definicja 1.4.1. Niech (X, 91) bedzie przestrzenia mierzalng. Funkcje p : 0 — [0, +00] nazywamy miarg nieujemng
(miarg), gdy spelia ponizsze warunki:

L p(®@) =0
2. VA €M ENANA =05 £k: M(UﬁlAj) = % ulAy).

Warunek (2) nazywamy warunkiem przeliczalnej addytywnosci.
Trojke (X, M, u) nazywamy przestrzeniq mierzalng z miarg. Jezeli pu(X) < 400, to méwimy, ze miara p jest
skoniczona, a jezeli u(X) =1, to nazywamy ja miarg probabilistyczna.

Obserwacja 1.4.2. Warunki (1) i (2) w definicji sq rownowazne warunkom p # 400 i (2).

Dowdd. Jezeli p(0) =0, to u # +oo. Z drugiej strony jezeli u £ 400, to istnieje A € 9 taki, ze u(A) < +o0. Wtedy
A=AUDUDU... i, korzystajac z warunku (2), dostajemy

p(A) = p(A) +> u®),
=2

z czego wynika, ze 372, pu(0) = 0, czyli u(0) = 0. O
Przyktad 1.4.3. Niech X bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Ponizsze funkcje sa miarami na P(X).

1. Miara liczgca

#A, gdy A jest skonczony,
400, gdy A jest nieskoriczony.

2. Miara Dimccﬂ w punkcie a € X
1, a€ A,

MA)Z{ 0, ag¢A

3. Niech X =R, M={ACR : #A <Ny lub #A4’ <Ny} oraz

_ 17 #A, < NOa
uA) = { 0, #A<N,.

Obserwacja 1.4.4. Niech (X, 9, u) bedzie przestrzeniq mierzalng z miarg. Wtedy
1. jezeli Ay,...,Ap € Moraz AjNA, =0, j#k, to

(AU - UA,) = pu(Ar1) + -+ p(Ay) (skoriczona addytywnoscé);

2. jezeli A,B € M oraz A C B, to u(A) < u(B). Jezeli dodatkowo pu(B) < 400, to u(B\ A) = pu(B) — u(A);
3. jezeli B; € M, j €N, to

[e.e]

[o¢]
B; | < Z w(Bj) (przeliczalna subaddytywnosé);
1 j=1

W
J

4. jezeli By,...,B, € M, to

w(ByU---UBy) < p(Br)+ -+ u(By) (skoiczona subaddytywnosé);
3Paul Dirac (1902-1984) — brytyjski fizyk.
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5. jezeli {B;} C I, jest wstepujacym ciggiem zbioréw, to

Jj—00

pl U B | = lim u(By);
j=1

6. jezeli {B;} C M, jest zstepujacym ciggiem zbiorow oraz pu(Bi) < 400, to
o
p| (B | = lim u(B));

—00
j=1 ’

7. jezeli A, Z € M oraz u(Z) =0, to
(AU Z) = p(A\ Z) = p(A).

Dowdd. Punkt (1) wynika wprost z definicji miary, gdy przyjmiemy A; = 0, dla j > n.
Punkt (2). Zauwazmy, ze B = (B\ A) U A oraz (B\ A) N A = (). Dostajemy wtedy

w(B) = u(B\ A) + u(A). (14.1)

Ze wzoru (1.4.1) wynika, ze u(B) > p(A).
Jezeli dodatkowo p(B) < +o0o, to rowniez u(B \ A) < +00 i pu(A) < +oo. Wtedy wzor (1.4.1) mozemy zapisac

jako p(B\ A) = u(B) — u(A).
Punkt (3). Zdefiniujmy nowy ciag zbiorow

Ay = By, Aj:Bj\(31U"-UBj,1),j22.

Ciag {A;} jest ciagiem parami roztacznych zbioréw mierzalnych, A; C Bj oraz U7, A; = U2, B;. Korzystajac
z definicji miary otrzymujemy

o0

plUBi | = UA | =D nA) <> uBy).
j=1 1 j=1

j=1 i— j=

Punkt (4). Wystarczy w punkcie (3) przyja¢ B; = 0 dla j > n.
Punkt (5). Zdefiniujmy nowy ciag zbiorow

Ay =By, Aj=B;\Bj_1,j > 2.

Ciag {A;} jest ciagiem parami rozlacznych zbior6w mierzalnych oraz A; U---U Ay = By, dla k € N. Otrzymujemy

k o)
p(Br) = p (AU UAR) =3 pu(A) "33 u(ay)
=1 i=1

(o9} o
=p| U4 | =n|UB
j=1 Jj=1
Punkt (6). Zauwazmy, ze ciag zbiorow {B; \ B;} jest wstepujacy. Korzystajac z punktu (5) otrzymujemy
oo o0
li B\ B;) = B\ Bj) | = B B;|.
Jlim p(Bu\ By) = u Ul( I\ B)) | =p 1\'ﬂ1 j

Jj= j=

Poniewaz p(B;) < +00, to mozemy skorzysta¢ z punktu (2) i dostac
p(Bi\ Bj) =pu(B1) — i

Bi1) — u(B;)
o oo
p BN B; | =B —n| (B ],
j=1 j=1

z czego wynika, ze (ﬂ;’il Bj> = im0 p(By).
Punkt (7). Mamy nastepujace nieréwnosci

p(A) < p(AU Z) = p((A\ 2) U Z) = p(A\ Z) + (Z) = (A \ Z) < p(A). 0
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Podamy teraz przyktad pokazujacy, ze warunek p(B) < +oo jest konieczny w punkcie (2) w obserwacji m

Przyktad 1.4.5. Niech u bedzie dowolna miara na (R, B(R)) taka, ze u([j, +00)) = +o00, dla kazdego j € N. Wtedy
mamy f (ﬂ;’;l[j, +oo)) = u(0) =0, a z drugiej strony lim;_,o p([j, +00)) = +o0.

1.5 Miary zupelne

Definicja 1.5.1. Miare p (lub przestrzen (X, 9, 1)) nazywamy zupetng, gdy kazdy podzbioér zbioru miary zero jest
mierzalny, tzn.

VAe M u(Ad)=0:(BC A= BeMm).
Przyktad 1.5.2. Niech X = {1,2,3,4}, 9 = {0,{1,2},{3,4}, X} i pn(0) = pu({1,2}) =0, pu({3,4}) = p(X) = L.

Wtedy (X, 9, ) nie jest przestrzenia zupelna, bo zbior {1} nie jest mierzalny. Istnieje wiele rozszerzen (uzupelnien)
tej przestrzeni do przestrzeni zupelnej. Najmniejsze z nich jest nastepujaca przestrzenia (X, 9, v), gdzie 91 = MU
{{1},{2},{1,3,4},{2,3,4}} a miara v spelnia warunki: v(A) = p(A4), dla A € 9 oraz v({1}) = v({2}) = 0
v({1,3,4}) = v({2,3,4}) = 1.

Definicja 1.5.3. Dla przestrzeni (X, I, u) zdefiniujmy rozszerzenie o-algebry O
M:={ACX:3ILLREMLCACR,u(R\L)=0}

oraz uzupelnienie miary u

A(A) = u(L), A€
Twierdzenie 1.5.4. Dla dowolnej przestrzeni mierzalnej z miarg (X,9M, u) zachodzi:
1. 9N jest o-algebrg oraz M C I;
2. [i jest dobrze zdefiniowang miarg zupetng na I;

3. rozszerzenie (X, 9, i) jest minimalne, tzn. jezeli (X,M,v) jest przestrzeniq zupetng takq, e M C N oraz
vl = p, to M CN oraz vig; = fi.

Dowdd. Punkt (1). Wykazemy nastepujace fakty.

a) M={AUZ:AecMIBecMu(B)=0,ZC B}.

Oznaczmy przez A rodzine z prawej strony. Zalozmy teraz, ze zbior C € M. Wtedy istnieja zbiory L, K € I
takie, ze L C C C R oraz u(R\ L) = 0. Mozna przyja¢ A =L, Z = C\ L oraz B = R\ L. To oznacza, ze
C € A. 7 drugiej strony jezeli C € A. Wtedy istnieja zbiory A € M, Z C B, u(B) = 0 oraz C = AU Z.
Mozemy przyja¢ L = Ai R = AU B, co oznacza, ze C € 9.

b) M C M.

Jezeli A € M, to przyjmujac L = R = A, dostajemy, ze A € M.
c) 0 em.

Oczywiste, poniewaz () € 9.
d) Jezeli A € M, to A’ € M.

Zatozmy, ze A € M, wtedy istnieja zbiory L, K € 90N takie, ze L C A C R oraz u(R\ L) = 0. Mamy
RcAcl, I'\R=R\LiupL'\R)=puR\L)=0,ato oznacza, ze A’ € M.

e) Jezeli Aj € M, j €N, to UjZi 4 € .

Jezeli A; € M, to istnieja zbiory R;, L; € M takie, ze u(R; \ L;j) = 0 oraz L; C A; C R;, j € N. Zdefiniujmy
zbiory L =J;2, Lj € Moraz R=J;2, Rj € M, wtedy L C |J;2, Aj C R. Mamy rowniez

R\ L= G R; |\ h U R; | N ﬁ L
j=1 j=1 j=1
= U R;N ﬁ L G R; N L) fj
j=1 j=1 j=1 j=1
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i wtedy
W(R\L) < U L)) <> um L) =0
j=1 =1
co dowodzi, ze (J72; Aj € .

Punkt (2). Najpierw udowodnimy, Ze [ jest dobrze okreslona. Przyjmijmy, ze A € 9 oraz istnieja zbiory
Lj,Rj € I takie, ze Lj CAC Rj oraz ,u(Rj \ Lj) =0, dlaj =1,2. Wtedy L, \ Ly C A\L2 C Ry \ Lo, czyli
(L1 \ L2) < p(R2 \ L2) = 0. Podobnie mozna wykaza¢, ze u(Lo \ L1) = 0. Z tego wynika, ze

(L) = p(La \ (L1 N La)) + p(Ly N Lo) = p(Ly \ Lo) + (L N L)
= p(L1 M Ly) = p(L2 \ L1) + p(L1 N L2) = p(L2 \ (L1 N L)) + p(L1 N Lo)
= p(Lo).

Teraz wykazemy, ze i jest miara zupeina.

o [i(0) = pu(0) = 0.
o Warunek przeliczalnej addytywnosci.

Niech A4; € M, j € N, beda zbiorami parami roztacznymi, wtedy istnieja zbiory R;, L; € M, takie ze p(R; \
Lj) =0oraz L; C Aj C Rj. Zauwazmy, ze zbiory L; sa rowniez parami rozlaczne. Wykazalismy wczesniej,
ze mozna przyja¢ L = J;Z, L;j oraz R = |J;2, R; tak, aby L C U2, A; C R, p(R\ L) = 0. Z definicji
otrzymujemy

oo

U 4| = n UL =Y L) =Y Ay
j=1

Jj=1 Jj=1

e Zupelnosc.

Niech A € 9, i(A) = 0 i niech B C A. Korzystajac z punktu (a) dostajemy istnienie zbioréw C, D i Z takich,
e C €M, DCZ, pu(Z)=0oraz fi(A) = u(C) = 0. Niech B=QUB,0 €M, BCA=CUD CCUZ oraz
w(CUZ) < u(C)+ u(Z) =0. To oznacza, ze B € M.

Punkt (3). Bedziemy korzysta¢ z definicji 9 zawartej w punkcie (a). Zalézmy, ze (X,1,v) jest przestrzenia
zupelna taka, ze M C N oraz v|ogn = p. Niech A € M, wtedy istnieja zbiory B, C' i Z takie, 7e A= BUC, B € M,
C CZipulZ)=0. 7 tego wynika, ze B,Z € M i v(Z) = 0. Miara v jest zupela, wiec C € M, skoro C C Z
iv(C)<v(Z)=0,awtedy A= BUC € 9. Ponadto

v(A) =v(BUC)=v(B)+v(C\ B) =v(B) = puB) = A). O

1.6 Miary zewnetrzne. Konstrukcja Carathéodory’ego

Definicja 1.6.1. Niech X bedzie zbiorem niepustym. Funkcje ¢ : P(X) — [0, 400] nazywamy miarg zewnetrzng na
X, gdy spelnia ponizsze warunki:

L ¢(0) = 0;
2. YACBC X :¢(A) < p(B);

3.¥4;C X,jeNip (U2 4)) < K32 0(4)).

Cwiczenie 1.6.2. Wykaza¢, ze ¢ jest miara zewnetrzng wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia warunek (1) w deﬁnicjim
oraz

VA A CXjeN: [Ac A= e) <D w4y
=1 ‘

Przyktad 1.6.3. Przyktady miar zewnetrznych.
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1. Kazda miara okreslona na P(X) jest miara zewnetrzna.

2. Funkcja ¢ : P(X) — [0, +00] okreslona wzorem

S}
=

Il
—N—
\.H
SN
Nl
= =

jest miara zewnetrzna.

3. Funkcja ¢ : P(R) — [0, +00] okreslona wzorem

jest miara zewnetrzna.

4. Funkcja ¢ : P(R) — [0, +00] okreslona wzorem
0 <
p(A) =1 5. #AH#HA >R;
1

jest miara zewnetrzna.
Cwiczenie 1.6.4. Czy funkcja ¢(A) = diam(A) jest miara zewnetrzna na P(R™)?

Obserwacja 1.6.5. Niech A C P(X) bedzie dowolng rodzing zbioréw takg, ze ) € A, a o : A — [0,+00] bedzie
dowolng funkcjq taka, ze a(0) = 0. Wtedy funkcja

palA) :=inf ¢ > a(4;): Aje A jeN,AC|JA;p, ACK,

j=1 j=1
jest miarg zewnetrzng na X.
Dowdd. Sprawdzimy trzy warunki z definicji|[1.6.1
1. Jest oczywiste, ze oo (D) = 0.

2. Jezeli A C B C X, to kazde pokrycie zbioru B jest réwniez pokryciem zbioru A, z czego wynika, ze obliczajac
warto$é o (A) bierzemy infimum po wiekszej rodzinie zbiorow niz obliczajac warto$é ¢, (B). Z tego wynika,

ze pa(A) < @a(B).

3. Niech A; € P(X), j € N, beda dowolnymi zbiorami. Bez straty ogolnosci mozemy zatozy¢, ze Z;’;l va(Aj) <
+00. Ustalmy dowolne € > 0. Wtedy dla dowolnego j € N istnieje pokrycie Bj; € A zbioru A;, A; C Uy, Bjik
takie, ze Y27 a(Bjr) < pal4j) +277e. Wtedy 52, 45 € U2, Ups) By oraz

[0.9] [e.9] [0.9] o0
vo | LA | €D0D aBin) <D (0alA)) +277€) Zsoa
j=1 7=1k=1 7j=1
Z dowolnoéci € > 0 dostajemy teze. 0

Cwiczenie 1.6.6. Czy zawsze musi zachodzi¢ r16wnosé o, (A) = a(A) dla A € A?

Definicja 1.6.7 (Konstrukcja Carathéodory’ego). Niech ¢ : P(X) — [0, +00] bedzie miara zewnetrzna. Zbiér A na-
zywamy mierzalnym wzgledem ¢ w sensie Carathéodory ’echl (p-mierzalnym), gdy spetia warunek Carathéodory’ego:

VT CX:p(T)=e(TNA)+eT\A). (1.6.1)

Rodzine wszystkich zbioréw (p-mierzalnych bedziemy oznaczaé przez 9M,,.

4Constantin Carathéodory (1873-1950) — grecki matematyk i fizyk.
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Uwaga 1.6.8. Zauwazmy, ze dla dowolnych zbiorow T'i A zachodzi T'C (TN A)U (T'\ A), a wiec z definicji miary
zewnetrznej mamy zawsze nieréwnosé

P(T) <e(TNA)+o(T\ A).
Aby pokazaé, ze zbior A € M., wystarczy wiec wykazac, ze
VT CX,p(T) < 400:0(T)>p(TNA)+e(T\A). (1.6.2)

Twierdzenie 1.6.9 (Twierdzenie Carathéodory’ego). Niech ¢ bedzie miarqg zewnetrzng na X. Wtedy:

1. M, jest o-algebrg;

2. @lom, jest miarg zupetng na M., .
Dowdd. Punkt (1). Wykazemy nastepujace fakty.

a) Jezeli A,B € M,, to AUB € M,,.

Ustalmy dowolny zbiér T' C X. Mamy

o(T) S (TN A) + (T \ 4)

PEY LT N A) +o((T\ A) N B) + o((T\ 4)\ B)
=o(TN(AUB)NA) +o(TN(AUB)\ A) + ¢(T\ (AU B))
A2 ST (AUB)) + (T (AU B)),
co oznacza, ze AU B € M,,.

b) Jezeli A € M, to A" € M,,.

Ta wtasnos¢ wynika z faktu, ze warunek Carathéodory’ego mozna zapisa¢ w formie symetrycznej wzgle-
dem dopelnienia
VI CX:p(T)=9(TNA)+oTnA).

c) Jezeli Aj € M, j €N, to U;’;l A;jeM,.
Zalozmy na poczatek, ze A,B € M, 1 AN B = (. Wtedy dla dowolnego zbioru 7' C X mamy
o(TN(AUB))=9o(TN(AUB)NA)+o(TN(AUB)\ A) =p(TNA)+ ¢(TNB).

Jezeli A;, j € N sg parami roztgcznymi zbiorami, to na mocy zasady indukcji matematycznej otrzymujemy, ze
dla kazdego n € N zachodzi

Ssrn=o (1)) <o (18
=1 j=1

j=1
Przechodzac z n — oo, dostajemy

o0

> eTnd) <o TmUA

Jj=1 Jj=1

Poniewaz ¢ jest miara zewnetrzna, to

o T4 Z (TN Aj)

j=1
z czego wynika, ze
[e.e] [e.e]
o Tn{JA | =D e(TnA4,)). (1.6.3)
j=1 j=1
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Skoro Ji_; Aj € My, to

n

oM = |TnJ4 | +e|T\UJ4 | 2D e@na)+e|T\[J4].

Jj=1 Jj=1 J=1 J=1

stad w granicy n — oo dostajemy

Lp(T)ZZcp(TﬂAj)—i—cp T\UAj = TﬁUAj + ¢ T\UAj ,
j=1 j=1 j=1 j=1

czyli UjZ, A; € M.

Dla dowolnych zbioréw A; € M, j € N mozemy ich sume przedstawié¢ jako sume zbioré6w parami roztacznych
Yy j @ € € &

Uiz 45 = U2y By, gdzie

By = A4, Bj:Aj\(A1U"'UA]',1),j>2.

c) 0 eM,.

Dla dowolnego 7' C X mamy
() =04 @(T) = (T N0) + (T \0).

Punkt (2). Podstawiajac do rownosci ([1.6.3)) zbior T = X, dostajemy

el U4 ] =D ey,
j=1 j=1

a wiec ¢|on,, jest miara. Pozostaje pokazac, ze miara ta jest zupelna. Zatozmy, ze p(A) = 0. Dla dowolnego 7' C X
mamy ¢(T NA) < p(4) =01 wtedy

p(T) < e(TNA)+o(T\A) <0+ ¢(T) = o(T),
czyli zbior A spelia warunek Carathéodory’ego i A € 9. O

Definicja 1.6.10. Niech ¢ bedzie miarg zewnetrzng na X, a 9, o-algebrg zbioréw ¢-mierzalnych. Moéwimy, ze
miara zewnetrzna ¢ jest miarg zewnetrzng reqularng, gdy

VY CXJAeM,: Y CAeY)=ypA).
Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna, Y, Z C X. Odstep miedzy zbiorami Y, Z definiujemy jako
dist(Y,Z) = inf{d(y,z) :y€ Y,z € Z}.
Jezeli Y =) lub Z = 0, to przyjmujemy dist(Y, Z) = +oo.
Definicja 1.6.11. Miare zewnetrzng ¢ nazywamy metryczng, gdy spelia nastepujacy warunek
VY, ZC X :dist(Y,Z2) >0= oY UZ) =)+ o(Z).

Twierdzenie 1.6.12. Niech (X, d) bedzie przestrzeniqg metryczng i niech ¢ bedzie miarg zewnetrzng na X, a M,
o-algebrg zbiorow @-mierzalnych. Jezeli ¢ jest miarg zewnetrzng metryczng, to B(X) C M,,.

Dowdd. Wystarczy wykazac¢, ze kazdy zbiér otwarty jest ¢-mierzalny. Niech G € top X. Zdefiniujmy zbiory G, =
{z : dist(z,G') > 1}, wtedy dist(G,,G’') > 1 >0, n € N. Niech D, = {x : %—i—l < dist(z,G') < 1}, wtedy
dist(D;, D;) > 14%1 — 1l dlai+ 2 < j. Zauwazmy, ze skoro G jest zbiorem otwartym to G = {x : dist(z,G’) > 0}

i wtedy ’
G\Gn=|JDj, neN (1.6.4)

j=n
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Aby pokazaé, ze G jest p-mierzalny, wystarczy wykaza¢ warunek
VT C X, o(T) <4o00:9p(T)>e(TNG)+p(T\G).
Wezmy dowolny zbior T C X, ¢(T') < +o0o, wtedy, korzystajac z metrycznosci ¢, otrzymujemy
@(T'ND1)+@(TND3)+ -+ (TN Dyy1) = (TN (D1 U---UDyy 1)) < p(T),
Podobnie mozna dostaé
ST O D3) + (T (1 Da) + -+ + (T O Day) = o(T 1 (Dy U+ U Day)) < (T,

z czego wynika, ze > oo, (T N D;) < 2p(T) < +o00. Korzystajac z warunku ([1.6.4)), otrzymujemy
j=1%¥ J ¥ &
o0
o(T N (G\ Gp) Z (TN D;) =0, n— oo.

Poniewaz dist(G,, G") > 0, to rowniez dist(G, N T,G' NT) > 0 a wtedy dostajemy
P(T'NG)+o(T\G) <e(TN(G\Gn) +o(T'NGn) +o(T'\ G)
<p(TN(G\G)+e(T) =0+ p(T)=¢(T), n— oco. O

1.7 Miara Lebesgue’a

Kostkq domknietq w R™ nazywamy zbior postaci P = [a1,b1] X « -+ X [an, by, a kostkq otwartq w R™ nazywamy zbior
postaci Q = (a1,b1) X -+ X (ap,by), gdzie aj,b; € R, a; < b;, j =1,...,n. Kazda inna kostka ograniczona R jest
zawarta w pewnej kostce P i zawiera pewng kostke (). Objetosé tych kostek definiujemy jako

VHP)=V™"Q)=V"(R)= (b1 —a1)...(bn — an)-
Przyjmijmy réwniez, ze V() = 0.

Definicja 1.7.1 (Miara zewnetrzna Lebesgue’a). Funkcja

LP(A) :=inf § 3 V™(P;) : P — kostki domkniete, A C | J P p, ACR",
: hef

jest nazywana miarq zewnetrzng Lebesgue’d}
Cwiczenie 1.7.2. Obliczy¢ £1(QN[0,1]) i £2(Q x R).
Obserwacja 1.7.3. L(P) = V"™(P), dla dowolnej kostki P C R™.
Dowdd. Jezeli P jest dowolna kostka, to P C P i
LI (P) < V™(P)=V"(P).

Niech Pj, j € N, beda kostkami otwartymi takimi, ze P C U;’;l P;. Ustalmy dowolne € > 0. Wtedy istnieje kostka
domknieta Py C P taka, ze V"(P) — e < V"(Fy). Poniewaz Py C U]Oil P;j, korzystajac ze zwartosci Py, dostajemy,
ze P C PLU---U Py. Wtedy

VP)—e < V*(Py) <V™P) + -+ V"(Py) < iv"(Pj),
j=1

przechodzac do infimum po wszystkich mozliwych pokryciach, mamy V"(P) —e < LZ(P). Z dowolnosci e dostajemy
V™(P) < LI(P). O

"Henri Lebesgue (1875-1941) — francuski matematyk.
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Uwaga 1.7.4. 1. W definicji L7 kostki domknig¢te mozna zastapi¢ kostkami otwartymi. Niech ¢); beda kostkami
otwartymi, 7 € N, A C Uj’;l Q; C U;’;l Qj, wtedy

Ly(A) < ZV”(QJ') = ZV"(QJ')-

Ustalmy teraz dowolne € > 0 iniech P}, j € N, bedzie pokryciem kostkami domknig¢tymi takie, ze Z;’;l V(P;) <
LI(A) + %6. Wtedy istnieja kostki otwarte Q;, j € N, takie, ze P; C Q;, V(Q;) < V™(P;) + 277 te. Wtedy
Ac U2, Q) oraz

STVHQ)) < LEA) +e,

j=1
z czego wynika, ze
o0 oo
L7 (A) :=inf Z V™(Qj) : Q; — kostki otwarte, A C U Qj
j=1 j=1

2. W definicji £ mozna ograniczy¢ sie do kostek otwartych lub domknietych o drednicy mniejszej od dowolnie
ustalonej statej § > 0.

Definicja 1.7.5. Zbiér A C R" spelniajacy warunek Carathéodory’ego wzgledem miary zewnetrznej Lebesgue’a L7
bedziemy nazywac mierzalnym w sensie Lebesgue’a, a o-algebra M en wszystkich tych zbiorow bedziemy oznaczac
przez £,. Miare nieujemna L7|¢, nazywamy miarg Lebesque’a i oznaczmy ja przez L". (Uwaga: miara Lebesgue’a
jest rowniez oznaczana przez m,, lub A,.)

Definicja 1.7.6. Niech (X,9, u) bedzie przestrzenia z miara. Moéwimy, ze miara u (lub przestrzen (X, 9, u)) jest
o-skoriczona, gdy

3A; €M, j €N, u(A4)) < +oo: X = UAj.
j=1

Zauwazmy, ze w powyzszej definicji mozna zalozy¢, ze zbiory A; sa parami roztaczne lub tworza ciag wstepujacy.
Twierdzenie 1.7.7. 1. L™ jest miarg zupetng w R™.
2. L} jest miarg zewnetrzng metryczng w R™.
B(R™) C £,.
Jezeli P jest kostkq w R™, to L"(P) = V"(P).
Jezeli A C R™ jest zbiorem ograniczonym, to L2 (A) < +oo.
L™ jest miarg o-skoriczong.
VY CR"3G CR",G — typu Gs,Y C G : L2(Y) = L(G).

LY jest miarg zewnetrzng regqularng w R™.

© % xS &

Dla dowolnych Y C R™, a € R" zachodzi L} (a+Y) = LI(Y).

10. Dla dowolnych Y C R"™, s € [0, +00] zachodzi LT (sY) = s"L2(Y).

11. Dla dowolnych'Y € £,,, a € R™ zachodzi a+Y € £,, oraz L"(a+Y) = L"(Y).
12. Dla dowolnych Y € £,,, s € [0,400) zachodzi sY € £,, oraz L™(sY) = s"L"(Y).

Dowdd. Punkt (1). Wynika z twierdzenia [1.6.9]

Punkt (2). Wezmy zbiory A, B C R" takie, ze ich odleglos¢ dist(A, B) = p > 0. Mozna zalozy¢, ze LI (A), LI (B) <
+00. Z wlasnosci miary zewnetrznej mamy L2 (AUB) < L7 (A)+ L2 (B). Aby wykazac¢ przeciwna nieréwnosé wezmy
pokrycie kostkami domknietymi P;, j € N, AUB C U‘;‘;l Pj oraz diam P; < §. Wtedy

AC U P; oraz B C U P;.
j:PjﬁA#@ j:PjﬂB#@
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Z ciagu P; odrzu¢my te kostki, ktore nie maja punktow wspolnych z AU B. Wtedy albo AN P; # () albo BN P; # 0,
bo diam P; < £. Dostajemy

LA+ LIBY< > VHPY+ DY VP =D V(P

J:PjNAZD J:P;NB#0

a po przejsciu do infimum otrzymujemy L7(A) + L2 (B) < L} (AU B).

Punkt (3). Wynika z punktu (2).

Punkt (4). Kazda kostka P C R™ jest zbiorem borelowskim. Z obserwacji dostajemy V"(P) = LI (P) =
L"(P).

Punkt (5). Jezeli Y jest zbiorem ograniczonym, to istnieje kostka domknieta P taka, ze Y C P, a wtedy
L(Y) < L2(P)=V"(P) < +o0.

Punkt (6). Zauwazmy, ze R™ = (J7Z, [, j]"-

Punkt (7). Jezeli L} (Y) = 400, to wystarczy przyja¢ G = R". Zalézmy teraz, ze L2 (Y) < +oo. Dla dowolnego
k € N istnieje pokrycie kostkami otwartymi P} takie, ze Y C (U2, PF oraz L2(Y) + 1 > Y22, V(PF). Przyjmijmy
Gi = Ui, Pf € topR™. Wtedy

- - ° 1
n < [rn _ pn < § : n(pk < [rn —.
Ee (Y) = Ee (Gk) L (Gk) = e 14 (R] ) = Ee (Y) + k
Zdefiniujmy zbiory

Gk=élﬂ"~ﬂék, G:ﬂéj.
j=1

Wtedy Y C G C Gi, Gi € topR"™, G jest zbiorem typu Gs. Ponadto dostajemy

LIHY) < LG =LN(GY) S LIV 1
$k— o0 Jk— o0
£IY) <£'(6) < £o)

Punkt (8). Wynika z punktu (7).

Punkt (9). Wystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnej kostki P zbior a + P jest tez kostka oraz V" (a + P) = V"(P).
Ponadto kazdemu pokryciu kostkami P; zbioru Y odpowiada pokrycie a + P; zbioru a + Y, a kazdemu pokryciu
kostkami Q; zbioru a + Y odpowiada pokrycie —a + @Q); zbioru Y.

Punkt (10). Dla s = 0 rownosé jest oczywista. Dla s > 0 wystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnej kostki P zbior sP
jest tez kostka oraz V" (sP) = s"V"(P). Ponadto kazdemu pokryciu kostkami P; zbioru Y odpowiada pokrycie sP;
zbioru sY', a kazdemu pokryciu kostkami @); zbioru sY odpowiada pokrycie sile zbioru Y.

Punkty (11) i (12). Jezeli Y € £,, to mierzalnosé zbioréw a + Y i sY wynika z twierdzenia [I.7.8f Wzory
L'a+Y)=L"Y)1L"(sY)=s"L"(Y) wynikaja z punktow (9) i (10). O

Twierdzenie 1.7.8. Niech A C R"™. Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:

1. Ae £y;

2.Ve>03G e€topR": ACG, LG\ A) <e¢;

3. A= B\ C, gdzie B jest zbiorem typu G5 i L™"(C) = 0;
4. Ve>03F €cotopR": FC A, L"(A\F) <¢;

5. A= BUC, gdzie B jest zbiorem typu F, i L™"(C) =0;

6. A= BUC, gdzie B jest zbiorem o*—zwartynﬁ i LM(C) = 0.

57Zbiér B jest zbiorem o-zwartym, gdy jest przeliczalng sumg zbioréw zwartych.
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Dowdd. Implikacja (1) = (2). Ustalmy dowolne ¢ > 0. Poniewaz miara Lebesgue’a jest o-skoriczona (twierdze-
nie , to istnieja zbiory A; € £,, j € N, L"(4;) < +oo oraz A = [J7Z; Aj. Skoro Lg(4;) = L"(4;), to
korzystajac z definicji miary zewnetrznej Lebesgue’a stwierdzamy, ze istnieja zbiory otwarte G; O A; (G jest prze-
liczalng suma kostek otwartych) takie, ze £(G;) < L(A;) + 2777 Le. Niech G = Uj21 Gj € topR", wtedy A C G
oraz

G\ A= UGJ' \ UAJ' U G\ 4j)

1 w koncu
o0

LG\ A) <L UG-\A Z (G;\A4) < = <e

M

[\

Implikacja (2) = (3). Dla dowolnego j € N istnieje zbior G; € topR"™ taki, ze A C G; oraz L"(G; \ A) < %
Zdefiniujmy zbior B = ﬂ;’il Gj D A. Wtedy B jest zbiorem typu G4 i niech C = B\ A C G\ A. Dostajemy, ze
LY(C) < LG\ A) < 5, ezyli L(C) = 0.

Implikacja (3) = (1). Zbiory B,C € £,,, a wtedy A =B\ C € £,.

Implikacja (2) = (4). Jezeli A € £,, to A’ € £,. Ustalmy dowolne ¢ > 0. Z punktu (2) wnioskujemy, ze
istnieje zbior otwarty G taki, ze A" C G oraz L"(G\ A’) < eoraz G\ A’ = A\ G'. Niech F' = G, a wtedy F C A
1LY AN\F)=L"(G\A) <e.

Implikacja (4) = (5). Dla dowolnego j € N istnieje zbior F; € cotop R™ taki, ze A D F; oraz L*(A\ Fj) < 1
Zdefiniujmy zbiér B = U(;il F; ¢ A. Wtedy B jest zbiorem typu Fy i niech C = A\ B C A\ F}j. Dostajemy, ze
LM(C) < LA\ F)) < %, czyli £L"(C) = 0.

Implikacja (5) = (6). Wystarczy zauwazy¢, ze kazdy zbior domkniety jest o-zwarty.

Implikacja (6) = (1). Wystarczy zauwazy¢, ze przeliczalna suma zbior6w mierzalnych w sensie Lebesgue’a jest
mierzalna w sensie Lebesgue’a. O

Wnhniosek 1.7.9. Miara Lebesgue’a jest miara regularnﬂ tzn.

L"A) =inf {L"(U) : U € topR", A C U} (miara zewnetrznie regularna)
=sup {L"(K) : K — zbior zwarty, K C A} (miara wewnetrznie regularna).

Cwiczenie 1.7.10. Znalezé zbiér nieborelowski mierzalny w sensie Lebesgue’a.
Teraz podamy przyktad zbioru niemierzalnego.

Przyktad 1.7.11. (Zbiér Vitaleg(ﬂ). Istnieje zbior V' C R niemierzalny w sensie Lebesgue’aﬂ Na odcinku [0, 1]
zdefiniujmy relacje réwnowaznosci
r~y Srx—yeQ.

Niech V' bedzie zbiorem utworzonym z reprezentantéw klas abstrakeji [0, 1]/ ~, tzn.

(A€ [0,1]/ ~) = (#(ANV)=1).

Niech 7, bedzie ciagiem liczb wymiernych z odcinka [—1,1]. Zdefiniujmy V,, = r, + V. Wtedy zbiory V,, sa parami
rozlaczne, bo jezeli istnieje x € V,,NVyy,, to x = r,+a = rp+b, i dochodzimy do sprzecznoéci, gdyz a—b = r,, —r, € Q.
Ponadto [0,1] C J;2, Vi, C [—1,2], bojezeliz € [0,1], toz € [y] € [0,1]/ ~ oraz x € V}, gdzie 1, = x—y € QN[—1,1];
jezeli z € Vp, to 2 = ry + 2z, 7y € [—1,1], € [0,1], czyli z € [—1,2]. Zalozmy teraz, ze V € £, wtedy rowniez
V,, € £1. Poniewaz zbiory te sg ograniczone to £1(V) = £1(V;,) = ¢, n € N. Skoro [0,1] C (52, Vi, to ¢ > 0, a wtedy
LU, Vy) =320° | ¢ = 400, co jest niemozliwe skoro | J22, V;, C [—1,2].

n=1
Przyktad 1.7.12. (Zbior Cantor. Niech Cp = [0,1]. Z odcinka Cp usuwamy $rodkowy odcinek otwarty (3, 3)
i dostajemy zbior domkniety C;. Przypusémy, ze wyznaczyliSmy juz zbior C,, tak, ze jest suma 2" roztacznych
odcinkéw domknietych. Kazdy z 2" odcinkéw tworzacych ten zbiér dzielimy na 3 roztaczne odcinki réwnej dtugodci,

"Miare nazywamy regularng, gdy jest miara zewnetrznie regularna i wewnetrznie regularna.
8Giuseppe Vitali (1875-1932) — wloski matematyk.

W konstrukcji zostanie wykorzystany Aksjomat wyboru.

0Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) — niemiecki matematyk.
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z ktorych srodkowy odcinek jest otwarty, a odcinki skrajne sa domkniete. Usuwamy ze zbioru C, wszystkie srodkowe
odcinki otwarte. Precyzyjniej

1 2 1
C,=-C,1U < + 3Cn1> ,nm>1, Cy= [0, 1].

3 3
Zbiér
o0
C:=()Cn
n=1
nazywamy zbiorem Cantora. Zbiér Cantora jest mocy continuum, jest zwarty, doskonaly (nie ma punktow izolowa-

nych), nigdziegesty (wnetrze domkniecia jest puste) i ma miare Lebesgue’a zero (bo C,, D Cyyq oraz L1(C,) = (%)n)

1.8 Szczegobdlne wlasnosci miary Lebesgue’a

Miary Lebesgue’a nie mozna rozszerzy¢ na o-algebre, zawierajaca kostki domkniete i wicksza niz rodzina zbioréw
mierzalnych w sensie Lebesgue’a.

Twierdzenie 1.8.1. Niech MM bedzie o-algebrg w R™ zawierajacq kostki domkniete i takq, ze L™ oy jest miarg. Wtedy
MC L,

Dowdd. Skoro kostki domkniete sa zawarte w 901, to B(R™) C M. Niech Y € M i T C R". Wtedy z twierdzenia [1.7.7]
istnieje zbiér B D T typu Gs, taki ze L2(T) = L(B). Mamy

LATNY)+LUTNY' )< LUBNY)+LYBNY')=LM(BNY)+LY(BNY')=L"(B) =L}T),
co oznacza na mocy warunku ((1.6.2), ze Y € £,,. O

Miara Lebesgue’a jest jedyna miara okreslong na o-algebrze zbioré6w mierzalnych w sensie Lebesgue’a i taka, ze
miara kostki jest réwna jej objetosci.

Twierdzenie 1.8.2. Niech p bedzie miarg okreslong na o-algebrze £, i takq, ze dla dowolnej kostki domknietej
P C R™ mamy pw(P) = V™(P). Wtedy = L".

Dowdd. Niech A € £, iniech P}, j € N, bedzie ciagiem kostek domknietych takim, ze A C U;’il P;. Wtedy

[e.9] [e.9]

wA) <p | P <> um)=>vp),
Jj=1 J

7j=1 =1

i, przechodzac do infimum po wszystkich pokryciach, dostajemy u(A) < L"(A).

Teraz udowodnimy nieréwno$é przeciwng. Zaldézmy na poczatek, ze A € £, jest zbiorem ograniczonym, P D A,
gdzie P jest kostka domknieta. Mamy pu(P\ A) < L"(P\ A) < +oo, czyli u(P) — u(A) < L™(P) — L™(A), a stad
dostajemy L™"(A) < p(A).

Jezeli A € £, jest zbiorem nieograniczonym, to istnieja zbiory A1 = AN[—1,1]", A; = AN([—1 — 7,7 + 1]" \ [=4,4]).
j > 2, mierzalne, roztgczne, ograniczone i takie, ze A = U;i1 Aj. Mamy

o0 o0 o0 o0
A =n [ JA | =D mA) =>4y =cr [ [JA ] =LA O
j=1 j=1 j=1 j=1
Miara Lebesgue’a jest jedyna miarg borelowska niezmiennicza ze wzgledu na przesuniecia i taka, ze miara kostki
jednostkowej jest réwna 1.
Twierdzenie 1.8.3. Niech (R™, B(R™), u) bedzie przestrzeniq mierzalng z miarg. Jezeli spetnione sq warunki:
1. VAe BR")Va e R" : pla+ A) = p(A);
2. p([o,1)™) =1,

to p=L".
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Dowdd. Niech Py = [0,1)™ bedzie kostka jednostkowa, u(FPy) = L™*(Py) = 1.

1.9

Podzielmy kazdy bok kostki Py na k réwnych czesci, z ktérych kazdy jest odcinkiem lewostronnie domknietym
i prawostronnie otwartym. Dostaniemy wtedy podzial kostki Py na k™ roztgcznych jednakowych kostek P; =
a; +Qr, j=1,...,k", gdzie Q) = %Po. Mamy

o .
F'u@Qo) = p | Jaj+ Qi | =n@)=£" | Jaj+Qr | =k"L"(Q), (1.8.1)

j=1 j=1

czyli p(Qr) = L™(Q). Podobnie mozna wykaza¢, ze miary te sa réowne na kazdej kostce postaci a + %Pg
(k,1 € N), z tego wnioskujemy, ze p = L™ dla zbiorow otwartych.

7 réwnosci 1) dostajemy p(a + %P{)) = k™", a z tego wynika, ze miara p jest skoniczona dla zbioréow
borelowskich i ograniczonych. Teraz wezmy ograniczony zbior typu Gs postaci A = ﬂjoil Aj, gdzie zbiory A;
sa otwarte i ograniczone. Mamy

p(A) = lim p(A4;) = lim L"(A;) = L"(A).

j—00 j—00

Niech A bedzie zbiorem ograniczonym i borelowskim miary zero, wtedy z twierdzenia A C B, gdzie B
jest zbiorem ograniczonym typu Gs i £L(B) = 0. Wtedy u(A) < u(B) = L"(B) = 0.

Jezeli A jest zbiorem borelowskim i ograniczonym, to z twierdzenia [I.7.8 istnieja zbior ograniczony B typu Gs
i zawarty w nim zbior borelowski C' miary Lebesgue’a zero takie, ze A = B\ C. Wtedy

1(A) = B\ C) = u(B) — u(C) = L*(B) — L*(C) = L*(B\ C) = L"(A).
Jezeli A jest dowolnym zbiorem borelowskim, to AN (—j,j)" A A i z poprzedniego punktu mamy
p(A) = lim p(A4;) = lim L"(A;) = L"(A). O

j—00 Jj—00

Miara Hausdorffa

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna i niech p € [0, +00). Dla Y C X zdefiniujmy

hP(Y) = { Sfﬂr?rgﬂ)(diam(Y))pv ifg

gdzie I'(z) = fooo t*~le=t dt jest funkcjg gamma EulemEl
Funkcje (0,4+00) 2 # — P € (0, +00) przedtuzamy na [0, +0o] — [0, +00] w ten sposob, aby 0° = (+00)? =1,
0P =0, (+00)? = 400, p > 0.

Definicja 1.9.1. Liczbe

HE(Y) :=inf{ D WP(Y;):Y; CY,j eNY C |V, diam(Y;) <6
j=1 Jj=1

nazywamy p-tq d-aproksymantqg miary Hausdorﬁﬂ zbioru Y.

Zauwazmy, ze jesli 1 < da, to HgQ(Y) < ’Hf;l (Y) (pokry¢ o érednicach wickszych jest wiecej). Z tego wynika, ze
istnieje granica

: D —. p
i (V) = H2(Y).

Obserwacja 1.9.2. 1Y i HE sq miarami zewnetrznymi na X.

"Teonhard Euler (1707-1783) — szwajcarski matematyk i fizyk.
12Felix Hausdorff (1868-1942) — niemiecki matematyk.
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Dowdd. Wynika z obserwacji [1.6.5]

23

O]

Definicja 1.9.3. Niech ), oznacza o-algebre zbioré6w mierzalnych wzgledem p-miary zewnetrznej Hausdorffa HY.

Miare HE| 5, Dazywamy p-tq miarq Hausdorffa i oznaczamy HP.
Przyklad 1.9.4. H' jest miarg liczaca na X oraz $p = P(X).
Przyklad 1.9.5. Niech X = R?, wtedy

1. dla p = 3 miara H3 mierzy objetosci zbiorow;

2. dla p = 2 miara H? mierzy pole powierzchni;

3. dla p = 1 miara H!' mierzy dtugosci tukow;

4. dla p = 0 miara H° jest miara liczaca.
Obserwacja 1.9.6. W R" miary L™ i H" zgadzajg sie na zbiorach borelowskich.
Twierdzenie 1.9.7. 1. HP jest miarg zupelng.

2. HE jest miarg zewnetrzng metryczng.
B(X) C Hy.

Jezeli A C R™ jest zbiorem zwartym, to HP(A) < +o0.

SR IS

VY C X 3G C X,G — typu G5, Y C G : HE(Y) = HP(G).
6. HE jest miarg zewnetrzng reqularng.
7. Dla dowolnych Y C R™, a € R™ zachodzi HE(a +Y) = HE(Y).
8. Dla dowolnych Y € $p,, a € R" zachodzi a +Y € §, oraz HP(a +Y) = HP(Y).
9. Jezeli HP(A) < +o0 i s > p, to H*(A) =0.
Dowad. Jest analogiczny do dowodu twierdzenia

Liczbe
dimy (A) = inf{p > 0: HP(A) = 0} € [0, +o0]

nazywamy wymiarem Haussdorffa zbioru A. Mamy nastepujaca wlasnosé:

400, p < dimy/(A);
Ho(A) = { ce(0,00), p = dimp(A);
0, p > dimy/(A).

Twierdzenie 1.9.8. Niech A C X, HE(A) < +oo. Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:

1. A€ 9y,
2. A= B\ C, gdzie B jest zbiorem typu G5 i HP(C) = 0;
3. A= BUC, gdzie B € B(X) i H’(C) =0;

Dowdd. Jest analogiczny do dowodu twierdzenia [I.7.8]
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1.10 Twierdzenie o rozszerzaniu miary

Definicja 1.10.1. Funkcje o : A — [0, +00] okreslona na pewnej niepustej rodzinie zbioréw A C P(X) nazywamy
o-skoriczong, gdy istniejg zbiory A; € A, j € N takie, ze a(A;) < 400 oraz X = U‘;il Aj.
Twierdzenie 1.10.2 (Twierdzenie o rozszerzaniu miary). Niech A C P(X) bedzie pierscieniem zbioréw oraz niech
o = A — [0, +00] spetnia nastepujace warunki:

1. #0(0) =0;

2. jezeli Aj € A, jeN, AjNnAr,=0,j#k osz;ilAj €A, to

po | U A5 ] =D no(4)).
j=1 j=1

Wtedy istnieje miara p : o(A) — [0, 4+00] bedgca rozszerzeniem gy do o-algebry generowanej przez A, tzn. p|a = po.
Jezeli dodatkowo g jest o-skoniczona, to miara p jest wyznaczona jednoznacznie i jest rowniez o-skorczona.

Dowdd. Konstrukcja rozszerzenia.
Niech 7 bedzie klasa zbioréw majaca pokrycia przeliczalne zbiorami z pierscienia A. Zdefiniujmy

po(A) s=inf ¢ > po(A;): AC | JA;p, A€
j=1 j=1

Wtedy iy jest miara zewnetrzna na Z. Wykazemy, ze p; = po na A. Niech A € A, wtedy A jest pokryciem zbioru
A iz definicji pf mamy pi(A) < po(A). Aby udowodni¢ nier6wnosé przeciwng wezmy A € A iniech A; € A, j € N,
bedzie pokryciem przeliczalnym zbioru A, tzn. A C U;’il Aj. Zdefiniujmy nowe pokrycie B; € A, j € N:

j-1
By =AnNA, BJIAO (AJ\ UAk> CA]‘, j =2, (1101)
k=1

wtedy zbiory B; sa parami roztgczne oraz U;’il Bj = A. Mamy wtedy

[e.9]

po(A) =po [ U Bi | =D no(By) < no(A;)
j=1 Jj=1

Jj=1

biorac infimum po wszystkich pokryciach dostajemy fi0(A) < ug(A).
Teraz mozemy przeprowadzié konstrukcje Carathéodory’ego dla rodziny Z. Zbiér A nazwiemy mierzalnym, gdy
spelnia warunek

VB ET:ui(B) = 15(BNA) + (B A).

Zbiory mierzalne tworzg o-algebre 9, .
Wykazemy, ze pierscien A C M,,,, wtedy rozszerzenie g do M, D o(A) bedzie szukang miarg p.
Niech A € A, wtedy przypomnijmy, ze zbior A bedzie mierzalny, gdy spetniony bedzie warunek (1.6.2), tzn.

VB ET:ui(B) = ui(B 0 A)+ (B A).

Dla dowolnego pokrycia A; € A, j € N, zbioru B zdefiniujmy pokrycie B; € A dane wzorami (|1.10.1)), wtedy rodziny
B;jN A, Bj\ A sa pokryciami, odpowiednio zbiorow BN A i B\ A. Mamy

uo(BNA) + (BN A) =y | UBnA | +p5 ([ UBj\A
j=1 Jj=1

<> mo(BinA)+ ) puo(Bi\A) =Y po(By) <) po(4))
j=1 j=1 J=1

J=1
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i biorac infimum po wszystkich pokryciach A; dostajemy pg(B N A) + pi(B\ A) < p(B), czyli A € M.

Jedynos$é rozszerzenia.

Zalozmy, ze po jest o-skonczona i vy i v jej rozszerzeniami. Wtedy istnieja zbiory A; € A, j € N takie, ze
po(Aj) < +oooraz X = U?’;l Aj, bez straty ogoélnosci mozemy zalozy¢, ze A; jest ciggiem wstepujacym. Zdefiniujmy
rodziny zbioréw

Dj = {C S O'(A) : 1/1(0 N A]) = I/Q(Cﬂ AJ)}

Zauwazmy, ze

..ACD]',XEDJ';

D; jest klasa monotoniczng;

Dla ciaggéw wstepujacych wynika to z wlasnoséci miar, dla ciagéw zstepujacych wykorzystujemy dodatkowo
skoriczono$¢ miar tych zbioréw.

Jezeli C € Dj, to C' € Dj, bo
I/l(C/ N AJ) = Vl(Aj) — I/l(Cﬂ AJ) = VQ(Aj) — I/Q(C N AJ) = VQ(C, N Aj)

Jezeli E,F € Dj, to F C E iwtedy E\ F' € Dj, bo miary sa skoiiczone na D; oraz

Vl((E\F) ﬂAj) = yl(EﬂAj) — l/l(FﬂAj)
= I/Q(E N A]) — VQ(F N AJ) = Vg((E \ F) N A])

D; jest A-ukladem.
e 7 powyzszych punktow i twierdzenia |1.1.27) wynika, ze 0(A) D D; D A(A) = o(A).
Dla dowolnego B € o(A) mamy

[e.9] o0
B) = BnA;| =1 BnAj;) =1l BnAj) = BNA;| =wn(B
n(B) =mn LJ1 nA4; jggo’/l( NA4j) jggo’&( NAj) = LJl N4, va(B),
J= =

czyli 11 = vy na o(A). O
Obserwacja 1.10.3. 1. Warunek (2) w twierdzeniu jest rownowazny nastepujgcemu warunkowi:

00 oo
VBjEA,BjCBjJrl,jENZ LJlBjGA:>/10 LJlBj :jli%ug(Bj).
J= j=

2. Jezeli dodatkowo po(X) < +00, to warunek (2) w twierdzeniu|1.10.4 jest rownowazny nastepujgcemu warunkowi:

o o0
B; € A,B; > Bjy1,j €N: () B; B; | = lim po(B).
VBj €A B;jD Bj1,j €N ﬂl € A= o ﬂl j | = Jim po(B;)
J= J=

Dowdd. Punkt (1). Niech B; € A, j € N bedzie wstepujacym ciagiem zbiorow takim, ze U;‘;l Bj € A. Zdefiniujmy
zbiory
Ay =By, Ay = By \ Br—1, k> 2.

Wtedy zbory Ay, € A sa parami roztaczne, By, = Ay U--- U Ay oraz | J72, B; = U2, 4;. Mamy

k 00 00 00
po(Br) = po(A1 U U A) = > po(Ae) = > po(Ae) =po [ J A4 | =m0 | B
j=1 j=1

j=1 j=1
Niech teraz A; € A, j € N beda parami rozlaczne i takie, ze U]oil Aj € A. Zdefiniujmy zbiory By, = A1 U--- U Ay.
Wtedy Bj jest ciggiem wstepujacym i mamy

o0

9] k 00
> po(Ar) <> po(Ag) = po(Ar U=+ U AR) = po(Bi) = o | [ Bi | =m0 [ U 4
j=1 j=1 j=1 j=1

Punkt (2) dowodzi si¢ analogicznie. O
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1.11 Dystrybuanta

Definicja 1.11.1. Niech p: B(R) — [0, 1] bedzie miara probabilistyczna. Dystrybuantq miary p nazywamy funkcje
F:R — [0, 1] taka, ze
F(z) = p((—o0,2]), z € R.

Obserwacja 1.11.2. Niech F bedzie dystrybuantg miary p. Wtedy:
1. F jest funkcjg niemalejgcq;
2. F jest funkcjq prawostronnie ciggla;
3. limy oo F(x) =0 i limg 400 F(z) = 1.
Dowdd. Cwiczenie. O

Przyktad 1.11.3. Dystrybuantg miary u = %(50 + %(51 jest funkcja

0, =<0
Flz)=4 3, 0<z<I;
1, 1<z

Przyklad 1.11.4. Dystrybuanta miary p = £1|[0,1] jest funkcja

0, =<0
Flz)=<¢ z, 0<z<1;
1, 1<

Twierdzenie 1.11.5. Niech F' : R — R bedzie funkcja spetniajacqg warunki (1)-(3) z obserwacyi |[1.11.2,  Wtedy
istnieje doktadnie jedna miara probabilistyczna p taka, ze F' jest jej dystrybuantq.

Dowdd. Zdefiniujmy po((a,b]) = F(b) — F(a) i uo(0) = 0, przyjmijmy rowniez F(—oo) =01 F(+0c0) = 1. Niech

n
P ={(a,b]: —00 <a <b<+4oo}U{0} oraz A= UAj:neN,AjGP
j=1
Wtedy A jest pierScieniem zbioréw, a o przedtuza sie jednoznacznie na A, bo kazdy zbior z A jest skoriczong sumg
zbioréw roztacznych z rodziny P.
Poniewaz funkcja F' jest prawostronnie ciggta, to funkcja pg jest o-addytywna na pierscieniu A. Mamy réwniez
o(A)=B(R)iz twierdzenia dostajemy, ze ug przedtuza sie do jedynej miary borelowskiej p takiej, ze u = ug
na A i wtedy

o0

pl(—o0,z]) = p | | (—d,2] | < n((—4,2]) = po((=j,a]) = F(x) = F(=j) = F(x),j = oc.
Jj=lz]
Z tego wynika, ze F jest dystrybuanta miary pu. Dodatkowo punkt (3) daje nam pu(R) = 1, czyli p jest miarg
probabilistyczna. O

1.12 Roé6wnosé prawie wszedzie

Definicja 1.12.1. Niech (X, 9, 1) bedzie przestrzenia mierzalna z miara. Mowimy, ze pewna wlasnos¢ W zachodzi
p-prawie wszedzie (p-p.w.), gdy istnieje zbior Z € M, p(Z)=0 taki, ze wlasnos¢ W zachodzi na zbiorze X \ Z.

Obserwacja 1.12.2. Niech (X, 0, 1) bedzie przestrzeniq mierzalng z miarg zupetng.

1. Jezeli f,g: X = R, f € M(X,R) oraz f = g p-p.w., to g € M(X,R).

2. Jezeli f,fn: X =R, neN, f, € M(X,R) oraz lim, o0 fn = f p-p.w., to f € M(X,R).
Dowdd. Cwiczenie. O
Obserwacja 1.12.3. Niech (X, 9, 1) bedzie przestrzeniq mierzalng z miarg i niech f € M(X,R). Wtedy albo f jest
funkcja statg p-p.w. albo istnieje stata c taka, ze

p{reX: flx)y<e}) >0 oraz p({zreX: f(x)>c}) >0.

Dowdéd. Cwiczenie. O
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1.13 Zadania

Zadanie 1.13.1. Niech 9 bedzie o-algebra w R generowana przez wszystkie przedzialy postaci [2k, 2k + 3), gdzie
k € Z. Rozstrzygnadé, czy [1,+o0) € M.

Zadanie 1.13.2. Wyznaczy¢ o-algebre zbior6w generowang, przez rodzine

A ={{n,n+2019} : n € N} C P(N).
Zadanie 1.13.3. Niech A = {(n,n+1): n € Z} C P(R). Wykazad¢, ze jezeli A € o(A), to ANZ = albo Z C A.
Zadanie 1.13.4. Sprawdzi¢, czy [1,6] € o({[—1,4], [1,5]}) C P([-1,6]).

Zadanie 1.13.5. Niech X = {0,1,2} i niech f : X > 2 — 22 — 22 € R. Wypisa¢ wszystkie elementy o-algebry
{A € P(X):3B € BR),A = f1(B)} i rozstrzygnaé, czy funkcja X > x — x € R jest mierzalna wzgledem tej
o-algebry.

Zadanie 1.13.6. Niech (X, 01, 1) bedzie przestrzenia mierzalna z miara. Wykazaé, ze rodzina
N={AeM: pu(A)=01Iub u(4") =0}
jest o-algebra.
Zadanie 1.13.7. Wykazaé, ze rodzina zbioréw
M={ACR: Vz: (r€Ad < 1-—zcA)}
jest o-algebra. Zbada¢ mierzalnosé funkcji R 5 z +— sin(7wz) € R wzgledem o-algebry 9.
Zadanie 1.13.8. Czy istnieje o-algebra sktadajaca sie z przeliczalnej ilosci zbiorow?

Zadanie 1.13.9. Niech rodzina podzbioréw F bedzie mocy co najwyzej continuum. Wykazaé, ze o(F) jest mocy co
najwyzej continuum.

Zadanie 1.13.10. Rozwazmy rodziny podzbioréw R?:
A :{(—OO,JI] X (—OO,y] Ty € ]R}7
B ={[a,b] x [¢,d] : a,b,c,d € Rya < b,c<d}.
Rozstrzygnaé, czy ktoras z inkluzji o(A) C o(B), o(B) C 0(A) jest prawdziwa. Odpowiedz uzasadnic.

Zadanie 1.13.11. Niech f : R3 > (2,y,2) = (z — 3y + 22, z + 4y — 52) € R? i niech M bedzie o-algebra zlozong ze
zbioréw postaci f~1(A), gdzie A € B(R?). Sprawdzié¢, czy funkcja

g: (R3S M)3 (z,y,2) » z+y+ 2z € (R,BR))
jest mierzalna.

Zadanie 1.13.12. Rozstrzygnaé, czy funkcja [0,00) 3 = — [/x| € R jest mierzalna wzgledem o-algebry generowanej
przez przedzialy postaci [3n — 2,3n + 3), gdzie n € N,

Zadanie 1.13.13. Niech (X,91) bedzie przestrzenia mierzalna. Niech p : 9t — [0, 400] bedzie funkcja, taka ze
wu(0) = 0, p jest skonczenie addytywna i przeliczalnie subaddytywna. Pokaza¢, ze u jest miara.

Zadanie 1.13.14. Niech (X,9) bedzie przestrzenia mierzalna. Niech p : 9t — [0, +00] bedzie funkcja skonczona,
taka ze p(0) = 01 p jest skoriczenie addytywna. Pokaza¢, ze p jest miara wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
zstepujacego ciagu zbiorow A, N\, 0 zachodzi u(A,) N\, 0, n — oc.

Zadanie 1.13.15. Niech p, v beda miarami na przestrzeni mierzalnej (X,9) takimi, ze u(X) = v(X) < +oo.
Niech A bedzie m-ukladem generujacym 9 (tzn. o(A) = 9M). Wykazaé, ze jezeli dla dowolnego A € A zachodzi
u(A) = v(A), to p = v. Czy zalozenie dotyczace skoriczonosci obu miar jest konieczne?

Zadanie 1.13.16. Czy istnieje miara p na zbiorze wszystkich podzbiorow liczb naturalnych taka, ze u(2N) =
p(2N+1) =17
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Zadanie 1.13.17. Czy istnieje probabilistyczna miara borelowska p na R taka, ze

Vn e Ny p((n,00)) = (1 + i)nv

Zadanie 1.13.18. Czy istnieje niezerowa borelowska miara y na R? spelniajaca warunek
VEkleZ p(lk,o0) x [l,00)) = u([k +1,00) x [l +1,00)),
ktora jest
1. skoniczona?
2. o-skoniczona?
Zadanie 1.13.19. Czy istnieje niezerowa borelowska miara p na R spetniajaca warunek
VkeZ p(lk,k+1)) =k +1)7
ktora jest
1. skoriczona?
2. o-skonczona?

Zadanie 1.13.20. Niech 91 bedzie o-algebra podzbioréow przedziatu (1, 6] generowana przez przedzialty (2,6] i (3, 6].
Sprawdzié, czy funkcja

6
(1,632~ [] e R,
x
gdzie [a] oznacza czesé catkowita liczby rzeczywistej a, jest mierzalna wzgledem 1.

Zadanie 1.13.21. Niech P bedzie zbiorem zwartym w R™ o mierze £L"(P) = 10. Zdefiniujmy stozek o podstawie P
i wysokosci h > 0 jako
S ={(t,tx) e R"™ : ¢t € (0,h),z € P}.

Uzasadnié¢, ze stozek S jest mierzalny w sensie Lebesgue’a i obliczy¢ jego miare £7T1(S).

Zadanie 1.13.22. Pokaza¢, ze funkcja p* : P(R) — R okreslona wzorem

07 071¢A7
p(A) =<1 0e€Ail¢A,
1, 1€A

jest miara zewnetrzna. Z warunku Carathéodory’ego wyznaczy¢ o-algebre zbiordéw p* mierzalnych.

Zadanie 1.13.23. Sprawdzi¢, czy funkcja

o(A) = {Zup{|x| (2,y) € A}, ‘jiﬁ

jest miara zewnetrzna na R2. Jedli tak, sprawdzié, czy zbiory {(2013,0), (2014, 1)} oraz {(3,4)} sa ¢-mierzalne.

Zadanie 1.13.24. Definiujemy funkcje ¢ : P(NU{0}) — [0, +-00] w ten sposob, ze ¢(A) to liczba elementoéw zbioru
{k e NU{0} : AN {2k, 2k + 1} # 0}. Wykazaé, ze ¢ jest miara zewnetrzng oraz sprawdzi¢, czy zbiory

A=1{0,1,2,---,2019,2020}, B={2n,n e NU{0}}

spetniaja warunek Carathéodory’ego wzgledem .
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Zadanie 1.13.25. Dla zbiorow A € P(R) definiujemy funkcje

07 gdy A= @7
p(A) =41, gdy A jest zbiorem jednoelementowym,

2, gdy A ma co najmniej dwa elementy.

Pokazaé, ze ¢ jest miara zewnetrzna. Wyznaczy¢ o-algebre zbiorow speliajacych warunek Carathéodory’ego wzgle-
dem ¢.

Zadanie 1.13.26. Zalozmy, ze p jest miara zewnetrzna na zbiorze X, i zdefiniujmy v : 2% — [0, oo] wzorem

_ 0, gd M(A) =0,
WA%_{L g%MUD#O

Sprawdzié¢, ze v jest miarg zewnetrzng i wyznaczyé¢ o-algebre zbioréw spelniajacych warunek Carathéodory’ego
wzgledem v.

Zadanie 1.13.27. Pokaza¢, ze funkcja ¢ : P(Z) — [0, +00] okreslona wzorem

0 gdy A =0,

o ’sup{|n\:n€A}
P(A) = supfinfneatsis

1, gdy zbiér A jest nieskonczony

gdy zbiér A jest skoriczony,

jest miara zewnetrzna i wyznaczy¢ o-algebre zbioréw spetniajacych warunek Carathéodory’ego wzgledem v.
Zadanie 1.13.28. Niech i bedzie miara borelowska na R? taka, ze dla dowolnych a,b € Q spelniony jest warunek
(=00, a] x (—o0,b]) = e+

Obliczyé 1((0,1)%) oraz u([0,1]?).
Zadanie 1.13.29. Zalézmy, ze u jest taka miarg na o-algebrze borelowskich podzbiorow R?, ze

(z+y)®, gdy z+y>0,
0, gdy z+y <0,

p((=00, 2] X (—00,y]) = {
dla kazdego (x,y) € R?. Obliczy¢ u([1,2] x [3,4]).
Zadanie 1.13.30. Niech p bedzie taka miara na (R, B(R)), ze
1 ((a,0)) =3°—3% dla a,beQ, a<b.
Oblicayé ju((v/2, +50)), (2, V3]) oraz p((—o0, —v/2))
Zadanie 1.13.31. Dla dowolnego A C N okre$lmy

b(A) = 1f£ 4 edy A jest zbiorem skoriczonym,
1 gdy A jest zbiorem nieskonczonym.

Pokazaé, ze ¢ jest miarg zewnetrzng i wyznaczy¢ rodzine wszystkich zbioréw mierzalnych w sensie Carathédory’ego
wzgledem tej miary zewnetrznej.

Zadanie 1.13.32. Niech X # (). Okredlmy

0, gdy A=10,

ng:P(X)BAr—){l’ ady A 0.

Czy funkcja ¢ jest miara zewnetrzng na X7 Jesli tak, to wyznaczyé zbiory mierzalne w sensie Caratheodory’ego
wzgledem ¢.
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Zadanie 1.13.33. Pokazac, ze funkcja:
w*:P(R) > A sup{|z|,z € A} € [0, +00]

jest miara zewnetrzna (przyjmujemy sup () = 0). Z warunku Carathéodory’ego wyznaczy¢ rodzine zbioréw mierzal-
nych wzgledem p*.

Zadanie 1.13.34. Niech (X,9) bedzie przestrzenia mierzalna a p, v beda miarami na 9. Zdefiniujmy dla A € 9

sup(, v)(A) = sup {1 (B) + ja(A\ B) : B €M B C A},
inf(u, v)(A) :=inf {u1(B) + p2(A\ B): BeIM,B C A}.

Wykazaé, ze 1 1 v sa miarami.

Zadanie 1.13.35. Niech p bedzie miara skoriczona na (X,9%). Niech zbior C' € 9 bedzie taki, ze u(X) = u(C).
Czy jest prawda, ze u(A) = u(ANC) dla dowolnego A € M?

Zadanie 1.13.36. Niech (X, 9) bedzie przestrzenia mierzalna, a f,, : X — R ciggiem funkcji mierzalnych. Wykazac,
ze zbiorem mierzalnym jest zbior tych x € X dla ktorych ciag (f,(x))22, jest rosnacy.

Zadanie 1.13.37. Niech 9 bedzie o-algebra podzbiorow [0, 1] taka, ze
Va € [0,1] : {z} € M.
Niech p bedzie taka miara skotriczona na powyzszej o-algebrze, ze

Va,y € [0,1] : p({z}) = p({y})
Pokaza¢, ze u(Q N [0,1]) = 0.

Zadanie 1.13.38. Rozwazmy nieprzeliczalny zbior X z o-algebra jego podzbiorow, ktore sa co najwyzej przeliczalne
lub maja co najwyzej przeliczalne dopelnienie i zatézmy, ze f : X — R jest funkcjg mierzalng. Udowodnié, ze istnieje
podzbior Y zbioru X, taki ze X \ Y jest zbiorem przeliczalnym i f|Y jest funkcja stala.

Zadanie 1.13.39. Niech f : R — R jest klasy C'. Wykazaé, ze jezeli A C R jest zbiorem miary Lebesgue’a zero, to
f(A) jest tez zbiorem miary Lebesgue’a zero.

Zadanie 1.13.40. Niech (X, 9, 1) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Wykazaé, ze dla dowolnych Ay, ..., A, € M
takich, ze > 0_; u(Aj) > n — 1, zachodzi (ﬂ?zl Aj> > 0.

Zadanie 1.13.41. (X,9, u) niech bedzie przestrzenia mierzalna z miara skonczona. Wykazaé, ze dla dowolnych
zbiorow Aq,..., A, € M zachodzi

K UAJ :Z(_l)k—H Z N(Ajl ﬂ"'ﬁA]'k)-
j=1

k=1 1<j1<...jp<n

Zadanie 1.13.42. Niech A;,..., A, C [0, 1] beda zbiorami borelowskimi takimi, ze kazdy = nalezy do przynajmniej
k zbioréw. Pokazaé, ze istnieje takie m € {1,...,n} takie, ze L1(A,,) > %

Zadanie 1.13.43. Niech (X, ) bedzie przestrzenia mierzalna z miara. Wykazaé, ze dla dowolnych zbiorow
A; €M, j € N takich, ze p(A; N Ag) =0, j # k, zachodzi

p U | =D n).
j=1 j=1



Rozdzial 2

Teoria calki

2.1 Calka Lebesgue’a

Definicja 2.1.1. Niech (X,) bedzie przestrzenia mierzalna. Oznaczmy przez M1 (X) = M™T(X, [0, +00]) zbior
nieujemnych funkcji mierzalnych. Zdefiniujmy zbior nieujemnych funkcji prostych mierzalnych (ew. funkcji schodko-
wych)

ME(X) = {f e MT(X): #f(X) < +o0}.

Jezeli f € MJ(X), to istnieja ay,...,an € [0,400] takie, ze f(X) = {ay,...,an}. Zdefiniujmy zbiory rozlaczne
Aj={ze X : f(z)=q;}, j=1,...,N i zauwazmy, ze

N
=Y ajxa, (2.1.1)
j=1

Rownosé (2.1.1) nazywamy rozktadem kanonicznym funkcji prostej.

Obserwacja 2.1.2. Niech (X,9N) bedzie przestrzeniq mierzalng. Niech f = Z;VZ1 ajxa,, gdzie A; = {x € X :
f(x) =a;}, j=1,...,N. Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:

1. f e MJ(X);

2. A€M, j=1,...,N.
Dowdd. Cwiczenie. O

Przypomnijmy teraz definicje funkcji ,czesé catkowita” [-]: R — R

[] =sup{k € Z: k <z}, [~o0] = —00, [+00] = +00.
Dla dowolnej funkcji f : X — R zdefiniujmy ciag funkcji s,,:
sn(z) = min (n, 27" [2" f1(z)]) — min (n, 27" 2" f_(2)]), z € X,n € N.

Twierdzenie 2.1.3. Niech (X,9) bedzie przestrzeniq mierzalng i niech f € M(X,R). Wtedy

1. sy jest ciggiem funkcji prostych mierzalnych;

2. sp — f punktowo, n — 0o;

3. jezeli f >0, to s, > 0;

4. jezeli f >0, to s, jest ciggiem rosngcym;

5. jezeli funkcja f jest ograniczona, to s, = f jednostajnie, n — oco.

31
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Dowdd. Punkt (1). Wynika z wlasnosci funkeji mierzalnych.
Punkt (2). Niech f = fi — f_ bedzie rozkladem funkcji f. Wtedy f4, f— > 0, a wiec wystarczy pokaza¢ zbieznosé
punktowa dla funkcji nieujemnych. Zauwazmy, ze

0<2"f(x) —[2"f(2)] <1, gdy f(x) < 400,

a wtedy
0< f(x)—2""[2"f(x)] < 27", gdy f(x) < +oc. (2.1.2)

Zauwazmy, ze gdy f(z) = 400, to s,(x) =n — +o0.
Punkt (3) jest oczywisty.
Punkt (4). Zauwazmy, ze [2"F! f(x)] > 2[2"f(z)], z czego wynika, ze

27 2" (@) > 272" f(w)]

i wtedy sp+1 > Sn.

Punkt (5) wynika z nieré6wnosci (2.1.2)). O

Definicja 2.1.4. Niech (X,90, 1) bedzie przestrzenia mierzalng z miara i f € M (X) bedzie funkcja prosta mie-
rzalng o rozktadzie kanonicznym f = Z;V:1 ajxa;. Catkq z funkcji f wzgledem miary p nazywamy liczbe

N
[ £dn=3 aniay)
X =

Uwaga: przyjmujemy zawsze, ze 0 - (+00) = 0.

Obserwacja 2.1.5. Niech (X,9, p) bedzie przestrzeniq mierzalng z miarg i f € Mg(X), c>01BeM. Wiedy

/(f+c><3)du=/ f du+ cu(B).
X X

W szczegolnosci z tego wynika, ze definicja catki z funkeji prostej podana w definicji[2.-1-]] nie zalezy od jej reprezentacyi,
tzn.
- N M N M
jezeli f =Y ajxa, =Y bjxn;, to Y aju(A;) = biu(B;)
j=1 j=1 j=1 j=1

Dowadd. Niech f = Zj\[: 1a5X4A; bedzie rozkladem kanonicznym funkeji prostej mierzalnej f. Wtedy

Mz

1(A; N B) —|—ZajuA NnB')
J=1 j=1

/(f+CXB dp =

X

[
M=

N
aj(u(A; N B+ u(A; N B') —l—Zc,u
7=1

<.
I
—

I
.MZ

() + cu(B) = [ Fdu+ cu(B).
1 X

<
Il

Pozostala cze$¢ mozna otrzymaé stosujac zasade indukcji matematyczne;j. O

Obserwacja 2.1.6 (Wtasnosci calki z funkcji prostych). Niech (X,90, u) bedzie przestrzeniq mierzalng z miarg
i f,g€ MJ(X), a>0. Wtedy

1. fXafdu:anfdu;
2. [x(f+9)du= [y fdu+ [y gdu;
8. jezeli f < g, to [y fdu < [ gdu;

4. jezeli [y fdp =0, to p({x € X : f(x) >0}) =0, tan. f=0 p-p.w.;
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5. jezeli [y fdu < 400, to p({x € X : f(x) = +o00}) =0, tzn. funkcja f jest skoriczona p-p.w.

Dowdd. Punkt (1). Dla a = 0 rownosé jest oczywista. Przyjmijmy, ze a > 0 i zauwazmy, ze jezeli f = Zjvzl ajXA;

bedzie rozkltadem kanonicznym funkcji prostej mierzalnej f, to af = Z;V: 1aa;Xx4A; 1 wtedy

N
/afdu Zaa],u —aZaj,u(Aj):a/ fdu.
j=1 X

Punkt (2). Jezeli f = Zjvzl ajxa; jest rozktadem kanonicznym funkcji prostej mierzalnej f i jezeli g = Zf\il bix B, jest
rozktadem kanonicznym funkcji prostej mierzalnej g, to ich suma jest tez funkcja prosta o rozktadzie (niekoniecznie
kanonicznym)

M N
FHg=> (a;+b)xana,.

i=1 j=1
Zauwazmy, ze
N M
U A N B = B, oraz U(A] N Bl) = Aj,
j=1 i=1

oraz zbiory w kazdej z sum powyzej sa parami roztaczne i wtedy

N M
> AN By) = u(Bi) oraz Yy pu(A; N Bi) = p(A4;).
j=1 i=1
Z obserwacji [2.1.5] dostajemy
M N
/f—l—gdu ZZ%—HJ (Aj N By)
X =1 j=1
N M M N
:ZGJZ”A N B;) sz (A; N B;)
j=1 =1 =1 j=1
N
= a;u(4;) +Zbiu(3¢) =/ fdu+/ gdp.
j=1 i=1 X X

Punkt (3). Jezeli funkcja f € M{(X), to catka [y fdp > 0. Zauwazmy, ze g = f + (g — f) oraz g — f € M{(X).

Wtedy
/nguZ/dequ/X(g—f)dug/deu'

Punkt (4). Zalozmy, ze f = Zj\le ajxa; jest rozktadem kanonicznym funkcji prostej mierzalnej f. Gdyby u({z €
X : f(xz) > 0}) > 0, to istnialaby liczba a; > 0 taka, ze p(A;) > 0, a wtedy

[ fdn=ranay >0

co prowadzi do sprzecznosci.
Punkt (5). Gdyby pu({z € X : f(x) = +00}) = a > 0, to wtedy catka

/X Fdu=+ (+oo)u({z € X : f(z) = +50}) > a(+00) = +00

co prowadzi do sprzecznosci. O
Twierdzenie 2.1.7. Niech (X,0M, p) bedzie przestrzeniq mierzalng z miarg.
1. Jezeli fo, f € MJ(X), n €N, f, S f, n— 00, to

lim fndu = / fdu.
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2. Jezeli fn,gn € M0+(X); neN, fo /f, g0/ f, n— 00, to

lim [ fpdp = lim 9 dp.

n—oo X

Dowdd. Punkt (1). Z obserwacji wynika, ze ciag [y fn dp jest rosnacy, wiee istnieje granica limy, oo [ fr dp.
Wykazemy, ze jest ona rowna [  Jdu. Niech f = Z;VZI ajx4; bedzie rozkladem kanonicznym. Ustalmy dowolne
e € (0,1).

Niech A;, = {z € A; : fu(z) > ea;}. Poniewaz lim, oo frn = f, to Up— 1 Ajn = Aj. Zauwazmy, ze zbiory

A sa mierzalne, Aj, C Ajn41, bo clag f, jest rosnacy, a z tego otrzymujemy lim, o pt(A;n) = p(A;). Niech
N . :
gn =D j—1€ajX4a,,. Poniewaz g, < f, < f, to

N
€Zajﬂ(f4j,n)=/ gnduﬁ/ fndué/ fdp.
J=1 X X X

Przechodzac z n — oo dostajemy

N
> aju(A, :e/ fdp < nm/fndus/fdu,
Sty e [ sas o [ s [

a przy € — 1 dostajemy teze.
Punkt (2). Niech f,, 9, € MJ(X),n €N, fo, /M f, gn S f, n— 00, f € MT(X). Ustalmy m € N i zdefiniujmy
hy, = min(fn, gm). Wtedy hy,  gm 1z punktu (1) dostajemy lim,, o fX hp du = fX gm dp. Poniewaz h, < fn, to

Jx Pndp < [ frdp i mamy
/gmd,u: lim/hnd,ug lim/fnd,u.

W koricu limy, o0 [y gm dpp < limysoo [ fr dp. Odwracajac rolami funkcje gy, i f,, otrzymujemy rownosc. O

Definicja 2.1.8. Niech (X, 9, u) bedzie przestrzeniag mierzalng z miarg i f € M™(X). Wezmy rosnacy ciag funkcji
prostych mierzalnych f, € /\/lar (X)) zbieznych punktowo do f i zdefiniujmy catke z funkcji f jako

/fd,u:: lim/fnd,u.
X n— o0 X

Twierdzenie m gwarantuje, ze definicja jest poprawna (tzn. definicja calki nie zalezy od wyboru ciagu
aproksymacyjnego) i pokrywa sie z definicja calki dla funkcji prostych (definicja [2.1.4)).

Cwiczenie 2.1.9. Catka z funkcji f € MT(X) moze by¢ zdefiniowana réwniez w nastepujacy (rownowazny) sposob

/fdM:SUP{/ gdu:geM(T(X),géf}-
X X

Obserwacja 2.1.10 (Wlasnosci catki z funkeji nieujemnych). Niech (X,9, 1) bedzie przestrzeniq mierzalng z miarg
i f,ge MT(X), a>0. Wtedy

1. [yafdp=a [y fdu;

2 [x(f+g)du= [x fdu+ [ygdu;

3. jezeli f < g, to fod,u < fngu;

4. jezeli [ fdp =0, to p({x € X : f(x) >0}) =0, tzn. f=0 p-p.w.;

5. jezeli [ fdu < +oo, to p({r € X : f(x) =4o0}) =0, tzn. funkcja [ jest skoriczona p-p.w.

Dowdd. Punkt (1). Jezeli f, € MJ(X), fo /' f, n— 00, to af, € MZ(X), afn / af, n — oo i wtedy dostajemy

/afd,u: lim/afndu:alim/fnduza/ fdu.
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Punkt (2) Jezeli fr,gn € M(J]F(X)a o/ fogn /g, — 00, to fr+gn € M(J]F(X) oraz fn +gn S f+g, n— o0
i wtedy otrzymujemy

[roan=tim [ (htgdi=tim [ godus im [ godu= [ sau+ [ gan

Punkt (3). Jezeli f > 0, to istnieje ciag rosnacy funkcji dodatnich prostych i mierzalnych f, * f, n — oco. Skoro
Jx fndp >0, to [y fdu > 0. Mamy rowniez g = f + (g — f) oraz g — f € MT(X) i wtedy

/ng#:/xfd,u—l-/X(g—f)duz/delu'

Punkt (4). Niech B = {z € X : f(z) > 0} i B=U}2, By, gdzie B; = {:U eX: f(x)> %} Poniewaz f > %XBj? to

[ 1 ,
0<u(B) =i [ Sxmdu<i [ fau=o
xJ X
i wtedy dostajemy p(B) = lim;_ p(B;) = 0.
Punkt (5). Niech B = {z € X : f(z) = +o0}. Poniewaz f > nxp, to

1 1
OSM(B)Zn/XnXBjduén/deM%O, n — 0o

i wtedy otrzymujemy pu(B) = 0. O

Definicja 2.1.11. Niech f € MT(X), B € M, to catkq z funkcji f na zbiorze B nazywamy liczbe

_ [ JsflBduls), B#0;
/de“_{dB R

Obserwacja 2.1.12. Jezeli f € MT(X), Be M, to

/deu—/XfXBdu-

Dowdd. Réwnosé jest prawdziwa dla B = ). Zaloézmy teraz, ze B # 0 i f € MJ(X) ma rozklad kanoniczny
f = Zjvzl anAja Wtedy

N
fls = Z ajxa;nB,B - funkcja okreslona tylko na zbiorze B,
j=1
N
fxBx = Z ajxa;np,x - funkcja okreslona na calym zbiorze X.
j=1

Funkcje f|p i fxB,x to funkcje proste i mamy wtedy

/ Xa;nB,B dplp = p(B N A;) = / XA;0B,X djt.
B B

Mnozac przez state i sumujac, dostajemy teze dla funkcji prostych mierzalnych. Dla dowolnego f € M™(X) istnieje
ciag rosnacy funkcji prostych f,, 7 f, wtedy fulp  flB: faXB ./ fXB 1 otrzymujemy

/fdMZ/f\Bdule 1im/fn|Bde= lim / anBduz/ e 0

Twierdzenie 2.1.13. Niech (X, 9, p) bedzie przestrzeniq mierzalng z miarg i f € MT(X).
1. Catka jest funkcjg monotoniczng zbioru, tzn. dla dowolnych B1, Bs € 9N, B1 C By zachodzi fB1 fdu < f32 fdu.

2. Catka jest funkcjq addytywng zbioru, tzn. dla dowolnych By,By € M, Bi N By = 0, By U Bs = X zachodzi
fBlfd,u'i'fBQfd,u:f)(fd,u'



ROZDZIAL 2. TEORIA CALKI 36

Dowdd. Punkt (1). Wystarczy zauwazy¢, ze fxp, < fxp, 1 wtedy teza wynika z twierdzenia[2.1.10/i obserwacji[2.1.12
Punkt (2). Wystarczy zauwazy¢, ze f = fxp, + fxB, 1 wtedy teza wynika z twierdzenia|2.1.10|i obserwacji|2.1.12

Twierdzenie 2.1.14. Niech (X, M, p) bedzie przestrzeniq mierzalng z miarg.
1. Jezeli f e MT(X)iBeM, w(B)=0, to [y fdu= fX\de,u.

2. Jezeli f,g € MT(X) i f =g u-p.w., to fxfd/‘ = fng,u,

Dowdd. Punkt (1). Na poczatek zauwazmy, ze jezeli B € 9, u(B) = 0, to u|p = 0 i z definicji [2.1.11] dostajemy
Jg fdu= [ flpdu|lp =0. Z twierdzenia [2.1.13| otrzymujemy

/)(fdu=/)(\3fdu+/3fdﬂ=/)(\3fdu-

Punkt (2). Jezeli f = g p-p.w., to zbior B ={x € X : f(x) # g(x)} jest miary zero i wtedy z punktu (1) dostajemy

/fmz fmz/ g@z/gw. O
X X\B X\B X

Definicja 2.1.15. Niech (X,9%, 1) bedzie przestrzenia mierzalna z miara. Mowimy, ze funkcja f € M(X) jest
catkowalna, gdy

/ |fldu < 400, lub rownowaznie / f+dp < 400, / fodp < 4oo.
X X X

Zbioér funkcji calkowalnych wzgledem miary p oznaczamy L'(X,p) (lub krocej L'(X)). Dla funkcji f € LY(X, p)

definiujemy catke
/fdu:—/ f+du—/ f-dp.
X b'e X

Obserwacja 2.1.16 (Wtasnosci catki). Niech (X, u) bedzie przestrzeniq mierzalng z miarg i f,g € LY(X, u),
a € R. Wtedy

~

|fI < 400 p-p.w.;

2. af € LN(X, i) oraz Jxafdu=a [y fdu;

3. f+ge LNX,p) oraz [{(f+9)du= [y fdu+ [ gdu;
4. jezeli f < g, to [ fdu< [y gdu;

5. jezeli [y |fldu =0, to f =0 p-p.w.;

6. |[x fdu| < [x|fldn.

Dowdd. Punkt (1). Skoro [y frdu < 400, [y f-du < 400, to z obserwacji [2.1.10 dostajemy pu({z € X : fi(x) =
+o0}) =01 pu{x € X : f_(z) = +o0}) = 0, z czego wynika, ze p({z € X : |f(z)] = +o0}) = 0, czyli |f] < 400

L. W.
Punkt (2). Dla a = 0 r6wnos¢ jest oczywista. Dla a > 0 zachodzi (af)+ = af+, (af)- = af- 1 wtedy

/Xafdu:/xahd#—/af—du—a(/ J+dp— /f—du>—a/ [ dp.

Dla a < 0 dowdd jest analogiczny, zauwazmy tylko, ze w tej sytuacji (af)+ = —af—, (af)- = —af;.
Punkt (3). Z nieréwnosci trojkata dostajemy |f + g| < |f| + |g] i wtedy

/Wf+mdus/Wﬂdu+/Wmdﬂ<+m,
X X X

czyli f+¢g € LY(X,p). Niech B = {z € X : |f(x)] = +o0 lub |g(z)| = +oc}. Wtedy z punktu (1) wynika, ze
u(B) =0, bo fig sa catkowalne. Na zbiorze X \ B zachodzi

f+9)+—(f+9)-=f+g=+—f)+ g+ —9-),
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a wtedy
(f+9++f-+9-=(+9)-+ [+ +9+

Calkujac powyzsza rownosé i porzadkujac otrzymane catki dostajemy teze.
Punkt (4). Jezeli f < g, to fy < g4 oraz g— < f_ a wtedy

| tan= [ fen- [ pans [ gedu- [ gdu= [ gan

Punkt (5). Jezeli [y |fldp= [y f+dp+ [y [-du=0,to [y fydu= [y f-du=0. Z obserwacji [2.1.10| dostajemy
f+=01f_ =0 p-pw., idlatego f = fy — f- =0 p-p.w.
Punkt (6). Zauwazmy, ze —|f| < f < |f| i korzystajac z punktu (4) dostajemy teze. O

Przyktad 2.1.17. Niech (N, P(N), u) bedzie przestrzenia mierzalna z miara liczaca i niech f : N — R bedzie dowolna
funkcja. Wtedy f € LY(N, p) wtedy i tylko wtedy, gdy szereg > oo ; f(n) jest zbiezny bezwzglednie. Jezeli warunki

te sg spelnione to
[ 5an=3 s,
n=1

Obserwacja 2.1.18. Niech (X,0M, u) bedzie przestrzeniq mierzalng z miarg, f € LY (X, pu) i g € M(X) takie, Ze
f=g p-pw Wtedy g€ L'(X, ) oraz Jx fdu= [y gdp.

Dowdd. Zdefiniujmy A = {z € X : f(x) # g(x)}, wtedy u(A) = 0 oraz

/ lglduz/ \gldﬂz/ Fldu < +oc,
X X\A X\A

czyli g € LY (X, ). Ponadto fi = g., f- = g_ na zbiorze X \ A i wtedy

/fduz/f+du—/fdu=/ f+du—/ f-dy

X X X X\A X\A

=/ g+dﬂ—/ gd#z/ g+dﬂ—/ gdu=/ gdp.
X\A X\A X X X

Obserwacja 2.1.19. Niech (X, 9, 1) bedzie przestrzeniq mierzalng z miarg, f € LY (X, u). Jezeli dla dowolnego
AeMmamy [, fdu=0,to f=0 p-p.w.

O

Dowdd. Niech Ay = {x € X : f(x) >0}1A_ ={x € X : f(x) <0}, wtedy f = fy+ i f- = 0 na zbiorze A4 oraz
f=—f—, f+ =0 na zbiorze A_. Otrzymujemy

0= [ fdu=[ Fedu= [ fedu =1 =0 p-paws
Al Al X

0= [ fdu= f_duz/f_du:f_zo,u—p.w.,
A_ A_ X

a wtedy f =0 u-p.w. O

Twierdzenie 2.1.20 (Twierdzenie o wartosci sredniej). Niech (A, B(A), n) bedzie przestrzeniq mierzalng z miarg,
gdzie A C R"™ jest zbiorem zwartym i spdjnym oraz u(A) € (0,00). Jezeli f: A — R jest funkcjq ciggla, to istnieje

punkt a € A taki, Ze
1
fla :/fd,u.
W=/,

Dowod. 7 twierdzenia Weierstrassaﬂ istnieja punkty z1,z2 € A takie, ze dla dowolnego x € A zachodzi f(z1) <
f(x) < f(z2). Wtedy

f(an)u(A) = /A flay) dp < /A fu < /A f(a2)dp = f(z2)u(A),

'Karl Weierstrass (1815-1897) — niemiecki matematyk.
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czyli
1
fa) < 5 /A Jdp < (o).

Funkcja f jest ciagla na zbiorze spojnym, wiec z wlasnosci DarbouxEl istnieje punkt a € A taki, ze

lA)/Afd,u. O

Twierdzenie 2.1.21. Niech (X, 9, 1) bedzie przestrzeniq mierzalng z miarg, f € LY (X, p). Wtedy

/Afdu‘ < e

Dowdd. 7 obserwacji mamy }fAfd,u‘ < Ju|fldp, z czego wynika, ze wystarczy wykazaé teze dla funkcji
nieujemnych. Ustalmy dowolng liczbe ¢ > 0. Istnieje cigg funkcji prostych mierzalnych f, 7 f. Wtedy istnieje
n € N takie, ze [y fdp — [y fndp < §. Ponadto mozemy zalozy¢, ze funkcja f, jest ograniczona, tzn. istnieje
M > 0 takie, ze f, < M. Teraz wezmy 6 = 55 i dowolny zbior A € 9 o mierze u(A) < J, a wtedy

Ve>036>0VAeM: pu(Ad) <=

[ rau= [ (¢ = fodu [ fadn< 5o [ M= 50— N

2.2 'Twierdzenia graniczne

W calym podrozdziale bedziemy zaktadaé, ze (X, 01, 1) jest przestrzenia mierzalna z miara.
Twierdzenie 2.2.1. Jezeli f, € M1 (X), n € N, jest ciggiem rosngcym fn, / f u-p.w., to f € MT(X) oraz

lim fn dp = / fdu.
X

n—oo

Dowdd. 7 obserwacji |1.12.2) wynika, ze f € MT(X ) Zauwazmy, ze funkcje f, f, mozna poprawié¢ na zbiorze miary
zero (np. definiujac tam f = f,, = 0) tak, aby zbieznos¢ zachodzita na calym X i wartosci calek nie ulegna zmianie.
Dla dowolnego n € N istnieje ciag f¥ € M (X), k € N, taki, ze f& 7 fo, k — oo, tzn.,
0<fAI<fi<<f<-<h
0<fy<fE<- - <fp< < fo
0< fa<fai<-<fo<-<fu
0< fap S i <o < S <o < s
Zdefiniujmy nowe funkcje g, = max(f,..., f), a wtedy g, € M (X) oraz

gn = max(ff, ..., fm) <max(f, . ) <max(F L L D) = g

Wykazemy teraz, ze g, — f, gdy n — oo. Ciag g, jest rosnacy, wiec ma granice lim, o0 g = g. Poniewaz

gn = maX(f?w--yfﬁ) < max(fl,... 7fn) = fnv
g f. Przypuscmy dla dowodu nie wprost, ze g( ) < f(x) dla pewnego z € X. Wtedy istnieje ng takie, ze
> g(x) i dalej istnieje mg : mg > ng takie, ze > g(x). 7 tego wynika, ze
no”
9(x) = gmo (x) = [’ (x) > g(x)

i otrzymali$my sprzecznosé.
Zauwazmy, ze g, < f, < f i po scatkowaniu otrzymujemy

/Xgndué/xfnd/JS/deﬂ.

Z definicji calki [ x ndp — / « [ du, bo gn jest rosngcym ciggiem funkcji prostych mierzalnych, ostatecznie mamy
lim,,— o0 fX fndu = fodu. ]
2Jean Darboux (1842-1917) — francuski matematyk.
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Twierdzenie 2.2.2. Szereg funkcji nieujemnych mierzalnych mozna catkowaé wyraz po wyrazie, tzn. jezeli f, €

MF(X), neN, to
/}((ZH) du:;/xfndu.

Dowdd. Wynika z twierdzenia [2.2.1) wystarczy przyjac gn = fi+--+ fn /g =D poy [n- O

Twierdzenie 2.2.3. Jezeli f, € M(X), n €N, fu, \, f p-p.w. i [ frdp < +oo, to

hm/fndu /fdu

Dowad. Jezeli fX fidy = —o0, to fX fndu < fX fidu = —o0 1 wtedy

n—o0

lim fnd,u:—oo:/ fdp.
X X

Teraz zalozmy, ze fX f1dp € R. Zdefiniujmy nowe funkcje g, = f1 — fr € MT(X). Wtedy g, g := f1 — f p-p.-w.
Z twierdzenia [2.2.1] mamy

[ tvdn= [ ran= [ gdn= 1t [ godu= [ frau-tm [ ods

Poniewaz calka [y fidpy jest skoniczona, to limy, oo [ frndp = [ fdp. O
Przy badaniu zbieznosci catek z funkcji mierzalnych bardzo wazna role odgrywa Lemat FatOLﬂ

Lemat 2.2.4 (Lemat Fatou). Jezeli f, € M1(X), n €N, to

n—

/ liminf f, du < hm mf/ fndp.
X o

Dowdd. Zdefiniujmy funkcje g, = inf>y, fi, wtedy gn  liminf,, o fy oraz g, < f,. Na podstawie twierdzenia[2.2.1]
otrzymujemy

liminf f, du = lim/gnd zliminf/ gnd gliminf/ frndu. O

n—oo

Przyktad 2.2.5. Niech f, = x[n+1) € MT(R, LY. Wtedy lim, 00 f = 0 i w lemacie Fatou mamy silng nieréw-
noé¢é, gdyz fX fodlt =1.

Twierdzenie 2.2.6 (Twierdzenie Lebesgue’a). Niech f, : X — R, f, € M(X,p), g: X — [0,+00], g € L' (X, p)
i|ful < g p-p.w. Wtedy funkcje fn, iminf, o fpn, limsup,,_, . fn sa catkowalne oraz

/ liminf f, du < hm mf/ fndp <lim sup/ fndu < / limsup f, dp.
X X X

n—0o0 n—00 n—00

Dowdd. Skoro |fn| < g, to —g < fn < g, a wtedy |liminf, o0 fr| < g 1 |limsup,_, fn| < g, czyli funkcje f,,
lim inf,, o0 fn, limsup,, . fn € L'(X, ). Korzystajac z lematu Fatou dla funkcji f,, + ¢ > 0, dostajemy

/ llmlnffndu+/ gdp = / liminf(f, +¢) dp < liminf/ (fn+9)du

n—o0

= lim inf fn dp + / gdpu,
X

n—oo

z czego wynika pierwsza nieréwnosé w tezie. Aby zakonczyé dowod zauwazmy, ze mozemy powtorzyé powyzsze
rozumowanie dla funkcji — f,, + g 1 wykorzystaé¢ rownosé liminf, o (—f,) = — limsup,,_, o fn- O

Twierdzenie 2.2.7 (Twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej). Zatézmy, ze fn, : X — R, fn, € M(X,p),
fn — f, n — 00, u-p.w. i istnieje funkcja g : X — [0,+00], g € LY(X,u) taka, ze |fn] < g p-p.w. Wtedy

fur € LY(X, ) oraz
hm/fndu /fdu

3Pierre Fatou (1878-1929) — francuski matematyk i astronom.
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Dowaod. Wynika z twierdzenia [2.2.6 O

Cwiczenie 2.2.8. Obliczy¢ granice
. . 1 1 : . 1 1
lim sin| — | dC*(z), lim nrsin | — | dC(z).
meeJi0 ne e o] ne
Whiosek 2.2.9. Jezeli f, : X = R, fo, € LY X, p) i >02 | fal € LYX, ), to szereg Y oo | fn jest p-p.w. zbiezny
oraz
(o) oo
S tudu=Y" [ fudn
/)(nl n=1"X

Cwiczenie 2.2.10. Korzystajac z rownosci Y o0 2" = ﬁ dlaz € (—1,1) i z Wniosku wykazaé, ze In(1—x) =
n+1

Twierdzenie 2.2.11 (Calka jako funkcja zbioru). Niech f € MT(X). Wtedy

1. funkcja zbioru v(A) = [, fdup, A€M, jest miarg nieujemng;

/gdvz/gfdu,
X X

Dowdd. Punkt (1). Wykazemy, ze v jest miara. Mamy

2. Vg e LYX,v) UM (X) zachodzi

przy czym g € LY(X,v) & gf € LY (X, p).

V() = /@fduzo.

Niech zbiory A; € M, j € N, beda parami roztaczne i niech A = (JjZ; A;. Wtedy funkcja fxa = 3772, fxa,
1 korzystajac z wniosku [2.2.9) mamy

V(A):Afdﬂz/)(fXAdM:/)(;fXAjdﬂ
_ Fa, dp = Fdu=S"u(4;).
;/X X4, dp ;/Aj m ;V y

Punkt (2). Zal6zmy na poczatek, ze g = x4, dla A € M. Wtedy

/ngl/Z/XXAdVZV(A)Z/Afduz/XfXAduz/ngdu- (2.2.1)

Niech teraz g € M(')" (X), wtedy ¢ jest kombinacja liniowa funkcji prostych mierzalnych i teza wynika z réwnosci
(2.2.1)).

Jezeli g € MT(X), to istnieje ciag funkcji prostych mierzalnych g, 7 g, n — co. Korzystajac z twierdzeniam
(gnf / gf) dostajemy:

/gdu%/gnduz/gnfdu—)/gfdu. (2.2.2)
X X X X
Jezeli g € Ll(X, v), to g = g+ — g— 1 stosujac rownosé 1} do funkcji g1 1 g— dostajemy teze.

Rownowaznosé g € L' (X,v) & gf € L'(X, ) pozostawiamy jako éwiczenie. O

Miare v zdefiniowana w twierdzeniu [2.2.11} tzn. v(A) = fX fdu, oznaczamy przez v = fpu.
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2.3 Calka Lebesgue’a a catka Riemanna
Przypomnimy teraz konstrukcje calki Riemannzﬂ w R™.

e Niech P = [a1,b1] X - -+ X [an, by] bedzie dowolng kostkq domknietq (kostkg) w R™, gdzie a; < bj, j=1,...,n

Objetosciq kostki P nazywamy liczbe

VP(P) = (b — a1). .. (by — an).

Podziatem kostki P nazywamy skonczona rodzine kostek II = {Py,..., P} takich, ze P = P, U --- U Py,
int P; Nint P, =0, j # k.

Srednicq podziatu TI = {Py, ..., Py} nazywamy liczbe

diam(IT) = max{diam P, ..., diam P, }.

Niech ITg, k € N, bedzie ciagiem podzialow kostki P. Powiemy, ze jest to cigg normalny, gdy limy_, o diam(Il;) =
0.

Niech f : P — R bedzie funkcja ograniczona. Zdefiniujmy i(f, P) := inf f(P), s(f,P) := sup f(P). Dla
dowolnego podziatu Il = { P, ..., Py} kostki P zdefiniujmy ponizsze sumy Darbouz

i
Ms

i(f, P;)V"(P;) (suma aproksymacyjna dolna f przy podziale II);
1

<.
Il

i
NE

U(f,II) : s(f, P;)V"(P;) (suma aproksymacyjna gorna f przy podziale II).

1

<.
Il

e Zdefiniujmy nastepujace catki

/ :=sup L(f,II) (catka dolna z f po kostce P);
H

/f me (f,1I) (catka gorna z f po kostce P).

Definicja 2.3.1. Powiemy, ze funkcja f jest catkowalna w sensie Riemanna (f € R(P)), jezeli fPf = Ef. Wtedy

wspolng wartosé tych calek nazywamy catkq Riemanna z funkcji f po przedziale P i oznaczmy przez [ pf

e Niech Il = {P,..., Py} bedzie podziatem kostki P i niech = = {1, ..., &} bedzie ciggiem punktow posrednich

& € P, j=1,...,m. Dla funkcji ograniczonej f : P — R zdefiniujmy sumy aproksymacyjne Riemanna
m
r(LILE) =) fE)V(F).
j=1

e Dla kazdego normalnego ciggu podzialéw Ili, &k € N mamy

lim L(f, 1) = /foraz hm U(f, 1) = /f

k—o0

e Funkcja f jest calkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje stala ¢ € R taka, ze dla
dowolnego normalnego Ci@gu podzialéw {Hk}%’:l i dla dowolnego ciggu punktéw posrednich {Z;}22; istnieje
granica limy_,oo 7(f, g, Zx) = c(= [p f)

“Bernhard Riemann (1826-1866) — niemiecki matematyk.
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e Powiemy, ze zbior A C R™ ma miare Jordamﬂ (objetosé) rowna zero, |A| = 0, gdy dla dowolnego € > 0 istnieje
skonczona liczba kostek Py, ..., Py, takich ze

ACP1U"'UPmiVn(P1)+...+V”(Pm)<€'

Zauwazmy, ze jezeli |A| = 0, to A jest podzbiorem zbioru o mierze Lebesgue’a zero, np.

AcC ﬁ(P{U---UPj

I ) > gdzie £ (PlU---UPL Y < j

j=1
to korzystajac z zupetnosci miary Lebesgue’a, dostajemy, ze A € £,,.
o Funkcje ciagle sg catkowalne w sensie Riemanna.

e Powiemy, ze zbior ograniczony A C R™ jest mierzalny w sensie Jordana, gdy funkcja x4 € R(P), dla A C P.
Liczbe |A| = [p x4 nazywamy miarg Jordna (objetoscig) zbioru A.

e Powiemy, ze zbior ograniczony A C R™ jest regularny, gdy |[0A| = 0.

e Jezeli funkcja f : A — R jest ograniczona i A jest zbiorem regularnym, to powiemy, ze f jest catkowalna
w sensie Riemanna na zbiorze A, gdy fo € R(P), gdzie P D A jest kostka i

fo = f, mnaA,
70, naP\A.
Definiujemy wtedy fA f= fP fo-

Cwiczenie 2.3.2. Funkcja Xqn[o,1] Jest calkowalna w sensie Lebesgue’a, ale nie jest catkowalna w sensie Riemanna.

Twierdzenie 2.3.3 (Por6wnanie caltki Lebesgue’a i catki Riemanna). Niech A bedzie zbiorem ograniczonym i requ-
larnym w R™ i niech f : A — R bedzie funkcjg ograniczong. Wtedy

1. Ae £,;
2. jezeli f € R(A), to f € LY(A, L") oraz
/ f= / Fdc’.
A A
3. feR(A) < L"{a€ A: f nie jest ciggta w punkcie a}) = 0.

Dowdd. Punkt (1). Zauwazmy, ze A = (int A) U B, gdzie B C 0A, a wiec L"(B) = 0. Z tego wynika, ze A € £,,.
Punkt (2) i (3). Zauwazmy, ze mozemy zalozy¢, ze f > 0 1 zbior A jest kostka domknigtag A = P.

Niech II; = {P1,..., Pro(j),j} bedzie ciagiem normalnym podziatow, gdzie Py ; sa kostkami otwartymi i €; =
diam(IL;) — 0. Przyjmijmy niech iy, ; = i(f, Px;) = inf f(Pg ), sk; = s(f, Pk;) = sup f(Py,;) i wtedy

m(j)
Lj = L(f1Lj) =Y i V" (Pr ) = /Pﬂj — 00;
k=1 —

m(j)

Uj =U(f, 1) =Y sk V"(Pry) — /f,j — 0.
k=1 P
Niech B; = Zp‘:(jl) 0Py, wtedy P = P1; U---U Py ; U Bj, gdzie to suma parami rozlacznych zbioréw oraz
L(Bj) = 0. Zdefiniujmy funkcje proste 1;, ¥; € M (P)
m(j) m(j)
Y = Z ikjXP,; +0xB; oraz ¥; = Z SkjXPy,; T OXB;-
k=1 k=1

SMarie Ennemond Camille Jordan (1838-1922) — francuski matematyk.
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Zauwazmy, ze
Lj = / 1,[)]' dL" oraz Uj = / \I’j ac".
P P
Jezeli z € P\ ;2 Bj, to wtedy istnieja k(j) € N, takie ze
Yz € Py 1 95(@) = i)y = inf f(Prgg).g)-
Poniewaz diam(Py;) ;) — 0, to ¢j(z) — liminf, ,, f(y) =: fi(z). Podobnie mozna uzasadni¢, ze jezeli x €

P\ U2, Bj, to ¥j(x) — limsup,_,, f(y) =: f*(z). Tak wigc ¢; — f. i1 ¥; — f*, j — oo, L"p.w., i z twierdzenia
Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej (twierdzenie [2.2.7) dostajemy

m(j)
/ fedl™ / Y;dL" = Lj = Z ik, V" (Prj) — /f,j — 00;
P P k=1 JP
m(j) B —
/ frdcm e/ U;dL" =Uj =Y s;V"(Pry) = /f,j — 00,
P P el P

czyli

/Pf*dﬁ":/Pfi/Pf*dﬁnz/Pf.

Zauwazmy, ze f € R(P) wtedy i tylko wtedy, gdy [pf = [pf, czyli

[ = saer =0,

P

To jest rownowazne z faktem, ze f* = f. L™-p.w. (bo f* — f. > 0) co z kolei jest tozsame z réwnoscia
L" ({a € A: f nie jest ciaglta w punkcie a}) = 0.

W koncu jezeli f € R(P), to f = f*= f« L%p.w. i

/Pf—/Pf—/Pf*dL‘"—/Pde". O
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2.4 Zadania
Zadanie 2.4.1. Niech (X,9) bedzie przestrzenia mierzalna, € X i niech f bedzie funkcja na X. Wykazaé, ze

Zadanie 2.4.2. Niech (X,90) bedzie przestrzenia mierzalng, p, niech beda miarami oraz a, € R, n € N. Wykazac,
Ze = o0 | Gnfiy jest miara oraz dla dowolnej funkeji f € L*(X, u) zachodzi

fdu= an / fdpy.
Jor =2 ],
Zadanie 2.4.3. Niech f € L!(]a, b]7£1|[a,b})- Udowodnié, ze funkcja

F(.’L’) = fdﬁl‘[a,b]a T € [a7b]
[a,z]
jest ciagta.
Zadanie 2.4.4. Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja ciagta.
1. Udowodnié¢, ze funkcja

F(x) = fdﬁl‘[a,b]a T € [CL, b]

[a,x]

jest rozniczkowalna na odcinku (a,b) oraz F'(z) = f(x), = € (a,b).

2. Jezeli funkcja G € C([a, b]) jest funkcja pierwotna f, to

T e = GO) = Gla)

Zadanie 2.4.5. Niech (X,9, 1) bedzie przestrzenia mierzalna z miara, p(X) < +oo oraz f € M(X). Wykazaé, ze
nastepujace warunki sa rownowazne

L fe LY(X, p);
2. szereg Y > nu({r € X :n < |f(x)| < n+1}) jest zbiezny;
3. szereg > o0 p({x € X :n <|f(x)|}) jest zbiezny.

Zadanie 2.4.6. Niech (X, 9, 1) bedzie przestrzenia mierzalng z miara i f € M(X). Udowodnié¢, ze f € LY(X, p)
wtedy i tylko wtedy, gdy g € L'((0, +00), L), gdzie g(t) = u({z € X : |f(z)| > t}), t > 0. Ponadto, gdy spetnione

sa powyzsze warunki, to
[urdn=[ gt
X (0,4-00)

Zadanie 2.4.7. Poda¢ przyktad zbioru ograniczonego A C R™ takiego, ze L"(0A) > 0.

Zadanie 2.4.8. Niech (X, 9, 1) bedzie przestrzenia mierzalna z miara skonczona p i niech f : X — R bedzie funkcja
M —mierzalna. Wykazac, ze istnieje funkcja 9—mierzalna g : X — (0,00) taka, ze

/ | fgldu < oo.
X

Zadanie 2.4.9. Obliczy¢

/ > o @),
[0.00) "0

Zadanie 2.4.10. Niech dana bedzie miara borelowska p na R taka, ze dla dowolnego zbioru borelowskiego A C R

J(A) = /A o+ 1]dLM ).

Obliczyé

li in—d .
Jm o nasin — ()
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Zadanie 2.4.11. Obliczy¢ granice
li o __
nl_?;o 0 \/5 + .%'"+2

dct(x).
Odpowiedz uzasadnié.
Zadanie 2.4.12. Obliczy¢ granice

lim / SINT) 41,

n—00 1+ zn
[0,2]

16
e = |

Zadanie 2.4.13. Sprawdzié, czy funkcja

jest funkeja prosta ([a] - oznacza czesé catkowity z liczby a € R). Obliczy¢ catke [po f dc?.

Zadanie 2.4.14. Pokazaé, ze funkcja okreslona wzorem
o0
pw:PR)> A 25;(14) € [0, +o0]
n=1

jest miara (J, - oznacza miare Diraca w punkcie a € R) i obliczy¢ catke:

1
/ 27 =dp.

(0,2014]

Zadanie 2.4.15. Obliczy¢ granice
lim (3" + 2")w dLY ().

n—oo (2’5)

Zadanie 2.4.16. Obliczy¢ granice

n

- TN _9x ;a1
0

Zadanie 2.4.17. Obliczy¢

/75 i nsinnz dac (x).
0 2"
n=1

Zadanie 2.4.18. Obliczy¢ granice
(3+2)"

li —2 2k (x).
Zadanie 2.4.19. Obliczy¢ granice
lim =D

n=% Ji1 o0y (€ —1)"2? + 1
i uzasadni¢ poprawnosé¢ przeprowadzonych obliczen.

Zadanie 2.4.20. Obliczy¢ granice
o0
lim Y1+ ane > dL (x)

n—oo 0

i uzasadni¢ poprawnos¢ przeprowadzonych obliczen.

Zadanie 2.4.21. Obliczy¢ granice

n, n—=t -2
lim T2 " e dct(z)
n—oo Jq x4+ 1

i uzasadnié¢ poprawnosé¢ przeprowadzonych obliczen.

45
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Zadanie 2.4.22. Niech f bedzie funkcja ciagta na odcinku [0, 1]. Obliczy¢ granice

n—oo

lim n/l flx)z™tdct (z).
0

Zadanie 2.4.23. Znalez¢ wszystkie borelowskie miary probabilistyczne p na [0, 1], spelniajace warunek

/ xdu(z) = 1.
[0,1]

Zadanie 2.4.24. Znalez¢ wszystkie miary p na B(R) takie, ze dla dowolnej funkcji ciagtej f : R — [0, 1] zachodzi

/R £(x) du(z) = £(0) + 2f(1).

Zadanie 2.4.25. Niech p bedzie taka probabilistyczng miara borelowska na R, ze dla kazdego borelowskiego A C R
zachodzi

/ sin(rz)dp(z) = 0.

A

Wyznaczy¢ u(Z).

Zadanie 2.4.26. (Twierdzenie Luzinaﬁ) Niech i bedzie miarg regularng na przestrzeni topologicznej X . Jezeli funkcja

f: X — R jest mierzalna, to dla kazdej liczby € > 0 istnieje zbior domkniety Y C X taki, Ze funkcja f|Y jest ciggla
oraz (X \Y) <e.

Zadanie 2.4.27. (Twierdzenie Jegorowam) Niech (X,9M, 1) bedzie przestrzeniq mierzalng z miarg skoriczong u(X) <
+oo. Niech f, f, € M(X, M), n € N i f, f, sq skoriczone p-p.w. oraz f, — f, n — oo p-p.w. Wtedy dla dowolnego
e > 0 istnieje zbior Y € M taks, ze

wX\Y) <e€oraz f, = f, n — o0, jednostajnie na Y.

Jezeli dodatkowo X jest przestrzeniq topologiczng i i jest miarg reqularng, to istnieje zbior domkniety Y o podanych
wlasnosciach.

Zadanie 2.4.28. Niech (X,9, 1) bedzie przestrzenia mierzalng z miara i niech f,, f : X = R, f, f, € M(X, M),
n € N. Powiemy, ze ciag f, jest zbiezny wzgledem miary p (u-zbiezny) do funkeji f, gdy

Ve>0 nlgl;oﬂ({x € X :|fu(z)— f(x)] >€})=0.

Wykazaé, ze

1. jezeli u(X) < 400 to zbieznosé punktowa p-p.w. implikuje zbieznosé wzgledem miary u;

2. zbieznos¢ jednostajna p-p.w. implikuje zbiezno$é wzgledem miary u;

3. z kazdego ciagu zbieznego wzgledem miary p mozna wybraé¢ podciag zbiezny jednostajnie p-p.w.
Zadanie 2.4.29. Wykazac, ze

1. kazdy zbiér o objetosci zero jest ograniczony;

2. kazdy zbiér skoniczony ma objetosé zero;

3. podzbiér zbioru o objetosci zero ma objetosé zero;

4. suma skoriczonej liczby zbioréw o objetosci zero ma objetosé zero;

5. jezeli R" 3 aj — a € R", to zbior {a;}52, ma objetos¢ zero;

Nikotaj Nikotajewicz Luzin (1883-1950) — rosyjski matematyk.
"Dmitrij Fiodorowicz Jegorow (1869-1931) — rosyjski matematyk.
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6. jezeli A C R™ ma objetosé zero, to dla dowolnego zbioru ograniczonego B C R™ zbiér A x B ma objetosé zero.

W szczegolnosci, dla dowolnej kostki ograniczonej P C R™ mamy |0P| = 0;

7. jezeli |A| = 0, to |A] = 0.
Zadanie 2.4.30. Niech P C R™ bedzie kostka domknieta i niech f : P — R"™"™ bedzie funkcja ciagtail < m < n—1.
Wtedy wykres funkeji {(z, f(z)) : @ € P} ma objetosé¢ zero.
Zadanie 2.4.31. Niech P C R™ bedzie kostka domknieta i niech f : P — R" bedzie funkcja spelniajaca warunek
Hélderaﬂ z wykladnikiem o (warunek Lipschitzaﬂ)ﬂ Wtedy

1. jezeli an > m (a > m), to zbiér f(P) ma objetos¢ zero;

2. jezeli an > m (a > m), to zbior f(Z) ma objetosé zero, dla dowolnego zbioru Z C P o objetosci zero.
Zadanie 2.4.32. Wykazac, ze

1. jezeli |A| =0, to zbior A jest regularny;

2. kazda kostka jest regularna;

3. jezeli zbior A jest regularny, to zbiér int A jest regularny; implikacja przeciwna nie jest prawdziwa;

4. jezeli zbior A jest regularny, to zbiér A jest regularny; implikacja przeciwna nie jest prawdziwa;

5. jezeli zbiory A, B sa regularne, to zbiory AN B, AU B i A\ B sa regularne;

6. jezeli zbiory A C R™ i B C R™ sg regularne, to zbior A x B jest regularny.

Zadanie 2.4.33. Niech A bedzie zbiorem regularnym w R™! i niech f € R(A). Wykaza¢, ze wykres {(x, f()) :
x € P} C R™ ma objetos¢ zero.

80tto Ludwig Holder (1859-1937) — niemiecki matematyk.

9Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903) — niemiecki matematyk.

Yfunkcja f : P — R spelnia warunek Héldera z wyktadnikiem 0 < a < 1 (dla o = 1 warunek Lipschitza), gdy istnieje stata C' > 0
taka, ze Vz,y € [a,b] : |f(z) — f(y)] < Clz — y|*.



Rozdzial 3

Wybrane zagadnienia z teorili miary 1 catki

3.1 Twierdzenie o transporcie miary

Definicja 3.1.1. Niech (X, 9, ) bedzie przestrzenia mierzalng z miara i niech (Y,) bedzie przestrzenia mierzalna.
Zalozmy, ze f : X — Y bedzie odwzorowaniem mierzalnym. Funkcje pf : 9 — [0, +00] dang wzorem

pi(B) = p(f1(B)), BEN
nazywamy transportem (obrazem) miary p przez odwzorowanie f.
Obserwacja 3.1.2. Funkcja piy z definicji jest miarg.

Dowdd. Mamy p1¢(0) = p(f~1(0)) = u(@) = 0. Wezmy teraz ciag zbioréw mierzalnych B; € 91 i parami rozlacznych.
Wtedy zbiory f _1(Bj) € M sy roéwniez parami roztaczne i mamy

ff UBj =u f_1 UBj =pu Uf_l(Bj) :Zﬂ(f_l(Bj)):ZMf(Bj)' O
j=1 j=1 j=1 J=1

j=1

Przyktad 3.1.3. Niech ([O,3],8([0,3]),51“073]) bedzie przestrzenia mierzalng z miara i niech f = X029 — 4X(2,3]-
Wowcezas
= 201 + 0_4.

Twierdzenie 3.1.4 (Twierdzenie o transporcie miary). Niech (X, 9, ) bedzie przestrzeniq mierzalng z miarg, (Y, N)
bedzie przestrzeniq mierzalng i niech f : X — Y bedzie odwzorowaniem mierzalnym. Jezeli g : Y — R jest odwzoro-

waniem mierzalnym, to
/ gdufz/ go fdu,
Y X

przy czym kazda z powyzszych catek istnieje wtedy ¢ tylko wtedy, gdy istnieje druga z nich. Ponadto dla dowolnego

B € N zachodzi réowniez
/gdufz/ go fdpu.
B f=1(B)

Dowdd.  a) Niech g = xp, gdzie B € 9. Wtedy mamy
/ gduy = / xpdus = pp(B) = p(fH(B));
Y Y
/QOfdu=/ XBOfdu:/ X1y dp = p(f~(B)).
b's X b'e

b) Niech g € M (Y), wtedy g = >_j—1 bjxB; 1 teza wynika z punktu (a).

¢) Niech g € M*(Y), wtedy istnieje ciag funkcji prostych mierzalnych g, * g. Teraz teza wynika z punktu (b)
i twierdzenia 2.2.1]

d) Niech g € LYY, uy), wtedy g = g+ — g— i stosujemy punkt (c).

48
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e) Jezeli B € M, to mamy

/gdufZ/QXBdufZ/(QXB)Ofduz/ go fdpu.
B Y X f~YB)
O

Przyktad 3.1.5. Niech (X, 9, 1) bedzie przestrzenia probabilistyczna, a f : X — R bedzie funkcja mierzalna, ktora
przyjmuje co najwyzej przeliczalng liczbe wartosci (tzn. jest dyskretna zmienng losowa). Niech f(X) = {aj};?‘;l
ipj=p({x e X: f(z) =a;}). Wowczas transport miary p przez funkcje f jest rowny

oo
:u’f = ij(saja
j=1

a wartos¢ oczekiwana (o ile istnieje) wynosi
oo
/ fdp = / vdug =y azp;.
be R o

Na koniec tego podrozdzialu opiszemy jak wyglada transport miary Lebesgue’a przez dyfeomorfizm. Niech W :
U — V bedzie dyfeomorfizmem klasy C!, gdzie U,V € topR" (tzn. & jest bijekcja oraz ¥ i W1 sa klasy C!).

Oznaczmy przez Jac ¥ wyznacznik macierzy J acobieg(ﬂ dyfeomorfizmu ¥ = (¥y,...,¥,), tzn.
ov,; 1"
Jac ¥ = det [j] .
oxy, k=1

Twierdzenie 3.1.6 (Twierdzenie o zmianie zmiennej dla catki Lebesgue’a). Niech U : U — V bedzie dyfeomorfizmem
Elasy C', gdzie U,V € topR"™. Wtedy

1. dla dowolnego zbioru A C'V, A € £, zachodzi V~'(A) € £, oraz
L(A) = / | Jac | dL™;
v=l(4)

2. dla dowolnego zbioru A C V, A € £, i funkcji g € MT(A, L") (odpowiednio: g € L*(A,L")) zachodzi
(goW)|Jac¥| € Mt (W~L(A), L") (odpowiednio: (go ¥)|Jac¥| € LY (¥~1(A),L")) oraz

/gdﬁ":/ (goW)|JacW|dL™.
A U-1(A)

3.2 Miary produktowe. Twierdzenie Fubiniego

W tym podrozdziale bedziemy zawsze zakladali, ze (X, 9%, u) i (Y,M,v) sa przestrzeniami mierzalnymi z miarami
o-skoniczonymi.

Definicja 3.2.1. Na iloczynie kartezjariskim X x Y zdefiniujmy o-algebre produktowg 9 ® I jako najmniejsza
o-algebre zawierajaca iloczyny kartezjariskie zbioréw mierzalnych, tzn.

MIN:=c({AXxB:AecMBeMN})=c(MxN).

Miare ¢ okreslona na przestrzeni mierzalnej (X x Y, 9 ® N) nazywamy miarqg produktowq (produktem) miar p i v,
gdy spelnia nastepujacy warunek

VAeMVYBeN: p(Ax B)=u(A)v(B).

!Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851) — niemiecki matematyk.
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Definicja 3.2.2. Dla zbioru C C X X Y zdefiniujmy zbiory

Co={yeY:(x,y) €C}, dlazxeX;
CV={reX:(r,y) €C}, dlayeY.

Podobnie dla funkcji f : X x Y — R zdefiniujmy dla z € X i y € Y funkcje
forY =R, faly) = fl2,y);
X =R, @) = fla,y).
Lemat 3.2.3. NiechC e M@N i f € M(X x Y, M N). Wiwczas:
1. VereX:Co, eNorazVyeY :CY% e M;
2.VzeX: foe M(Y,N) orazVy €Y : f¥ € M(X,M);
3. ac(z) =v(Cy) € M(X, M) oraz Bc(y) == p(CY) € M(Y,MN).
Dowdd. Punkt (1). Zdefiniujmy rodzine zbiorow

A={EecMeN:Veec X E, € N}.

Teza zostanie wykazana, gdy udowodnimy, ze A jest o-algebra zawierajaca iloczyny kartezjanskie zbior6w mierzal-
nych.

e MxMNcC A
Niech E = A x B, A € M, B € MN. Wtedy dostajemy

B, €A
A

z czego wynika, ze E € A.
e Jezeli E€ A, to E' € A.

Wystarczy zauwazy¢, ze (E'), = (F,)" dla dowolnego x € X.
o Jezeli Ej € A, jeN, to E=J2, Ej € A

Wystarczy zauwazy¢, ze By = (J;2,(Ej), dlaz € X.

Analogicznie mozna wykazaé¢ druga czesé tezy.
Punkt (2). Niech V' bedzie zbiorem otwartym w R, wtedy

E=f"'(V)={(x,y): flz,y) eV} eMaN.

Z punktu (1) dostajemy, ze przekroj E, = {y : f.(y) € V} € N, z czego wynika, ze funkcja f, € M(Y,MN).
Analogicznie mozna wykazaé druga czesé tezy.

Punkt (3). Zalézmy na poczatek, ze miara v jest skoriczona. Zauwazmy, ze z punktu (1) wynika, ze funkcja ac
jest dobrze zdefiniowana. Zdefiniujmy nastepujaca rodzine zbiorow

D={CeMN:ac € M(X,M)}.
Zauwazmy, ze rodzina 9t x 91 jest m-ukladem, bo dla dowolnych A = Ay x Ay, B = By X By mamy
ANB= (Al XAQ)Q(Bl XBQ) = (AlﬂBl) X (AQQBQ) €M xN.

Teza zostanie wykazana, gdy udowodnimy, ze D jest A-uktadem zawierajacym 991 x 91, bo wtedy z twierdze-
nia
MAINDODOAMXN) =c(MxN) =M N
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o M x N C D, wszczegdlnosci X x Y € D.
Niech E=A x B, A € M, B € N. Wtedy otrzymujemy

ast) = { §O TSN —vmu

z czego wynika, ze E € D.
o Jeseli E,F € D, ECF,to F\ E € D.
Wystarczy zauwazy¢, ze (F \ E), = Fy \ E, 1 wtedy dostajemy

app(e) = v((F\ E)e) = v(F \ By) = v(Fy) — v(E:) = arp(x) — ap(z).

oo

e Zalozmy, ze Ej jest ciagiem wstepujacym E; N E = U;’il Ej, wtedy (Ej)s /7 Ex = ;21 (Ej)s 1 mamy

ag;(r) =v((Ej)z) /v (E:) = ag(z), j— oo.
Zalézmy teraz, ze miara v jest o-skoriczona. Wtedy istnieje cigg zbiorow wstepujacych Y; € ), I/(YJ) < 400 oraz
Y = U]Oil Y;. Niech vj(B) = v(BNYj), wtedy v; sa miarami skoniczonymi. Zauwazmy, ze funkcje (ac);j(z) = v;(Cy)
sg mierzalne oraz
(ac)j(z) = vj(Cy) =v(Y; N Cy) S v(Cr) = ac(z),

z czego wynika, ze a¢ jest funkcja mierzalna.
Analogicznie mozna wykazaé¢ druga czesé tezy. O

Twierdzenie 3.2.4. B(R") ® B(R™) = B(R"t™).
Dowdd. Aby wykaza¢ inkluzje D zauwazmy, ze kazdy zbior U € top(R"™™) mozna przedstawi¢ w postaci
o0
U= U Aj X Bj,
j=1

gdzie A; € top(R"™), B; € top(R™), j € N. Wtedy U € B(R™) ® B(R™) i inkluzja zostala wykazana.
Teraz wykazemy inkluzje C. Dla dowolnego A C R™ zdefiniujmy rodzine zbioréw

F(A) = {B CR™:Ax Be€ B(R”+m)}.
Rodzina ta ma nastepujace wlasnosci:

1. 0 € F(A).
Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze A x ) = () € B(R™t™).

2. Jesli B,C € F(A), to B\ C € F(A).
Aby to wykaza¢ zauwazmy, ze A X (B\ C) = (A x B)\ (A x O).

3. Jesli B; € F(A), j € N, to U, B; € F(A).
Wtasnosé ta wynika z rownosci A x <U;’i1 Bj) = U;21(4 x By).

4. Jesli A € top(R"™), to F(A) jest o-algebra zawierajaca top(R™).

Zauwazmy, ze gdy A € top(R"), to dla dowolnego B € top(R"™), mamy A x B € top(R"™™), czyli B € F(A).
Z tego wynika, ze F(A) jest o-algebra zawierajaca top(R™).

Zdefiniujmy teraz rodzine zbiordéw
A={ACR":BR™)C F(A)}.

Z punktu (4) wynika, ze top(R"™) C A. Tak wiec, aby zakoriczy¢ dowdd, wystarczy pokazaé, ze A jest o-algebra, bo
wtedy B(R™) C A, co daje B(R™) x B(R™) C B(R"™), czyli B(R") @ B(R™) C B(R"*t™).
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e Wykazemy, ze jesli A € A, to A’ € A.
Niech A € Ai B € B(R"), wtedy A x B € B(R™""). Mamy roéwniez A’ x B = (A x B)'N(R" x B) € B(R"*™),
czyli B € F(A’). Poniewaz B byl dowolnym zbiorem borelowskim, to B(R™) C F(A’), czyli A’ € A.

o Wykazemy, ze jesli A; € A, j € N, to J;2, 4; € A.

Niech A; € A, j € N, i B € B(R"), wtedy A; x B € B(R™"™). Mamy rowniez <U§i1 Aj> x B =J;2,(4; x B),

czyli B € F(UjZ, Aj). Poniewaz B byl dowolnym zbiorem borelowskim to B(R™) C F(U;Z, 4;), czyli

U;')il Aj e A. O
Obserwacja 3.2.5. £, ® £, C £,4m-

Dowadd. Wykazemy, ze
BR™™) C £, ® L C Lngm-

Zauwazmy, ze kostki n + m wymiarowe naleza do £, ® £, i kostki te generuja rodzing B(R"™), z czego wynika
pierwsza inkluzja.

Aby wykazaé drugg inkluzje wezmy zbiory A € £,, 1 B € £,,. Wtedy z twierdzenia istniejg zbiory A7 C R™
i By C R™ typu F, oraz zbiory C; € £, L"(C1) =0, Cy € £,,, L(C2) =0 oraz A = Ay UCy, B = By UCy. Wtedy

AXBZ(Al XBl)U<A1 XCQ)U(CIXBl)U(Cl XCQ)Z(Al XBl)UC,
ponadto zbiér A; x By jest typu F, oraz

LrTM(C) < LAy x Cy) + L7T™(Cy x By) + L77™(Cy x Cy)
= L™(A)L™(Cy) + L™(CL)L™(By) + L™(Cy)L™(Cy) = 0,

czyli A X B € £, 1. Z tego wynika, ze
o(Ln X Lm) =L, Ly C Lutm.

Na koniec wykazemy, ze nie ma réwnosci w ostatniej inkluzji. Niech A # (), £L"(A) = 0 i niech B ¢ £,,. Wtedy
AXx B ¢ £, ® £,, bo inaczej z lematu zbior (A x B), = B musialby by¢ mierzalny. Z drugiej strony
AX BE€ £y1m, bo Ax BCAxR™ miara L™ jest zupelna i LT (A x R™) = 0. O

Twierdzenie 3.2.6 (Twierdzenie o istnieniu miary produktowej). Zaldzmy, ze p, v sq miarami o-skorniczonymi.
Witedy istnieje doktadnie jedna miara produktowa

LY : M IN — [0, +o0]

taka, ze
VAeMVBeN: pn@v(Ax B)=pu(Av(B).

Dowdd. Niech C € 9 ® N wtedy z lematu [1.1.22] funkcja ac > 0 jest mierzalna i mozemy z twierdzenia [2.2.11
zdefiniowaé¢ miare

p@v(C) =/ ac(x) dp(z).
X
Dla A € M i B € N mamy

/,L®V(AXB):/

aaxp () dp(z) =/ v(B)xa(z) du(x) = p(A)v(B).
X

X
Teraz wykazemy jedynos¢ miary produktowej. Zt6zmy dla dowodu nie wprost, ze istniejg dwie miary produktowe \;
i Xo. Poniewaz miary sa o-skoiiczone, to istniejg zbiory parami roztaczne X; € M, u(X;) < +oo, U;’il Xj = X oraz
zbiory parami rozlaczne Yy, € M, v(Yy) < +o0, Upe Y =Y.

Zdefiniujmy rodziny zbioréw

.Aj7k = {E EMRXMN: )\1(E N (Xj X Yk)) = )\Q(E N (Xj X Yk))}

Pokazemy, ze A;j = MM @ N. Zauwazmy, ze wystarczy wykazac, ze Ajj jest A-uktadem zawierajacym 9t x 9N, bo
wtedy z twierdzenia [I.1.27]
MOIN DA DA XxN) =a(MxN) =M N
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a) Mx N C Ak, wszczegolnosci X x Y € A; .
Wynika to z faktu, ze A1 i Ao to miary produktowe.

b) Niech E, € A, bedzie wstepujacym ciagiem zbiorow, E, /' E = J;" | E,. Wtedy
)\1(E N (Xj X Yk)) = lim )\1(En N (X] X Yk)) = lim )\Q(En N (XJ X Yk)) = )\Q(E N (Xj X Yk)),
z czego wynika, ze E € A; .
c) Jezeli E,F € Aji, ECF,to F\ E € Ajj iotrzymujemy

AM((F\E) N (X x Ye)) = A (F 0 (X x Vi) \ (BN (X5 x Y3))) =
= )\1(F N (Xj X Yk)) — /\1(E N (Xj X Yk)) = )\Q(F N (Xj X Yk)) — )\Q(E N (Xj X Yk))
= o (F 1 (X % Yi) \ (BN (X % Y3))) = Ao((F\ B) N (X; x Yi)).

Zdefiniujmy teraz rodzine zbioréw
A={EeMN: A\ (E)=\(F)}.

Wykazemy, ze A = M ® N. Zauwazmy, ze wystarczy jak poprzednio wykazaé, ze A jest A-uktadem zawierajacym
M x M. Punkty (a) i (b) wykazuje si¢ analogicznie. Pozostaje do wykazania punkt (c): jezeli E,F € A, E C F, to
F\E e A. Niech Fj, = FN(X; xYy) oraz Ej, = EN(X; x Y}), wtedy dostajemy

MENE) =M | [ Er\Eix) | = D MEe\ Ejx) = > (A — \i(Ej1))
Jk=1 J.k=1 j,k=1
= Z ()‘Q(FJJﬂ) - )‘Z(Ej,k)) = Z )\Q(Fj,k \ Ej,k:) = A2 U (Fj,k \ E]’,k) = )\Q(F \ E)D
grk=1 Jk=1 jk=1

Twierdzenie 3.2.7. (Zasada Cavaleriegdzl) Niech s, v bedg miarami o-skoriczonymi. Jezeli C € M @ N, to

ac € M(X), Bo € M(Y) oraz
1o v(C) = /X ac(x) du(z) = [/ Boy) dv(y)

Dowdd. Wynika z lematu [3.2.3|1 twierdzenia [3.2.6 O
Przyklad 3.2.8. Dla zbioru C = {(z,y) € [0,1]2: 0 < y < 22} C R x R i miary produktowej £! ® £ mamy

[0,2%], z€]0,1]; L£Y([0,2%])) = 22, z € 0,1];
Ca= { 0. ax¢lo1, oracl)= { £Y®) =0, v ¢ [0.1]

i wtedy X
Lo £i(C) = / ao(z)dL (z) = / 22dLM @) = 2.
R (0,1] 3

Twierdzenie 3.2.9. (Twierdzenie Tonelleg(ﬂ) Niech p, v bedg miarami o-skoriczonymi. Zatozmy, ze f €
M (X XY, M@MN) i 2definiujmy funkcje

/fxdu xEXomz/B /fyd,u,yGY
Wowezas & € MT(X) i f € MT(Y) oraz

/Xxyfd(,u®u):/x&du:/yﬁ~du.

Rownos$é powyzszq mozna rowniez zapisaé w postact

/Xxyfd(w /(/f”d” ) /(/f:vydu ) ().

2Bonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647) — wloski matematyk i astronom.
3Leonida Tonelli (1885-1946) — wloski matematyk
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Dowdd. 7 lematu [3.2.3| wiemy, ze funkcje f, i fY sa poprawnie okre§lone i mierzalne.

a) Niech f = x¢, dla C € M@ N. Wtedy a(z) = v(Cp) = ac(z), B(y) = n(C¥) = Be(y) i otrzymujemy
| xedwsy) = o),
XxY

/~<>du<> | acta)duta) = pov(c)

/ﬂ ) duly /ﬁc ) du(y) = 1 @ v(C).

b) Jezeli f € MI (X x Y, M@ MN), to f jest kombinacja liniowa funkcji charakterystycznych zbioréw mierzalnych
i teza wynika z punktu (a).

c) Jezeli f € MT(X x Y, M @MN), to f jest granica rosnacego ciagu funkcji mierzalnych prostych i teza wynika
z punktu (b) i twierdzenia o monotonicznym przejsciu pod znakiem calki (twierdzenie [2.2.1]). O

Przyktad 3.2.10. Niech C = {(x,y) € R? : 22 + 42 < 1} i f(z,y) = ¥*V1 — 22xc. Wtedy

/f<x,y>d<zl®cl>: / (/ ywl—ﬂd.cl(y)) ac(z)
c [-1,1] \/[-V1-22,v1-22]

2 42
= “(1—2®?2dLM () = —.
[, 30 erarie) = g

Cwiczenie 3.2.11. Niech p bedzie miarg o-skonczona i f > 0, f € LY(X, u). Wtedy
[ fin=(ao L)) € X xR0y < Fla),

Obserwacja 3.2.12. Niech p, v bedg miarami o-skoriczonymi. Jezeli funkcja f € LY (X xY, M@N), to f. € L}(Y,v)
dla p-p.w. © € X oraz f¥ € LY(X,p) dla v-pw. y €Y.

Dowdd. Niech f = fi — f_, wtedy f, f— sa calkowalne. Stosujac do nich twierdzenie Tonellego, dostajemy a4, @ €
LY(X, u) i wtedy

ar(z) < oo, dlap—pw. x€X = (fo)r € LY(Y,v)dlapy—pw. z € X,
a_(z) < +oo, dlap—pw.z€X = (f,)_ € LYY,v) dla p—p.w. z € X,

czyli fo = (fo)s — (fz)— € LY(Y,v) dla p-p.w. x € X.
Dowdd jest analogiczny dla funkcji fY. O

Twierdzenie 3.2.13. (Twierdzenie Fubiniegoﬁ) Niech u, v bedqg miarami o-skoriczonymi. Zatozmy, ze f €
LY X x Y, M@N) i zdefiniugmy funkcje

a(x) rz{ Jy fadv, @i fo € L(Y,0)

0, $:fm¢L1(KV)’
oraz ~ - f fYdu, y: fYe Ll()(7 M);
Bly) :== { Of y:fYyé¢ LY X, p).

Wowczas & € LY(X,p) i B e LY, v) oraz

/Xxyfd(,u@w):/xgduz/ygdu

Rownos$é powyzszg mozna réwniez zapisaé w postact

[ raon = (f )= ([ i)

4Guido Fubini (1879-1943) — wloski matematyk.
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Dowdd. Niech f € LY(X x Y, M@MN), wtedy f = fr — f_ i f+, f- > 0 sa catkowalne. Mamy réwniez a= §+ —Ga_ €
LY(X,p) oraz ay,a_ € LY(X, ). Twierdzenie Tonellego zachodzi dla par funkcji a i fy oraz a_ i f_. Wszystkie
otrzymane calki sa skoriczone, po ich odjeciu dostajemy teze.

Dowdd jest analogiczny dla funkcji fY i B O
Ponizszy przyktad pokazuje, ze twierdzenie Fubiniego nie jest prawdziwe dla miar, ktére nie sa o-skoniczone.
Przyktad 3.2.14. Niech y bedzie miarg liczaca, (R?, P(R)® £1, u® L") bedzie przestrzenia mierzalng z miara i niech

ﬂ@w:{;;ggg

/R</Rf(w,y)du(a:)> AL (y) = /Rldﬁl( ) = 4oo,

Teza twierdzenia Tonellego, tzn. réwnosé catek iterowanych, nie zachodzi poniewaz p nie jest miara o-skoriczona.

Wtedy

Podamy teraz przykltad pokazujacy, ze twierdzenie Fubiniego nie jest prawdziwe dla funkcji, ktore nie sg caltko-
walne.

Przyktad 3.2.15. Niech (R?, £; ® £1,£! ® £!) bedzie przestrzenia mierzalng z miarg i niech

I, z20z<y<z+1
flz,y) =< -1, z2>0,z+1<y<z+2;
0, w pozostalych przypadkach.

flz,y)dLi(z) ) dei(y) = [ ydl'y) + | 2—y)dLiy) =1,
(L ) acn = [ vaci+ [
/]R </R f@y) dﬁl(y)> AL () = /R()dﬁl(a:) =0

Teza twierdzenia Fubiniego, tzn. réwnosé catek iterowanych, nie zachodzi poniewaz funkcja f nie jest calkowalna.

Wtedy

Przyktad 3.2.16. Niech f, : R — R4, n € N. Cigg funkcji f,, mozna utozsami¢ z funkcja f : N x R — R;. Na
zbiorze N x R wezmy miare produktowa pu ® £ : P(N) ® £ — [0, +0o0], gdzie u jest miara liczaca. Z twierdzenia
Tonellego wynika twierdzenie o catkowaniu szeregu funkcyjnego

/ﬂ{{(iﬁ(z)) Al (z / </f n,x) du(y ) Al (z) = Nfo(n’x) d(p® £Y(n, 2)
- [(fowets) 5 e

Przestrzen (X x Y, MM ® N, 4 ® v) nie musi by¢ zupelna, nawet gdy miary p, v sa zupelne. Stosujac konstrukcje
Carathéodory’ego, mozna ja uzupelni¢ do przestrzeni (X x Y,IM @ N, u @ v).
Bedziemy potrzebowaé nastepujacej obserwacji.

Obserwacja 3.2.17. Niech (X, «) bedzie przestrzeniq mierzalng z miarq i niech (X, A, @) bedzie jej uzupetnieniem.
Wtedy dla dowolnej funkcji f € M(X,2l) istnieje funkcja g € M(X, ) taka, ze f = g a-p.w.

Dowdd. Zauwazmy, ze wystarczy wykazaé teze dla f > 0. Wtedy istnieje ciag funkcji mierzalnych prostych f, 7~ f,
= Zf(nl) a"XAn gdzie A7 € 2A. 7 twierdzenia [1.5.4) mamy A} = B} UCY, gdzie B} € 2 oraz istnieja Z7' € 2,
a(Z )=01iC} c z7. ZdeﬁDIUme zbior Z =,

in Z; € A1 zauwazmy, ze a(Z) = 0. Niech

k(n)
9n = G?XB;\Z,
j=1
wtedy g, € Mg (X,21) jest ciagiem rosnacym do pewnej funkcji g € M*(X,2). Skoro g,(z) = fn(z) dlaz ¢ Z, to
g=[ apw. O
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Obserwacja 3.2.18. Niech p, v bedg miarami zupetnymi i o-skoriczonymi. Wtedy
1. jezeli C € MRMN, to Cp € N dla p-p.w. x € X oraz CY € M dla v-p.w. y €Y
2. jezeli f € M(X XY, MRN), to f, € M(Y,v) dla p-p.w. x € X oraz fY € M(X,pn) dlav-pw. y€Y.

Dowdd. Punkt (1). Niech C € M@ N, wtedy z twierdzenia C = AU B, gdzie A € M @ N oraz istnieje
ZeMON, pv(Z)=01B C Z. Z Lematu mamy C, = A, U B, Ax € N, B, C Z,. Korzystajac z zasady
Cavaleriego, otrzymujemy

,u®1/(Z):/XI/(Zx)d,u:0.

7 obserwacji mamy v(Z;) =0 p-p.w. z € X, czyli z zupelosci miary v dostajemy v(B,) =0 p-p.w. z € X.
7 tego wynika, ze C, € 9 dla y-p.w. z € X.

Dowdd jest analogiczny dla zbioréow CY.

Punkt (2). Niech f € M(X x Y, 9 ® N), wtedy z obserwacji istnieje funkcja g € M(X x Y, I @ N) taka,
ze f =gmnazbiorze X x Y\ Zipu®v(Z)=0. Z dowodu punktu (1) wynika wtedy, ze v(Z;) = 0 dla p-p.w. = € X,
czyli g = fp dla z ¢ Z,, co daje nam f, € M(Y,v) dla p-p.w. z € X. O

Twierdzenie 3.2.19. Mamy £,1m = £, @ £, oraz LT = L7 @ L™, Ponadto jezeli C € Lyim, to Cp € £y, dla
L"pw. x€R™ oraz CY € £, dla L™-p.w. y € R™.

Dowdd. 7 obserwacji wiemy, ze £, ® Ly C Lngm, czyli £, ® £, C Lpym. Teraz wykazemy inkluzje przeciwna.

Zauwazmy, ze miary LT i L @ L™ sg borelowskie, niezmiennicze wzgledem przesunieé i przyjmuja te same
wartosci na kostkach n + m-wymiarowych. 7 twierdzenia wynika, ze L = L™ @ L™ na B(R"t™). Niech
teraz Q € £4m, wtedy, korzystajac z twierdzenia [I.7.8 mamy

Q = By UCy, By —typu F,, By € BR"™™), £""™(C))

0;
Q =By \ Cy, By — typu Gs, By € B(Rn+m), £n+m(c2) 0.

Z powyzszych rownos$ci wynika, ze By C Q C Ba, By, By € B(R"T™) i L""™(By \ By) = 0. Zatem
L"® L™(By \ By) = L"™(By\ By) =0,
czyli Q € £, ® £,,. Ponadto
L7 @ L(Q) =L ® L™(By) = L"T(By) = L*T(Q).

Tak wiec L™ = L7 @ L™ na £,1m, z czego wynika, ze £, jest uzupelnieniem o-algebry £, ® £,, wzgledem
miary £ ® L™.
Punkt (2) wynika z obserwacji |3.2.18 O

Uwaga 3.2.20. Jezeli miary i v sg zupelne i o-skoriczone to zasada Cavaleriego, twierdzenie Tonellego i twierdzenie
Fubiniego pozostaja prawdziwe, gdy przestrzer mierzalna (X x Y, M @ N, u @ v) zastapimy jej uzupelnieniem (X X
YMN, uev).

Uwaga 3.2.21. Twierdzenie Tonellego i twierdzenie Fubiniego pozostaja prawdziwe dla funkcji f : A — R, gdzie
AeMMN (lub A e M N).

3.3 Ro6zniczkowanie miar

W tym podrozdziale bedziemy zawsze zakladali, ze p i v sa miarami nieujemnymi, okreS§lonymi na przestrzeni
mierzalnej (X, ).

Obserwacja 3.3.1. Jezeli f € MT(X,0M), to miara v zadana wzorem

V(A):/Afdu, Aem

spetnia warunek

1(A) = 0= v(A) = 0. (3.3.1)
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Dowdd. 7 twierdzenia [2.2.11| wiemy, ze v jest miara. Jezeli f € M1 (X,9N), to istnieje ciag funkcji prostych mierzal-

nych fn 2 f, fo = Zf(:”l) ajxan. Jezeli A € M, u(A) =0, to

k(n)
— — I — I no(A™ —
v(A) = /Afd,u = nh—>nolo/Afn du = nh_{r;o Zl aju(A7 N A)=0. O
]:
Naszym celem jest udowodnienie twierdzenia odwrotnego do obserwacji czyli do znalezienia charakteryzacji
wszystkich miar spelniajacych warunek (3.3.1)).

Definicja 3.3.2. 1. Mowimy, ze miara v jest absolutnie ciggta wzgledem miary p, (piszemy v < u), gdy

VAeM: pu(A)=0=rv(A)=0.
2. Moéwimy, ze miara i jest skupiona na zbiorze A € 9, gdy

VBeM: u(B)=pu(ANB).

3. Mowimy, ze miara v jest osobliwa wzgledem miary p (piszemy v_Lpu), gdy istnieja zbiory A, B € M, ANB =)
takie, ze u jest skupiona na A i v jest skupiona na B.

4. Jezeli miary p1 i v sa zwiazane wzorem v(A) = [, fdp, dla A € M, to funkcje f € MT(X, M) nazywamy
gestosciq miary v wzgledem miary p lub pochodng RadoncElfNikodymcﬂi piszemy v = fu(dv = fdu) lub
=g

Obserwacja 3.3.3. Niech u, v, v1, va bedg miarami na (X,9M). Wtedy
1. vy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje 2bior C € M taki, ze u(C) =0 i v(C") = 0;
. jezeli vy, to uluv;

cjezelivi Ly i velp, to (11 + o) Lu;

2
3
4. jezeli vy K p i vy K p, to (v1 +12) < [
5. jezelivy K pivelp, to vy Llig;

6

Cgezeliv < pivly, tov=0.

Dowdd. Punkt (1). Jezeli istnieje zbior C' € M taki, ze u(C) = 01 v(C’) = 0, to p jest skupiona na C’ i v jest
skupiona na C. T odwrotnie gdy istnieja zbiory A, B € M, AN B = () takie, ze p jest skupiona na A i v jest skupiona
na B, to mozna przyja¢ C' = B.

Punkt (2) wynika z symetrii warunku z punktu (1).

Punkt (3). Zalozmy, ze istnieja zbiory A, B € M: u(A) =0, v1(A’) =01 p(B) =0, v2(B’) = 0. Niech C = AUB
wtedy mamy p(C) = u(AUB) < u(A) +p(B) =0 oraz C' = AN B’ i wtedy v1(C") +12(C") <11 (A") +12(B') =0,
czyli (11 + v2)Lp.

Punkt (4). Jezeli A € 9 jest taki, ze u(A) = 0, v1(A) = 01 1r(A) = 0, to wtedy v1(A) + 12(A) = 0, czyli
(1 +12) < p.

Punkt (5). Jezeli istnieje zbior C' € M taki, ze pu(C) =01 v(C') =01 wtedy 11 (C) = 0, czyli vy Lvs.

Punkt (6). Z punktu (5) wynika, ze v_Lv, a wtedy to v = 0. O

Cwiczenie 3.3.4. Mamy 51\[0’1}J_[,1\[273} oraz L' 1.
Twierdzenie 3.3.5. Zalozmy, ze miary u, A\ sqg miarami o-skoriczonymi.

1. (Rozklad Lebesgue’a) Istnieje doktadnie jedna para miar N, i A, taka, Ze

A=A+ Aoy Mg K 1y Ao Lp

®Johann Karl August Radon (1887-1956) — austriacki matematyk.
50tto Marcin Nikodym (1887-1974) — polski matematyk.
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2. (Twierdzenie Radona—Nikodyma) Istnieje doktadnie jedna funkcja f € MT(X,u) (2 doktadnosciq p-p.w.)
taka, ze

VE €M: \(E) :/ fdu.
E
Ponadto, jezeli \(X) < +oo, to f € LY(X, p).
Zanim podamy dowdd twierdzenia przypomnimy kilka faktow dotyczacych przestrzeni Hilbertaﬂ

Uwaga 3.3.6. Niech (X, 91, 1) bedzie przestrzenia mierzalna z miara. Zdefiniujmy norme

1l = ( /. \f\zdu)Q,

L*(X, ) = {f € M(X) : [|f]l2 < +o0}

i relacje réwnowaznosci w tej przestrzeni

przestrzen

f~g &= f=gpu—pw.

Wtedy L?(X, i)/~ jest przestrzenia wektorowa oznaczana réwniez przez L2(X, p).
Przestrzen L?(X, ) jest przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym

(f,9) = /X fgdu.

W dowolnej przestrzeni Hilberta z iloczynem skalarnym (-, -) zachodzi

e nieré6wnosé Schwarzaﬁ dla dowolnych r,y € H mamy
Kz )| < llzlllyll, gdzie ||lz]| = v/(z,z).

e twierdzenie Riesz&ﬂ dla dowolnego ciggtego funkcjonalu lim’owegﬂ L na H istnieje doktadnie jeden y € H
takr, ze
L(z) = (z,y).

Teraz udowodnimy twierdzenie [3.3.5]

Dowdd. (von Neumannﬂ
Jednoznacznos$é rozkladu Lebesgue’a.
Niech A = Ay + Ao = A, + AL, wtedy Ay — X, = X, — A\, oraz

Ao — Ay < i N — Ao Lp,

czyli z obserwacji mamy A\, — A\, =X, — X\, = 0.
Istnienie rozkladu i pochodnej Radona—Nikodyma.
1. Zalozmy na poczgtek, ze miary p © A sg skonczone.
Niech ¢ = u + A bedzie miara dodatnia. Zauwazmy, ze

/desoz/xfdA+/deu,

co mozna tatwo sprawdzi¢ najpierw dla f = xpg, potem dla f € /\/lar i w koricu dla f € M™. Jezeli funkcja
f € L*(X, ), to z nieréwnosci Schwarza otrzymujemy

'/)(fdA‘SL|f|dA§/)(|f|d¢§(/X|f|2d(p>é(sp(X))

"David Hilbert (1862-1943) — niemiecki matematyk.

8Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) — matematyk niemiecki.

Frigyes Riesz (1880-1956) — wegierski matematyk.

Y%¢zn. L : H — R jest liniowe i istnieje C' > 0 takie, ze dla dowolnego x € H mamy || L(z)|| < C||z]|.
1 John von Neumann (1903-1957) — wegierski matematyk.

(NI
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Poniewaz ¢(X) < +00, to odwzorowanie

f»—>/de/\

jest funkcjonatem cigglym na L?(X,¢). Zatem z twierdzenia Riesza istnieje doktadnie jedna funkcja g € L?(X, ¢)
(g jest okreslona p-p.w.) taka, ze

VfeL*(X,o): /de)\:/xfgckp. (3.3.2)

Dla E €M, p(E) > 01 f = xg mamy z réwnosci (3.3.2)

NE) = [ san= [ ga

1 1
Oﬁ/gdsoé/gd@:l-
o(E) Jg AME) JE

Stad wnioskujemy, ze g(z) € [0,1] dla ¢-p.w. x € X. Aby to wykaza¢ wezmy odcinek (a — r,a +r) C R\ [0,1].
Wystarczy pokazaé, ze p(E) = 0, gdzie E = g~ !((a — r,a +)). Gdyby ¢(FE) > 0, to
1

czyli ﬁ Jz9dy ¢ [0,1]. Mozemy teraz poprawi¢ funkcje g na zbiorze miary zero tak, aby otrzymac

a wiec

Vzel0,1]:0<g(x) <Ll

Rownoéé (3.3.2) mozemy napisa¢ w postaci

VfeL¥X,p): /dexz/xfgdsoszfgdm/ngdA,

czyli
VfeL*X,p): /X(l—g)fd)\: /ngd,u. (3.3.3)

Zdefiniujmy zbiory
A={reX:0<g(x) <1} oraz B:={z € X : g(z) =1},

a wtedy mamy

VE €M : A(E) := MANE) oraz A\o(E) := A(BN E).

Biorac f = xp w réwnosci (3.3.3)) mamy

0:/3(1_g)d)\:/X(l_Q)XBd)\:/XgXBd,U:/XXBd,U:,U(B),

czyli u(B) =0, a wiec A\pLp.
Poniewaz funkcja g jest ograniczona, to do réwnosci (3.3.3) mozna podstawié¢ funkcje f = (1+g+ - -+ ¢")xE,
gdzie n € N, F € 9. Wtedy otrzymujemy

/(1—g"+1)d)\:/g(1+g+---+g")d,u. (3.3.4)
E E

Dla z € B mamy g(z) = 1 i wtedy 1 — g(z)"*! = 0 oraz dla x € A mamy ¢""!(z) 0, n — co. Zatem przy n — oo
dostajemy

/(1 _ gy da =
E

Ponadto g(1+g+---+4¢") /L, =h€ M (X) (h = +00 na zbiorze miary zero B). Z twierdzenia o zbieznosci
monotonicznej mamy

(1— g™y dA +/ (1—g"™yad\ — 1dA=MNENA) = )\(E).

ENB ENA ENA

/g(1+g+'--+gn)du—>/hd,u, n — oo,
E E
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czyli
Aa(E) = / hdpu.
E
Bioragc F = X mamy
150 > Aa(X) —/thu

czyli h € LY (X, 1) i Ao < pt.

1. Zalozmy, ze pu jest o-skoniczona © A jest skonczona.

Wrtedy istnieja zbiory rozlaczne mierzalne X, takie, ze u(X,) < 400 i X = J;2; X,,. Stosujemy punkt I do
miar na zbiorze X,,. Dostajemy rozklad miar A\(E'N X,,), ktore w sumie daja rozklad miary A\. Otrzymujemy réwniez
funkcje h, na X, ktore definiuja funkcje h na X (z € X,, to h(z) = hy(z)). Poniewaz \(X) < 400, h € LY(X, ).

1. Zatozmy, ze miary b © A sq o-skoriczone.

Powtarzamy rozumowanie z punktu /1. Wtedy tylko funkcja h nie musi by¢ catkowalna.

Jednoznaczno$é pochodnej Radona—Nikodyma.

Zalozmy, ze istnieja dwie funkcje hy i1 ho takie, ze

VE eM: )\a(E) :/ hld,u:/ ho dp.
E E
Jezeli \ jest skoniczona, to hi, he € L'(X, ) i wtedy
VE eM: /(hl—hg)d,u:O,
E

czyli h1 = ho pu-p.w.
Jezeli A jest o-skonczona, to wtedy dla dowolnego n € N mamy hy = hg p-p.w. na zbiorze X,,, z czego wynika,
ze h1 = ho pu-p.w. O

Twierdzenie Radona—Nikodyma nie jest prawdziwe dla miar, ktore nie sa o-skoiiczone.

Przyklad 3.3.7. Niech p bedzie miarg liczaca na R. Wtedy mamy £! < p, ale nie istnieje funkcja f taka, ze
L' = fu. Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze taka funkcja istnieje. Wtedy mozna znalezé x € R taki, ze
f(z) > 01 otrzymac

0 < f(x) = f@)ul{e}) = /{ Fdp= L)) =0

3.4 Nieréwnosci catkowe
Przypomnijmy, ze ¢ : (a,b) — R jest funkcjg wypuktq, gdy

Va,y € (a,b) VE € [0,1] 2 o((1 —t)z +ty) < (1 —t)p(x) + te(y),
lub réwnowaznie

p(t) —o(s) _ plu) —ot)
t—s - u—t

Va<s<t<u<b:
Funkcje wypukte sa ciagte, z czego wynika, ze ztozenie funkcji mierzalnej z funkcja wypukta jest funkcja mierzalng.

Twierdzenie 3.4.1. (Nieréwnosé Jensendgl) Niech (X,0M, 1) bedzie przestrzeniq mierzalng z miarg probabili-
stycang. Jezeli f € LY X, pn), a < f(x) <big: (a,b) — R jest funkcjg wypuktg, to

s@(/deu> S/XsoOfdu-

Dowdd. Zauwazmy, ze @ o f jest funkcja mierzalng. Niech t = [y fdp € (a,b). Przyjmijmy

B= sup go(ti — f(s) ;

12Johan Jensen (1859-1925) — dunski matematyk.
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wtedy
B < W, czyli p(u) > () + Bu —t), u >t

i analogicznie
p(t) — o(s)

>
pz t—s

, czyli o(s) > p(t) + B(s —1t), s <t

Zatem dla s = f(z) mamy

p(f(x)) —@(t) = B(f(x) —1) = 0

OS/XSO(f(x))dﬂ—/Xsﬁ(t)dﬂ—ﬂ/xfdﬂ+t/3/x dp
— [ et@n - = [ @(f(w))—so< /. fdu>- .

Twierdzenie 3.4.2. (Nierownos$é Holdera) Niech p,q € (1, +00) bedg wyktadnikami sprzezonymi, tzn. - + <

i wtedy

Niech (X, 9, 1) bedzie przestrzeniq mierzalng z miarg i niech f,g € M (X). Wéwczas

[ todn= ([ an)’ (/ngduf.
e (ra) (o)

Jezeli A=0, to f =0 p-p.w., a wtedy fg =0 p-p.w. i mamy teze.
Jezeli A > 01 B = +00, to tez mamy teze.
Mozemy wiec zatozy¢, ze A, B € (0, +00). Zdefiniujmy nowe funkcje F' = % i G =%, wowczas

/deuz/ G9dp = 1.
X X

Jezeli x € X jest taki, ze F'(z), G(x) € (0,400), to istnieja liczby s,t € R takie, ze F(z) = er i G(z) = et. Poniewaz
% + % =1, to korzystajac z wypuklosci funkcji x — e* mamy

Dowdd. Oznaczmy

syt 1 1
+‘1§768—|—*6t.

S
S

Stad dla dowolnego = € X otrzymujemy

Calkujac powyzsza nieréwnosé dostajemy

1 1 1 1
/FGdug/ de/H-/ -Gldpy = -+ - =1,
X xXPp x 9 b q

foes o= ([ e (o)} :

Twierdzenie 3.4.3. (Nier6wnosé MinkowskiegoE[) Niech p € (1,400), (X, M, u) bedzie przestrzeniq mierzalng
z miarq i niech f,g € MT(X). Wowczas

(o) s (fro) + ()

3Hermann Minkowski (1864-1909) — niemiecki matematyk.

a stad
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Dowdd. Zauwazmy, ze (f +g)? = f(f +g)P"* + g(f + ¢)?~' i z nieréwnosci Holdera mamy (dla ¢ = 2=1)

/)cf(f+g)p_1d“§ (/Xf”du); </X(f+g)(”‘1)qdu>q
- (/Xfpd#>p </X(f+g)pdu>‘°&

/Xg(erg)p_1 dp < </X 9 du>; </X(f+g)pdu> L (34.2)

Z nierownosci (3.4.1) 1 (3.4.2) otrzymujemy

IRETE <</Xfpdu>;+(/xg”du);> (/}((Hg)w)’ﬂ. (3.4.3)

Zauwazmy, ze nierownos$¢ Minkowskiego wystarczy wykazaé dla lewej strony dodatniej, a prawej skoriczonej. Z wy-
puktosci funkeji « — zP mamy ponizsza nier6wnosé

("f;g>p < % (fP+4"),

(3.4.1)

i podobnie

z czego wynika, ze jezeli prawa strona nieréwnosci Minkowskiego jest skoriczona, to lewa tez jest skoniczona i mozna

podzieli¢ nieréwnosé (3.4.3)) i otrzymac teze. O

3.5 Przestrzenie [P

W tym podrozdziale bedziemy zaktadaé¢, ze (X, 9, u) bedzie przestrzenia mierzalng z miara. Niech p,q € [1,+00]
beda wyktadnikami sprzezonymi tzn. %—i—% =1,p,q € (0,+00). Przyjmujemy, Ze 1 i 400 sa rowniez para wyktadnikow
sprzezonych.

Definicja 3.5.1. Dla f € M(X) zdefiniujmy

1
1= ([ 157 dn) " v 0.400),
oraz istotny kres gorny
| flloc = esssup|f| = inf{e > 0: |f(@)] < ¢ dla p-p.w. @ € X}.
Zdefiniujmy nastepujace przestrzenie dla p € (0, +oc]
LP(X, p) = {f € M(X) : [[fllp < o0}

Twierdzenie 3.5.2. Jezeli p,q € [1,4+00] sq wyktadnikami sprzezonymi, f € LP(X,pn), g € LY(X,pn), to fg €
LY(X,p) oraz
gl < £ lIpllglle-

Dowdd. Dla p € (1,4+00) teza wynika z nieréwnosci Holdera. Dla p = +00 mamy
[f(@)g(@)] < | flloclg(2)] dla p-p.w. z € X,
catkujac powyzsza nier6wnos¢ dostajemy teze. Przypadek p = 1 jest analogiczny. O
Twierdzenie 3.5.3. Niech p € [1,+00]. Jezeli f,g € LP(X, ), to f+ g € LP(X,u) oraz
1+ gl < [1fllp + [lgllp-

Dowdd. Dla p € (1, +00) teza wynika z nier6wnosci Minkowskiego. Dla p = 1 lub p = 400 teza wynika z nieréwnosci
trojkata | f + g| < |f|+ |g]- -
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Definicja 3.5.4. W przestrzeniach LP(X, u) dla p € (0, 400] zdefiniujmy relacje rownowaznosci

f~g &= f=g ppw

Wtedy LP(X,u)/~ jest przestrzenia wektorowa oznaczana rowniez przez LP(X,u). Dla [f] € LP(X, u)/~ przyjmu-
jemy [ [fHlp = [1£1l5-

Obserwacja 3.5-5. Dla p € [1,""’00] funk‘cja || . ||p jest normq w przestrzeni Lp(X’ #) Ponadto dla p — 2 norma
| - ll2 pochodzi od iloczynu skalarnego

(f.9) = / fgdp.
X
Dowdd. Jedyna trudnoscia jest nierownosé trojkata, ktora wynika z twierdzenia [3.5.3 O
Cwiczenie 3.5.6. Funkcja | - ||, dla p € (0,1) nie jest norma (nie spetnia warunku trojkata).

Przypomnijmy, ze przestrzeri unormowana (X, || - ||) jest przestrzenia Banachﬂ gdy jest przestrzenig zupelna
w normie || ||, tzn. wszystkie ciagi Cauchy’egﬂw normie ||- || sa zbiezne. Przestrzen Hilberta to przestrzen Banacha
z normg zadana przez iloczyn skalarny.

Twierdzenie 3.5.7. Niech p € [1,400]. Wtedy LP(X, p) jest przestrzenig Banacha z normg || - ||, @ dla p = 2 jest
przestrzeniq Hilberta.

Dowdd. Wystarczy wykazaé, ze przestrzen LP(X, u) jest zupena.
Przypadek p € [1,+00).
Niech {f,} bedzie ciagiem Cauchy’ego w LP(X, ). Wtedy istnieje podciag { fn,} taki, ze

L ien (3.5.1)

Hf”i+1 - mep < ?7 1

Niech

k [e'S)
gk:Z‘fTLerl_fnJ Orazy:z’fni+1_fni|'
=1 =1

Z nieréwnosci Minkowskiego i nieréwnosci (3.5.1)) dostajemy ||gxl, < 1. Zauwazmy, ze g  g°, k — 00, a z twier-
dzenia o zbieznosci monotonicznej mamy ||g|, < 1. Z tego wynika, ze g < +00 pu=p.w., zatem szereg

fry () + Z Jnioi () = fn;(x) jest zbiezny p-p.w. do funkcji f(x).
=1

Przyjmijmy f(z) = 0 dla = takich, ze powyzszy szereg jest rozbiezny. Poniewaz

k
Fur @)+ D i (@) = for(@) = fon @), to lim fo,(2) = f(@) = piv.
=1

Musimy wykaza¢, ze f jest granica ciagu fn, w normie || - ||,. Ustalmy dowolny € > 0, wtedy istnieje N € N taki, ze
dla dowolnych n,m > N mamy || f, — fim|lp < €. Z lematu Fatou (lemat [2.2.4))

b'e n; —00 X
czyli f — frn € LP(X, ) 1 f = (f — fm) + frm € LP(X, ) oraz || f — fmllp = 0, m — oo.
Przypadek p = +oo0.
Niech {f,,} bedzie ciagiem Cauchy’ego w L>°(X, u). Zdefiniujmy zbiory dla k,n,m € N
Ap ={z € X : [fu(x)| > | frlloc} oraz My = {z € X : [fu(z) = fm(2)] > [ fn — fmlloc}-

Wowczas u(E) = p <U2?n7m:1(Ak. U anm)) =0, a ciag f, jest zbiezny jednostajnie do pewnej funkcji f ograniczonej
na dopelnieniu zbioru E. Przyjmijmy f(z) =0, x € E. Wtedy f € L*(X,u) oraz ||f — fml|lcc = 0, m — oo. O

1Stefan Banach (1892-1945) — polski matematyk.
5 Augustin Louis Cauchy (1789-1857) — francuski matematyk.
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Twierdzenie 3.5.8. Jezeli p € [1,+00], {fn} jest ciggiem Cauchy’ego w przestrzeni LP(X) zbieznym do funkcji f,
to ciag {fn} zawiera podciqg {fn,} zbieiny p-p.w. do f.

Dowod. Wynika z dowodu twierdzenia [3.5.7 O

Obserwacja 3.5.9. Jezeli p € [1,400], to zbior
S={f e Mo(X): p({x € X : f(z) # 0}) < +o0}
jest gesty w przestrzeni LP(X, ).

Dowdd. Zauwazmy, ze S C LP(X,u). Wystarczy wykazaé teze dla funkcji dodatnich. Niech f > 0, f € LP(X, u)
wtedy istnieje ciag rosnacych funkeji prostych mierzalnych f, € Mg (X), 0 < f, & f, z czego wynika, ze f, €
LP(X,pu)NS. Wtedy

|fo = 1P < [ful? + [fIP < 20f]

i z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej (twierdzenie [2.2.7)) wynika, ze || f, — f|l, = 0, n — oo, czyli f
nalezy do domkniecia S w przestrzeni LP(X, p). O
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3.6 Zadania

Zadanie 3.6.1. Obliczy¢ granice
3
lim [ 2? <1 + y> dL?(z,y),
A n

n—o0

gdzie A = {(z,y) € R? : (x — 1)? +3? < 4,y > 1}. Uzasadni¢ istnienie granicy.

Zadanie 3.6.2. Obliczy¢
(LM0,00) + 6-1) ® (LY [=1,1) + v)(A1 \ A),

gdzie Ay = [-2,0) x [-2,0] oraz Ay = (—1,1) x (—1,1), a v oznacza miare borelowska, okreslona wzorem v(A) =
[ye“dL (z).

Zadanie 3.6.3. Niech y = L'l\[o 4) iniech f(z) = X[~ 3X[3,4]- Znalez¢ py - transport miary u przez odwzorowanie
) 2 )

/ xdpiy.
[_371]

L/xyﬂ£1®&%
A

gdzie §; oznacza miare Diraca w punkcie 11 A = {(z,y) € R? : 2 > 0,y > 0,2 + y < 2}.

f 1 obliczy¢ catke

Zadanie 3.6.4. Obliczy¢ catke

Zadanie 3.6.5. Obliczy¢
/ zdp(z),
[_112]
gdzie
= Z kéx + v, oraz v(A)= / 22dL(x), Ac .
k=1 A

Zadanie 3.6.6. Obliczy¢

/ (& + y)?d((36_1 + 562) ® LY)(x, y).
{(z,y)ER2:22+y2<25}

Zadanie 3.6.7. Obliczy¢
(£ @) ([0,2° U [1,4).

Zadanie 3.6.8. Niech A = {(z,y) € R?: 2 #0, |[y| < 211}, f: R? 5 (z,9) — 371*l € R i niech miara p bedzie dana
wzorem p = (Y ez 0k) @ L. Obliczy¢ catke
/ fdu.
A

Zadanie 3.6.9. W przestrzeni mierzalnej (R?, £; ® P(R)) definiujemy miare 4 wzorem
p=L"® 5.
Obliczyé¢ p({(z,y) € R?: 2% + ¢ < 4}).

Zadanie 3.6.10. Niech p bedzie miara probabilistyczna i borelowska na [0, 1], absolutnie ciagla wzgledem miary
Lebesgue’a na [0, 1]. Wykazaé, ze dla dowolnego zbioru borelowskiego funkcja [0,1] 3 ¢ — pu([0,¢] N A) jest ciagta.

Zadanie 3.6.11. Niech A = {(z,y) € R? : (z —1)?> <y + 3 < 5}. Obliczy¢ catke

/ zy2d(L @ 6)(z,y).
A

Zadanie 3.6.12. Obliczy¢ calke
[ faet o),
A

gdzie f : R%? > (z,y) — (z —y)? € R, a A jest trojkatem o wierzcholkach (1,2), (3,6), (7,5).
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Zadanie 3.6.13. Niech p niech bedzie miarg borelowska na R, zdefiniowang wzorem
u(A) = / a2 dct (z),
f=1(A)

gdzie f: [1,2] 5 & — /z € R. Obliczy¢ catke [p(42? — 3)du(z).
Zadanie 3.6.14. Obliczy¢ calke
[ e+ nact o)),
gdzie A = {(z,y) € R?: 227 — 2zy + y* < 5}.
Zadanie 3.6.15. Obliczy¢ catke
[ avie 0 5.0,
gdzie A = {(z,y) € [-1,1] x [-2,2] : z +1 < y}.
Zadanie 3.6.16. Sprawdzi¢, dla jakich wartosci parametru a € R funkcja
fa:Non— fo(n)=(2a-5)"€R

jest calkowalna wzgledem miary p okreslonej wzorem p(A) =3, -, n/3", A C N. Obliczy¢ catke [ f3dpu.
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