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Czesc¢ 1

Analiza Matematyczna I






ROZDZIAL 1

Wstep

1.1. Symbolika logiczna

Podstawy logiki i teorii zbioréw sg przedmiotem wyktadu ,, Elementy logiki i teorii mnogosci”. Z tego
tez powodu ograniczamy sie ponizej do podstawowych definicji i oznaczen.

Bedziemy rozwazaé¢ zdania, o ktéorych mozemy zawsze stwierdzi¢, czy sa prawdziwe, czy falszywe.
7 punktu widzenia logiki istotne jest wylacznie to, czy dane zdanie jest prawdziwe, czy falszywe. Fakt, iz
zdanie p jest prawdziwe zapisujemy p = 1, za$, gdy jest falszywe piszemy p = 0. Jezeli p = 1, to méwimy,
ze p ma wartos$¢ logiczna 1, jezeli p = 0, to p ma wartos¢ logiczna, 0.

Zaprzeczenie (negacje) zdania p oznaczamy ~ p.  Oczywiscie, p = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
~p=1.

Parom zdaii (p,q) mozemy przy pomocy pewnych regul (funktoréw) przyporzadkowywaé nowe zda-
nia. Podstawowe funktory to:

o Alternatywa (suma logiczna) p V q, inaczej oznaczana ,lub”.

o Koniunkcja (iloczyn logiczny) p A ¢, inaczej oznaczana ,i”, lub samym przecinkiem.

o Implikacja (wynikanie) p = q (p nazywamy poprzednikiem, q nazywamy nastepnikiem).

o Rownowaznosé (wtedy i tylko wtedy) p < q.

Kuwantyfikatory:

o Kwantyfikator (duzy) ,dla kazdego” ¥, np. Vpen : n? > 0.

o Kwantyfikator (maty) istnieje” 3, np. ey : n? = 4.

o Istnicje doktadnie jeden 3!, np. ey : n? = 4.

Przy pomocy funktoréow i kwantyfikatorow mozemy tworzy¢ bardziej skomplikowane zdania.

Prawa de Morganadla kwantyfikatorow:

~Vpex : W(z)) <= Jpex : ~W(x).

Przy definiowaniu nowych obiektéw stosujemy nastepujace oznaczenia:

»i=" oznacza Townosc¢ z definicji; obiekt definiowany := obiekt definiujgcy, np. f(z) := 22, ale tez
z? =: f(x);

<" oznacza réwnowazny z definicji, np. A C B :<= V,ca: 1z € B.

1.2. Zbiory

Pojecia zbioru oraz nalezenia do zbioru sg pierwotne i nie sa definiowane. Zbior pusty, tzn. zbior, do
ktorego nie nalezy zaden element, oznaczamy przez &.

o Zawieranie (inkluzja) zbioréw: A C B :<= Vieca : & € B. Bedziemy tez pisa¢ A D B, jezeli
B C A

o Rownosé zbiorow: A= B <= A C B, B C A. Bedziemy pisa¢ A & B, jezeli AC Bi A# B.

o Zbior wszystkich podzbiordw zbioru (potega zbioru) X: P(X):={A: A C X}.

Jezeli X = {1,2}, to P({1,2}) = {o, {1},{2},{1,2}}.

P(2) = (2}, P(P(2)) = (2. (2})}, ...

Jezeli zbior X ma N elementéw, X = {z1,...,zx}, to zbiér P(X) ma 2V elementow.

o Suma zbiordw: Jezeli A,B C X, to AUB :={x € X :2 € AVz € B}. Jezeli A C P(X), to
UA:={z € X :34ca:x€ A}

o lloczyn (przeciecie) zbiorow: Jezeli A,B C X, to ANB :={zx € X : z € A, © € B}. Jezeli
ACPX),toNA:={z € X :Vaca:z € A}

(1) Augustus De Morgan (1806-1871).
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e Roznica zbiordw: Jezeli A,B C X, to A\B:={x € A:x ¢ B};

e Dopetnienie zbioru A: Jezeli A C X, to A°:= X \ A.

Prawa de Morgana dla zbioréw:

Jezeli A C P(X), to (JA)® = A°, gdzie A°:= {A°: A € A}.

Analogicznie, ((A)¢ = JA°.

o Tloczyn kartezjanski dwdch zbiorow: Jezeli A, B # @, to A x B := {(z,y) : x € A, y € B}, gdzie
(z,y) = {{z},{x,y}}. Ponadto, Ax B:=@oile A= lub B = 2.
CwiczeNie: Udowodnié, ze (2/,y) = (2", y") <= o' = 2", v = 4.

Jezeli A = B, to zamiast A x A piszemy A2.

o Zbiory liczbowe:

N — zbior liczb naturalnych 1,2,..., Ng:=NU{0}, Ny :={neN:n >k} (ke N),

Z — zbior liczb catkowitych,

Q — 2zbior liczb wymiernych,

R — zbior liczb rzeczywistych,

C — zbior liczb zespolonych.

Oczywiscie NCNoCcZCcQcCcRcC.

o A, :=A\{0},np. Q.; Ay :={z € A:2 >0}, np. Z;(=Ny); Aso:={z € A: 2 > 0}, np. Ryop.
Podobnie definiujemy A_, Ag.

1.3. Relacje

Definicja 1.3.1. Relacjg (dwuargumentowq) w zbiorze X nazywamy dowolny zbior R C X x X. Zamiast
pisa¢ (z,y) € R piszemy zwykle zRy. Relacje R nazywamy rdwnowaznosciowq, jezeli:
(i) (zwrotno$é) Vyex : xRz,
(ii) (symetrycznosé) Vy yex : (tRy = yRx),
(iil) (przechodnio$é) ¥y, .ex : ((xRy, yRz) = zRz).
Jezeli R C X x X jest relacja rownowaznosciows, to dla dowolnego = € X definiujemy klase réwno-
waznosci (abstrakcji) x wzgledem R
[]r :={y € X : zRy}.

Rodzing X/R := {[z]g : ¢ € X} C P(X) nazywamy przestrzeniq ilorazowq.

Oczywiscie, x € [x]g oraz [z]r = [y|r <= xRy (CWICZENIE).
Dla przyktadu, jezeli X = Z, Ry <= 2|(z — y), to Z/R = {[0]r, [1]r}; [0]r to zbior wszystkich
liczb catkowitych parzystych, za$ [1]g — nieparzystych.

1.4. Odwzorowania

Definicja 1.4.1. Dane niech beda zbiory X oraz Y. Zbiér f C X X Y nazywamy odwzorowaniem
(funkcja), jezeli Voex lyey @ (z,y) € f. Jezeli f C X XY jest odwzorowaniem, to piszemy f: X —
Y. Zamiast pisa¢ (x,y) € f, piszemy y = f(z). Jest to zgodne z tradycyjna definicja odwzorowania
f + X — Y jako przyporzadkowania kazdemu elementowi z € X pewnego elementu y = f(x) € Y;
Xsz+— f(x) €Y.

e Dla A C X definiujemy obraz A poprzez f jako zbior f(A) :={f(x):xz € A}. Jest widoczne, ze
dla A C P(X) mamy f(JA) = f(A), gdzie f(A) :={f(A) : A€ A}, oraz f(NA) Cf(A).

CWICZENIE: Znalezé przyktad funkeji f : R — R oraz zbioréw A, B C R takich, ze @ = f(ANB) &
f(A) N f(B) # 2).

e Dla B C Y definiujemy przeciwobraz B poprzez f jako zbior f~1(B) := {z € X : f(z) € B}.
Zamiast pisa¢ f~1({b}) piszemy f~1(b). Jest widoczne, ze dla B C P(Y) mamy f~1(JB) = f1(B),
gdzie f1(B) := {f~1(B): B € B, oraz f~((\B) = 1/ (B).

o Jezeli f: X — Y oraz g: Y — Z, to odwzorowanie go f : X — Z dane wzorem (g o f)(z) :=
g(f(x)), x € X, nazywamyztozeniem odwzorowar f oraz g.

CwICZENIE: Skladanie odwzorowan jest taczne, tzn. ho (go f) = (hog)o f.

o Jezeli f: X — Y, to dla A C X okreslamy zaciesnienie (zawezenie, restrykcje) odwzorowania f
do A jako odwzorowanie f|4 : A — Y dane wzorem f|4(z) := f(z), z € A.
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1.5. Grupy, ciala, ciala uporzadkowane g

o Jezeli fj : X; — Y, j =1,2, oraz fi|x,nx, = f2|x,nx,, to odwzorowanie f1 U fo : X1UXy — Y
_JA), gdyreXy

fQ(x)v gdyxEXQ
jezeli A C P(X) oraz fa : A — Y, A € A, sa odwzorowaniami takimi, ze fa|lans = fBlans dla
dowolnych A, B € A, to definiujemy sklejenie odwzorowarn fa, A € A, jako odwzorowanie |J fa :

UA — Y dane wzorem ( |J fa)(z) := fa(x),x € A€ A. e
AcA

dane wzorem (f1U f2)(z) : nazywamy sklejeniem odwzorowar f1 i fo. Ogolniej,

o Jezeli f; : X — Y, j =1,...,N, to odwzorowanie (fi,...,fn) : X — Y7 x --- x Yy dane

wzorem (f1,..., fn)(z) = (fi(z)..., fn(z)) nazywamy zestawieniem odwzorowar fi,..., fn. Oczywi-
Scie, dla dowolnego odwzorowania f: X — Y7 X --- x Yy istniejg f; : X — Y;, 7 =1,..., N takie, ze
f=(f o IN)

o Jezeli zbior f(X) jest jednopunktowy, to méwimy, ze f jest odwzorowaniem statym.

o Odwzorowanie X > 7 1% 7 € X nazywamy odwzorowaniem identycznosciowym. Niech idy x =
idy |A7 AcCX.
Jezell A C X, to przez xa,.x : X — {0, 1} oznaczamy funkcje charakterystyczng zbioru A,

1, gdyxeAd

Xax(@) = {0, gdyze X\ A

Jezeli zbiér X nie budzi watpliwosci, to bedziemy pisaé¢ x 4.

e Odwzorowanie f: X — Y nazywamy:

— surjekcjg, jezeli Y = f(X);

— injekcjg (odwzorowaniem rdéznowartosciowym), jezeli dowolnych 1,22 € X z tego, ze f(x1) =
f(x2) wynika, ze 1 = x5 (rownowaznie: jezeli x1 # xa, to f(x1) # f(x2));

— bijekcjq, jezeli jest rdwnoczesnie injekcja i surjekcja.

e Dla bijekcji f: X — Y definiujemy odwzorowanie odwrotne (funkcje odwrotng) f=1:YV — X
przy pomocy przepisu f~!(y) = z :<= y = f(z). Innymi stowy: f~! = {(y,2) €Y x X : (z,y) € f}.

o CwiCzZENIE: Odwzorowanie f : X — Y jest bijekcja wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odwzoro-
wanie g : Y — X takie, ze go f =idx oraz fog =idy.

o CWICZENIE: Jezeli f: X — Y ig:Y — Z s injekcjami (odp. surjekcjami, bijekcjami), to go f
jest injekcja (odp. surjekcja, bijekcja).

o CWICZENIE: Jezeli f i g sa bijekcjami, to (go f)~' = f~log™ !

o CWICZENIE: Jezeli f : X — Y jest bijekcja, to f~! 1 Y — X jest rowniez bijekcja, (f~1)~' = f
oraz f~Y(B) = f~Y(B), gdzie zbiér po lewej stronie rozumiemy jako przeciwobraz zbioru B poprzez f,
za$ zbiér po prawej — jako obraz zbioru B poprzez f~!.

Definicja 1.4.2. Kazde odwzorowanie f : N — X nazywamy ciggiem w X. Zwykle kladziemy f, =
f(n), n € N ipiszemy (fn)22; C X lub (fn)nen C X, np. (1/n)22,; C Q. Podciagiem ciagu f: N — X
jest nazywany dowolny ciag postaci foy : N — X, gdzie ¢ : N — N jest odwzorowaniem takim, ze
o(1) < p(2) < ... (zauwazmy, ze ¢ musi by¢ injekcja). Ktadac ny := ¢(k), k € N, piszemy wtedy, ze
(fne )72, jest podciagiem ciagu (f,)0% ;.

Definicja 1.4.3. Kazde odwzorowanie f : I — P(X) nazywamy indeksowanq rodzing zbioréw (o
zbiorze indeksow I). Rodzine A := {f(¢) : i € I} bedziemy zapisywac¢ wtedy jako (A;)icr, gdzie 4; :=
f(@), i € I. Ponadto, |J 4; :=|JA oraz ] A4; := [ A. Oczywiscie kazda rodzina A C P(X) moze by¢
il iel
uwazana za rodzine indeksowana.
N [e%S)
Jezeli I = {k,k+1,...,N}, topiszemy |J A;. Jezeli I = {k,k+1,...},topiszemy |J A;. Podobnie
j=k j=k
N
jak dla sumy zbioréw definiujemy () A, i
j=k

N 4;.
j=k

j=
1.5. Grupy, ciala, ciala uporzadkowane

Definicja 1.5.1. Grupg przemienng (abelowg) nazywamy dowolng pare (G,e), gdzie G jest zbiorem
niepustym, zas e : G X G — G jest dziataniem spelniajacymi nastepujace warunki:
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(a) Yapeeq:(aob)ec=ae(bec) (lacznosé),
(b) Jecq Vaea : a®e =eceoa=a (element neutralny),
(¢) Vaeg Jweg : aed' = a’ ea = e (element odwrotny; jezeli spelnione sa warunki (a), (b) i (c), to
mowimy, ze (G, e) jest grupa),
(d) Yapeq :aeb=>bea (przemiennosc).
Ciatem nazywamy dowolna trojke (F,+,-), gdzie F jest niepustym zbiorem, zas
+:FxF—F -:FxF—F

sa dziataniami spelniajacymi nastepujace warunki:

(a) (F,+) jest grupa przemienna (element neutralny wzgledem + oznaczamy przez 0, za$ element
odwrotny przez —a),

(b) (Fk,-) jest grupa przemienna (element neutralny wzgledem - oznaczamy przez 1, za$ element
odwrotny przez a~!),

(¢) Vapeer:a-(b+c)=a-b+a-c (rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania).

Mowimy, ze czworka (F,+,-, <) jest ciatem uporzqdkowanym jezeli (F,+,-) jest cialem, zas§ < jest
relacja w F taka, ze:

(P1) V4 per : zachodzi doktadnie jedna z mozliwosci: @ < b, a = b, b < a (spojnosé),

(P2) Yapeer : ((a<b, b<c) = a < c) (przechodnios¢),

(P3) Yapcer : (b <c= a+b<a+c) (zgodnosc relacji z dodawaniem),

(P4) Yapeer: (0<a, b<c)= a-b<a-c (zgodnosé relacji z mnozeniem).

Mowimy, ze cialo uporzadkowane (F, +,-, <) spelnia aksjomat ciggtosci (aksjomat Dedekinda @,
jezeli niemozliwe jest przedstawienie F' = AU B, gdzie

(Cl) A,B # o,

(C2) Vaea, veB : a < b,

(03) VaEA Ea’eA ra< (Z/,

(C4) vbeB Eb’GB (b <.
Obserwacja 1.5.2. (Q,+, -, <) jest cialem uporzadkowanym, ktore nie spelia aksjomatu Dedekinda.

Istotnie, Q ={z € Q: (z <0)V(z >0, 22 <2)}U{z € Q:2 >0, 2% > 2}.

1.6. Konstrukcja Cantora liczb rzeczywistych
Zaktadamy, ze znamy cialo uporzadkowane (Q, +, -, <) wraz ze standardowa wartoscia bezwzgledna
[1:Q — Q4.
Definicja 1.6.1. Mowimy, ze ciag a = (a,,)52, C Q jest ciggiem Cauchy’ego@ jezeli
Vec@oo INEN VinnsN & |an — am| < e.
Dla ciagow a = (a,,)22 1, b = (b,)521Q definiujemy
a~b:<=V.cq., Inen Vnxn i |an —byp] <e.

Niech
C:={a=(an);2; CQ: a jest ciagiem Cauchy’ego}.

Latwo wida¢, ze ~ jest relacja rownowaznosci w C. Definiujemy zbidr liczb rzeczywistych
R:=¢/~.

Konstrukcja 1.6.2 (Budowa struktury zbioru liczb rzeczywistych). Ponizej a = (a,)52 1, b = (b,)52 4,
c=(cn)pls, d=(dy)pl; € C.

(a) a+b:=(an+b,)52,€C Jezelia~corazb~d,toa+b~c+d.
2) Julius Dedekind (1831-1916).

3) Augustin Cauchy (1789-1857).
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(b) Istnieje M € Q4 takie, ze |a,| < M, n € N.

Istotnie, biorac w definicji ciagu Cauchy’ego, ¢ = 1 wnioskujemy, ze istnieje N € N takie, ze |a,, —
any| < 1dlan > N. w takim razie wystarczy wzia¢ M := max{|a1],..., |ay—_1|, |an| + 1}.

(¢) a-b:=(anby)>2, €C.

Istotnie, niech M € Q bedzie takie, ze |ay|, |bn| < M dla n € N. Wtedy |anbn — ambm| < M(|a, —
am| + ‘bn - bMD-

(d) Jezelia ~corazb~d,toa-b~c-d.

Istotnie, niech M € Q4 bedzie takie, ze |b,|, |c,| < M dla n € N. Wtedy |anb, — cpdn| < M(|a, —
cn| + |bn — dnl)-

(e) Powyzsze wlasnosci pozwalaja zdefiniowa¢ w €/~ dzialania dodawania i mnozenia:

[a] + [b]~ = [a + b].,

la] - [b]~ = [a - b]..

Jest oczywiste, ze dzialania te sa laczne i przemienne. Ponadto, mnozenie jest rozdzielne wzgledem
dodawania.

(f) Dla r € Q przez r rozumiemy ciag staly r, := r, n € N. Oczywiscie r € C. Teraz definiujemy
7:Q — R, 7(r) = [r]~, r € Q. Zauwazmy, ze T jest injektywne oraz 7(r1 + ro) = 7(r1) + 7(r2),
7(r1 - re) = 7(r1) - 7(r2), czyli 7 jest zgodne z dziataniams.

(g) Elementy 7(0) = [0].. oraz 7(1) = [1]~ sa neutralne odp. wzgledem dodawania i mnozenia. Latwo
tez widac, ze element [—a].. jest odwrotny do [a]. wzgledem dodawania, gdzie —a := (—a, )52 . Krotko:
—la]~ = [-dq]..

(h) atb<— EIEOEQ>0, NeN - (Vn2N tap = by, + Eo) vV (Vngjv 2 b, > a, + Eo).

Istotnie, implikacja ,,<<=" jest oczywista. Dla dowodu implikacji ,,—=" wprost z definicji relacji ~
wnioskujemy, ze istnieje ¢ € Q¢ oraz ciag liczb (ng)52, C N takie, ze nqy < ngo < ... 1|ap, — by, | > €.
Niech Iy = {k € N: ay, — by, > ¢}, I_ :={k € N: b,, — ap, > €}. Co najmniej jeden z tych
zbioréw musi by¢ nieskoriczony. Przyjmijmy, ze I,. Zastepujac ciag (nx)7>,; stosownym podciagiem,
mozemy zalozyé, ze I; = N. Wobec definicji ciagu Cauchy’ego istnieje N € N takie, ze |a, — am| < /3
ilb, —bn| <e/3 dlan,m > N. Ustalmy k € N takie, ze np > N. Wtedy dla n > N mamy

ap, — by = an, — by, — |an — an, | — |bn — bn,| > €/3 =: €p.

(i) Niech @ ¢ 0 i niech g9 € Qs oraz N € N beda takie, ze |a,| > o dla n > N. Zdefiniujmy
a* = ()2, ¢, =0dlal<n<N-1lic,:=1/a, dlan> N. Wtedy a* € Coraz [a]~ - [a*]. = [1]~,
czyli, ze [a*]. = [a]Zt.

Istotnie, dla m,n > N mamy |1/a, — 1/am| < %|an — -

(j) Wykazalismy, ze (R, +,-) jest cialem.

(k) Wprowadzamy porzadek: [a]~ < [b]~ <= Fccqoo, NeN : VasN : Gn + € < by

Jest to relacja poprawnie okreslona, spéjna, przechodnia i zgodna z dziataniami.

Istotnie, jezeli @ ~ ¢, b ~ d, oraz a, + ¢ < b, dla n > N, to dobieramy N; > N takie, ze
|an—cn| < /3, |bp—d,| < e/3dlan > Ny. Wtedy, dlan > Ny mamy ¢,+¢/3 < ap+2¢/3 < b,—¢/3 < dp,.

(P1) wynika natychmiast z (fhl).

(P2): Jezeli a, + 1 < b, dlan > Ny ib, +e1 < ¢, dlan > No, to biorac € := min{ey,e2}, dla
n > max{Ny, No}, mamy a,, + 2 < b, + ¢ < ¢p.

(P3): Jezeli b, +e < ¢, dlan> N,toa, +b, +e<ay,+c¢, dlan>N.
(P4): Jezeli 0+¢1 < a, dlan > Ny oraz b,+e3 < ¢, dlan > Ny, todlae :=e1-691 n = max{Ny, Na}
mamy a, - by, + € < ap(by +2) < ap ¢, dlan > N.
(1) (R,+,, <) jest cialem uporzadkowanym.
(m) Dla ri,re € Q mamy r; < rg <= 7(r1) < 7(rg), co oznacza, ze T jest zgodnie z relacjami <.

(n) Utozsamiamy Q z 7(Q). w szczegolnosci, piszemy 0, 1 zamiast 7(0), 7(1).

(o) w R wprowadzamy relacje <, >, > oraz warto$é bezwzgledng | | : R — R:

a<b:<= (a=b)V(a<b),

a>b:<=b<a,

az2b:<= (a=b)V(a>D),



Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej I, wersja z 21 maja 2021
1. Wstep

a, jezelia >0
lal := <0, jezelia =0,
—a, jezelia <0
(p) Oczywiscie powyzsza wartosé bezwzgledna zgadza sie na Q z wyjsciowa wartoscia bezwzgledna
dla liczb wymiernych (|7(r)| = |r| dla 7 € Q). Latwo mozna sprawdzi¢ (CWICZENIE), ze dla a,b € R
mamy |a - b| = |a| - [b], |a + b] < |a] + [b].
(q) Wprowadzamy przedzialy:
[a,b) :={z€R:a<z<b}dlaa<h,
[a,b) :={zeR:a<z<b}, (a,b]:={zecR:a<z<b}, (a,b):={zrecR:a<z<b}dlaa<b,
[a,400):={x eR:z>a}, (a,+0) :={zr €R:2z>a} dlaaeR,
00,b] :={x € R:2z < b}, (—0,a) :={x eR:z <b} dlabeR,
(=00, +00) =R, &,
R4 :=[0,400), Ryg := (0, +00), R_ := (—00,0], Reg := (—00,0).
(r) Jezeli a,b € R, a < b, to istnieje r € Q takie, ze r € (a,b) (gestos¢ Q w R).

Niech a,, + € < b, dla n > N;. Dobieramy N, takie, ze |a, — am|, |bn — by| < /4 dla n,m > Na.
Niech N = max{N1, Nz}, r :== ay +¢/2. Dlan > N mamy a, + /4 < an+e/2 =1 <r+e/d =
(ay +¢€/2)+e/4 < by —e/4 < by,

(s) Spelniony jest aksjomat Dedekinda.

Istotnie, przypusémy, ze R = AU B is spelione sa (C1) — (C4). Korzystajac z tych warunkow oraz
(), wnioskujemy, ze istnieja liczby r1,s1 € Q, r1 < s1, takie, ze r; € A, s; € B. Rozwazmy, punkt
q:= %(rl + s1). Lezy on albo w A albo w B. Jezeli w A to definiujemy o = ¢, s2 := s1. Jezeli lezy
w B, to kladziemy ro = r1, so := ¢. Powtarzamy procedure. Dostajemy ciagi r = (r,)22 1, s = (5,)52,Q
takie, ze r,, € A, s, € B, r1 <19 < ... <1y < Sp < Spe1 <LK 8118, 1y = 271%1(81—7’1)
dla dowolnego n € N. Dla n,m > N mamy |r, — 7| < sy — ry. Wynika stad natychmiast, ze r € C.
Podobnie s € €. Oczywiscie, 7 ~ s, a wiec [r]. = [s]~ =: ¢. Praypusémy, ze ¢ € A. Niech ¢’ € A bedzie
takie, ze ¢ < ¢/. Wobec , musi istnie¢ ¢ € Q takie, ¢ < t < ¢/. Oznacza to w szczegolnosci, ze istnieja
€ € Qso i1 N € N takie, ze 1, + € <t < s, dlan > N, co daje sprzecznos¢. Przypadek, gdy ¢ € B jest
analogiczny (CWICZENIE).

(t) (R,+,-, <) jest cialem uporzadkowanym spekniajacym aksjomat Dedekinda.

Mozna pokazaé, ze (R, +, -, <) jest jedynym cialem uporzadkowanym speliajacym aksjomat Dede-
kinda takim, ze istnieje odwzorowanie injektywne 7 : Q — R, ktore jest zgodne z dziataniami i relacjami.
Doktadniej, jezeli (]li, 1,7, <) jest ciatem uporzadkowanym spehiajacym aksjomat Dedekinda takim, ze
istnieje odwzorowanie injektywne 7 : Q — R, ktore jest zgodne z dzialaniami i relacjami (<, <), to
istnieje bijekcja ¢ : R — R zgodna z dzialaniami i relacjami (< i <) taka, ze po T = T.

1.7. Kresy

Definicja 1.7.1. Niech A C R. Mowimy, ze A jest ograniczony od gory, jezeli istnieje M € R takie, ze
x < M dla dowolnego = € A. Kazda taka liczbe M nazywamy ograniczeniem gérnym (magjorantg) zbioru
A. Zbior wszystkich ograniczen gornych zbioru A oznaczamy (roboczo) Maj A.

Mowimy, ze A jest ograniczony od dotu, jezeli istnieje m € R takie, ze m < x dla dowolnego x € A.
Kazda taka liczbe m nazywamy ograniczeniem dolnym (minorantq) zbioru A. Zbior wszystkich ograniczeri
dolnych zbioru A oznaczamy Min A.

Moéwimy, ze A jest ograniczony, jezeli jest jednoczesnie ograniczony od dotu i od gory.

Moéwimy, ze element a* € A jest maksimum zbioru A, jezeli z < a* dla dowolnego = € A. Piszemy
a* = max A.

Mowimy, ze element a, € A jest minimum zbioru A, jezeli a, < z dla dowolnego z € A. Piszemy
ay, = min A.

Jezeli zbior Maj A # @ ma element minimalny, to nazywamy go supremum (kresem gdrnym) zbioru
A i oznaczamy sup A.  To znaczy, ze sup A := min(Maj A).

Jezeli zbior Min A # @ ma element maksymalny, to nazywamy go infimum (kresem dolnym) zbioru
A i oznaczamy inf A.  To znaczy, ze inf A := max(Min A).

Obserwacja 1.7.2. (a) Jezelia e MajAib>a,tob € MajA. Jezelia € Min Aib < a, tob € Min A.
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(b) MajR = MinR = &.
(¢) @ jest ograniczony, ale nie ma kresow.
(d
(e
(f
(g) max A = —min(—A), sup A = —inf(—A), gdzie —A := {—z : x € A}. Jezeli A jest ograniczony
od gory (odp. od dotu), to —A jest ograniczony od dotu (odp. od gory).
(h) & # A C R jest ograniczony od gory (odp. od dolu) i ap € R, to nastepujace warunki sa
roéwnowazne:
e ag=supA (odp. ag = inf A);
e g € MajA oraz Vesg dyca i a > ag — € (odp. ap € Min A oraz Vesg Jaca @ a < ag + ¢).

sup A i inf A sg wyznaczone jednoznacznie.
Jezeli max A (odp. min A) istnieje, to max A = sup A (odp. min A = inf A).
Kazdy niepusty zbior skonczony A C R ma maksimum i minimum.

)
)
)
)
)
)

Twierdzenie 1.7.3. Kazdy niepusty zbior A C R ograniczony od gory (odp. od dotu) ma supremum
(odp. infimum).

Dowdd. Zalozmy, ze @ # A C R jest ograniczony z gory. Niech P := R\ Maj A, Q := Maj A. Wtedy:
PUQ=R.
P, Q # @. Istotnie, P # @ bo A # @, zas§ Q # @ bo A jest ograniczony z gory.
Jezelia € P, b € Q, to a < b. Istotnie, gdyby a > b, to wtedy a € Q.
Jezeli a € P, to istnieje b € A takie, ze a < b. Istotnie, gdyby b < a dla dowolnego b € A, to a € Q.
Biorgc a < a’ < b dostajemy o' € P takie, ze a < a’. Istotnie, gdyby o’ € Q, to a’ > b.
7 zasady cigglosci wynika, ze istnieje by € @ takie, ze by < b dla dowolnego b € @, czyli by = sup A.
Przypadek infimum przebiega analogicznie (CWICZENIE). d

Obserwacja 1.7.4. Zbiér I C R jest przedzialem wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych =,y € I,
x <y, mamy [z,y] C I.

Oczywiscie kazdy przedzial ma wyzej wymieniona wtasnosé. Zatézmy teraz, ze @ # I C R ma te
wlasnosé.

e Jezeli I jest ograniczony, to definiujemy a := inf I, b := supI. Gdy a = b, to I = {a} = [a,a].
Jezeli a < b, to, w zaleznosci od tego, czy a i/lub b naleza do I, mamy I € {[a,b], (a,b], [a,b), (a,b)}.

e Jezeli I jest ograniczony od gory, ale nie jest ograniczony od dotu, to definiujemy b := sup I.
Wtedy I € {(—00,b], (—00,b)}.
e Jezeli I jest ograniczony od dohu, ale nie jest ograniczony od gory, to definiujemy a := inf I.

Wtedy I € {[a,+0), (a,+00)}.
e Jezeli I nie jest ograniczony ani od gory ani od dotu, to I = R.

1.8. Zbiory przeliczalne

Twierdzenie 1.8.1 (Zasada minimum). Niech @ # A C N. Wtedy I ca Viea : ko < k, tzn. ko = min A.

Dowdd. Zbior A, jako podzbior R, jest ograniczony z dotu, a wiec ma infimum kq. Gdyby ko ¢ A,
to korzystajac z Obserwacji [L.7.2((hl), dla dowolnego ¢ > 0 mielibySmy (ko,ko + ) N A # &, co daje
sprzecznosc. (I

Twierdzenie 1.8.2 (Zasada indukcji matematycznej). Niech A C Ny. Jezeli 0 € A oraz
Vien, (k€ A= k+1€ A),
to A =Ny.
Dowdd. Przypusémy, ze A ¢ Ny i niech kp := min(N \ A) (na podstawie zasady minimum). Wobec
definicji ko musi byé¢ kg — 1 € A. Stad, korzystajac z zalozen, wnioskujemy, ze kg € A; sprzecznosé. [

Definicja 1.8.3. Dwa zbiory X oraz Y nazywamy réwnolicznymi, jezeli istnieje bijekcja ¢ : X — Y.
Zbior A nazywamy skoniczonym, jezeli A = @ lub A jest rownoliczny ze zbiorem {1,...,n} dla pewnego
n € N (wtedy mowimy, ze A jest n-elementowy). Zbiory nieskornczone to takie, ktore nie sa skoriczone.
Mowimy, ze A jest przeliczalny, jezeli A jest roéwnoliczny z N; zapisujemy to jako #A = Ny. Zbior A
nazywamy co najwyzej przeliczalnym, jezeli jest skonczony lub przeliczalny; zapisujemy to jako #A4 < V.
Zbiér A nazywamy nieprzeliczalnym, jezeli nie jest co najwyzej przeliczalny.

Obserwacja 1.8.4. (a) Relacja rownolicznosei zbioréow jest relacja rownowaznosciowa.
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(b) Zbior jest przeliczalny, jezeli wszystkie wyrazy tego zbioru mozna ustawié¢ w ciag réznowartosciowy.
(¢) No, Z sa przeliczalne.

Lemat 1.8.5. (a) Kazdy nieskoniczony zbidr C C N mozna ustawié w cigg $cisle rosngey a : N — C,
tzn. a(n) < a(n+1), n € N.

(b) Dowolny nieskoniczony podzbior B zbioru przeliczalnego A jest przeliczalny.

(c) Jezeli A jest przeliczalny, zas f : A — B jest surjekcjq, to B jest co najwyzej przeliczalny.

Dowdd. (a) Korzystajac z zasady minimum definiujemy
a(l) :==minC, a(n) :=min(C \ {a(1),...,a(n—1)}), n>2.

Trzeba tylko pokazaé, ze a : N — C' jest odwzorowaniem surjektywnym. Oczywiscie a(1) < a(2) < ....
Przypusémy, ze ¢ € C'\ a(N) C C\ {a(l),...,a(n—1)}. Wtedy n < a(n) < ¢y dla dowolnego n € N, co
daje sprzecznosé.

(b) Poniewaz A jest przeliczalny, istnieje bijekcja ¢ : N — A. Niech C' := ¢~ 1(B); jest to zbior
nieskoniczony oraz ¢|c : C — B jest bijekcja. Wiemy, ze C' mozna ustawi¢ w ciag Scisle rosnacy
a: N — C. Teraz v := @ o a jest bijekcja N — B.

(c) Mozemy zalozy¢, ze A = N oraz, ze B jest nieskonczony. Zauwazmy, ze rodzina {f~(b) : b €
B} sklada sie z niepustych zbioréw parami rozlacznych. Dla b € B niech g(b) := min f~1(b) (zasada
minimum). Wtedy g : B — N jest injekcja, a wiec B jest przeliczalny. ]

Twierdzenie 1.8.6. (a) Zbior N x N jest przeliczalny.
(b) Zbior Q jest przeliczalny.

Dowdd. (a) Zbior N x N ustawiamy w nieskorniczong tablice

(1,1) — (1,2 (1,3) — (1,4)
! 7 !

(2,1) — (2,2) (2,3) (2,4)
! T !

(3,1) — (3,2) — (3,3) (3,4)
!

4,1) «— (4,2) — (4,3) — (4,4

!

i teraz wszystkie elementy zbioru N x N ustawimy w ciag zgodnie ze strzatkami.
(b) Wobec (a) zbior Z x N jest przeliczalny. Odwzorowanie Z x N 3 (£, m) — % € Q jest surjekcja.

Teraz korzystamy z Lematu [1.8.5)(c|). O
Definicja 1.8.7. Iloczynem kartezjariskim Ay X --- X A, zbiorow Aq, ..., A, nazywamy zbior wszystkich
n

odwzorowan a : {1,...,n} — |J A, takich, ze a(j) € 4;, j = 1,...,n. Odwzorowanie a utozsamiamy

j=1
ze skoficzonym ciagiem (aq,...,a,), czyli Ay X - x A, :={(a1,...,a,) a1 € A1,...,a, € A, }. Jezeli
A =---= A, = A, to zamiast A x --- x A piszemy AF.

[ ———

ke

Zauwazmy, ze dla n = 2 powyzsza definicja zgadza sie z definicja z podrozdzialu (CWICZENIE).

Twierdzenie 1.8.8.  (a) Zaldzmy, zZe rodzina (A;)ier C P(X) jest taka, zZe I # @, #I < Ny oraz
#A; <N, i € 1. Wtedy zbior A := |J A; jest co najwyzej przeliczalny.
il
(b) Jezeli X1,..., X, sq co najwyzej przeliczalne, to X1 x --- x X, jest co najwyzej przeliczalny.

Dowdd. (a) Jezeli zbior I jest skoriczony, to mozemy przyja¢ I = {1,..., N}. Jezeli I jest przeliczalny,
to mozemy przyjac, ze I = N. Niech ¢; : B; — A; bedzie bijekcja dla pewnego B; C N, i € I. Na

podstawie Twierdzenia[T.8.6{fa)) zbior C := |J {i} x B; C N x N jest przeliczalny. Poniewaz odwzorowanie
el
¢ :C — A, ¢(i,a) := p;(a), jest surjektywne, zbior A jest co najwyzej przeliczalny (Lemat [1.8.5|(d)).
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1.10. Funkcje monotoniczne i okresowe

(b) Indukcja wzgledem n. Przypadek n = 1 jest oczywisty. Przechodzimy do kroku indukcyjnego
n~n+ 1. Wtedy
X1 X X Xpp1 = U X1 X x Xy X {zpy1}
Tp+1€EXn41
i mozemy zastosowaé (a) O

1.9. Nieprzeliczalnosé R

Twierdzenie 1.9.1 (Twierdzenie Cantora . Niech I, := [an,by] C R, Iy C I, n € N. Wtedy
AL+o
n=1

Dowdéd. Dla dowolnych m,n mamy a,, < b,,. Niech A := {aq,aq,...}. Jest to zbior ograniczony z gory.

(oo}
Niech a := sup A. Wtedy a,, < a < b,, dla dowolnego n. Stad a € () I,. ]

n=1

o0
Cwiczenie 1.9.2. Jezeli w twierdzeniu Cantora Ve~o Inen : by —any < &, to [ I, musi by¢ jedno-
n=1

punktowy.

Twierdzenie 1.9.3. Dowolny przedziat I C R taki, ze #1 > 2 jest zbiorem nieprzeliczalnym.

Dowdd. Przypusémy, ze I = {c1,ca,...}. Ustalmy a,b € I, a < b. Jezeli ¢; ¢ I := [a,b], to kladziemy

I .= Iy. Jezeli ¢1 € Iy, to dobieramy mniejszy przedzial Iy = [a1,b1] C Iy taki, ze a; < by ic1 ¢ 1. Jezeli

¢y ¢ I, to kladziemy Iy := Iy. Jezeli ¢y € I, to dobieramy mniejszy przedzial Is = [ag,bo] C I taki,

ze ag < by i ca ¢ Ir. Powtarzamy rozumowanie. Dostajemy zstepujacy ciag przedziatow I, = [an,by],
o0

an < by, n €N taki, ze ¢1,...,¢, ¢ I,, n € N. Wynika stad, ze (| I, = 9 — sprzecznos¢. O
n=1

Twierdzenie 1.9.4 (Cantor). Zbidr X wszystkich ciggdw N — {0,1} jest nieprzeliczalny.

Dowdd. Oczywiscie X jest nieskonczony. Przypusémy, ze ustawiliémy go w ciag a : N — X. Teraz
zdefiniujemy pewien element xz € X:
z(n) :=1—a(n)(n), mneN.
Poniewaz, x ¢ a(N) dostajemy sprzecznosé. O
Powyzsza metoda dowodu nosi nazwe metody przekgtniowe.

Cwiczenie 1.9.5. Udowodni¢ Twierdzenie w oparciu o Twierdzenie

1.10. Funkcje monotoniczne i okresowe

Definicja 1.10.1. Niech & # A C R i f: A — R. Mowimy, ze f jest rosngca (odp. silnie rosngca),
jezeli dla dowolnych x,y € A stad, ze © < y wynika, ze f(x) < f(y) (odp. f(x) < f(y)).

Mowimy, ze f jest malejgca (odp. silnie malejgca), jezeli dla dowolnych z,y € A stad, ze z < y
wynika, 7e f(z) = f(y) (odp. f(z) > ().

Funkcje rosnace lub malejace nazywamy monotonicznymi. Funkcje silnie rosngce lub silnie malejace
nazywamy silnie monotonicznyms.

Oczywiscie, powyzsze definicje dotycza tez ciagow f: N — R.

Mowimy, ze funkcja f : A — B jest okresowa jezeli istnieje liczba w > 0 (zwana okresem) taka, ze:

o Yocp:ixtw, z—weA,

* Voea: f(zt+w)=f(z)
Jezeli istnieje okres minimalny, to nazywamy go okresem zasadniczym (podstawowym).

Widaé, ze f jest rosnaca (odp. silnie rosnaca) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja —f jest malejaca
(odp. silnie malejaca).

Przyktad 1.10.2. Funkcja f := xgr jest okresowa (dowolna liczba w € Qs jest jej okresem), ale f nie
posiada okresu zasadniczego.

(4) Georg Cantor (1845-1918).
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1.11. Uzupelniony (rozszerzony) zbidr liczb rzeczywistych

R := RU {—c0,+00}, gdzie —00,+0c0 ¢ R i —oco # +o0. Dodawanie i mnozenie rozszerzamy na R
tylko czesciowo:
a,bER=a+b=

’b\aH—oo\ R \—l—oo‘
—00 || —00 | —© ?

R —00 | a+b| 4+
+00 ? 400 | 400

a,bER=a-b=

[ a ||~ [Reo [0 Roo | +0 |

—00 || +00 | 00

0

7| -0 | —©
Reg| 40 |a-b|0]a-b|—c0

0

0

?

0 ? 0 0 ?
Ryg || —o0 | a-b a-b| +o0
+00 || —00 | —00 +00 | +00

Dalej rozszerzamy relacje < na x,y € R:

r<y<= (z,yeR, z<y)V(z=—-00,y c RU{+o0})V (z € RU{—00}, y = +0).

Dostajemy relacje spojna i przechodnia (CWICZENIE). Mozemy wiec rozszerzy¢ na R relacje <, > i >.
Dla dowolnych a,b € R, a < b, definiujemy przedzialy [a,b], (a,b], [a,b), (a,b). Ponadto, definiujemy
| + oo := +o0.

Pojecia Maj A, Min A, max A, min A, sup A, inf A przenosimy na A C R. Poniewaz —oo < z < 400
dla dowolnego 2 € R, zatem wszystkie zbiory A C R sa ograniczone. Ponadto, jezeli A # @, to sup A
iinf A istnieja. Istotnie:

jezeli zbior A N R jest niepusty i ograniczony od gory, to przyjmujemy sup A := sup(A N R) (po
prawej stronie bierzemy supremum w ,starym” sensie);

jezeli zbior A N R jest niepusty i nieograniczony od gory, to przyjmujemy sup A := +o00;

jezeli +00 € A, to sup A := +o0;

jezeli A = {—o0}, to sup A := —o0.

Podobnie dla infimum (CwiczeNIE). Odnotujmy, Ze sup @ := —oo0, inf @ := +oo.

Cwiczenie 1.11.1. Odwzorowanie ¢ : R — [—1,1],

T Jezelix € R
pla) =4 A
+1, jezeli x = +o0

jest Scisle rosnaca bijekcja.

1.12. Liczby zespolone

W zbiorze C := R x R wprowadzamy dzialania:
e dodawanie: (z,y) = (u,v) := (z + u,y + v),
e munozenie: (z,y) - (u,v) = (zu — yv, zv + yu).

Cwiczenie 1.12.1. (C,+, ") jest cialem, przy czym:

e (0,0) jest elementem neutralnym dla dodawania.

b _(:Evy) = (_$7_y)'
(1,0) jest elementem neutralnym dla mnozenia.
(2.9) 7" = (357~ dia (2.9) # (0,0).

e Odwzorowanie R >  +—— (2,0) € C jest injekcja zgodna z dzialaniami, co pozwala utozsamiaé¢
R z podzbiorem C. w konsekwencji = (z,0) dla z € R, np. 0 = (0,0), 1 = (1,0).

e Niech i := (0,1) € C; i nazywamy jednostkq urojong. Wtedy i*> = —1 oraz (z,y) = (z,0) + (0,1) -
(y,0) = x + iy.
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o ¥ =7 (prosze ustali¢ wzor).
Jezeli z = x + iy to:
x =: Re z nazywamy czesciqg rzeczywistq z,
y =:Im z — czeScig urojong z,
|z| := v/22 4+ y? — modutem (wartoscig bezwzgledng) z,
Z:=x — 1y — liczbg sprzezong z z.
Cwiczenie 1.12.2. Niech w,z = z + iy € C. Wtedy:
(a) z= =2
(b) 2=Z <= z=2z€R
(c) z=Rez=3(2+32),y=Imz = 5(2 — %)
(d) [z] =[]
(e) l2*=2-%
(f) operator sprzezenia C 5 z — z € C jest zgodny z dzialaniami, tzn. w+z = w + z oraz
w -z = W - z; ponadto, % = % dla z # 0.
(&) |wz| = [wl|z].
(h) [2] < =] + [yl

)

)

) (Nieréwnoéé tréjkgta) ||w| — |2|| < Jw + 2| < |w| + |z].

(k) Funkcja o(z,w) := |z — w| jest odlegloscia Euklidesowa na C.

) Zbior K(a,r) :={z € C:|z—a| < r} jest kolem otwartym o srodku w punkcie a i promieniu .

) Zbiér K(a,r) :={z € C: |z — a| < r} jest kolem domknietym o $rodku w punkcie a i promieniu
Standardowe oznaczenia: K(r) := K(0,7), K(r) := K(0,7),D:= K(1), T={2€ C:|z| = 1}.

Dla z =z +iy € C zbior argz := {p € R: 2 = |z| cos ¢, y = |z|sin ¢} nazywamy argumentem z

Obserwacja 1.12.3.  (a) arg0 =R.

(b) z =|z|(cosp + isinp); jest to tzw. postaé trygonometryczna z.

(c) Jezeli z # 0, to 1,92 € argz <= “2 € Z. w konsekwencji, jezeli z # 0, to istnieje
doktadnie jedna liczba ¢ € argz N (—m, n]. Nazywamy ja argumentem gltéwnym z i oznaczamy Arg z.
Mamy arg z = {Argz + 2k7 : k € Z}. Ponadto przyjmujemy Arg0 := 0.

(d) a-b=lal|b|(cos(a + B) + isin(a + 3)), a,b € C, a € arga, § € argb.

(e) (Wzér de Moivre ’a@ 2" = |z|"(cos(ny) + isin(ng)), z € C, p € argz, n € N.

Dlaz e Cin €N, zbiér /z := {w € C: w™ = z} nazgywamy pierwiastkiem zespolonym z liczby z.
Cwiczenie 1.12.4.  (a) V0 = {0}.
(b) ¥z = {/I2|(cos ‘P+jk” + isin “"'fk”) :k=0,....n—1},2€C, p:=Argz,n €N,

(c) Dlan > 3 zbior {/1 to wierzchotki n-kata foremnego wpisanego w okrag jednostkowy T.

(d) Czy prawdziwa jest rownosé¢ v/ ¥z = "%z, tzn. | Ww= "%/z 7
we Vz

Twierdzenie 1.12.5 (Nier6wnos$¢ Schwarza @ Dla dowolnych aq, ... ,a, € C, by,...,b, € C mamy
n _ 2 n n
’ Zajbj‘ <Y lai P 1bl
j=1 j=1 j=1

przy czym rowno$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wektory (ay,...,ay,) oraz (by,...,b,) sq¢ C-liniowo
zalezne.

Uwaga: precyzyjne definicje funkcji trygonometrycznych zostang podane w podrozdziale
Abraham de Moivre (1667-1754).
Uwaga: istnienie pierwiastka arytmetycznego ¥a, a > 0, zostanie wykazane w Twierdzeniu

5
6
7
8) Hermann Schwarz (1789-1857).
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n n n —
Dowdd. Niech A:= 3" |a;|?, B:= Y |b;|?, C:= > a;b;. Jezeli AB = 0, to twierdzenie jest oczywiste.
j=1 j=1 j=1
Zalozmy wiec, ze AB > 0. Mamy:
0< Y [Baj - Cb;|> =y (Ba; — Cb;)(Ba, — Cb;) =
j=1 j=1
=B |aj|* = BCY a;b; — CBY bja; +|C>Y_|b;]* =
j=1 j=1 j=1 j=1

= B?A - BCC - CBC +|C|*?B = B*A - B|C|> = B(BA - |C]?).

Wynika stad natychmiast, ze |C|> < AB oraz, ze r6wno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy Ba; = Cb;,
j=1...,n. O



ROZDZIAYL. 2

Ciagi liczbowe

2.1. Ciagi liczbowe

W tym rozdziale bedziemy rozwazaé tylko ciagi liczbowe (a,,)22; C K, gdzie K € {R,C}. W przy-
padku, gdy K = C méwimy o ciggach zespolonych, za§ w przypadku K = R — o ciggach rzeczywistych.

Obserwacja 2.1.1. W praktyce ciag mozemy zada¢ na nastepujace sposoby:

o Wzorem ogdlnym, np. a, :=1/n lub a, :=n.

o Wzorem rekurencyjnym, np.

a1 = a, apy1 = a, + 7, n € N (ciag arytmetyczny), lub

a1 = a, apy1 = anq, n € N (ciag geometryczny), lub

a1 :=0, a3 :=1, apnt1 := ap_1 + an, n € Ny (ciag Fibonacciego @ 0,1,1,2,3,5,8,13,21,...).

Oczywiscie, bardzo czesto ciag dany wzorem rekurencyjnym moze by¢ rowniez zadany wzorem ogol-
nym (np. a, :=a+ (n — 1)r, czy a, := aq™ '), choé¢ wzér rekurencyjny jest na ogot prostszy.

CWICZENIE: Znalezé wzor ogdlny dla ciagu Fibonacciego.
e Poprzez opis, np. a, := n-ta liczba pierwsza.

Definicja 2.1.2. Moéwimy, ze ciag (a,,)5%; C C jest zbiezny do liczby a € C, jezeli
Ves0 INeN Vnzn @ |an —al <e. @ (*)

Piszemy wtedy a = lir_irrl an lub a,, — a, a liczbe a nazywamy granicq ciggu.
n—-+0o0
Mowimy, ze ciag (a,)52; C C jest ciggiem Cauchy’ego, jezeli
VE>O ElNEN vn,m}N : ‘an - am| <e.

Obserwacja 2.1.3. Jest rzecza widoczna, iz skoniczona liczba poczatkowych wyrazéw ciagu nie ma
wplywu na jego zbieznosé (i na granice) oraz na to, czy ciag jest Cauchy’ego. Mowimy, ze wlasnosé¢ W
zachodzi dla prawie wszystkich wyrazow ciggu (an)22q, jezeli istnieje N € N takie, ze a,, ma wlasnosé
W dlan > N. Z tego tez powodu ponizej, gdy zakltadamy, ze jakas wlasno$¢ zachodzi dla wszystkich
wyrazow ciagu, mozemy zalozy¢, ze zachodzi dla prawie wszystkich wyrazow.

Obserwacja 2.1.4 (CwiczeNIE).  (a) Ciag moze by¢ zbiezny tylko do jednej granicy.
(b) Jezeli a,, = ¢ = const, n € N, to a,, — c.
(¢) 1/n — 0.
(d) Kazdy ciag zbiezny jest ciagiem Cauchy’ego.
Istotnie, |a, — am| < |an — al + |am — al.
(e) Kazdy ciag Cauchy’ego jest ograniczony, tzn. istnieje C' > 0 takie, ze |a,| < C dlan € N.
Istotnie, jezeli |a, — am| < 1 dlan,m > N, to |a,| < max{|a1], ..., |lan-1],|an| + 1}, n € N.
(f) Jezeli ap, — a, to |a,| — |al.
Istotnie, ||an| — |al| < |an — al.
(g) Jezeli a,, — a oraz |a,| < C, n €N, to |a| < C.
Istotnie, |a| < |an| + |an — a| < C + |a, — al.
1) Leonardo Fibonacci (1175-1250).
E2; Innymi stowy: Veso Inen VN @ an € K(a,e). Zauwazmy, ze warunek (*) jest rownowazny warunkowi

Veso0 HNEN vn;N : \an — a| < €.

15
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(h) Jezeli a,, — a, to aa,, — aa dla dowolnego « € C.
Istotnie, |aa, — aal = |af|a, — al.
(i) Jezeli a,, — a, b, — a, to a,, + b, — a +b.
Istotnie, |an, + b, — (a +b)| < |an, — a| + b, — b).
(j) Dla (an)22y, (bn)22, C R oraz a,b € R mamy: a,, + ib, — a + ib < a,, — a, b, — b.
Podobnie, ciag (an + ib,)°2; (an, b, € R, n € N) jest ciagiem Cauchy’ego wtedy i tylko wtedy, gdy
(@)1 1 (by)22, sa ciagami Cauchy’ego.
Istotnie, |a, + b, — (a +ib)| < |a, — a| + b, — b| oraz max{|a,, — al, |b, — b|} < |an + ib, — (a + iD)|.
(k) Jezeli a,, — a, b, — a, to apb, — ab.
Istotnie, wiemy, ze ciagi (a,)22; i (b,)22; sa ograniczone. Niech |a,|,|bn] < C, n € N. Wtedy
|anbn — ab| < |an — allbn| + la[bn — b < C(lan — af + [bn — b]).
(1) Jezeli ay, — aia#0,to1/a, — 1/a.
Istotnie, istnieje N € N takie, ze |a,| > |a[/2, n > N. Wtedy dla n > N mamy |- — 2| =

ﬁ|anfa|.

lan—al
lanal

~

(m) Dla (an)S2q, (bn)5; C R oraz a,b € R, jezeli a, — a, b, — bia < b, to a, < by, dla prawie
wszystkich n € N.

(n) Dla (an)5%q, (bn)s2, C Roraz a,b € R, jezeli a, — a, b, — b i a, < b, dla prawie wszystkich
n €N, toa<b.

(o) (Twierdzenie o trzech ciagach) Jezeli a,, < b, < ¢, dla prawie wszystkich n € N, oraz a,, — ¢
ic, — g, to b, — g.

(p) Jezeliciag (a,)52; C R jest rosnacy i ograniczony od gory, to jest zbiezny inEIJIrlooan = sup{ay, az,...}.

(q) Jezeliciag (an)22; C R jest malejacy i ograniczony od dotu, to jest zbiezny i lirJrrl an = inf{ay, a9, ... }.
n—-+oo

(r) Jezeli a,, — a, to a,, — a dla dowolnego podciagu (an, )52 ;.
stotnie, jezeli |a, —a| < edlan > N, to |a,, —a| <edlak > N (poniewaz ng > k).
Istotnie, jezeli <edlan>N,t . <edlak >N i / >k
(8) Jezeli ciag (an,)22; C R jest monotoniczny, to nastepujace warunki sa rownowazne:
(i) ciag (a,)22; jest zbiezny;
(ii) ciag (a,)22, jest ograniczony;
(ili) istnieje podciag (an, )72, zbiezny;
iv) istnieje podciag (an, )72, ograniczony.
iv) istnieje podcia O, .
(t) Podciag ciaggu Cauchy’ego jest ciagiem Cauchy’ego.
(u) Jezeli (a,)22, jest ciagiem Cauchy’ego oraz a,, — a, to a, — a.
Istotnie, jezeli |a,—al < e/2dlan > Nila,, —a|l <e/2dlak > N, to |an—a| < |an—any|+|any —a| <
edlan> N.
(v) Jezeli N = AU B, gdzie ANB = @, A = {ny,na,...}, n1 < ng < ..., B={my,mag,...},

my < mg <...,0rdz Gp, — G 1 Gy, — a, to a, — a.

Obserwacja 2.1.5 (CWICZENIE). Rozwazmy cigg geometryczny (¢, gdzie ¢ € C. Wtedy:
e dla |¢| < 1 ciag jest zbiezny do 0,
e dla |g| > 1 ciag jest rozbiezny,
e dla ¢ = 1 ciag jest zbiezny do 1,
e dla ¢ = —1 ciag jest rozbiezny.

Cwiczenie* 2.1.6. Niech ¢ € T. Kiedy zbior {¢" : n € Z} jest gesty w T, tzn. dla dowolnych z5 € T
ie > 0 istnieje n € Z takie, ze |¢" — 29| < €.

Twierdzenie 2.1.7 (Twierdzenie Bolzano @Weierstrassa @ Z dowolnego ciggu ograniczonego
mozna wybraé podcigg zbiezny.
W szczegolnosci, kazdy cigg Cauchy’ego jest zbiezny.

Dowdd. Wystarczy rozwazyé cigg rzeczywisty (ap,)2; C R. Istotnie, zalozmy, ze to wiemy i niech (a, +

by )22, bedzie zespolonym ciagiem Cauchy’ego. Wiemy, ze (a,)5; 1 (b,)22, sa rzeczywistymi ciagami

3) Bernhard Bolzano (1781-1848).
4) Karl Weierstrass (1815-1897).
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2.2. Pierwiastkowanie i potegowanie !

Cauchy’ego. W takim razie a,, — a dla pewnego podciagu (ng)52 . Ciag (bn, )7, jest rowniez ciagiem
Cauchy’ego. w takim razie istnieje jego podciag (bnkz )72, zbiezny do pewnego b. Oczywiscie, ny, — Q.
Ostatecznie, ap,, + ibn,, — a + ib.

Wracamy do ciggu rzeczywistego. Mozemy zatozy¢, ze —c < a,, < ¢, n € N, dla pewnego ¢ > 0. Niech
I = [p1,q1] := [—¢, ], n1 := 1. Ktorys z przedzialow [—c, 0] lub [0, 4+c] musi zawiera¢ nieskonczenie wiele
wyrazow ciagu. Oznaczamy go przez Is = [pa, go] 1 wybieramy no > 1 takie, ze a,,, € I5. Teraz dzielimy
I na pot i powtarzamy rozumowanie. Dostajemy zstepujacy ciag przedzialow I, = [pk,qx], kK € N,
i podciag pr < an, < g, k € N. Zauwazmy, ze ciag (py)7>, jest rosnacy i ograniczony, za$ ciag (qx)52,
jest malejacy i ograniczony. Wiemy, ze py — p, g — q oraz qx — py = zr—z. Stad p = q. Teraz
z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze a,, — p. O

Definicja 2.1.8. Niech (a,,)2; C R. Méwimy, ze ciag (a,)22, jest zbiezny do +oo (odp. —o0), jezeli

n=1
Vier INen Vasn t an = M (odp. a, < M);

piszemy wtedy lir_{l an = +00 (odp. —o0), lub a, — 400 (odp. —c0).

Obserwacja 2.1.9. Korzystajac z Obserwacji dostajemy nastepujacy wazny wynik.
Niech @ # A C R bedzie ograniczony z gory (odp. z dotu). Wtedy istnieje ciag rosnacy (odp. male-
jacy) (an)2, C A taki, ze a, — sup A (odp. a,, — inf A).

Niech (a,)% 4, (b,)2%; C R, a, — a € R, b, — b € R. Pojawiaja sie naturalne pytania, czy i do
czego sg zbiezne ciagi a, + by, anby, an/by.

Obserwacja 2.1.10.  (a) Jezeli a + b ma sens, to a, + b, — a + .

Istotnie, przypadek a = b = £00 jest oczywisty. Przypadek a,b € R jest nam juz znany. Przyjmijmy,
ze np. a € R, b = +oo. Wtedy a + b = +o00. Ciag (a,)%2; musi by¢ ograniczony, |a,| < C, n € N. Jezeli
b, 2 2M dlan > N idla pewnego M > C, to a, +b, > 2M —C > M, n > N, a wiec a, + b, — +00.

Podobnie postepujemy w przypadkach (a = +o00, b € R), (a € R, b = —0), (a = —00, b € R) —
CWICZENIE.

Jezeli a = 400, b = Foo dostajemy symbol nieoznaczony oo — co. Nieoznaczonosé tego symbolu
rozumiemy w ten sposob, ze:

— dla dowolnego g € R istnieja ciagi (a,)3%;, (b,)3%; C R takie, ze a, — +00, b, — —00
i an + bn — 9,

— istnieja ciagi (a,)S2q, (by)22; C R takie, ze a,, — +00, b, — —00 1 ciag (an + b,)52 nie jest
zbiezny (ani do granicy skoniczonej, ani nieskoriczonej).

CWICZENIE: Zilustrowaé powyzsze przypadki konkretnymi przyktadami.

(b) Jezeli a - b ma sens, to a, - b, — a-b.
Jezeli (a =0, b = to00) lub (a = £o0, b = 0) dostajemy symbol nieoznaczony 0 - co.
(c) Jezeli § ma sens, to §= — ¢.

Jezeli a = b = 0, dostajemy symbol nieoznaczony %. Jezeli a,b € {—o00, 400}, dostajemy

CwiczeNIE: w (b) i (c) uzupetié dowody oraz zilustrowaé ,nieoznaczono$¢” stosownymi przykta-
dami.

2.2. Pierwiastkowanie i potegowanie

Twierdzenie 2.2.1. Dla dowolnych a € Ry i n € N istnieje doktadnie jedna liczba p € Ry taka, ze

7

a=7p".
Piszemy p =: {/a i nazywamy p pierwiastkiem n-tego stopnia z a.

Dowdd. Przypadek a = 0 jest oczywisty. Zakladamy, ze a > 0 oraz n > 2. Jedyno$¢ wynika z tego, ze
jezeli 0 < p1 < pa, to pt < pi (korzystamy z (P4)). Przypadek a = 1 jest oczywisty, wiec zakladamy
dalej, ze a # 1. Zauwazmy, ze mozemy rowniez zalozy¢, ze a > 1. Istotnie, jezeli przyjmiemy, ze umiemy
juz obliczaé¢ pierwiastek n-tego stopnia dla @ > 1 i wezmiemy 0 < a < 1, to wtedy wiemy, ze istnieje
q € Ry takie, ze ¢" = 1/a, a stad (1/¢)™ = a. Niech wiec a > 1. Aby wykaza¢ istnienie p definiujemy

A:={¢eR50:q¢" <a}.

Oczywiscie, 1 € A. Ponadto, jezeli ¢ € A, to ¢ < a (dla ¢ > a, na podstawie (P4) mamy ¢" > a™ > a),
a wiec A jest ograniczony z gory. Niech p := sup A. Wiemy, ze istnieje rosnacy ciag (¢s)52; C A taki, ze
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gs — p. Stad ¢ — p" < a, a wiec p € A. Pokazemy, ze gdyby bylo p" < a, to wtedy dla pewnego
h > 0 mieliby$my (p + h) < a, co prowadzi do sprzecznosci. Istotnie,

(p+h)"—p"=h((p+h)" "+ @+h)"Pp+-+p" ") <nh(p+h)""

Biorac h := min {1 }, dostajemy (p+ h)" < p™ + hn(p+ h)" ! < a. O

’ W
Obserwacja 2.2.2 (CWICZENIE). Dla a,b > 0 oraz m,n € N mamy:
@) Vab= yash
( nr{z/i m / n
(c) Jezeli b >0, to’(/f W\Lf
(

d) Jezeli a < b, to {/a < V/b.
(e) Jezeli Ry 3 ay — a, to /a, — {/a.
Istotnie, przypadek a = 0 jest elementarny (CWICZENIE). Jezeli a > 0, to istnieje N € N takie, ze
as > a/2 dla s > N. Wtedy dla s > N mamy
las — al las — al

n s — n al = g .
Vs = Yol = e T (e a4 (Y < n(ar2y
(f) Jezeli 0 < a <1, to ¥a < "Wa.

(g) Jezelia > 1, to {/a > "W a.

Obserwacja 2.2.3. Jezeli n jest nieparzyste, to definicje /a mozna rozszerzy¢ do a < 0, ktadac ¥/a :=
— /—a. Istotnie, (— /—a)™ = (=1)" - (—a) = a. Nie bedziemy korzysta¢ z tego rozszerzenia.

Definicja 2.2.4. Dlaa > 01igq:=¢/m € Q, ¢ € Z, m € N, kladziemy a? := ( /a)".

Latwo sprawdzi¢ (CWICZENIE), ze definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od przedstawienia liczby
q w postaci utamka.

Obserwacja 2.2.5 (CWICZENIE). Dla a,b> 01 ¢,q1,¢2 € Q mamy:

(a) 19=1.
(b) a® = 1.
(c) (a-b)T=a?- bl.
(d) a®t92 = g - 92; w szczegblnosci, a4 = 1/a4.
(e) (a(h)fn = q992,
(f) Jezeli g > 01a <D, toa? < b?; w szczegolnosci, dla ¢ € Qsg, funkcja Rg 2 2 — 27 € Ry jest
Scisle rosnaca.

(g) Jezelig < 01ia<b,toa?>b?; wszezegolnosci, dla ¢ € Q«g, funkcja Ryg 3 . — 27 € Ryq jest
$cisle malejaca.

(h) Jezelia > 11 ¢ < qo, to a?* < a®; w szczegdlnosci, dla a > 1, funkcja Q 3 z +—— a® € Ry jest
$cisle rosnaca.

(i) Jezeli0 < a < 1ligi < qo,toa® > a?; wszczegdlnosci, dla0 < a < 1, funkcjaQ 3 . — a® € Ry
jest Scisle malejaca.
Obserwacja 2.2.6. Teraz stoimy przed pewnym wyborem dotyczacym definicji a® dla x € R. Mamy
dwie drogi:

e Odlozy¢ definicje a® do momentu wprowadzenia funkeji eksponens w podrozdziale[6.5]i zdefiniowaé
a® :=e*Me gz c R
e Zdefiniowaé juz teraz a”, by¢ moze mniej elegancko, ale za to uzyskujac juz teraz mozliwosé

korzystania z takich poteg.
Wybieramy druga droge.
Definicja 2.2.7. Dla liczb a > 1, z € R definiujemy

a® :=sup{a?:qeQ:q <z}
(CWICZENIE: zbiér po prawej stronie jest niepusty i ograniczony od gory). Dla 0 < a < 1, 2 € R,
definiujemy a® := ()7,
W wyrazeniu a” liczbe a nazywamy podstawq, zas liczbe x wyktadnikiem potegi a”.
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2.2. Pierwiastkowanie i potegowanie ?

Obserwacja 2.2.8.  (a) Jezeli z € Q, to powyzsze a® zgadza sie z poprzednia definicja.
(b) 1* =1 dla dowolnego z € R.
(¢) Dla a > 1 oraz = € R istnieje ciag (¢,)52; C Q taki, ze ¢, / x oraz a? /" a”.
Istotnie, przypadek z € Q jest trywialny. Jezeli x ¢ Q, to, wobec definicji a®, istnieje ciag (¢,)52, C
Q taki, ze a? " a®. Wobec, Obserwacji [2.2.5(h) musi by¢ ¢, < ¢nt+1, n € N. Gdyby ¢, — z* < z, to
dla b,c € Q, z* < b < ¢ < x mielibysmy a® > a® > a%, n € N, a wiec a® > a® > a; sprzecznosc.

Twierdzenie 2.2.9. Niech a >0, (b,)22; C Q.
(a) ¥/a— 1.

(b) Jezeli b, — +o0, to a'/» — 1.
(c) Jezeli b, — 0, to ab» — 1.
(d) Jezeli b, — = € R, to ab» — a®.

Dowdd. (a) Przypadek a = 1 jest trywialny. Transformacja a* = (é)_* sprowadza dowod do przypadku
a > 1. Niech /a =1+, n € N. Chcemy pokazaé, ze §,, — 0. Mamy a = (1+,,)" > 1+ nd,,. Wynika
stad, ze 0 < 0, < (a — 1)/n, n € N, i teraz wystarczy skorzystaé z twierdzenia o trzech ciagach.

(b) Mozemy zalozy¢, ze a > 1, b,, — +00. Mozemy réwniez zalozy¢, ze b, > 1, n € N. Niech k,, € N
bedzie takie, ze k,, < b, < kn + 1, n € N. Zauwazmy, ze k,, — +0o. Wobec (a) dostajemy a'/*
Poniewaz 1 < a'/?» < a'/*», wystarczy skorzystaé z twierdzenia o trzech ciggach.

(c) Wynika z (b) — wyrazy ciagu (b,)5%,; dzielimy na trzy grupy: wyrazy dodatnie, rowne zero
i ujemne. Jezeli grupa dodatnia jest nieskoriczona, to stosujemy do niej (b). Jezeli grupa ujemna jest
nieskoniczona, to korzystamy z (b) dla wyrazow przeciwnych — zob. Obserwacja .

d) Wobec definicji a® mozemy zalozy¢, ze a > 1. Niech (g,)%2; C Q bedzie taki, jak w Obserwacji
2.2.8((d). Wtedy, na podstawie (c), mamy a’* = a9 - ab» =% — . O

n— 1.

Przyklad 2.2.10. Niech aq,...,a; > 0. Wtedy nlingo Yay +ay + - +af = max{ay, ..., a}.
Istotnie, mozemy zalozyé, ze max{ay,...,ar} = ar. Wtedy
ap < {/al +ay +---+ay < m: {L/Eak — ak.
W kolejnym kroku uogo6lnimy Twierdzenie na dowolne ciagi (b,)52; C R.
Twierdzenie 2.2.11. Niech a > 0, (b,)22; C R.

a) Dia dowolnego ciagu (b,)3%,, jezeli b, — 400, to a'/bn — 1,

(
(b) Dla dowolnego ciggu (b,)Sy, jezeli b, — 0, to a’» — 1.
(c) Jezeli b, — b, to a’ — a®.
(d) Jezeli ciag (b,)3, jest ograniczony i a, — 1, to ab» — 1.
(e) Jezeli b, — b, a, — a, to alr — a’.
Dowdd. (a) Mozemy zaltozyé¢, ze a > 11b, > 1, n € N. Niech k,, € N bedzie takie, ze k,, < b, < k, + 1,
n € N. Zauwazmy, ze k, — +oo. Poniewaz 1 < a'/’» < al/F» wystarczy skorzystac¢ z twierdzenia o
trzech ciagach.

(b) wynika z (a).

(¢) Mozemy zalozy¢, ze a > 1. Niech ¢, € Q, |gn — bn] < 1/n, n € N. Wtedy ¢, — b. Wobec
Twierdzenia mamy a? — a®. Teraz, na podstawie (b), a’» = a9~ - a’»~9n — qab.

(d) Wyrazy ciagu (a, )22 dzielimy na trzy grupy: wyrazy > 1, wyrazy = 1 i wyrazy < 1. Wystarczy
zajaé sie wyrazami pierwszej grupy. Niech b, € [k,f], n € N, gdzie k,¢ € Z. Wtedy a* < ab» < af,
n € N, i korzystamy z twierdzenia o trzech ciagach.

(e) Korzystamy z (c) i (d): a’* = (a,/a)’" - a’» — aP. O
Teraz, korzystajac z Twierdzen [2.2.9/(d) i[2.2.11](e), przenosimy Obserwacje na dowolne potegi
rzeczywiste.

Obserwacja 2.2.12 (CWICZENIE). Dla a,b > 0i z, 2,22 € R mamy:
(a) (a-b)* =a” -,
(b) a® %2 = q™ . q®2; w szczegbdlnosei, a=* = 1/a”,
(C) (a$1)962 — 01317131327
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(d) jezelix > 0ia < b, to a® < b*; w szczegblnosci, p € Ryg, funkcja Rug 2 & — 2P € Ryq jest
$cisle rosnaca,

(e) jezeli z < 01a < b, to a® > b*; w szczegbdlnosei, dla p € R, funkcja Rsg 3 z —— zP € Ry jest
$cisle malejaca,

(f) jezelia > 11z < g, to a®™ < a®2; w szezegdlnodcei, dla a > 1, funkcja R 3 2 — a” € Ry jest
$cile rosnaca,

(g) jezeli 0 < a < 11ixy < x9, to @™ > a™2; w szezegdlnosci, dla 0 < a < 1, funkcja R 3 z —— a® €
R+ g jest $cisle malejaca.

W kontekscie Twierdzenia [2.2.11f(e]), powstaje naturalne pytanie

((mn);l’ozl CR, (an)2; CRsg, 2, — T €R, a, — a € [07—|—oo}) = lim a;" =7

n—-+4oo

Prowadzi ono do kolejnych trzech symboli nieoznaczonych 1°°, 0° i oo?:

[ 2\a [ 0 J(O,)] 1 [(1,+00) [ +o0 |
—00 400 | 400 | 1%° 0 0
(=00,0) || 400 | a* 1 a® 0
0 0° 1 1 1 oo
(0,+0) || O a® 1 a® +0oo
400 0 0 1% 400 400

Twierdzenie 2.2.13. (a) ¢/n — 1.

1/an

(b) Jezeli a,, — +00, to ay’ ™" — 1.

Dowdd. (a) Niech {/n =1+ 6,, n € N. Chcemy pokaza¢, ze §,, — 0. Mamy n = (1+6,)" > 1+ (5)d2,
astad 0 < 6, < \/%

(b) Mozemy zalozy¢, ze a, > 1. Niech k, € N, k, < a, < k, + 1. Wtedy, korzystajac z (a) oraz
Twierdzenia 2.2.11@ dostajemy.

kn+1

1< al/om < ((k‘n + 1)kf1+1) P 1l =1, 0

n

Cwiczenie 2.2.14. Znalez¢ przyktady ilustrujace ,nieoznaczonosé” symboli 1°°, 0° i oo®.

2.3. Liczba e
Twierdzenie 2.3.1.  (a) Niech
1\"
en = (1—|—7) , neN
n

Wtedy e,, < ent1 < 3, n € N. w konsekwencji, na mocy Obserwacji|2.1.4(p), ciag (€,)22, jest zbieiny.
Jego granice oznaczamy przez e.

(b) Niech
-1
Sp ‘= E, nec NO.
k=0
Wtedy s, — e.
(¢) Dla dowolnego n > 2 istnieje t,, € (0,1) takie, ze
t
e =5, + —
nln
(d) e¢ Q.
(e) Jezeli an, — +o0, to (14 - )“" —e.
(f) Jezeli 0 # an, — 0, to (1 + an)l/“" —e.
(g) A+ 2" — e, xR
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nok
(h) e?= lim > %, 2>0.|°)
n—toop—g
(i) Dia dowolnego ciggu (hi)3>, C Ry takiego, ze hy — 0 mamy kll}foo 6”2# =e*, xeR.
Dowdd. (a) Wobec wzoru Newtona dostajemy
n
n\ 1 1 nn-1)1 nn—1)...(n—k+1) 1 nn—1)...2-11
L= — =1 Sl S ST Bl Sy el
c I;J (k) nk L T k! ok n! n"
1 1 1 1 2 k—1 1 1 2 n—1
=1+1 1—— .- 1——)1—-——)...(1— e+ —1=-—)1=—)...(1— .
Pl g -t o= D=2y -2y Sa-ha-2)y -t
Wynika stad, ze jest to ciag silnie rosnacy. Ponadto,
1 1 1 1
2< e, <141 Sl <l =3
en <UF L g b gy S L g oo gy <1 gy
(b) Wiemy, ze e, < s, oraz dla n > k dostajemy
1 1 2 k—1
>1+41+ = (177) (177)(177)“(177)7
n n n
co przy n — 400, daje e > sg.
(¢) Mamy
Lo ! (1+ L ! )
*’“ (n+1)! m+k)!  (n+1) n+2 (n+2)...(n+k)
< 1 (1+ 1 T )< 1 1 _ 1 n+2
(n+1)! n+ 2 (n+2)k—1 (n—!—l)'l—ﬁ (n+1)!In+1
co przy k — +oo daje
1 n+2 1 nn+2)
e—8, < ———
(n+1)!In+1 n'n(n+1)
Pozostaje zauwazy¢, ze ’(’ffg)i) < 1.
(d) Jest oczywiste, ze e ¢ N. Gdyby e =  (n > 2), to na podstawie (c) mielibySmy nle —nls, = =

przy czym lewa strona jest liczba catkowita, zas prawa — liczba z przedziatu (0, 1); sprzecznosé.
(e) Jezeli a,, — +o00, to mozemy zalozy¢, ze a, > 1, n € N. Niech k, € N bedzie taki, ze
kn < an < kn + 1; oczywiscie k, — +o0o. Mamy

L\ Fntl
e (1 + TH) 1 yan 1y Fn 1
e=Se—r T/ <(1+—) <(1+—) ~(1+—>—>e-1:e.
nt1
Jezeli a,, = —b,, — —o0, to korzystamy z przeksztalcenia

bn

1\an 1 1 bn—1\ 5. %1
e () )
<+an 1 " +bn—1

(f) Wynika z (e). o
(g) Korzystamy z (f) z a, := x/n: ep(2) == (1+ Z)" = ((1+ £)5)" — €”.

(h) Niech s, (z) := > %’: Podobnie jak w dowodach (a) i (b), mamy:
k=0

en(x )—1+m+21'(1—%>x2+---+%<1—%><1—%)...(1—k;1)$k+...

D02 0= <,

(5) Uwaga: w przyszlosci dowiemy sie, ze wzér ten zachodzi dla wszystkich € R — Przyklad [5.6.11{(al).

WV
o
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Z drugiej strony, dla n > k dostajemy:

en(z) 2142+ 1(1—%) i R kl'<17%)(17%>'“(17k’;l)xk?

co przy n — +oo i uzyciu (g), daje e* > si(x), z > 0.
etk _e” zelk—1

(i) Poniewaz i — e S5 —, wystarczy tylko rozwazy¢ przypadek xz = 0, czyli pokazaé, ze
klim &k_l = 1. Mozemy zalozy¢, ze 0 < hy, < 1, k € N. Korzystajac z (g), (h) oraz (b), dla h = hy
——+00
mamy:

n

h—1 1 "\ R’ 1
o< S = (i D 1) = i S < S (s 2 <2

=2
skad natychmiast wynika teza. O
Obserwacja 2.3.2.  (a) e =~ 2.718281828.
(b) s, przybliza e z bledem mniejszym niz —-. Np. dla n = 6 mamy 6,6 = ﬁ < 0.001 i s¢ =

1+1+ 243+ 55+ 35+ =55 ~ 2.7181.
CwICZENIE: Dla jakiego n liczba e, daje przyblizenie e z btedem < 0.001?

2.4. Granice gorne i dolne

. Niech a = (a,)2%; C R bedzie dowolny i niech 8§(a) := {g € R : Jan )i, * An, — g} Zauwazmy,
ze:
— jezeli ciag jest nieograniczony od gory, to +o00 € 8(a),
— jezeli jest nieograniczony od dotu, to —oco € 8(a),
— jezeli jest ograniczony, to na podstawie Twierdzenia Bolzano—Weierstrassa [2.1.7) $(a) # <.
Definiujemy granice gérng i dolng ciagu a jako

limsup a,, :=sup8(a), liminfa, :=infS(a).
n——4o00 n—-+00

Czasami uzywa sie symboli hm an i lim a,.

n—-4oo n—-+oo

Obserwacja 2.4.1.  (a) liminfa, < limsupa,.
n—+00 n—-+oo

(b) Jezeli hm a, =g € R, to liminf a,, = limsupa,, = g.

n—-+oo n—-+o00
(c) hmsupan, hmlnfan € 8(a).
n—-+4oo
Istotnie, niech g := limsup a,,. Jezeli g = —o0, to 8(a) = {—oc} i wtedy a, — g¢.

n—-+00

Jezeli g € R, to dla dowolnego s € N znajdziemy ¢’ € 8(a) takie, ze g — 1/s < ¢’ < g. Wiemy, ze
istnieje podciag (an, )72, taki, ze a,, — ¢'. Znajdziemy wiec wiec ko € N takie, ze |a,, —¢'| < 1/s dla
k > ko. Biorac s = 1,2,..., budujemy podciag (ae, )32, taki, ze |as, — g| < 2/s, s € N.

Jezeli g = 400, dla dowolnego s € N znajdziemy ¢’ € 8§(a) takie, ze ¢’ > 2s. Wiemy, ze istnieje
podciag (an, )5, taki, ze a,, — ¢'. Znajdziemy wiec wiec kg € N takie, ze a,, > s dla k > ko. Biorac
s=1,2,..., budujemy podciag (ae, )22, taki, ze a;, > s, s € N.

Dowdd dla liminf przebiega analogicznie.

(d) Jezeli liminf a,, = limsupa, =: g, to lim a, =g.
n—-+400 n— oo n—-+00
(e) Jezeli g := limsupa, < +0o, to dla dowolnego R 5 M > g istnieje N € N takie, ze a,, < M dla
n—-+o0o
n>N.

(f) Jezeli g := limJirnf an > —00, to dla dowolnego R 3 M < g istnieje N € N takie, ze a, > M dla
n>N.
Twierdzenie 2.4.2. Niech (a,)52, C Ryg. Wtedy

a
lim inf < liminf {/a, <limsup {/a, < limsup ntl

n—+oo Ay n—-+00 n—-4oo n—+oo Qn

W szczegdlnosci, jezeli ““2 — g € [0, +00], to {/an, — g.
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Dowadd. Jezeli g_ := hm inf “2+L > 0, to ustalamy dowolnie 0 < g1 < g < g—. Wiemy, ze istnieje N € N

n—-+oo

takie, ze “4L > g dla n > N Stad anyx = angh, k € Ny, a wiec a,, > angy™ ™, n > N. Wynika stad,
7€ a, = ga n/—N7 n > N. Poniewaz n Z—% — 1, zatem istnieje N7 > N takie, ze /a,, > g1, n > Ni.

2
Jezeli g4 = hm sup ”“ < 400, to ustalamy dowolnie g < g5 < g7 < 400 i rozumujac jak powyzej
n—-+oo
wnioskujemy, ze /a, < g7, n = Nj. O

Przyktad 2.4. 3 (a) Jezeli a, := 2+( D" to /an %, ale cigg ()22 ) jest rozbiezny.

(b) lim %= =e.

n—oo

n
Istotnie, blerzemy an =27 imamy “ = (141" —e.

() Jlim {/](7)] =1 dla dowolnego a € € €\ No, dsic (¢) i= Alazly(aznty)
n—+00
Istotnie, [Ganl —la=nl ¢

n+1

[B)






ROZDZIAYL. 3

Przestrzenie metryczne

3.1. Przestrzenie metryczne

Definicja 3.1.1. Przestrzenig metryczng nazywamy pare (X, o), gdzie X jest zbiorem, zas g : X x X —
R, jest funkcja taka, ze:

(a) (0znaczonosé) Vy yex : (o(x,y) =0 <=z =y),

(b) (symetria) Vo yex : o(z,y) = o(y, x),

(c) (nierdwnosé trojkata) Va y ex : 0(z, 2) < o(z,y) + 0(y, 2).
Funkcje o nazywamy metrykq (odlegtoscig). Jezeli wiadomo o jaka metryke chodzi, to piszemy X zamiast
(X, 0).
Obserwacja 3.1.2.  (a) (R, gr) jest przestrzenia metryczng, gdzie ggr(z,y) := |z — y|.

(b) (R, 05) jest przestrzenig metryczna, gdzie oz(z,y) = |p(z) — ¢(y)|, zas ¢ : R — [=1,1] jest
bijekcja dang wzorem (zob. Cwiczenie .

T, Jezeliz € R
p(x) = q :
+1, jezeli x = o0

Dla (a,)2%; CRia € R mamy:

a, — a, jezelia € R

ap,a) — 0 << o .
oz ) {an — +o0, jezelia =400

(¢) (C,oc) jest przestrzenia metryczna, gdzie oc(z,w) == |z — w|, z,w € C.
(d) Dowolny zbiér mozna zamieni¢ w przestrzeni metryczng przy pomocy metryki dyskretnej

(2,1) 0, jezeliz=y
T,y) = .
gt ¥ 1, jezelix #vy

Przyktad 3.1.3 (Sfera Riemanna). Jako zbior sfera Riemanna to C:=CuU {o0}. Rozszerzamy
dzialania na C:

00+ a = a+ oo := oo dla dowolnego a € C,

a-00=00"-a:= oo dla dowolnego a € @*,

1/0:= 00, 1/00 := 0.

Sfera Riemanna C jest bijektywna z dwuwymiarows sfera euklidesows,

S = {(u,v,w) € R® : u® + 0% + (w— 1) = (1)2}

poprzez rzut stereograficzny R : S — @,
u v

R(u,v,w) := ( ), (u,v,w) € S\ {N}, R(N) := o0,

l—w' l—w
gdzie N := (0,0,1). Istotnie (CWICZENIE),

z y |2|2
L4227 14 [227 14 |2

Rfl(z):( ), z=x+1y € C, R !(c0) := N.

(1) Bernhard Riemann (1826-1866).

25
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W szczegolnosci, ox(a,b) := ors (R (a), R7'(D)), a,b € C, gdzie gs oznacza odleglosé cuklidesows
w R3 jest metryka w C. Nosi ona nazwe metryki sferycznej. Mozna pokazaé¢ (CWICZENIE), 7e

0, jezelia =b= 0
1 SSRT
—_ jezelia e C, b= o0
L \/ 1+|al? ~
ogla,b) := 1 jeselia =00, be ' @PEC

V12’

la—b]
VI+al2y/1+b]2
Dla ciagu (2,)5% C C oraz zyp € C mamy (CWICZENIE):
0¢(2n, 20) — 0 <= 2z, — 29 (W zwyklym sensie).
0¢(2n,00) — 0 <= |2,| — F00.

jezeli a,b e C

Definicja 3.1.4. Niech (X, g) bedzie przestrzenia metryczna. Dla a € X i r > 0 definiujemy:

o kule otwartq By(a,r) = B(a,r) :={z € X : p(a,z) <r},

o kule domknietq B,y(a,r) = B(a,r) :={z € X : o(a,z) < r}.

Mowimy, ze zbior A C X jest otwarty, jezeli dla dowolnego a € A istnieje r > 0 takie, ze B(a,r) C A.
Rodzine wszystkich podzbioréw otwartych nazywamy topologig i oznaczamy top g lub top X, gdy metryka
jest znana.  Zbior A C X nazywamy domknictym, jezeli zbior X \ A jest otwarty. Rodzine wszystkich
podzbioréw domknietych oznaczamy cotop g lub cotop X, gdy metryka jest znana.

Obserwacja 3.1.5 (CWICZENIE).  (a) W przestrzeni metrycznej (R, or) mamy: B(a,r) = (a —r,a+
r), Bla,r) =[a —7r,a+7].
(b) Dla A C R mamy: A € top o5z <= ANR € top g oraz
40 € A= HJ\JER : (]\47 +OO] C A,
—00 € A= Jprer : [-o0, M) C A
(¢) W przestrzeni metrycznej (C, oc) mamy: B(a,r) = K(a,r) = kolo otwarte o srodku w punkcie a

i promieniu r; B(a,r) = K(a,r) = koto domkniete o srodku w punkcie a i promieniu 7.
: C, jezeli r > 1

d) W przestrzeni (C, mamy B(oco,r) = .

@ P (€ 20) v B ) {oo}U{zE(C:|z|> T%—l}, jezeli0 < r <1

Jak wygladaja kule B(a,r), a € C?
(e) W przestrzeni z metryka dyskretna mamy

o) - ({1 TSyl <1
X, jezelir > 1 X, jezelir > 1

(f) W dowolnej przestrzeni metrycznej (X, o), dla dowolnych a,b € X, a # b, jezeli r := £ to
B(a,r)N B(b,r) = 2.
Istotnie, dla z € B(a,r) iy € B(b,r) mamy o(z,y) > o(a,b) — o(a,z) — o(b,y) > %.
(g) W dowolnej przestrzeni metrycznej (X, o) kule otwarte sa otwarte, za$ kule domkniete sa do-
mkniete.
Istotnie, jezeli zg € B(a,r), to dla = € B(xo,r — o(a, o)) mamy o(a,z) < o(a,zo) + o(xo,x) < 1,
czyli B(xg,r — 0(a,z0)) C B(a,r).
Jezeli zg € X \ B(a,r), to dla x € B(xg, o(a,r¢) — r) mamy o(a,x) > o(a, o) — o(xo, ) > r, czyli
B(zo, 0(a,z0) —7) C X \ B(a,r).
(h) Rodzina T := top ¢ ma nastepujace wlasnosci:
e U, XeT,
e U,....UneT = UN---NUN €T,
° (Ui)iel cT — U U, eT.
il
(i) Rodzina F := cotop ¢ ma nastepujace wlasnosci:
o I XeF,
o ... FNeF= FiU---UFy€eF,

(2) oga(@,9) == /(21— 91)? + (22 — 92)? + (w3 — y3)2, @ = (w1,22,23), y = (y1,v2,3) € R®.



Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej I, wersja z 21 maja 2021

. 27
3.1. Przestrzenie metryczne

e (FierCF= FeZF.
iel
(j) Jezeli o jest metryka, to d := min{1, o} jest rowniez metryka oraz top ¢ = top d.
(k) W topologii dyskretnej (tzn. topologii generowanej przez metryke dyskretna) mamy topoq =
P(X) = cotop g4-
()* Niech d := p o g, gdzie p : Ry — R, jest dowolna funkcja rosnaca taka, ze:

p(r) =0<«<= 2 =0,

¢ jest wklesta (zob. §[.9), tzn. ¢(tx + (1 — t)y) > to(x) + (1 — t)¢(y) dla dowolnych z,y € Ry
ite[0,1] (np. p(z) = x).

Wtedy d jest metryka. Kiedy top o = topd?

Definicja 3.1.6. (1) Dla dowolnego zbioru A C X definiujemy:

wnetrze A: int A= A° := U U,
o Uectop X: UCA
domkniecie A: clA=A:= N F,

Féecotop X: ACF

brzeg A: 0A = A\ int A.

(2) Kazdy zbior otwarty U C X taki, ze a € U nazywamy otoczeniem otwartym punktu a. Kazdy
zbior A C X taki, ze a € int A nazywamy otoczeniem punktu a.

(3) Mowimy, ze zbior A C X jest
gesty, jezeli A = X,
brzegowy, jezeli int A = &,
nigdziegesty, jezeli int A = @,
ograniczony, jezeli istnieja a € X i r > 0 takie, ze A C B(a,r).

(4) Dla zbioru A C X definiujemy jego Srednice diam A := sup g(A x A), przy czym diam & := 0.

(5) Dla @ # A C X iz € X kladziemy o(z, A) := inf{o(x,a) : a € A}.

(6) Mowimy, ze punkt a jest punktemn skupienia zbioru A, jezeli dla dowolnego otoczenia U tego
punktu mamy AN (U \ {a}) # &. Zbior wszystkich punktéow skupienia oznaczamy A’. Punkty z A\ A’
nazywamy punktami izolowanymi zbioru A.

(7) Mowimy, ze ciag (a,)22, C X jest zbiezny do punktu a € X, jezeli dla dowolnego otoczenia U
punktu a istnieje N € N takie, ze a,, € U dla n > N. Piszemy wtedy ngrfm an = a, lub a,, - a, lub

an, — a.

(8) Mowimy, ze ciag (x,)22; C X jest ciggiem Cauchy’ego, jezeli
Ves0 ANeN Vn,m>N : 0(Tn, Tm) < €.
(9) Mowimy, ze (X, o) jest przestrzenia zupelna, jezeli kazdy ciag Cauchy’ego jest zbiezny.

(10) Mowimy, ze dwie metryki o1, 02 : X x X — Ry sa rdwnowazne (91 ~ 02), jezeli top g1 = top 2.
Jest to relacja rownowaznosci. Whasnosci niezmiennicze wzgledem metryk rownowaznych (np. zbieznosé,
ciaglosé) nazywamy wtasnosciami topologicznymi przestrzeni metrycznej (X, o).

(11) Mowimy, ze dwie metryki g1, 02 : X X X — Ry sa pordwnywalne, jezeli o1 < c105" 1 02 < ¢207?
dla pewnych stalych ci,co, a1, a2 > 0. Poréwnywalno$é metryk jest réwniez relacja rownowaznosciows.
Wiasnosci niezmiennicze wzgledem metryk poréwnywalnych (np. ograniczono$é, jednostajna ciaglosc)
nazywamy wlasno$ciami metrycznymi przestrzeni (X, o).

Obserwacja 3.1.7. (a) Dla dowolnych a,b € X, a # b, istnieja otoczenia otwarte U,, U, takie, ze
U, NU, = @, czyli kazda przestrzen metryczna jest przestrzeniq Hausdorffa @

(b) ActopX <= A=int A.

(¢) a€int A<= F,5¢: Bla,r) C A

(d) A€ cotopX <= A=A.

() a € A<= V,>0: Bla,r)NA+#D.

Istotnie, przypusémy, ze B(a,r) N A = & dla pewnego a € A. Wtedy X \ B(a,r) jest zbiorem

domknietym zawierajacym zbior A. Stad A C X \ B(a,r) — sprzecznoéé. Niech teraz a bedzie punktem

(?) Felix Hausdorff (1868-1942).
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majacym wiasno$é po prawej stronie i przypusémy, ze a ¢ A. Wtedy istnieje zbior domkniety F' O A
taki, ze a ¢ F. Musi wigc istnie¢ r > 0 takie, ze B(a,r) C X \ FF C X \ A — sprzecznosc.
(f) &p — a <= VYes0 INeN Yn>N : @y € Bla,e) <= o(zy,a) — 0.
(g) Ciag moze mieé tylko jedna granice.
(h)
(i)
(j) Nastepujace warunki sg rownowazne:
(i) top o1 C top 0;
(11) vaEX V5>0 E|5>0 : BQZ (a,5) C B.Q1 (0,8);

(111) v(wn);";oCX : ($n L2, To —> Tp LU Z‘o).

a€ A= J@n)=,cat Tn — a
a€ A — H(Irrl)ff=1CA\{a} LTy — a.

Istotnie, jest oczywiste, ze (i) <= (ii). Przypusémy, ze (ii) zachodzi oraz x,, —= a. Niech § > 0 bedzie
dobrane do € > 0 przy pomocy warunku (ii). Wtedy x,, € By,(a,d) dla n > N, co daje z,, € B, (a,¢)
dla n > N. Oznacza to, ze x, — a.

Teraz zat6zmy, ze (iii) zachodzi. Przypusémy, ze dla pewnych a € X i > 0 warunek (ii) nie zachodzi,

tzn. istnieje ciag @, € By,(a,1/n) \ By, (a,¢). Znaczy to, ze x, > a, ale x,m% a; Sprzecznosc.
(k) Metryki porownywalne sa rownowazne (ale nie odwrotnie — np. ¢ ~ min{p, 1}, ale metryki te nie
musza by¢ poréwnywalne).
(1) Niech @ # A C X. Wtedy z € A < o(z,A) = 0.
(m) |o(z,A) — o(y, A)| < o(z,y), z,y € X.
Istotnie, na podstawie nieréwnosci trojkata dla a € A mamy: o(z, A) < o(z,a) < o(z,y) + 0(y, a).
Stad o(z, A) < o(z,a) < o(z,y) + o(y, A). Teraz wystarczy zamieni¢ miejscami x i y.
(n) lo(a,b) — o(a',b)| < o(a,a’) + o(b,b'), a,a’,b,b € X.
(o) Jezeli ay, — a, b, — b, to g(an,b,) — o(a,b).
(p) Zbior A jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy diam A < +o0.
(q) Kazdy ciag Cauchy’ego jest ograniczony.
(r) Kazdy ciag zbiezny jest ciagiem Cauchy’ego.
(s) Jezeli ciagg Cauchy’ego ma podciag zbiezny, to jest caly zbiezny.
(t) (K, oK) jest przestrzenia zupelna.

Definicja 3.1.8. Niech (X, g) bedzie przestrzenia metryczna. Z dowolnego zbioru Y C X robimy prze-
strzen metryczng z metrykq indukowang oly xy -

Obserwacja 3.1.9.  (a) Dlaa € Y mamy By, .
(b) Ae tOp(QlyXy) < HUEtopg : A=UnNY.
(c) A€ cotop(olyxy) <= Frccotopo: A=FNY.

(d) Jezeli (Y, 0|y xy) jest przestrzenia zupelna, to Y jest domkniete w X.

(e) Jezeli (X, ) jest przestrzenia zupelna i Y jest domkniete w X, to (Y, g|ly xy) jest przestrzenia
zupelna.

(f) Jezeli F C R jest domkniety, to jest przestrzenia zupelna.

(a,7) = Byla,r)NY.

3.2. Przestrzenie zwarte

Definicja 3.2.1. Mowimy, ze przestrzen metryczna (X, ) jest zwarta jezeli dla dowolnego ciagu (a,)52, C
X istnieje podciag (an, )32, oraz punkt ¢ € X takie, ze a,, — a.

Dla dowolnej przestrzeni metrycznej (X, o), jezeli (Y, 0|y xy) jest przestrzenia zwarta, to moéwimy,
ze Y jest zwartym podzbiorem X.

Obserwacja 3.2.2. (a) Dowolna przestrzen zwarta jest zupelna.

(b) Jezeli Y C X jest zbiorem zwartym, to Y jest domknicte w X.

(c) Jezeli (X, ) jest przestrzenia zwarta i Y jest domkniete w X, to Y jest zbiorem zwartym.

(d) Jezeli X jest przestrzenig zwarta to dla dowolnych ciagow (a,)52;, (b,)52; C X istnieja podciagi
(ng)5ys (bng )3, oraz a,b € X takie, ze a,, — a, b,, — b.

(e) Jezeli (X, o) jest przestrzenia zwarta, to diam X = max o(X x X) < +o0.

(f) (R, oz) jest przestrzenig zwarta.
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(g) (C, 0¢) jest przestrzenia zwarta.

Twierdzenie 3.2.3 (Cantor). Niech (K,,)22, bedzie ciggiem niepustych zbioréw zwartych w przestrzeni
oo
metrycznej (X, o) takim, ze K11 C K, n € N. Wtedy zbior K := () K, jest niepustym zbiorem zwar-

n=
tym oraz diam K,, — diam K. W szczegdlnosci, jezeli diam K,, — 0, to K musi byé jednopunktowy.

Dowdéd. Oczywiscie K jest zwarty. Niech a,,, b, € K,, beda takie, ze diam K,, = o(an,,b,), n € N. Wobec
zwartosci K istnieja podciagi (an, )32, (bn,)oo, oraz a,b € K, takie, ze a,, — a, by, — b. Poniewaz
Gn,b, € Ky dlan > N, zatem musi by¢ a,b € K. Oznacza to w szczegolnosci, ze K # &. Ponadto,
diam K > g(a,b) = nll)I_iI_loo o(an,,bn,) = nl_l)Iiloo diam K,, > diam K. O

Przyklad 3.2.4 (Zbior Cantora). Niech Cy := [0,1]. Dzielimy Cy na trzy rowne przedzialy domkniete

i wyrzucamy wnetrze srodkowego. Niech C; := [0, %] U [%, 1]. W kolejnym kroku, z kazdego z dwoch

przedzialow tworzacych Cy wyrzucamy wnetrze srodkowego z trzech réwnych przedziatéow, na ktore
2’”/

dzielimy ten przedzial, tzn. Co := [0, 35]U[Z, 2]U[<s, 25]U[, 5% ). Kontynuujemy: C U Ch.j, gdzie
J

Crnj,j=1,...,2", s przedzialami domkni¢tymi, parami roztgcznymi, kazdy o dlugosm . Oczyw1sc1e

C, # @ oraz C’n+1 C Cp, n € Ng.

o0
Teraz zbior Cantora definiujemy jako C' := [\ C,,. Na podstawie Twierdzenia Cantora|3.2.3| C jest

n=0

niepustym zbiorem zwartym.

Twierdzenie 3.2.5. Przestrzen metryczna (X, o) jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy z dowolnego po-
krycia otwartego W = (U;);er tej przestrzeni (tzn. X = |J U;) mozna wybraé podpokrycie skoriczone.
iel
Dowdd. Oczywiscie mozemy zalozyé, ze X jest zbiorem nieskonczonym.
(«<=): Przypusémy, ze (a,)2, C X jest ciagiem, z ktorego nie da sie wybra¢ podciagu zbieznego.
Mozemy zaloZyé 7€ Gy F A dla dowolnych n # m. Niech U,, := X \ {an, ant1,- ..}, n € N. Oczywiscie

U, CUpya, U U, = X oraz U U, =Un & X dla dowolnego N € N. Wystarczy jeszcze zauwazy¢, ze

n=1
kazdy zbior Un jest otwarty, co da sprzeczno$é. Istotnie, przypuscmy, ze dla pewnych n € Nia € U,

mamy B(a,r) ¢ U, dla dowolnego r > 0. W szczegolnosci, istnieje ny > n takie, ze a,, € B(a,1). Niech
0 < rp < min{3, o(a,{an,...,an, })}. Wtedy znajdziemy a,, € B(a,r2). Musi by¢ na > ni. Ogolnie,
niech 0 < ry < min{%, o(a, {an, ..., an, . })}ian, € B(a,rs), ns > ny_1. Zbudowalismy podciag (an, )32,
taki, ze a,, — a — sprzeczno$c.

(=): Przypusémy, iz z pokrycia otwartego U nie da sie wybra¢ podpokrycia skoriczonego. Przypu-
$¢émy na chwile, ze udalo sie nam wykazaé¢ nastepujacy warunek

3550 Vaex Jier - B(a,0) C U;. (*)

Najwicksza liczbe § > 0 o powyzszej wlasnosci nazywamy liczbg Lebesque’a dla pokrycia U. Za-

N
uwazmy, ze dla dowolnych ay,...,ay € X mamy (J B(an,0) & X.
n=1

n—1
Niech a; € X bedzie dowolne. Wybierzmy as € X \ B(a1,6) i dalej a,, € X\ |J B(aj,0), n € Na.
j=1

Oczywiscie o(an, anm) = § dla dowolnych n # m. Z takiego ciagu nie da sie wybraé podciagu zbieznego.

Pozostaje wykaza¢ (*). Przypusémy, ze takiego § nie ma. Wtedy istnieje ciag (a,)32; C X taki,
ze kula B(ay,+) nie jest zawarta w zadnym zbiorze U;. Z ciggu (a,);2, wybicramy podciag zbiezny
an, — a. Niech a € Uj,. Z otwartosci U,, wynika, ze B(a,r) C UZO dla pewnego r > 0. Niech a,, €
B(a,%) dlak > N. Wtedy dla dostatecznle duzych k mamy B(ay,, - ao) C Bla, 5 k) C B(a,r) C Uj,
— sprzecznosé. O

(*) Henri Lebesgue (1875-1941).
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3.3. Metryka Czebyszewa

Definicja 3.3.1. Niech X bedzie dowolnym (niepustym) zbiorem i niech (Y, gy) bedzie dowolna prze-
strzenia metryczng. Zdefiniujmy B(X,Y) := {f : X — Y : zbior f(X) jest ograniczony}. W zbiorze
B(X,Y) wprowadzamy metryke Czebyszewa

6(f,9) = sup{oy (f(z),g(x)) : x € X}.

Twierdzenie 3.3.2. Niech f, : X — Y, n € N. Zaldzmy, ze przestrzen Y jest zupetna. Wtedy
nastepujgce warunki sg rownowazne:

(i) fn — fo jednostajnie na X, tzn.

Ves0 Inen Vaex @ oy (fa(2), fo(z)) <,
dla pewnej funkcji , fo: X — Y.
(ii) (frn)oe; spetnia warunek Cauchy’ego zbieznosci jednostajnej, tzn.

Ve>0 INeN VimneN Vaex - «QY(fn(m)vfm(x)) <e.
Dowdd. (i) = (ii): Jezeli spelniony jest warunek (i), to
vm,n}N vJUEX : QY(fn(x)afm(w)) < 2e.

(ii) = (i): Jezeli spemiony jest warunek (ii), to dla dowolnego = € X ciag (fn(x))22; C Y spelnia
zwykly warunek Cauchy’ego, a wiec jest zbiezny. Definiujemy fo(x) := nEIEOO fu(z), z € X. Jezeli

m — oo w warunku (ii), to dostajemy oy (fn(z), f(z)) < &, z € X, n > N, co oznacza, ze (i)
zachodzi. O

Obserwacja 3.3.3.  (a) CWICZENIE: § jest metryka na B(X,Y).
(b) fu -2, fo <= fn — fo jednostajnie na X, tzn.

Veso Inen Vaex : oy (fa(@), fo(@) <& [()] (t)

(c) Przestrzen B(X,Y) jest zupelma wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen Y jest zupelna.

Istotnie, kazdy ciag Cauchy’ego (b,)22; C Y mozemy utozsamiac¢ z ciagiem Cauchy’ego odwzo-
rowan stalych (b,)52,; C B(X,Y). Stad, jezeli B(X,Y) jest zupelna, to Y jest zupelna. W druga
strone korzystamy z Twierdzenia i dostajemy fy : X — Y takie, ze f, — fy jednostajnie.
Pozostaje jeszcze sprawdzi¢, ze f jest odwzorowaniem ograniczonym: niech fn(X) C B(yo, R). Wtedy
fo(X) € B(yo, R +¢).

3.4. Przestrzenie spdjne

Definicja 3.4.1. Przestrzen metryczna (X, 0) nazywamy spdjng, jezeli z tego, ze X = U UV, gdzie U
i V sa zbiorami otwartymi takimi, ze U NV = & wynika, ze U = @ lub V = @.
Zbiér Y C X nazywamy spdjnym, jezeli Y z metryka indukowang jest przestrzenia spojna.

Twierdzenie 3.4.2. Niech @ # P C R. Witedy zbior P jest spdjny wtedy i tylko wtedy, gdy P jest
przedziatem.

Dowdd. (=): Przypusémy, ze P nie jest przedziatem. Wtedy istnieja a,b € P, a < b, oraz ¢ € (a,b)\ P.
Biorac U := PN (—o0,¢), V := PN (¢,4+00), dostajemy sprzecznosé ze spojnoscia.

(«<=): Przypusémy, ze przedzial P nie jest spojny, czyli istnieja otwarte w P, niepuste zbiory A oraz
B takie, ze AN B = @ oraz P = AU B. Niech a € A, b € B. Bez straty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze
a < b. Zdefiniujmy ¢ := sup{z € A : x < b}. Oczywiscie, a < ¢ < b, a wiec ¢ € P. Mamy dwie mozliwosci:

o ce€ A Wtedy ¢ < b. Z otwartosci zbioru A w P istnieje ¢ > 0 takie, ze [¢,c+¢e) C Aoraz c+e < b
— sprzecznosc.

e ¢ € B. Wtedy, podobnie jak poprzednio, dostajemy istnienie £ > 0 takiego, ze (¢ — e,¢] C B
ic—e > a— sprzecznosc. |

5) Pafnutij Czebyszew (1821-1894).
6) Zauwazmy, ze pojecie zbieznosci jednostajnej jest ogélniejsze i moze dotyczyé dowolnych odwzorowan X — Y

(ktore nie musza by¢ ograniczone).
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3.5. Iloczyn kartezjanski przestrzeni metrycznych 3
3.5. Tloczyn kartezjanski przestrzeni metrycznych
Definicja 3.5.1. Niech (X1, 01), ..., (Xn,0n) beda niepustymi przestrzeniami metrycznymi i niech

X=Xy x---xXy.Daz=(z1,...,2n5), ¥y = (y1,.-.,yn) € X niech
o(@,y) = o1(z1, 1) + - + en (TN, YN ).
Obserwacja 3.5.2.  (a) (X, o) jest przestrzenia metryczna.

(b) Dla dowolnego ciagu (a,)22, C X, an, = (an 1, .., 0n,N), Mamy:
an i>ao = ap,j iao,j, j=1,...,N.
(¢) Dla dowolnego ciagu (a,)52; C X, an = (an1,-..,0n,N), Mamy:

(an)ne jest ciagiem Cauchy’ego w (X, 0) <= (an,j)ne; jest ciagiem Cauchy’ego w (X, 0,), j=1,...,N.
(d) Niech ¢ : RY — Ry bedzie taka, ze dla dowolnych &, € RY mamy:

(ii) € <n=0(&) <e®),[()]

(iil) (& +mn) < (&) + ¢(n).
Zdefiniujmy

d(xvy) = @(Ql(xlvyl)v' . ~aQN(xN7yN))7 T = (‘rlv cee 7xN)7 y= (y17 oo vyN) € X.
Wtedy (X, o) jest przestrzenia metryczna. Istotnie, jedyna watpliwo$é moze budzi¢ nier6wnosé troj-
kata. Mamy
d(z,2) + d(z,y) = p(o1(z1,21), - .., on (N, 2v)) + p(01(21,91), - -, on (28, YN))

(iii)
> p(o1(z1,21) + 01(21,51), .-, on (2N, 2n) + on (2N, UN))

(ii)
> ¢(o1(z1,y1), -, on (N, yn)) = d(z,y).

CwiczeNig: Kiedy d ~ 0? Kiedy d i o sa poréwnywalne?

Twierdzenie 3.5.3. Niech

N 1
er(©) = (3°8)", 0n(® =max{ts,...&n}, €= (6, &n) €RY, pell o).
=1

Wtedy
al 11
Zgjnj < ep(©)pg(m), EneRY, pge L, +ool, » + i 1 (nier6wnosé Holdera),
j=1
ep(E+ 1) < p(&) +p(n), EneRY, pe[l,+o0] (nieréwnosé Minkowskiego).
Ponadto:

o dlal<p,qg<+4o0,&ncE RQ’O rowno$é w nierownosci Holdera zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy
dla pewnego t >0 mamy & =tnj, j=1,...,N.

o dial<p<+o0, &€ ]R]>VO rowno$é w nierdownosci Minkowskiego zachodzi wtedy i tylko wtedy
gdy dla pewnego t > 0 mamy & = tn.

Obserwacja 3.5.4.  (a) HI—P ©p(€) = poo(§) (por. Przyklad [2.2.10)).
p—+o0
(b) Z nieréwnosci Holdera dla p = ¢ = 2 wynika nieréwnosé¢ Schwarza (por. Twierdzenie [1.12.5]).

Dowdd Twierdzenia[3.5.3 Nieréwnos$é Holdera: Nier6wnosé jest oczywista jezeli (p, q) € {(1, 4+00), (+00,1)}.
Mozemy wiec zalozy¢, ze 1 < p,q < 400. Ponadto mozemy zalozy¢, ze {; > 0in; > 0,5 =1,...,N
(CWICZENIE). Zastepujac & przez % oraz 1 przez %, sprowadzamy dowod do przypadku ¢, (€) =

©q(n) = 1. Ponizej skorzystamy z dwoch wlasnosci funkeji @ — %, ktoére poznamy w przyszlosei:
— funkcja R 3 x — e® € (0, +00) jest surjektywna (Wniosek |4.4.20)),

(7) €1e ) S (s oomy) 1= & <y, G=1,..., N.
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— funkcja R 3 z —— €7 jest silnie wypukta (Twierdzenie |5.9.9), tzn.
et mIY < e 4 (1—p)e?, x,y€R, z#y, pe(0,1). (*)
Niech &; = eli/P, nj = €%/, j =1,..., N. Mamy wiec

N N 1 11
> = Ze%/ﬁ“a/uZ( ) = (g ) ==t
i —\p q P q

Rozwazmy teraz problem réwnosci w nieréwnosci Holdera. Jezeli spelniony jest warunek §§7 = tn?,
j=1,...,N, to wtedy

2

N N
1_
> = 3o S
Jj=1 Jj=1 j=1
Z drugiej strony,

N ip, N 1/q N
ep(&)pq(n) = (Ztnﬁ) (Zn?) =t/Py "l
j=1 j=1 Jj=1

W druga strone, jezeli w nier6wnosci Holdera zachodzi rowno$é, to na podstawie (*) w postaci

zredukowanej musi byé¢ t; = u;, j = 1,...,N. Oznacza to, ze 5;-’ = n;?, 7 = 1,...,N, dla postaci
. & _ om . e
zredukowanej. Stad ® = e I = 1,..., N, dla postaci wyjsciowej.

Nieréwnosé Minkowskiego: Po pierwsze zauwazmy, ze dla p = 1 nieréwnos¢ Minkowskiego jest oczy-
N

wista. Mozemy wiec zalozy¢, ze p > 1 oraz ) (§; + n;)? > 0. Niech ¢ := I%. Wtedy % + % = 1. Na
j=1

podstawie nieréwnosci Holdera mamy WiQC

N
Z(f]""”j Zg_] £j+777p 1+Z77] §J+77j) !
Jj=1 Jj=1 j=1
N N
older /
Hld (ng) (Z & +n;) (p 1)q> (an> (Z & +n;) (p 1)q )1q
j=1 Jj=1

(i&f)w(i(ﬁﬁm) ()" (o) 2

Dzielac obie strony przez (Zévzl(fj +1;)P) /e dostajemy zadana nier6wnosé¢ Minkowskiego.
Przechodzimy do problemu réwnosci w nieréwnosci Minkowskiego. Jezeli £ = tn, to

ep(§+m) = 1+ )pp(n) = @p(tn) + ep(n) = ¢p(€) + p(n)-

W druga strone, jezeli w nieréwnosci Minkowskiego zachodzi réwnosé, to w (**) w obu miejscach,

w ktorych stosowaliSmy nieréwnosé Holdera musi byé réownoséé, a wiec §§7 = ti(§ + nj)(p_l)q oraz
ng = ta2(& + n;)P~14 i = 1,...,N, dla pewnych t;,t5 > 0. Wynika stad natychmiast, ze & = tn
dla pewnego t > 0. (]

Cwiczenie 3.5.5. Znalez¢ warunki konieczne i dostateczne na réwnosé w nieréwnosci Holdera (odp. Min-
kowskiego) bez zalozenia, ze &;,17; >0,j=1,...,N.

Whiosek 3.5.6. Niech (X1,01), .., (Xn,0n) bedg niepustymi przestrzeniami metrycznymi i niech
X :=X; x -+ x Xn. Wtedy funkcje
N 1
dyp(w,y) s = (D (0swsm))") ", p e [1,400),
j=1

doo(mvy) . :max{gl(xhyl)?'"aQN(xNayN)}7 T = (.’171,...,(13]\[), Yy = (ylv"'ayN) S X7

sq metrykami na X. Ponadto:
o dy <dp,< NYrqd . pe [1,+00). w szczegdlnosci, metryki d, i deo sg poréwnywalne.
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e d; = o (z0b. Definicja m W szczegolnosci, metryki dp, 1 dos zadajg topologie iloczynu karte-
zjanskiego.

Obserwacja 3.5.7. (a) Metryka d, nosi nazwe metryki ¢7.
(b) Metryka do nosi nazwe metryki £>° lub tez metryki maksimum.
(C) Jezeli (Xj7 g]) = (Ka QK)? .7 = 17 . 'aN, to

N
()= (L les —uil”)"

doo(z,y) : = max{|zy —y1],...,lan —yn|}, 2= (21,...,2N8), ¥ = (Y1,.--,YUN) e KV,

o=

(d) Szczegdlnie wazna jest metryka ds. Dla przykladu, w przypadku, gdy (X;,0;) = (K, k), j =

1,..., N, standardowa metryka w K" jest metryka euklidesowa do(x,y) := ([ > |z; — y;|2.
j=1
Dowdd Whiosku[Z5.6. Stosujemy Obserwacje [3.5.2)(d). O

Twierdzenie 3.5.8. (a) (X,0) jest zupelna wtedy i tylko wtedy, gdy (X, ;) jest zupetna, j =
1,...,N. W szczegolnosci, RN jest przestrzeniq zupetng.

(b) (X, 0) jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy (X, 0j) jest zwarta, j=1,...,N.

(c) (X, 0) jest spdjna wtedy i tylko wtedy, gdy (X, 0;) jest spdjna, j =1,...,N.

Dowdd. (a), (b) — CWICZENIE.
(c) — CWICZENIE®. O

3.6. Metryka Hausdorffa

Dla przestrzeni metrycznej (X, g), niech F = F(X) oznacza rodzine wszystkich niepustych, domknie-
tych i ograniczonych podzbioréow X. Zdefiniujmy metryke Hausdorffa

h(A,B) := max{sup{g(a:,B) cx € A}, sup{o(y,A) :y € B}}, A Bed.

Obserwacja 3.6.1. Ponizej A, B,C € F.

(a) Przypomnijmy, ze a € C < dist(a,C) = 0.

(b) Jezeli h(A, B) =0, to A C B oraz B C A, to oznacza, ze A = B.
(c) h(A,B) = h(B, A).

(d) h(4,B) < +oo.

Istotnie, jezeli A, B C B(a,r), to dla x € A mamy o(z, B) = inf{o(x,z2) : z € B} < inf{o(z,a) +
o(a,z) : z € B} < 2r. Podobnie, o(z, A) < 2r, € B.

() h(A, B) = sup{lol, A) — olz, B)| : = € X}.

Istotnie, wystarczy pokazaé, ze sup{o(z, A) — o(z, B) : x € X} = sup{o(y, 4) : y € B}. Nieré6wnos¢
,=2" jest oczywista. Ustalmy xg € X oraz wezmy dowolne a € A, b € B. Wtedy o(xq, a)—o(xo,b) < o(a,b).
Biorac infaea dostajemy o(xo, A) — o(xo,b) < o(b, A) < sup{o(y,A) : y € B}. Biorac teraz infyep
dostajemy poszukiwana nieréwnosé.

(f) h(A,B) < h(A,C) + h(C, B). W szczegolnosci, (F, h) jest przestrzenia metryczna.
(g) h(A,B) <r <= AcC B™ oraz B C A" gdzie C") := {z € X : dist(z,0) < r}.

CwiczeNIE: Czy C) jest zwarty dla C' zwartego? Czy C") € F dla C € 7

(h) |diam(A) — diam(B)| < 2h(A, B).
Istotnie, wystarczy pokazac, ze diam(A) — diam(B) < 2h(A, B). Ustalmy =,y € A. Wtedy

3.1.7|[m)
o(z,y) — diam(B) = inefB(Q(aa y) —o(u,v)) < inefB(Q(% u) + o(y,v))

,'U El

< o(x, B) + o(y, B) < 2sup o(z, B) < 2h(A, B).
z€A

Teraz wystarczy wzia¢ sup, yeca-

(i) CwiczeNIE*. Niech K C X bedzie ustalonym niepustym zbiorem zwartym i niech £ := {A € F :
A C K}. Wtedy (R, h) jest przestrzenia zwarta.






ROZDZIAL 4
Ciaglosé

4.1. Funkcje ciagtle

Definicja 4.1.1. Niech (X, 0x), (Y, 0y) beda przestrzeniami metrycznymi, f : X — Y ia € X.
Powiemy, ze funkcja f jest ciggta w punkcie a, jezeli

V5>0 35>0 : f(B(aa 5)) - B(f(a)75)
Rownowaznie:
Ves0 ds>0 Vaex - QX(xv CI,) <= QY(f(x)v f(a)) <e.

Jest to tzw. definicja Cauchy’ego ciggtosci. Piszemy wtedy f € C(X,Y;a) — jest to oznaczenie niestan-
dardowe, dla potrzeb naszego wyktadu.

Mowimy, ze f : X — Y jest ciggla, jezeli jest ciagta w kazdym punkcie. Piszemy wtedy f € C(X,Y).

Ponadto, C(X) :=C(X,R).
Mowimy, ze f jest jednostajnie ciggta, jezeli

Ves0 d5>0 v:6,y€X : QX(xvy) <6= QY(f(x)a f(y)) <e.

Mowimy, ze f spelnia warunek Holdera z wykladnikiem o > 0, jezeli istnieje stala M > 0 taka, ze

oy (f(z), f(y)) < M(ox(x,y)", =,yecX.

Dla o = 1, warunek Hoéldera nosi nazwe warunku Lipschitza@
Mowimy, ze odwzorowanie bijektywne f : X — Y jest homeomorfizmem, jezeli f € C(X,Y),
ftecy, X).

Obserwacja 4.1.2. (a) Kazde odwzorowanie jednostajnie ciagle jest ciagle.
(b) Kazde odwzorowanie spelniajace warunek Holdera jest jednostajnie ciagle.

Cwiczenie 4.1.3. (a) Zmnalezé przyktad odwzorowania ciaglego, ktore nie jest jednostajnie ciagte.
(b) Znalezé przyklad odwzorowania jednostajnie ciagltego, ktore dla dowolnego « > 0 nie spelnia
warunku Holdera z wyktadnikiem a.
(¢) Udowodni¢, ze odwzorowanie f : X — Y spelnia warunek Holdera z wyktadnikiem o wtedy
i tylko wtedy, gdy
aup { 21 5)
(ox(z,y))*
(d) Zmnalezé¢ przyktad ciaglego odwzorowania bijektywnego f : X — Y takiego, ze f~! nie jest ciagle.

:w,yeX,x;éy}<+oo.

Twierdzenie 4.1.4. Niech f: X — Y, a € X. Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:
() f€C(X,Ys0);
(ii) dla dowolnego otoczenia V punktu f(a) istnieje otoczenie U punktu a takie, ze f(U) C V;
(iii) dla dowolnego otoczenia V punktu f(a) zbior f=1(V) jest otoczeniem punktu a;
(iv) dla dowolnego ciggu x, — a mamy f(x,) — f(a); jest to tzw. definicja Heinego ci@gloéci.

Dowdd. (i) = (ii): Niech B(f(a),e) C V iniech § > 0 bedzie dobrane zgodnie z (i). Wtedy U := B(a, 0)
jest otoczeniem punktu a oraz f(U) C B(f(a),e) C V.
(ii) = (iii): Oczywiste.

1) Rudolf Lipschitz (1832-1903).
2) Eduard Heine (1821-1881).

35
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(iii) = (iv): Dla dowolnego € > 0 kule V := B(f(a), ) jest otoczeniem f(a). Zatem istnieje 6 > 0
taka, ze B(a,8) C f~1(V). Niech z,, € B(a,d) dlan > N. Wtedy f(z,) € B(f(a),e) dlan > N, czyli

f(@n) — fla).
(iv) = (i): Przypusémy, ze dla pewnego £ > 0 nie istnieje § > 0 takie, ze f(B(a,d)) C B(f(a),¢).
Wtedy istnieje ciag (z,,)32, taki, ze z, € B(a,1/n), oy (f(zs), f(a)) > €; sprzecznosé. O

Twierdzenie 4.1.5 (Skladanie odwzorowan ciagtych). Jezeli f € C(X,Y;a) i g € C(Y,Z; f(a)), to
gof EC(X,Z;@).

Dowéd. CWICZENIE. O

Twierdzenie 4.1.6. Niech f: X — Y. Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:
() fec(x,y);
(ii) dla dowolnego zbioru otwartego V- C'Y zbior f=1(V) jest otwarty;
(i) dla dowolnego a € X oraz dla dowolnego ciggu x, — a mamy f(x,) — f(a).

Dowdéd. CWICZENIE. O

Twierdzenie 4.1.7 (Sktadanie odwzorowan ciagtych). Jezeli f € C(X,Y) ig € C(Y,Z), to go f €
C(X, 2).

Dowdéd. CWICZENIE. O

Whniosek 4.1.8. Niech f : X — Y i niech g : Y — Z bedzie homeomorfizmem. Wiedy g o f €
C(X,Z;a) < fel(X,Y;a).

Cwiczenie 4.1.9 (Zob. Obserwacja [3.1.2[b)). Niech ¢ : R — [~1,1],

—£ jezeli x € R
pla) = THRTT I :
+1, jezeli x = o0

Udowodni¢, ze ¢ jest homeomorfizmem. W szczegolnosci, na podstawie Wniosku 1.8 mamy f €
C(X,R;a) <= ¢o f € C(X,[-1,1];a).

Twierdzenie 4.1.10. Niech A, B C R.
(a) Jezeli dodawanie A x B > (z,y) — = +y € R jest dobrze okreslone, to jest odwzorowaniem
ciggtym.
(b) Jezeli mnozenie Ax B > (x,y) — z-y € R jest dobrze okreslone, to jest odwzorowaniem cigglym.
(c) Jezeli dzielenie A x B > (z,y) — 5 € R jest dobrze okreslone, to jest odwzorowaniem cigglym.
(d) Jezeli A C Rso and B C R, to potegowanie A x B 3 (x,y) — z¥ € Ry jest odwzorowaniem
ciggtym. W szczegdlnosci:
o Funkcja R > x —— a” jest cigglta dla dowolnego a > 0.
o  Funkcja Ry 3 x — z jest ciggla dla dowolnego o € R.

Dowdd. Por. §[2.2] (I

Twierdzenie 4.1.11.  (a) Jezeli f,g € C(X,R;a) i f(x) + g(x) jest okreslone dla dowolnego x € X,
to f+g9€C(X,R;a).

(b) Jezeli f,g € C(X,R;a) i f(x)-g(x) jest okreslone dla dowolnego x € X, to f-g € C(X,R;a).

(c) Jezeli f,g € C(X,R;a) i % jest okreslone dla dowolnego x € X, to 5 € C(X,R;a).

(d) Jezeli f : X — Rsg ig: X — R sq ciggle w punkcie a, to f9 € C(X,R;a).

Dowdd. Jest wniosek z Twierdzen E1.71 ET.10l O
Przyktad 4.1.12. (a) Dowolny wielomian p : K — K, p(2) := a9 + -+ + a,2", gdzie n € Ny,
ag, ..., a, € K, jest ciagly.

(b) Dla dowolnych wielomianow p,q : K — K, ¢ £ 0, funkcja wymierna % jest ciagla na zbiorze
K\ ¢~ *(0).



Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej I, wersja z 21 maja 2021

4.2. Granica w punkcie 37

(¢) Funkcje trygonometryczne sa ciagle Mamy O<sint<tdlal<t< g Stad funkcja sin jest
ciaglta w zerze i w konsekwencji wszystkie funkcje trygonometryczne sg ciagte — CWICZENIE.
(d) Funkcja signum (znak) sgn : R — {—1,0,+1},

1, jezeliz >0
sgnz = sgn(z) := < 0, jezelix =0,
-1, jezeliz <0

jest ciagla w kazdym punkcie poza zerem.

(e) Funkcja Dirichleta @d = Xq,r hie jest ciggla w zadnym punkcie.

(f) Niech h(zx) := xd(z), z € R. Wtedy h jest ciagla tylko w z = 0.

(g) Funkcja modut, K 3 z — |z| € Ry, jest funkcja spelniajaca warunek Lipschitza.

(h) Funkcja cecha (lub czesé calkowita) | | : R — Z, |z| :=sup{k € Z : k <z}, z € R, jest ciagla
w kazdym punkcie zbioru R \ Z, ale nie jest ciagta w zadnym punkcie zbioru Z.

(i) Niech [z] := inf{k € Z : k > z}. Gdzie jest ciagla funkcja z — [2]? — CWICZENIE.

(j) Funkcja Riemanna r : R — [0, 1],

(&) i {o, jezeli z ¢ Q

Pt jeZelizeQ,ng,qéN,pEZ (P#])Zl’

jest ciagla w punktach zbioru R\ Q, ale nie jest ciagta w zadnym punkcie zbioru Q.

4.2. Granica w punkcie

Definicja 4.2.1. Niech A C X, f: A — Y, a € A, b € Y. Wtedy méwimy, ze f ma w punkcie a
granice b, jezeli dla dowolnego ciagu (z,,)22; C A\ {a} mamy f(z,) — b. Piszemy wtedy lim f(z) = b.

Obserwacja 4.2.2.  (a) lim f(z) = b <= f € C(AU{a},Y;a), gdzie f(z) := {IJ:(QJ% ?e?e? re A\ {a}.
r—a , jezeli x = a
(b) Dla f: X — Y ia€ X mamy f € C(X,Y;a) < lim f(z) = f(a).

r—a

Twierdzenie 4.2.3. Jezeli lim f(x) =big € C(Y,Z;b), to lim go f(z) = g(b).

r—a r—a

Dowdd. CWICZENIE. O

Cwiczenie 4.2.4. Pokazaé, ze nastepujace twierdzenie nie jest prawdziwe.
Niech f: A— BCY,a€ A, be B, lim f(x) =, lirr%)g(y) =c. Wtedy lim go f(z) =c.
Tr—a Yy— r—a

Definicja 4.2.5. W przypadku f : A — R mozna réwniez mowic o granicy gornej i dolnej funkcji f
w punkcie a:
limsup f(x) :=sup8(f,a), liminf f(x):=inf8(f,a),
T—a r—a

gdzie B
8(f,a) :={geR: J@n)=  ca\fa) T Tn — a, f(Tn) — gt

Obserwacja 4.2.6. (a) Niech f : N — R. Wtedy powyzsze pojecia redukuja sie do poprzednio
wprowadzonych lim sup f(n) i liminf f(n).
n— 400 n—-+oo

(b) ll;njgff(x) < limsup f(x).
(
(

c) Jezeli 11_1»n f(x) =g €R, to lim_jnff(x) = limsup f(z) = g.
d) limsup f(z), lign_é(rllff(a:) € 8(f,a).
)

r—a

Tr—a
(e) Jezeli liminf f(x) = limsup f(z) =: g, to lim f(x) =g.
T—a r—a T—a
3) Uwaga: precyzyjne definicje funkcji trygonometrycznych zostana podane w podrozdziale

4) Peter Dirichlet (1805-1859).
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(f) Jezeli g := limsup f(x) < 400, to dla dowolnego R 5 M > g istnieje r > 0 takie, ze f(x) < M
dla z € AN (B(a,r)\ {a}).
(g) Jezeli g := liminf f(z) > —o0, to dla dowolnego R 3 M < g istnieje r > 0 takie, ze f(z) > M dla
r—a

x € AN (B(a,r)\ {a}).
Definicja 4.2.7. Jezeli X = R, A C [~00,a], f: A — Y ia € A, to lim f(x) nosi nazwe granicy
lewostronnej 1 piszemy wtedy zlir,ﬂi f(x). Analogicznie definiujemy gmfnﬁc((lgipmwostmnnq w£r£+ fa),
gdy A C [a,+o0]ia€ A
Definicja 4.2.8 (Modut ciaglosci). Dla f: X — Y definiujemy modut ciggtosci funkcji f:
wy:Rso — [0,+00],  ws(6) :=sup{oy (f(z), f(y) : 2,y € X, ox(z,y) <d}.
Zauwazmy, ze jezeli f spelnia warunek Holdera z wykladnikiem (Deﬁnicjau7 to wy(0) < Mo®.

Cwiczenie 4.2.9. Pokaza¢, ze f jest jednostajnie ciagla wtedy i tylko wtedy, gdy 611%1 wy(6) =0.
—0+

4.3. Twierdzenie Banacha o punkcie stalym

Twierdzenie 4.3.1 (Banach. Niech (X, d) bedzie zupetng przestrzeniq metryczng i niech f : X —
X bedzie odwzorowaniem zwezajacym, tzn. takim, ze d(f(z), f(y)) < 0d(z,y), x,y € X, gdzie 6 € [0,1).
Wtedy dla dowolnego punktu o € X cigg (x,)5%, zdefiniowany rekurencyjnie wzorem xpy1 = f(zn),
n € Ny, jest zbiezny do jedynego punktu stalego odwzorowania f, tzn. do punktu x* € X takiego, ze
f(z*) = a*.

Dowdd. Odwzorowanie f spelnia warunek Lipschitza ze stala 6. Jest wiec w szczegoélnodci ciagle. Jezeli
clag (rn)22, jest zbiezny do pewnego z* € X, to musi to by¢ punkt staly, co wynika ze zwiazku
Znt+1 = f(x,) oraz ciaglosci f. Punkt staly jest jedyny. Jezeli bowiem a,b € X bylyby dwoma réznymi
punktami statymi, to d(a,b) = d(f(a), f(b)) < 6d(a,b) < d(a,b), co daje sprzecznosé¢. Pozostaje wiec
pokazac, ze ciag (x,)5% jest zbiezny. Poniewaz przestrzen jest zupelna wystarczy pokazac, ze spelnia
warunek Cauchy’ego. Mamy

d(xn+17 xn) = d(f(irn)7 f(mnfl)) < ed(xna (Enfl) < 92d(xn717$n72) g v < end(xlva)v n € N.
W takim razie

d(l'nJrkv xn) < d(anrka m'n+kfl) + d(anrkflv xn+k72) +-+ d(xn+1; xn)

1 -0k 1
L(OTFTL gt 0™ d (2, 20) = 10 0" d(w1,20) < ﬁﬂnd(acl,xo), n,k €N,
skad natychmiast wynika, ze (x,,)22 jest ciagiem Cauchy’ego. O

Przyklad 4.3.2. Niech X := (0,4) C Riniech f: X — X, f(z) = 2?; X nie jest przestrzenia
zupelng! Wtedy f jest odwzorowaniem zwezajacym (2% — y?| = |z — y||z + y| < |z — y|) bez punktu
stalego.

4.4. Wlasnosci funkcji ciaglych

Twierdzenie 4.4.1. Niech f,, : X — Y, neN, oraz f: X — Y. Zatdimy, ze f, — [ jednostajnie
na X. Wtedy:

(a) Jezeli f, € C(X,Y;a),neN, to f € C(X,Y;a).

(b) Jezeli f, € C(X,Y),n€eN, to f€C(X,Y).

Dowdd. (a) Wykorzystamy nieréwnosé

QY(f(‘r)’ f(a’)) < QY(f(x)a fno (l‘)) + QY(fno (‘T)a fno (a)) + QY(fno (a)7 f(a))

Ustalmy ¢ > 0. Wiemy, ze istnieje ng € N takie, ze oy (fn(z), f(z)) < § dla dowolnych n > ng
i x € X. Korzystajac z ciaglosci funkcji f,, w punkcie a otrzymujemy istnienie § > 0 takiego, ze

(°) Stefan Banach (1892-1945).
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0y (frno (), fno(a)) < § dla dowolnego = € Bx(a,d). A stad oy (f(x), f(a)) < € dla dowolnego z €
BX (a,é).
(b) wynika natychmiast z (a). O

Cwiczenie 4.4.2. Niech f, — f jednostajnie. Wtedy, jezeli f,, jest jednostajnie ciagla dla dowolnego
n € N, to f jest jednostajnie ciagla.

Twierdzenie 4.4.3 (Dini @ Zatézimy, ze (X, o) jest przestrzeniq zwartq, fn € C(X), fot1(x) <
fo(x), n € N, z € X. Niech f € C(X) i niech f, — [ punktowo na X, tzn. fn(z) — f(z) dla
dowolnego x € X. Wtedy f,, — f jednostajnie na X.

Dowdd. Zastepujac f, przez f, — f sprowadzamy problem do przypadku f = 0. Ustalmy € > 0 i niech
K, ={zeX: folx) 2 e}, n € N. Wtedy K, jest zbiorem zwartym oraz K,+1 C K,, n € N. Gdyby
K, # @ dla dowolnego n € N, to z Twierdzenia Cantora istnieje punkt a € (2, K,,. Wtedy
fn(a) = € dla dowolnego n, co przeczy zbieznosci punktowej. W takim razie istnieje ng takie, ze K, = &
dla n > ng, co oznacza, ze 0 < f,, < ¢ dla dowolnegon > ng iz € X. O

Obserwacja 4.4.4. Wszystkie zalozenia twierdzenia Diniego sg istotne.
0, jezeliz €]0,1)

. Wited
1 ey

(a) f nie jest ciagta: Niech f, : [0,1] — [0,1], fn(x) := 2™, f(z) = {

fn \\ f punktowo, ale nie jednostajnie.

(b) X nie jest zwarta: Niech f, : [0,1) — [0,1), fn(z) := ™. Wtedy f, \, 0 punktowo, ale nie
jednostajnie.

(c¢) Ciag nie jest monotoniczny: Niech f, : [-1,1] — R, fp(z) :=
ale nie jednostajnie.

(d) Funkcje f,, nie sa ciagle: Niech [0,1) N Q = {q1, g2, - - . }. Zdefiniujmy f, : [0,1] — R,

(@) = 0, jezelize (R\Q)U{q,..-,qn},
" 1, jezeli z € {¢ni1,qn+2,---}
Wtedy f, \, 0 punktowo, ale nie jednostajnie.

, Jezeliz =1

Wtedy f, — 0 punktowo,

nx
14+n2zx2"

Twierdzenie 4.4.5. Niech X bedzie przestrzeniq zwartg i niech f : X — Y bedzie funkcjq ciggtq.
Wtedy f(X) jest przestrzeniq zwartq (z metrykq indukowang zY ).

Dowdd. Niech (y,)52; C f(X), yn = f(zy), n € N. Poniewaz X jest zwarta, istnieje podciag (zn, )52,
oraz xg € X takie, ze x,, — xo. Wobec ciaglosci f mamy y,, = f(zn,) — f(20)- O

Obserwacja 4.4.6. Niech K C R bedzie niepustym zbiorem zwartym. Wtedy inf K, sup K € K.
Jako wniosek dostajemy.

Twierdzenie 4.4.7 (Twierdzenie Weierstrassa o osiaganiu kresoéw). Niech X bedzie niepustq przestrzeniq
zwartq oraz niech f : X — R bedzie funkcjq ciggta. Wiedy istniejg punkty x4 € X takie, ze f(x4) =
sup f(X), f(z-) = inf f(X).
Obserwacja 4.4.8. Niech C,(X,Y) :=C(X,Y) N B(X,Y).

(a) Cp(X,Y) =C(X,Y), gdy X jest przestrzenia zwarta.

(b) Cp(X,Y) jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni B(X,Y).

(¢) Przestrzen Cp(X,Y) jest zupelna wtedy i tylko wtedy, gdy Y jest zupelna.

Twierdzenie 4.4.9. Jezeli f € C(X, X), to dla dowolnego zbioru zwartego K C X spetniony jest waru-
nek: Yeso 550 Vaek @ f(Bp(a,0)) C Ba(f(a),e). W szczegdlnosci, jezeli X jest przestrzeniq zwartq, to
f jest jednostajnie ciggte.

Dowdd. Poniewaz f jest ciagla, zatem dla dowolnego a € K istnieje r(a) > 0 takie, ze f(B,(a,r(a))) C
Ba(f(a), %5) Wobec zwartosci zbioru K, istnieje skoriczona liczba punktéw aq,...,any € K takich,

N
ze K C | Bo(ai, 37(a;)). Niech § := fmin{r(ay),...,r(an)}. Wezmy dowolny punkt a € K, a €
i=1

1=

(®) Ulisse Dini (1845-1918).
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By, (as,, 37(a;,)), i niech z € B,(a,§). Mamy o(z, a;,) < o(z,a)+o(a, a;,) < 5+ 3r(ai,) < r(a; ) Wynika
stad, 76 d(f(z), f(as,)) < e i ostateczmie d(f(x), f(a)) < d(f(x), flasy)) + d(f(a), f(a) < 0

Twierdzenie 4.4.10. Niech X bedzie przestrzeniq zwartg i niech f : X — Y bedzie cigglq bijekcjq.
Wtedy f=1 jest ciggta, czyli f jest homeomorfizmem.

Dowdd. Niech y,, — yo, Tn, := f~ (yn), 2o := f~*(yo). Chcemy pokazaé, ze x,, — xg. Przypusémy,
ze T, o, CO oznacza, ze istnieje g9 > 0 oraz podciag (r,, )72, takie, ze ox(Zn,,To) = €0, k € N.
Wobec zwartosci X mozemy zaltozy¢, ze x,, — x*. Wynika, stad, ze ox(z*,20) = £9. Z drugiej strony
f(zpn,) — f(z*), skad wynika, ze f(z*) = f(xo) — sprzecznosc. O

Whniosek 4.4.11. Rzut stereograficzny R : S — C jest homeomorfizmem (por. Przyktad .

Twierdzenie 4.4.12. Niech X bedzie przestrzenig spdjng @ niech f : X — Y bedzie funkcja ciggtq.
Wtedy f(X) jest przestrzeniq spéjng (z metrykq indukowang z' Y ).

Dowdd. Przypusémy, ze f(X) = UUV, gdzie U, V sa niepuste, roztaczne i otwarte. Wtedy X = f~1(U)U
FY(V), gdzie f~1(U), f~1(V) sa niepuste, roztaczne i otwarte (wobec ciaglosci) — sprzecznosé. O

Definicja 4.4.13. Niech X bedzie przestrzenia spdjna i niech f: X — R. Méwimy, ze f ma wlasnosé
Darboux jezeli dla dowolnych o = f(a), 8 = f(b), a < 3, i dla dowolnego v € («, 3) istnieje ¢ € X
takie, ze f(c) = -y; innymi stowy: f przyjmuje wszystkie wartosci posrednie.

Twierdzenie 4.4.14. Niech X bedzie przestrzeniq spdjng i niech f : X — R bedzie funkcjq ciggtq.
Wtedy f ma wtasnosé Darboux.

Obserwacja 4.4.15. Istnieja funkcje nieciagle, posiadajace wlasnosé Darboux (zob. Przyktad [5.2.13)).

Cwiczenie 4.4.16. Wykaza¢, ze kazdy wielomian rzeczywisty stopnia nieparzystego posiada miejsce
zZerowe.

Obserwacja 4.4.17. Niech f : (a,b) — R, gdzie —0co < a < b < oo, bedzie funkcja rosnaca. Wtedy
liril f(x) =sup f((a,b)) oraz lim+f(x) =inf f((a,b)).
r—b— r—a
Twierdzenie 4.4.18. Niech f : P — R, gdzie P C R jest przedziatem, bedzie funkcjg monotoniczng.
Wtedy:

(a) funkcja f nie jest ciggla w co najwyzej przeliczalnej liczbie punktow;

(b) jezeli f nie jest ciagla, to zbior f(P) nie jest spdjny.
Dowdd. Mozemy zalozy¢, ze f jest rosnaca.

(a) Niech

N(f) :={z € P: f nie jest ciagla w x}.
Dla dowolnego punktu ¢ € int P niech L(c) := lim f(z), R(c) := lim+f(x). Jezeli lewy koniec c
przedzialu P nalezy do niego, to kladziemy L(c) := f(c), R(c) = 1im+ f(z). Jezeli prawy koniec ¢
Tr—c

przedziatu P nalezy do niego, to kladziemy L(c) := lim f(z), R(c) := f(c).

Wtedy —oco < L(c) < R(c¢) < oo oraz dla dowolnych ¢1, ¢ € P, ¢; < ¢o, mamy R(c1) < L(cg), a stad

(L(c1), R(c1)) N (L(cz), R(cz)) = 2.

W takim razie c € N(f) <= L(c) < R(c) <= J4(c)cn(L(c),R(c))- Zbudowalismy injekcje N(f) — Q.

(b) Przypusémy, ze a € N(f) # @. Z poprzednich rozwazan istnieje ¢ € (L(a), R(a)) \ {f(a)}.
Zdefiniujmy U := (—o00,q) N f(P), V := (q,+00) N f(P). Zbiory U oraz V sa otwarte w f(P), U,V # &,
UNV =@ oraz UUV = f(P), co oznacza, ze f(P) nie jest zbiorem spojnym. O
Twierdzenie 4.4.19. Niech f : P — R, gdzie P C R jest przedziatem, bedzie cigglq injekcjq. Wtedy:

(a) f jest silnie monotoniczna;
(b) funkcja odwrotna f=1: f(P) — P jest ciggta.

(7) Jean Darboux (1842-1917).
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Dowdd. (a) Wystarczy pokazac, ze dla dowolnego przedziatu [a,b] C P, a < b, funkcja f|jp) jest Scisle
monotoniczna. Ustalmy a,b i przypusémy, ze f(a) < f(b) (przypadek f(a) > f(b) jest analogiczny
— CWICZENIE). Z twierdzenia Weierstrassa istnieja c_,c, € [a,b] takie, ze f(c_) = min f([a,b]) oraz
fley) = max f([a,b]). Pokazemy, ze c— = a oraz cy = b. Przypusémy, ze np. a < c_ (przypadek cy < b
jest analogiczny — CWICZENIE). Wtedy f(c_) < f(a) < f(b). Z whasnosci Darboux funkcji f wynika
istnienie ¢ € (c_, b) takiego, ze f(c) = f(a), co daje sprzecznos¢.

Zatem c_ =aicqy =0.

Ustalmy a < z < y < b. Przypusémy, f(z) > f(y). Wtedy f(a) < f(y) < f(z) < f(b). Wobec
wlasnosci Darboux, istnienie ¢ € [a, x] taki, ze f(c) = f(y), co daje sprzecznosé.

(b) Oczywiscie f~! : f(P) — P jest funkcja &cigle monotoniczna oraz f(P) jest przedziatem.
Poniewaz f~1(f(P)) = P, wigc z Twierdzenia [4.4.18|(b) wnioskujemy, ze f~! jest funkcja ciagta. O

Whiosek 4.4.20. Dla dowolnego a > 1 (odp. a € (0,1)) funkcja wykladnicza R 3 2 — a” € Ry jest
bijektywna i Scisle rosngca (odp. malejgea). W szczegdlnosci, jest ona homeomorfizmem, funkcjq do niej
odwrotng jest funkcja logarytmiczna Rso 2 x — log, x € R.

Piszemy Inx :=log,
Cwiczenie 4.4.21. Korzystajac z wlasnosci funkecji wyktadniczej wyprowadzi¢ nastepujace wlasnosci
funkeji logarytmicznej log, dla a > 0, a # 1.
(a) log,(z1x2) = log, x1 + log, x2, x1, 22 > 0.
(b) loga(bm) =zlog, b, b> 0,z R
(¢) a —e“““,xeR.
(d) log, z = }gg;z, b>0,b#1,2>0.

Whiosek 4.4.22.  (a) Funkcja [-3, 5] > x — sinx € [1,1] jest bijektywna i $cisle rosngca. W szcze-
gdlnosci, jest ona homeomorfizmem; funkcjq do niej odwrotng jest [-1,1] 3 x —— arcsinz € [-F, T].

(b) Funkcja [0,71] 2 x — cosx € [1,1] jest bijektywna i Scisle malejgca. W szczegolnosci, jest ona
homeomorfizmem; funkcjq do niej odwrotng jest [—1,1] 3 x — arccosz € [0, 7).

(c) Funkcja (—%,%) > v — sinz € R jest bijektywna i Scisle rosngca. W szczegdlnosci, jest ona
homeomorfizmem; funkcjq do niej odwrotng jest R > x —— arctgx € (=5, 5).

(d) Punkcja (0,7) > x — ctgz € R jest bijektywna i Scisle malejgca. W szczegdlnosci, jest ona

homeomorfizmem; funkcjg do niej odwrotng jest R 5 x — arcctgx € (0, 7).

Cwiczenie 4.4.23 (Funkcje hiperboliczne). Definiujemy:

h T
o sinus hiperboliczny: R 3 x — Sinh e —e” >— €R,

h =
e cosinus hiperboliczny: R > x &= i € [1, +00),

tgh P
e tangens hiperboliczny: R > x ALY sﬂ‘li = Zrlz—z (-1,1)

ctgh she _ e“+e ®
e cotangens hiperboliczny: R, > x — 202 = S0 € R\ [—1,1].

(a) Ktore ze wzoréw trygonometrycznych, po ewentualnej zmianie znakéw, pozostaja prawdziwe dla
funkeji hiperbolicznych?, np. cosh? —sinh® = 1 (jedynka hiperboliczna).
(b) Odwzorowania sinh : R — R, tgh : R — (—1,1), cosh |g, : Ry — [1,400), ctgh |[r>0 : Ryg —
(1, 4+00) sg homeomorfizmami. Funkcje odwrotne do nich to odpowiednio:
e arsinha =In(xz + \/x2 +1), z €R,
e arcoshz =In(z+vz2—-1),z > 1,
e artghz = 1lnH2 |x\ <1,
1 , x> 1.

e arctghz = g ln "”+

4.5. Krzywe

Definicja 4.5.1. Niech (X, g) bedzie przestrzenia metryczna. Kazde odwzorowanie ciagte 7y : [a,b] — X
nazywamy krzywq. Zbior v* := v([a, b]) nazywamy obrazem geometrycznym krzywej -;

v* jest zbiorem zwartym sp6jnym.



Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej I, wersja z 21 maja 2021

2 4. Ciagtosé

W przyszlosci bedziemy zawsze utozsamiaé krzywa v : [a,b] — X z dowolna krzywa
vyoo:le,d — X,

gdzie o : [¢,d] — [a, b] jest bijekcja rosnaca (zwana zmiang parametryzacji). Oczywiscie, zmiana para-
metryzacji nie zmienia obrazu geometrycznego krzywej. W szczegélnosci, mozna sie zawsze ograniczy¢
do krzywych sparametryzowanych w przedziale [0, 1]. Jezeli v : [a,b] — X jest krzywa, to:

e ~y(a) nazywamy poczgtkiem krzywej,

e ~(b) nazywamy koricem krzywej,

o jezeli y(a) = v(b), to moéwimy, ze 7 jest zamknieta,

e jezeli v jest odwzorowaniem injektywnym, to méwimy, ze v jest tukiem Jordana @— wtedy
v : [a,b] — ~* jest homeomorfizmem,

e Jezelio : T — X jest odwzorowaniem ciagltym injektywnym, to krzywa zamknieta v : [0, 271] —
X, v(t) := o(cost,sint), nazywamy krzywg Jordana.

Dla krzywej 7 : [a,b] — X definiujemy krzywa przeciwng

o7 :a,b] — X, o) =vy(a+b—1).

Widaé, ze (&7)* = v*.

Dla krzywych v; : [0,1] — X, j = 1,2, takich, ze ;1 (1) = 72(0) definiujemy ich sume
~v1(2t) dlaogtgd

®v:|0,1] — X, @ t) = 2.
71 @72 :[0,1] (11 ®72)(t) {72(%— 1) dla % <t<1
jest to oczywiscie krzywa i (y1 & y2)* =5 U ;. m

Definicja 4.5.2. Moéwimy, ze X jest tukowo spdjna, jezeli dla dowolnych x,y € X istnieje krzywa
v : [a,b] — X taka, ze v(a) =z, v(b) = y.

Kazda przestrzen tukowo spojna jest spojna (ale nie odwrotnie — CWICZENIE).
Obserwacja 4.5.3. Dla X; # @, ..., Xy # @ mamy:
X1,..., XN sa przestrzeniami tukowo spojnymi <= X; X --- x Xy jest przestrzenia tukowo spojna.
4.6. Przestrzenie unormowane

Definicja 4.6.1. Przestrzenig unormowang nad cialem K (K € {R,C}) nazywamy dowolna pare
(E, || II), gdzie E jest przestrzenia wektorowa nad K, zas || || : E — R4 jest funkcja spelniajaca
nastepujace trzy warunki:

(a) Voep : [Jz]| =0 <=2z =0,

(b) Vaek, zep ¢ [zl = ||,
(©) Veyer : llz+yll < llzll+ [yl
Funkcje || || nazywamy normg.

Obserwacja 4.6.2.  (a) (K,||) jest przestrzenia unormowana.
(b) [zl = [lylll < [lz — y|l dla dowolnych z,y € E.
(c) Zdefiniujmy o(z,y) = oy |(z,y) := |z —yl, 2,y € E. Wtedy ¢ : E x E — R, jest metryka
generowang przez norme.  Oczywiscie
ey |
xy — a0 <= [z, — 2ol — 0.

(d) Moéwimy, ze dwie normy || |1, || |2 : E — Ry sa rdwnowazne, jezeli o) |, ~ o| |,

(e) B(a,r) = By, (a,7) ={z € E: ||z —al <71}, Bla,r) = By (a,7) ={z € E: ||z —a| <1},
B(r) := B(0,r), B(r) := B(0,7).
(f) B(a,r) = B(a,r), > 0.
Istotnie, wystarczy pokaza¢ inkluzje O. W tym celu zauwazmy, ze jezeli zg € B(a,r), to a+0(zg—a) €
B(a,r) dla dowolnego 6 € [0,1).
8) Camille Jordan (1838-1922).

9) Oznaczenia © i @ maja charakter roboczy i nie musimy si¢ do nich zbyt przywiazywaé.
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(g) Dzialania w przestrzeni unormowanej sa ciagte. Istotnie,

I + ) = (zo + o)l < llz = ol + [ly = woll,

[z — apzol| < |a — aol[[zo| + [z — 2ol

(h) B(a,r) = B(a,r), r > 0.
Istotnie, wystarczy pokazaé inkluzje O. W tym celu zauwazmy, ze jezeli zg € B(a,r), to a+0(xg—a) €
B(a,r) dla dowolnego 6 € [0,1).
Obserwacja 4.6.3. (a) Podobnie jak dla metryk w iloczynie kartezjarniskim przestrzeni unormowa-
nych (E1,| 1), ..., (En,| |n) mozemy wprowadzi¢ wiele norm. Niech ¢ : RY — R, bedzie funkcja
taka, ze:
(i) p(§) =0+ ¢£=0,
(ii) £ <n= (&) <),
(iil) (& +n) < 0(§) +vm),
(iv) (t€) = tp(€) dlat € R,
Wtedy funkcja dana wzorem
Hl‘” = (p(|$1|1, ceey ‘-TN|N), xr = (1‘1, e ,QL‘N) € By x---x Ey,
jest norma na Fy X --- X Eny — CWICZENIE.
(b) Jezeli (E1,| |1),.-.,(EN,| |n) sa przestrzeniami unormowanymi, to w Fj X -+ X Ex mamy
nastepujace klasyczne normy (CWICZENIE):

N 1/p
lally == (Y lasl?) " = norma 17, p>1,
j=1

|z]|oo := max{|z1]|1,..., |zN|N} = norma £° = norma maksimum.
W szczegolnosei, normami sa funkcje:

lz|l1 = |z1]1 + - - + |z n| v = norma suma,

N 1/2
lz]|2 = (Z |z |?) = norma euklidesowa.
j=1
Zauwazmy, ze metryki generowane przez te normy odpowiadaja metrykom dp,, do, di i d2 (utworzonym
dla (E1,0(),),.--(En,0/|y) — por. Wniosek W szczego6lnosci, sa to normy rownowazne, zadajace
topologie iloczynu kartezjariskiego.
(c) Dla przyktadu, KV jest przestrzenia unormowana przez norme euklidesowq

2 z=(zx1,...,zn) € KV,

Dla kul w przestrzeni R" w normie euklidesowej rezerwujemy specjalne oznaczenia B(a, ), B(a,r), B(r),
B(r).
Definicja 4.6.4. Niech (E, || ||) bedzie przestrzenia unormowana. Dla A, B C E niech
A+B:={z+y:2€ A, ye B}, A BCE,
A-B:={ax:a€ A, ze B}, ACK, BCE.
Ponadto przyjmujemy a + B := {a} + B, - B := {a} - B Eﬂ Mamy nastepujaca wlasnosé
translatywnosci kul: B(a,r) = a + B(r), B(a,r) = a + B(r). Ponadto, B(r) = r- B(1), B(r) = r - B(1).
Dla dowolnych z,y € E definiujemy segment o konicach x,y:
[z,y] :={z +t(y—x): t €[0,1]}.
Odnotujmy, ze [x,y] = [y, x] oraz [z, z] = {x}. Zauwazmy, ze [z, y] jest obrazem geometrycznym krzywej

[0,1] 5t — x4+ t(y — x). W szczegolnosci, segment jest zbiorem zwartym i spéjnym.
Zbiér A C E nazywamy:

(10) Oczywiscie a + B = T4 (B), gdzie T, : E — E oznacza translacj¢ © — a + x.
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o wypuktym, jezeli [x,y] C A dla dowolnych z,y € A;
o gwiaZdzistym wzgledem punktu a € A, jezeli [a, 2] C A dla dowolnego = € A.
Kazdy zbior wypukly jest gwiazdzisty wzgledem dowolnego punktu a € A.

Obserwacja 4.6.5 (Zbiory wypukle). (a) A jest wypukly wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego
n € Ny i dla dowolnych z1,..., 2, € A, t1,...,t, € Ry, dla ktorych ¢t; +---+¢, =1 mamy t;21 +--- +
thx, € A. Wyrazenie tixq + - - - + tpx, € A nazywamy kombinacjg barycentryczng punktow 1y, ..., Ty.

(b) Kule B(a,r) i B(a,r) sa wypukle. Istotnie,

[z +tly —z) —al = [(L=t)(z —a) + ity —a)l| < A —t)|z —al +t]y — al.
(c¢) Dla dowolnej rodziny zbioréw wypuktych (4;);er C E zbior [ A; jest wypukly. W szczegdlnosci,
iel

dla dowolnego zbioru A C FE istnieje najmniejszy zbior wypukly conv A = conv(A) C F zawierajacy A.

(d) conv A = { f:ltjxj meENg, z; €A, t; €Ry, j=1,...,n, t1 4+, = 1}_
(e) (TwierdzenijeiCarathéodory’ego (') | CwiczeNIE®) Jezeli A C RY, to
conv A = {C‘liitjxj rx; €At eRL, F=1,..,d+ 1, ti+ -+ tgn :1}.
() (CWICZE;\I_IE) Dla dowolnego d > 2 istnieje zbior A C R? taki, ze
conv A 2 { Zdjltjxj:xj €A t;eRy, j=1,...,d, ti +---+tg = 1}.
j=

(g) conv(A x B) = (conv A) x (conv B).
(h) Jezeli A jest wypukty, to A jest wypukly.
Istotnie, jezeli x,, — X0 1 Yn — Yo, t0 Tp, + t(Yn — Tn) — @0 + t(yo — o), t € [0, 1].
(i) Jezeli A jest wypukly, to int A jest wypukly.
Istotnie, jezeli B(a,r), B(b,r) C A, to
[a,b] + B(r)={(1 —t)a+tb+x:t€[0,1], z € B(r)}
={1-t)(a+2x)+tb+z):tc]0,1], z € B(r)} C conv(B(a,r)U B(b,r)) C A,
co dowodzi, ze [a,b] C int A.
(j) Jezeli A jest wypukly iint A # &, to dla dowolnych a € int A i b € A mamy
[a,0) :=={(1 —¢t)a+tb:t€[0,1)} CintA.
W szczegolnosei, A C int A.
Istotnie, jezeli B(a,r) C A, to
B((1—=t)a+th,r(1—1t)) C conv(B(a,r)U{b}) C A, t€][0,1).
Definicja 4.6.6. Dla dowolnych xg,...,zy € E definiujemy tamang o wierzchotkach xg,...,zn
[xo, R ,xN] = [1?0,331] Uy---u [.IN,l,.TN].
Zauwazmy, ze kazda tamana jest zbiorem lukowo spojnym (Definicja 4.5.2). Lamana [zo,...,zN
mozemy utozsamiaé z krzywa bedaca suma odcinkdw.
Twierdzenie 4.6.7. Dla dowolnego zbioru otwartego D C E nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(i) D jest obszarem (tzn. zbiorem otwartym i spdjnym);

(ii) dla dowolnych x,y € D istnieje tamana [xo,...,xy] C D taka, zZe xo =z i xNx = Y.

Dowdéd. Dowodu wymaga jedynie implikacja ((1)) = (ii)). Ustalmy 2o € D iniech Dy oznacza zbior tych
wszystkich @ € D, dla ktorych istnieje tamana [zg,...,zn] C D taka, ze £y = x. Problem polega na
pokazaniu, ze Dy = D o ile D jest obszarem. Wystarczy pokazaé, ze Dy jest niepusty, otwarty i domkniety
w D. Oczywiscie Dy # @, bo xg € Dy.

Jezeli a € Dy i B(a,r) C D (D jest otwarty), to B(a,r) C Dy, bo jezeli [zg,...,zn] ,dochodzi” do
a, to [xg, ..., zN,z] dochodzi do = dla dowolnego = € B(a,r).

(11) Constantin Carathéodory (1873-1950).



Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej I, wersja z 21 maja 2021

. 45
4.6. Przestrzenie unormowane

Jezeli b jest punktem skupienia Dy w D i B(b,r) C D, to bierzemy dowolny punkt a € B(b,r) N Dy
i teraz, jezeli [z, ...,xn] dochodzi do a, to [zg,...,xzn,b] dochodzi do b, czyli b € Dy. O

Niech D C FE bedzie obszarem. Dla dowolnych punktéw z,y € D, niech
n
o' (z,y) := inf { Z |lz; —zj—1ll : [z0,...,2n] C D, o =2z, z§y = y}
j=1

Dostajemy funkcje o, : D x D — Ry

Obserwacja 4.6.8.  (a) Na podstawie nieréwnosci trojkata, mamy o%(z,y) > ||z — y|.
(b) o jest metryka. Jest to tzw. metryka wewnetrzna dla obszaru D.
(c) Jezeli [z,y] C D, to o' (z,y) = ||z — y||. W szczegblnosci, oY, jest ciaglta w wyjsciowe] topologii.
(d) Jezeli D jest ograniczonym obszarem gwiazdzistym wzgledem punktu a, to

op(@,y) < |l —al + |y - a]| < 2diam D.
e) Istnieja obszary ograniczone D C akie, ze o', nie jest funkcja ograniczong — CWICZENIE.
Istnieja ob i D C R? takie, ze o, t funkcja a— C

Definicja 4.6.9. Przestrzen unormowana (E, || ||) nazywamy przestrzenig Banacha, jezeli przestrzen
metryczna (E, o) ) jest zupea.

Obserwacja 4.6.10. a) Niech X # @ bedzie dowolnym zbiorem i niech E bedzie przestrzenig unor-
mowana. Wtedy B(X, E) z normg Czebyszewa

[fllx = sup{[[f(2)lle : € X}, feB(X,E),

ma naturalng strukture przestrzeni unormowanej (CWICZENIE); odnotujmy, ze powyzsza norma generuje
metryke Czebyszewa (Definicjg3.3.1)).
Ponadto, F jest Banacha wtedy i tylko wtedy, gdy B(X, E) jest Banacha (por. Obserwacja[3.3.3((d)).
(b) Jezeli E jest przestrzenia Banacha, to przestrzen Cp(X, E) wraz z norma Czebyszewa jest prze-
strzenia Banacha.

4.6.1. Przestrzenie funkcji spelniajacych warunek Holdera. Niech (X, g) bedzie przestrzenia
metryczna, X # &, i nich (E, || ||) bedzie przestrzenia unormowana nad K, £ # {0}. Dla 0 < o < 1
niech h*(X, E) oznacza zbior wszystkich funkeji f : X — F, ktore spelniaja globalny warunek Holdera
z wykladnikiem «. Zauwazmy, ze jest to K-przestrzen wektorowa oraz h*(X,E) C C(X,E). Dla f :
X — FE polézmy

|fla = |f|x,a = sup {W

Jest oczywiste, ze f € h*(X,E) <= |f|a < +00. Wtedy tez ||f(z) — f(y)|] < |flalo(z, )%, x,y € X.

Latwo sprawdzi¢, ze | |, : h* — Ry jest K—seminormg, tzn. [0]q = 0, |Afla = [A|fla (A € K) oraz
[f + gla < [fla + |gla-

Definiujemy H*(X, F) := h*(X, E) N B(X, E). Jest to K-przestrzen wektorowa. Przestrzen te nor-
mujemy przy pomocy normy | fllx.a = [[fllx +[flx.a-

Jezeli d := diam X < +o0,todla0 < < a < 1mamy | |g < d*P| |4; w szezegolnosei, H* (X, E) C
HA (X, E) oraz || ||x.5 < C| || x.a, gdzie C := max{1,d* P},

Twierdzenie 4.6.11. Jezeli E jest Banacha, to (H*(X, E), || || x.o) jest Banacha.

cx,y € X, x%y} € [0, +o0].

Dowdd. Niech (f5)52, C H*(X, E) bedzie ciagiem Cauchy’ego w sensie || || x,o. Poniewaz (Cp(X, E), || ||x)

Il 11x

jest przestrzenia Banacha (Obserwacja [4.4.8(c|)), mamy fs — fo € Cy(X, E). Pozostaje, wykazaé, ze
|fs _f0|a — 0. Dla T,y € X7 € #ya mamy

1fs(x) = fo(z) = (Fs(y) = foyDIl _ Ifs(@) = fu(@) = (fs(y) = fu(¥))l]
(o(z,y)) v—-+oo (o(z,y))>

<limsup|fy — fula — 0. O
v—4o00 s—400

(12) Odnotujmy, ze B(X, E) :={f : X — E: 3ps¢ : f(X) C B(R)}.
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Twierdzenie 4.6.12. (a) Jezeli f € H*(X,K), g € HY(X,E), to f-g € H*(X,E) oraz || fg| x,a <
£l x,allgllx,a-

(b) Niech F bedzie przestrzeniq unormowang nad K i @ #Y C E. Jezeli ¢ € H*(X, E), p(X) CY
i f € HOY,F), to fopeHPX,F).

Zauwazmy, ze biorac E = F =R, X =Y = (—1,1), o(t) := |t|?, f(z) = |z|*, widzimy, ze wyniku
z (b) nie da si¢ poprawi¢ (CWICZENIE).

Dowdd. (a) ||f($)g(;6()g:—y{)(g)g(y)|| @) —f(y))g(yg(Ier |)|§L($)(g(ﬂf) — 9l <Uflallglx + 171lx gl

, (o(w,y
skad wynika, ze [[fg|lx.a = [[fgllx +|fgla < [[fllxllgllx + [flallgllx + [ flx|gla < [ flx.allgllx.a-

1£(e(t) = Flp(w)] le®) = ¢(w)llz\° o "
) S e S e (i 7)< Wivialelt s skad womika, e | fogllx.as <

Iflly + [flv.alel% s O




ROZDZIAYL. 5

Pochodna

5.1. Podstawowe pojecia

W tym rozdziale P C R bedzie nietrywialnym przedzialem nieredukujacym si¢ do punktu, zas§ £ —
przestrzenia unormowana nad ciatem K € {R,C}, E # {0}.

Definicja 5.1.1. Niech f : P — FE, a € P. Powiemy, ze f ma w punkcie a pochodng, jezeli istnieje

granica
h) — _
o g TOEDS@ @) - fa)
P—a>h—0 h r—a r—a
gdzie P —a = {& —a : © € P} (zauwazmy, ze P — a jest przedzialem i 0 € P — a). Piszemy wtedy
f € D(P,E;a) — jest to oznaczenie niestandardowe, dla potrzeb naszego wyktadu. W przypadku
E = R piszemy [ € D(P;a). Jezeli a jest prawym koncem przedziatu P, to wtedy mamy tu do
czynienia z granica lewostronna i méwimy o pochodnej lewostronnej
h) —
f)= tim  etM=f@)

P—a5h—0— h

€ E,

Podobnie dla pochodnych prawostronnych.
Niech D(P,E) := () D(P,E;a) = {f : P — E : Vaep : f'(a) istnieje} — jest to oznaczenie
acP
niestandardowe, dla potrzeb naszego wyktadu. Jak zwykle D(P) := D(P,R).
Przyktad 5.1.2. Niech f(z):=|z|, x € R. Wtedy f’(0) = —1 oraz f/ (0) = +1.
Twierdzenie 5.1.3. Niech f: P — E, a € P. Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(i) f'(a) istnieje;
(ii) istnieje £ € E oraz funkcja a: P —a — E taka, Ze
fla+h) = f(a)+th+ a(h)h dla h € P —a oraz P lirrlll Oa(h) =0.
—a>h—
Wyrazenie a(h)h zapisujemy krotko o(h) przy h — 0.
M=l — f'(a),  jeselihe P —a, h#0
0, jezeli h =0
(i) = (i): L@ — g4 o (p). O

Dowdd. (i) = (ii): £ := f'(a), a(h) = {

Obserwacja 5.1.4 (Interpretacja geometryczna pochodnej). Niech f,g: P — FE, a € int P. Mowimy,

ze f,g sq styczne w punkcie a, jezeli lim w = 0.

W tym jezyku, dla a € int P, mamy: f’(a) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego ¢ € E
odwzorowania f i P > x +—— f(a) + {(z — a) sa styczne w punkcie a.

Twierdzenie 5.1.5. D(P, F;a) C C(P, E;a).
o B o (fath)—F@Yy _ ey o
Dowad. }llli%(f(aJrh) f(a)) illli%( h Jh=f"(a)-0=0. O

Twierdzenie 5.1.6.  (a) Niech f,g € D(P,E;a). Wtedy f + g € D(P,E;a) oraz (f + g)'(a) =
f(a) +g'(a).

(b) Jezeli Fi,F> sq przestrzeniami unormowanymi, f; € D(P,Fj;a), j = 1,2, oraz B : F;
Fy — FE jest odwzorowaniem dwuliniowym cigglym (B € L(Fy,F5; E)), to B(f1, f2) € D(P, E;a)
oraz (B(f1, f2))'(a) = B(fi(a), f2(a)) + B(fi(a), f3(a)).

W szczegdlnosci, jezeli f € D(P,K;a), g € D(P,E;a), to f-g € D(P,E;a) oraz (f - g)'(a) =
f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

X

47
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(¢) Niech f € D(P,E;a), g € D(P,K;a), g(x) # 0, v € P. Wtedy 5 € D(P,E;a) oraz (5)’(a) =
f'(a)g(a)—f(a)g'(a)
g°%(a) ’
(d) Jezele:El X+ X By if:<f1,...,fN)2P—>E1 X+ X By to:
feDPEL x---x En;a) <= f; € D(P,Ej;a), j=1,...,N.
(e) Jezeli L : E — F jest odwzorowaniem liniowym ciggtym (L € L(E,F)) oraz f € D(P, E;a), to
Lo feD(PF)i(Lof)(a)=L(f(a)).

Dowdd. (a) CWICZENIE.

48

. B(fi(a+h), fala+h)) — B(fi(a), f2(a))
) A h
. fila+h) — fi(a . fola+h) — fala
= iy B(REER o 1) i B (1), 2R

= B(fi(a), f2(a)) + B(fi(a), f3(a)).
(¢) Wystarczy rozwazy¢ przypadek f = 1.
1 1 a+h)—g(a
L 9@ e@ glath)-glo) G
h—0 h h—0 g(a + h)g(a) g*(a)

(d), (e) CWICZENIE. O

Twierdzenie 5.1.7 (Twierdzenie o pochodnej zlozenia). Niech ¢ : Q — P, gdzie Q jest przedziatem
nieredukujgcym sie do punktu i niech tg € Q, a := p(to), ¢ € D(Q;to) i f € D(P,E;a). Wtedy fop €
D(Q, Esto) oraz (f o @) (to) = f'(a)¢'(to)-

Dowod. Mamy
fla+h) = f(a) + f'(a)h+ a(h)h, h € P —a, gdzie ;llii%a(h) =0,
plin+1) = plto) + ¢/ (to)t + BB 1€ Q—to, sdzie lim 5(t) = 0.
Wynika stad, ze
(@) + f'(a)(e(to + 1) = (to)) + alp(to + 1) — ¢(to)) (e(to +t) — ¢(to))
(@) + f'(a) (&' (to)t + B(1)t) + a((to + 1) — p(to))(¢' (o)t + B(t)t)
(@) + f'(a)#'(to)t + (1)1,
fdzie J(t) = f(a)B(t) + ale(to + t) — ©(to))(¢'(to) + B(t)). Pozostaje zauwazy¢, ze y(t) — 0 gdéf

Twierdzenie 5.1.8 (Twierdzenie o pochodnej funkcji odwrotnej). Niech f : P — Q bedzie bijekcjq,
gdzie P,Q C R sq przedziatami, a € P, b := f(a) i niech g := f~1: Q — P. Zatoimy, ze f'(a) istnicje.
Wtedy nastepujgce warunki sg réwnowazne:

(i) ¢'(b) istnieje;

(ii) g jest ciggta w punkcie b oraz f'(a) # 0.
Ponadto, ¢'(b) = %
Dowdd. (i) = (ii): Ciaglos¢ g w punkcie b jest oczywista. Poniewaz, g o f = idp, z twierdzenia o roz-
niczkowaniu zlozenia dostajemy ¢'(b)f'(a) = 1. Wynika stad, ze f’(a) # 0 oraz ze ¢'(b) = ﬁ

(ii) = (i): Niech t € @ — b i niech h(t) := g(b+t) — g(b). Wobec ciagtosci funkcji ¢ w punkcie b

wnioskujemy, ze }1_1% h(t) = 0. Wida¢, ze t = f(a+ h(t)) — f(a). Mamy

R U B . R SR
t—0 t t—0 f(a + h,(t)) — f((l) thn(l) W f/(a) .

Przyklad 5.1.9 (Pochodne funkcji elementarnych).  (a) const’ = 0.
() (") =nz"" ', zeR, neN.
Dowéd indukeyjny. Dla n = 1 wzor jest oczywisty.
n~n+1: (2" = (@ 2) = (@) -z +2" =na"tx+a" = (n+1)a".
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(c) (") =na" 1 x € Ry, n € Zo.

Niech n = —k. Wtedy (2") = () = k“;’;kl =na"~ L
(d) () =e”, x € R (Twierdzenie [2.3.1{)).
(e) (a*) = alna zeR, a>0.

(a®) = (erma) *e“"lnalna*a Ina.

(f) (log,2) = i~ >0,a>0,a#1.

Niech y :=log, . Wtedy (log, )’ = (ai), = 1— =1
(g) (z%) =az* 1, 2>0,aeR.

(gja)/ — (ealnz)/ — (ealnr)g = ar® L.

(h) (sinz)’ = cosz. :

; ; in b L .
Istotnie, poniewaz Sm(‘”Jr};L)*sm“" — 2sing Czs(r+2), wystarczy pokazaé¢, ze th%l+ st — 1, co z kolei
wynika z oszacowar sint <t <tgtdla0 <t < 7.
(i) (arcsinz) = \/1177, z e (—1,1).

- — - Y SR B 1 _ 1
Niech y := arcsinz. Wtedy (arcsinz)’ = gy ~ sy ity VI
(j) (cosz) = —sinz.

(k) (arccosz) = —\/%, x e (-1,1).
0) (g = e
gr) = c0s2$1'
/
(m) (arctgz)’ = 17
_ 1
() (ctgz) = —s=.
(o) (arcctgz) = —lez
(p) (sinhz) = coshz.
: I _ 1
(q) (arsinhz) = -
(r) (coshz) = sinhz.
(s) (arcoshz) = \/%, x>1
_ 1
(t) (tghx)/ - coszz
(U.) (artgh$>' =1z :1:2’ |$| <1
_ 1
(v) (ctghz) = — ==
(w) (arctghz) = =, 2> 1

5.2. Twierdzenia o wartosciach Srednich

Definicja 5.2.1. Niech f : X — R, gdzie X jest przestrzenia metryczng, i niech a € X. Mowimy,
ze f ma w punkcie a maksimum lokalne (odp. minimum lokalne), jezeli istnieje otoczenie U punktu a
takie, ze f(z) < f(a) (odp. f(z) = f(a)) dla x € U. Jezeli f ma w punkcie ¢ maksimum badZ minimum
lokalne, to méwimy, ze ma ekstremum lokalne.

Mowimy, ze f ma w punkcie a silne maksimum lokalne (odp. silne minimum lokalne), jezeli istnieje
otoczenie U punktu a takie, ze f(z) < f(a) (odp. f(x) > f(a)) dla z € U \ {a}. Jezeli f ma w punkcie
a silne maksimum badz silne minimum lokalne, to méwimy, ze ma silne ekstremum lokalne.

Twierdzenie 5.2.2 (Warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego). Niech f : P — R ma w punk-
cie a € int P ekstremum lokalne i f'(a) istnieje. Wtedy f'(a) = 0.

Dowdd. Rozwazmy przypadek maksimum lokalnego: niech f(a + h) < f(a) dla |h| < §. Wtedy

fla+h)—f(a) [ =0, jezeli h € (—6,0)
h <0, jezeli h e (0,0)

)

a poniewaz powyzszy iloraz réznicowy ma granice, gdy h — 0, to musi by¢ f'(a) = 0. (I

Przyklad 5.2.3. Warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji nie jest wystarczajacy. Na przyktad,
funkcja f(x) = 23, © € R, spelnia w = 0 warunek konieczny istnienia ekstremum, ale nie posiada
w = = 0 ekstremum lokalnego.
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Twierdzenie 5.2.4 (Twierdzenie Rolle’a 0 wartosci sredniej). Niech f € C([a,b]) N D((a, b)) bedzie
taka, ze f(a) = f(b). Wtedy istnieje € € (a,b) takie, ze f'(§) = 0.

50

Dowdd. Na podstawie twierdzenia Weierstrassa, istnieja c_, ¢4 € [a, U] takie, ze
m:=minf = f(c_), M:=maxf = f(cy)€R.

Jezelim = M, to f jest funkcja stala, a wiec f/ = 0. Mozemy wiec zalozy¢, ze m < M. Wtedy c_ € (a,b)
lub c¢; € (a,b). Przyjmijmy, ze £ := ¢4 € (a,b). Poniewaz f osiaga w £ maksimum, wiec z Twierdzenia

wynika, ze f'(§) = 0. O

Twierdzenie 5.2.5 (Twierdzenie Lagrange’a @o wartosci §redniej). Niech f € C([a,b]) N D((a,b)).
Wtedy istnieje £ € (a,b) takie, ze

1y F(0) = fla)
P& ===
Dowdd. Korzystamy z twierdzenia Rolle’a dla funkcji
— ) (fO = f@)
pla) = f@) = (5= @ -0 + f@), @€ o], O

Twierdzenie 5.2.6 (Twierdzenie Cauchy’ego o wartosci Sredniej). Niech f,g € C([a,b]) N D((a,b)).
Wtedy istnieje £ € (a,b) takie, ze
(f(0) = f(a))g' (&) = (g(b) = g(a)) £ (&)

Jezeli ponadto ¢'(x) # 0, © € (a,b), to z Twierdzenia Rolle’a wynika, ze g(a) # g(b), a zatem mamy
klasyczng postaé twierdzenia Cauchy’ego o wartosci Sredniej:

f'(€) _ f(b) = f(a)

g gb)—gla)

Dla g(z) = = dostajemy twierdzenie Lagrange’a.

Dowdd. Jezeli g(a) = g(b), to z Twierdzenia Rolle’a dostajemy & € (a,b) taki, ze ¢’(§) = 0 1 wzor
zachodzi. Jezeli g(a) # g(b), to stosujemy twierdzenie Rolle’a do funkcji

f() = f(a)
g9(b) — g(a)

Twierdzenie 5.2.7. Niech f € D(P) i f' =0. Wtedy f = const.

p(x) = f(z) - (9(x) = g(a)), € a,b]. .

Dowdéd. Wezmy dowolne a,b € P, a < b. Z twierdzenia Lagrange’a wynika istnienie £ € (a, b) takiego, ze
0= f/(§) = G A stad f(a) = f(b). O

Obserwacja 5.2.8. Niech f : (0,1)U (1,2) — R, f(z) :=0dla = € (0,1), f(z) :==1dla z € (1,2).
Wtedy f' = 0.

Twierdzenie 5.2.9. Niech f € D(P) i |f'(z)| < M, x € P. Wtedy
Dowdd. Ustalmy x,y € P, x < y. Z twierdzenia Lagrange’a istnieje £ € (z,y) taki, ze /() = %
Twierdzenie 5.2.10. Niech f € D(P). Wiedy nastepujgce warunki s¢ réwnowazne:

(i) f jest rosngca (odp. malejgea);
(ii) f'(z) =0 (odp. f'(z) <0) dla dowolnego z € P.

1) Michel Rolle (1652-1719).
2) Joseph de Lagrange (1736-1813).
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Dowdd. Rozwazymy przypadek funkcji rosnacej.
(i) = (ii): Ustalmy = € P. Jezeli x nie jest prawym konicem przedzialu, to
. +h) — f(x)
/ =1 f(x— > 0.
(@) B0t h 0
Jezeli x jest prawym koricem przedziatu, to
: —h) - f(z)
/ =1 f(x— > 0.
f(z) B0t —h 0
(ii) = (i): Niech 2,y € P, z < y. Na podstawie twierdzenia Lagrange’a mamy 0 < f/(§) = w
Przypadek funkcji malejacej jest analogiczny — CWICZENIE. O

Twierdzenie 5.2.11. Niech f € D(P). Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) f jest silnie rosngca (odp. silnie malejgcea);
(ii) f'(x) =0 (odp. f'(x) < 0) dla dowolnego x € P oraz int({x € P: f'(x) =0}) =

Dowdd. Rozwazymy przypadek funkcji $cisle rosnacej.

(i) = (ii): Poniewaz f jest rosnaca, wiec f'(x) > 0 dla dowolnego = € P. Przypusémy, ze (a,b) C
{r e P: f'(x) =0}, a < b. Wtedy f jest stala w (a,b) — sprzecznosé.

(ii) = (i): Wiemy, ze f jest rosnaca. Przypusémy, istnieja a,b € P takie, ze a < b oraz f(a) = f(b),
a wiec f jest stala w [a, b], czyli (a,b) C {x € P: f'(x) = 0} — sprzecznos¢.

Przypadek funkcji $cisle malejacej jest analogiczny — CWICZENIE. O

Twierdzenie 5.2.12. Niech f € D(P). Wtedy ' ma wtasno$é Darbouz.
Dowdd. Niech a,b € P, a <b, f'(a) <y < f'(b). Niech g(z) := f(z) — yx. Wtedy g € D(P), ¢'(a) <
0 oraz ¢'(b) > 0. W szczegdlnosei, minimum globalne funkcji ¢ w przedziale [a,b] musi byé przyjete
w pewnym punkcie ¢ € (a,b) (CWICZENIE). Wtedy ¢'(c) = 0, czyli f'(c) =~
Przypadek f'(a) > v > f/(b) jest analogiczny (g osiaga maksimum globalne w [a,b] w punkcie
€ (a,b)) — CWICZENIE. O

Przyklad 5.2.13. Funkcja
2?sind,  jezeli z € R,
flx) = S
0, jezelix =0
jest rozniczkowalna na R, f'(0) =0, f/'(z) = 2z sin% + 22 cos%( — z%) =2z sin% — cos %, x # 0.
f' nie jest ciggta w 0 (CWICZENIE), cho¢ ma wlasnosé Darboux.

5.3. Regula de L’Hopitala
Twierdzenie 5.3.1 (Regula de L’Hépitala @ Niech f,g : (a,b) — R, —00o < a < b < o0, bedg
rézniczkowalne i takie, ze g(x) £ 0, ¢'(x) #0 dla x € (a,b). Niech ¢ € {a,b}. Zaldzmy, ze spetniony jest
jeden z ponizszych warunkow:
(i) lim f(z) = lim g(z) = 0;
r—c xr—c
(ii) lim lg(z)| = +oo.

Wtedy hm 1nf f,g g lim inf fE y S < lim sup % lim sup

T—c T—c T—c

I'(2)
g'(z)”

W szczegdlnosci, jezeli istnieje granica hm /E ; € R, to lim ggmg = lim glgg

Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze jezeli (x,)52, C (a,b), z, — ¢, jest taki, ze lim % =d e R, to

n~>+oo
istnicje ciag (£,)2%; C (a,), & — ¢, taki ze lim L gﬁﬂ =d.

n~>+oo

(*) Guillaume de L’Hopital (1661-1704).
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Zauwazmy, ze na mocy twierdzenia Cauchy’ego, dla ustalonych dwoch punktow z,y € (a,b), x # vy,
istnieje £ = £(x, ) (z,y) (tutaj (x,y) oznacza zwykly przedzial, gdy x < y, oraz przedzial (y,x), gdy

7© - rwfw)
y<a) 7© = g@—at> @Vl

') _ T) g
g'(&) 1—

Ustalmy ciag (r,)22, C (a,b), x, — ¢, taki ze lim ggi:g =deR.

n—-+o0o

ol ()

Przypadek (i): Dobieramy ciag (y,)3%, C (a,b) \ {zn : n € N} taki ze y, — c oraz lim L=

n—-+o0o g(xﬂ) -

ngrfw% = 0. Niech &, = &(zn,yn), n € N. Wtedy &, — ¢ oraz, wobec (*), ngrfwggg"; =

fzn) _ flyn)

lim en) 9(En) _ g

_ 9n)
n—+oo 1 g(zn)

Przypadek (ii): z ciagu (z,)52 ; wybieramy podciag (z,,)32 4, taki ze: hm fgzn)) = hIJIrl gggjg =0

oraz z, # xn, n € N. Niech &, := &(z,,z,), n € N. Wtedy &, — ¢ oraz, wobec (*), hrJrrl % =

f((zn; fEIn))

: 9Gn) _ 9Gn) __

ngrfoo 1— QEJ"Z =d -
Zn

Przyklad 5.3.2. (a) Korzystajac n—krotnie z reguty de L’Hopitala dostajemy:

n |
Im —= lim — =0
r—-+o0 et rx—+o00 e

oo € z—0+

W konsekwencji, lirf 22 — (O oraz lim z*Inz = 0 dla dowolnego o > 0 (CWICZENIE).

H H 1

b llm 1— COS:E 11m Slnil; = llm Ccos T = =

( ) 70 2 0 2z 20 2 2

. !

(c) lim Z*SINT — 1 ale granica lim (tsine)’ e istnieje.
r—+00 z r—+00 x

. . H 1
(d) lim zlnz = lim 1% = lim —=- =0, ale
z—0+ z—0+ = x—0+ —
lim zlnz = lim -+ = lim 11 = — lim zln?2 = ... i problem jest jeszcze bardziej
r—0+ rz—0+ Tz z—04+ T T2 = z—0+

skomplikowany niz na poczatku.

5.4. Twierdzenie o przyrostach skornczonych

Przyklad 5.4.1. Twierdzenie Rolle’a nie zachodzi dla odwzorowan o wartosciach w R2. Dla przyktadu,
niech
f:00,2r] — R?,  f(x) := (cosz,sinx).
Weedy £(0) = £(2m) = (1,0, ale /() = (—sin&,cos€) # (0,0), ¢ € [0, 2.
Twierdzenie 5.4.2 (Twierdzenie o przyrostach skoriczonych). Niech
f:la,b) — E, ¢:la,b] — R

bedg funkcjami ciggtymi takimi, zZe f' (x) i ¢, (x) istniejg dla x € [a,b]\ S, gdzie #S < Ro. Wtedy, jezeli
If ()| < ¢y () dla dowolnego x € [a,b] \ S, to

[£(b) = f(a)l| < ¢(b) — ¢(a).
Twierdzenie pozostaje prawdziwe, jezeli pochodne prawostronne zastqgpimy przez pochodne lewostron-
ne.

Dowdd. Mozemy zaltozyé, ze #S = Xy oraz a,b € S. Niech S = {ay,as,...}. Wezmy € > 0 i niech

P(z) == [[f(z) = fla)l| = (p(z) — p(a)) —e(z —a) —¢,
U(z):=¢ Z 2%, z € [a,b] (Z...::O), (*)

I:={zx€[a,b]:P(x) <¥(x)}, c:=supl.
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Wystarczy pokazaé, ze b € I (a nastepnie e — 0).

Odnotujmy, ze @ jest funkcja ciggla, zas ¥ jest funkcja niemalejaca.

Zauwazmy, ze a € I (bo ®(a) = —¢) oraz [a,a + 6] C I dla pewnego § > 0 (z ciaglosci D).
W szczegolnosei, ¢ > a. Ponadto, c € 1.

Istotnie, niech I 3 z,, /" ¢, wtedy

b(xy,) <¥(x,) <¥(c), neN
Teraz n — +o00 i korzystamy z ciaglosci @.
Przypu$émy, ze ¢ < b. Mamy dwa mozliwe przypadki:
o ¢ = ay, € 5.7 ciaglosci ¢ wynika, ze istnieje 6 > 0 taka, ze P(x) < P(c) +¢/2™ dla x €
[e,c+ 6] C [a,b]. Wtedy, dla z € (¢, ¢+ ¢] mamy

(@) V() + 5 < V(a).

Wynika stad, ze [c, ¢ + §] C I; sprzecznosé.
e c¢¢ S. Niech

flet+h) = f(e) + file)h+a(h)h, @(c+h) =p(c) + ¢l (c)h + B(h)h,
gdzie hli%1+ a(h) =01 hlir&_ B(h) = 0. Wynika stad, ze dla malych A > 0 mamy

P(c+h) =|flc+h) = fla)| = (plc+h) —pla)) —elc+h—a)—¢
S @(e) + [[f(c+h) = f(o)] = (plc+ h) = p(c)) —eh
<) + fL @k + @)k — ¢y (e)h — B(h)h — eh
<¥(c+h)+ (|la(h)|| — B(R) —€)h.
W takim razie [¢,c + h] C I dla malych h > 0; sprzecznosc.

W przypadku pochodnych lewostronnych definiujemy
g:la,b) — E, 4 :[a,b] — R,
9@) = —fla+b—2), B(x):=—platb—2)
Bez trudu sprawdzamy, ze ¢/, (z) = f (a +b—x) i ¥/ (z) = ¢’ (a + b —x) oraz || ¢, (z)| < ¢/ (z) dla
x € [a,b]\ 5, gdzie S’ := a+ b — S. Stad, na podstawie wersji z pochodnymi prawostronnymi, mamy
1£(b) = fla)l = I = g(a) + g(O)]| < ¥ (b) — v(a) = —p(a) + ¢(b). O

Whiosek 5.4.3 (por. Twierdzenie . Jezeli ¢ : [a,b] — R jest funkcjq ciggtq takq, Ze ¢, (x) > 0
dla x € [a,b] \ S, gdzie #S < Vo, to ¢ jest niemalejgca. Wynik pozostaje prawdziwy dla pochodnych
lewostronnych. W szczegdlnosci, jezeli ¢ : [a,b] — R jest funkcjq ciggle takq, Ze ¢’ () = 0 dla x €
[a,b] \ S, gdzie #S < Ng, to ¢ = const.

Dowdéd. Niech a’,2" € [a,b], ' < 2”. Stosujemy twierdzenie o przyrostach skonczonych dla f := 0
i g0|[$/7x//]. D

Whiosek 5.4.4. Jezeli f : [a,b] — E jest odwzorowaniem ciggtym takim, ze f' (x) istnieje dla x €
[a,b] \ S, gdzie #S < N, to dla dowolnego £ € E mamy

1£(0) = f(a) = £(b — a)l| < sup{[| f} (z) — ] : @ € [a,b] \ S}(b— a).
W szczegdlnosct,
1£(0) = fla)ll < sup{[lf{ ()] : @ € [a,b] \ S}(b — a).

Wynik pozostaje prawdziwy dla pochodnych lewostronnych.

Dowdd. Zastepujac f przez [a,b] > x — f(x) — fx, redukujemy twierdzenie do £ = 0.
Jezeli M := sup{||f (z)]| : © € [a,b]\ S} < +00, to stosujemy twierdzenie o przyrostach skonczonych
do funkcji f i p(z) := Mz, z € [a,b)]. O

(4) Poniewaz nie dysponujemy jeszcze pojeciem szeregu, sume Z 2% (dla A C N) rozumiemy jako sup{ Z 2% :
neA neB
BCA,B skoﬁczony}. Wiemy, ze Z 2% =1, wiec funkcja ¥ jest poprawnie okreslona.
neN
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Whiosek 5.4.5. Jezeli f : [a,b] — E jest odwzorowaniem ciggtym takim, ze f' (x) istnieje dla x €

la,b] \ S, gdzie #5 < Vo, oraz || f\(z)|| < M, z € [a,b] \ S, to
(') = ") < M|z’ — a2 € [a,b)],

tzn. f spetnia warunek Lipschitza ze statq M.
Wynik pozostaje prawdziwy dla pochodnych lewostronnych.

Whiosek 5.4.6. Niech f: P — FE bedzie funkcjq cigglq i rézniczkowalng w P\ {a} dla pewnego a € P.

Jezeli £ := lim f'(z) istnieje, to f'(a) istnieje i f'(a) = L.
Dowdd. Na podstawie Wniosku mamy f(a+ h) = f(a) + ¢h + a(h)h, gdzie
lae(P)Il < sup{[|f'(z) = €] : @ € (a,a + h]} ~— 0.

5.5. Pochodne wyzszych rzedéw

Definicja 5.5.1. Niech f : P — FE, a € P i zalézmy, ze f'(x) istnieje dla z € U C P, gdzie U jest
pewnym relatywnym otoczeniem punktu a. Wtedy mozna rozwazaé drugq pochodng funkcji f w punkcie
a: f"(a) := (f")(a). Ogolnie, jezeli £~V (z) istnieje dla = € U, to mozemy rozwazaé n-tg pochodna

funkcji f w punkcie a: f0(a) := (f*~1)(a). Niech
DYP,E;a):={f: P — E: fW(a) istnieje}, a € P,

D"(P,E) ﬂ DYP,E;a) ={f: P — E: f"(a) istnieje dla dowolnego a € P},
acP

CY(P,E):={fecD"(PE): f™ ecC(P,E)}, C'PE):=C(P,E), C®(PE) ﬁ

D™(P, E;a), D™(P, E) to oznaczenia niestandardowe. Jak zwykle, D™ (P;a) := D"(P,R; a)
D(P,R), C*(P) :=C"(P,R), C>*(P) :=C>*(P,R).

Obserwacja 5.5.2 (CwiczeNiE).  (a) D*FY(P,E) c C*(P,E) Cc D*(P,E) C C" (P, E).

(b) C=(P,E) = ﬁ (P, E).

(¢) f,geD(P, E a) — f+g€DP,E;a) oraz (f +¢)™(a) = f(a) + ¢ (a).
(d) f,g € D"(P,E) = f+g€D"(PE).

(e) f,LgeC(PE) = f+ge€C"(PFE) (neNU/{oo}).

(f) Dla funkcji fr: R — R,

zfsin(L), jezeliz #0
fe(fﬂ):{ ) Jee 4 , L €Ny,
0, jezeliz =0

mamy:

o freC>®R,), Le Ny,

e fo¢C(R),

o fa—1 € CFH(R)\ DF(R),

o fu € D*(R)\C*(R).

(g) Niech f:R — Ry,
)0, jezeli z <0

@)= {el/x, jezeliz >0

Wtedy f € C®(R). Zauwazmy, ze f*)(0) = 0 dla dowolnego k € N.

(h) Niech f: R — Ry,
0, jezeli |z| > 1
f(x) = R L .
e =22, Jezeli x| <1
Wtedy f € C*®(R). Zauwazmy, ze f*)(+1) = 0 dla dowolnego k € No.
i) Z (g i wynika, ze dla dowolnego przedziatu (a,b) C R istnieje funkcja f € C°(R
ze {x eR: f(z) > 0} = (a,b).

) [07

"(P) =

1]) taka,
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(j) Wiadomo, ze dla kazdego zbioru domknietego F' C R, zbior R \ F' jest suma co najwyzej przeli-
czalnej rodziny parami roztacznych przedzialéw otwartych. Stad, na podstawie , dla dowolnego zbioru
domknictego F' C R istnieje funkcja f € C®(R,[0,1]) taka, ze {z € R: f(z) =0} = F, f¥)(z) = 0 dla
dowolnych x € F oraz j € N.

(k) Dla dowolnych zg € R,¢p,...,c, € E istnieje wielomian p : R — F stopnia < n taki, ze
P (x0) =¢j,7=0,...,n.

(1) Niech f € C"(P,E), gdzie P € {[a,b],[a, +00), (—00,b]}. Wtedy (na podstawie (K)) C"(P,E) =
C"(R,E)|p.

Cwiczenie 5.5.3.  (a) Dla dowolnych 0 < a < b < 400 skonstruowaé funkcje f € C>®(R,, [0, 1]) taka,
ze
=1, jezeli0<z<a
f@)d>0, jezelia<z<b.
=0, jezeliz>1b
(b) Dla dowolnych —co < a < p < ¢ < b < 400 skonstruowaé¢ funkcje f € C*(R, [0, 1]) taka, ze
=0, jezeliO<z <
fle)d=1, Jezelip<a<q.
=0, jezeliz>1D

Twierdzenie 5.5.4 (Wzor Leibniza. Niech B € L(Fy, Fo; E). Jezeli f; € D¥(P, Fj;a), j =,1,2, to
B(F\, f2) € D¥(P,E;a) oraz

(B 2@ =3 () B @, @),
k=0
W konsekwencyi,
o jeieli f; € D'(P,F}), j = 1,2, to B(f1, f2) € D*(P, E),
e jezeli fj € Cn(P,Fj), 7=1,2, to B(fl,fg) S Cn(P, E)
W szczegolnosci, jezeli f € D*(P,K;a), g € D¥(P, E;a), to f-g € D¥(P, E;a) oraz
7@ =Y ()P @)
k=0
Ponadto,
o jeieli f € DY(P,K), ge D(P,E), to f-g€ D"(P, k),
o jezeli f € C"(P,K), g€ C"(P,E), to f-g€C"(P,E).

Dowdd. Wynik jest nam znany dla n = 1 (Twierdzenie )

n ~ n+ 1 Mamy (B(f1, f2))'(z) = B(fi(2), f2(z)) + B(fi(z), f3(2)), @ € U, gdzie U jest re-
latywnym otoczeniem punktu a. Jezeli f; € D"TY(P, Fj;a), j = 1,2, to f; € DM(P, Fj;a), j = 1,2.
Zatem z zalozenia indukcyjnego B(f’,g), B(f,¢') € D"(P, E;a). Stad (B(f1, f2)) € D™(P, E;a), a wiec
B(f1, f2) € D"*(P, E;a). Ponadto,

(B 12) @) = Y (1) (BUS @, @)+ B @, )

k=0

n+1
¢] n+1 k n+l—k
WICZENIE ;0 ( . )B( 1( )(a)7 2( )(CL)) O

Twierdzenie 5.5.5. Niech f : P — E, ¢ : Q — R, gdzie Q jest przedziatem, ¢(Q) C P, ty € Q,
a = p(ty). Wtedy:

(a) Jezeli f € D™(P, E;a) i p € D*(Q;to), to fop e D™(Q, E;to).

(b) Jezeli f € D"(P,E) i p € D*(Q), to fop € D*(Q, E).

(c) Jezeli f e C"(P,E) i p € C"(Q), to fop e C™(Q, E).

(°) Gottfryd Leibniz (1646-1716).
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Wzor na (f o )™ (tg) wyprowadzimy w Twierdzeniu |5.6.12

56

Dowdd. (a) Wynik jest nam znany dla n = 1.

n~ n+ 1: Wiemy, ze (f o)/ (z) = f'(¢(z))¢'(z), x € U, gdzie U jest otoczeniem punktu to. Jezeli
feD"(P E;a)ipe D"ML(Q;ty), to z zalozenia indukcyjnego f’ o p € D™(Q, E;to). Na podstawie
wzoru Leibniza (f' o ) - ¢’ € D(Q, E;to). W takim razie f o ¢ € D"T1(Q, E;to).

(b) wynika z (a).

(c) Dla n = 1 wystarczy wykorzysta¢ zwiazek (fop) = (f' op)-¢’. Krok indukcyjny pozostawiamy
jako CWICZENIE. O

Twierdzenie 5.5.6. Niech U,V C R bedg przedziatami otwartymi i niech f : U — V bedzie bijekcjg
klasy C™(U) (1 < n < +oo). Wtedy jezeli f'(a) # 0 dla pewnego a € U, to funkcja g :== f~ jest klasy
C™ w pewnym otoczeniu punktu b := f(a).

Dowdd. Wiemy, ze f jest $ci§le monotoniczna oraz g jest ciagta (Twierdzenie[4.4.19). Jezeli f'(a) # 0, to
f/(x) # 0 dla pewnego otoczenia punktu a. Mozemy wiec zalozyé, ze f'(x) # 0 dla x € U. Z Twierdzenia

wynika, ze ¢'(y) = prgy = ho f 0g(y), y € V, gdze h(z) := 1 (h € C>*(R.)). Przypusémy,
ze juz wiemy, ze g € C*(V) dla pewnego k € {0,...,n — 1} (wiemy, ze tak jest dla k = 0). Wtedy
ho f'og e CH(V) (Twierdzenie |5.5.5), a wiec ¢’ € C*(V). Stad g € C*+1 (V). Indukcja konczy dowod. O

5.6. Wzér Taylora

Obserwacja 5.6.1. Niech p : R — F bedzie wielomianem stopnia < n, tzn. p(z) = po+p12 - - -+ pra”,
gdzie pg, . ..,pn € E. Niech a € R. Wtedy:

(a) pr = £p™(0), k=0,...,n (CWICZENIE).

(b) p(z) = p(a) +p'(a)(z — a) + 5p"(a)(z — @)* + - + Jp" (@) (x — a)", x € R.

Istotnie, niech ¢(z) := p(a + z). Zauwazmy, ze ¢\ (z) = pU)(a + z), j € N. Wtedy na podstawie (a)
mamy p(a+z) = q(z) = ¢(0) +¢'(0)z + 5¢"(0)2® + - - - + ;¢ (0)2" = p(a) + p'(a)x + 3p" ()2 +-- - +
%p(”)(a)ac", x € R.

Definicja 5.6.2. Niech f € D™(P, E;a), przy czym, jezeli n > 2, to f(*~1(z) istnieje dla dowolnego
x € U, gdzie U jest przedzialem bedacym relatywnym otoczeniem punktu a. Zdefiniujmy

Ru(f,0,2) = (@)~ (F(@) 4 F(@)(& — a) + 5 (@) —a) + -+ O (a)z —a)"), weP
Ponadto ktadziemy Ro(f,a,z) = f(z) — f(a), x € P.

Obserwacja 5.6.3. (a) Rn(f,a,a+h)= fla+h)— (f(a) + f'(a)h+ %f”(a)h2 4+t %f(")(a)h”),
h € P —a, czyli

Fla+h) = f(a) + f'(a)h+ %f”(a)hQ T %f(”)(a)h" +Ro(f.aa+h), heP—a

(b) Ru(f,a,)®(2) = Rui(f®,a,2), €U, k=0,....,n— 1.

(c) Jezeli f(") () istnieje dla dowolnego = € U, to R,,(f,a, )™ (z) = f™ (z)—f(a) = Ro(f™, a,x),
zeU.

(d) Jezeli f(**+1(z) istnieje dla dowolnego = € U, to R, (f,a, )"tV (z) = f*+ (), z € U.

Twierdzenie 5.6.4 (Wzor Taylora @z reszta Peano . Niech f bedzie jak w Definicji . Wtedy

. R,.(f,a,a+h)
lim ———~
P—a>h—0 h"

czyli Ry (f,a,a+h) =o(h™) prey P—a>h— 0 (neN).

=0, neN,

6) Brook Taylor (1717-1783).

Giuseppe Peano (1858-1932).

7
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Dowdd. Indukcja wzgledem n.

Dla n = 1 mamy definicje pochodnej: f(a + h) = f(a) + f'(a)h + R1(f,a,a + h).
n ~» n + 1: Na podstawie twierdzenia o przyrostach skoriczonych, dla malych 0 # h € U — a mamy:

1 1
W|'Rn+l(f>aaa +h)| = WHRnJrl(faaza +h) = Rp1(f, a,a)l

sup{|| Rn+1(f, a,)' () : @ € (a,a + R]}

< T
< o (IR 0+ €] € € (0.0])
<sup { IR+ 9] s € € 0.1} — 0. O

Twierdzenie 5.6.5 (Jednoznacznos$é wzoru Taylora). Niech f bedzie jak w Deﬁnicjz' i niech p(x) =
ag+ a1z + -+ anx™ bedzie wielomianem R — E takim, Ze

fla+h)=p(h)+o(h"™) przy P—a>h — 0. (1)
Wtedy a; = %f(j)(a), ji=0,...,n
Dowdd. Ze wzoru Taylora z reszta Peano mamy
f(a) + f'(a)h + %f”(a)hQ ot %ﬂ") (a)h" = ag + arh + azh® + -+ + a,h™ + a(h)h",

przy czym lirr}ll . a(h) = 0. Przy h — 0 wnioskujemy stad natychmiast, ze f(a) = ag. W konsekwencji
—as>h—

1 1
f'(a) + 5" (@)h+ - + ﬁﬂ") (a)h" ™' =a; +agh + -+ a,h" 7t + a(h)h" L,
co przy h — 0 daje f’(a) = a;. Powtarzamy rozumowanie (CWICZENIE). O

Obserwacja 5.6.6. Dla n =1 wzor () jest oczywiscie rownowazny istnieniu f’(a). Dla n > 2 tak byé
nie musi. Np.

" sin by, jezeli z # 0
flx) = L ;
0, jezeliz =0
wtedy dla a := 0 wzor (f) zachodzi z a9 = -+ = a, = 0, ale f”(0) nie istnieje. Istotnie, f/(0) = 0,
f'(z) = (n+1)(z"sin(1/z" 1) — (1/x) cos(1/z" 1)) dla x # 0, lirr%) f(z) nie istnieje.

Twierdzenie 5.6.7 (Wzor Taylora dla funkcji klasy C™). Niech P = [a,b] C R i niech f € C"(P, E).

Wtedy
. [Bn(f, 2 ) _
S (Sup{i czye P 0<|z—y| < 5}) =0.

|z —y|
Dowdd. Indukcja ze wzgledu na n. Przypadek n = 1 wynika z twierdzenia o przyrostach skonczonych
(Wniosek |5.4.4):
R h
sup{ H 1(f,|af;|a—|— )i ta,a+heP,0<|h| < (5}
h) — — f(a)h
:sup{”f(a+ ) |J;L(a) f'(a)h] ca,a+he P, 0<|h gé}

<sup{||f'(z) — f'(a)|| : a;a+h € P, x € [a,a+h], 0 < |h| < (5} 0
n ~» n + 1: Podobnie, jak w dowodzie Twierdzenia mamy:

Sup{ ||R7L+1(fa a,a+ h)” .

s a,a+hep,0<|h|<5}

{HRn(f’7a,a+£)||
N

< sup :a,a+§€P70<|§|<5}—>0.

5—0
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Twierdzenie 5.6.8 (Wzor Taylora dla funkcji klasy D"*1). Jezeli f € D" (P, E) oraz
IF" V@) <M, zeP,

58

to
M|h|n+1

(n+1)!7

Dowdd. Indukcja ze wzgledu na n. Przypadek n = 0 wynika z twierdzenia o przyrostach skonczonych.
n ~ n+ 1: Ustalmy a € P. Mamy

[Rn(f,a,a+h)| < a€P, heP—a.

/ M|h|"H
< Y - .
||Rn(f va7a+h)|| S (n+1)' s heP a
Niech
h R h h M h P NR
g(h) := Rny1(fra,a+h),  o(h) = CES €Q:=(P—a)NR;.

Wobec poprzedniej nier6wnosci mamy ||¢’|| < ¢’ na Q. Stad, na podstawie twierdzenia o przyrostach
skonczonych,

R0 0)] = lo(h) — 9(0)] < o) — 0(0) = "0 e g
n+1\J, &% =g g P ¥ 7(7’L+2)" .
W analogiczny sposob traktujemy przypadek h < 0 (¢(h) := —M(=h)"*2/(n+2),, he (P —a)NR_).

O

Cwiczenie 5.6.9. Pokazac, ze jezeli f € D"t (P, E) oraz |f("*1| < M, to z Twierdzenia wynika
Twierdzenie 5.6.7

Twierdzenie 5.6.10 (Wzoér Taylora z reszta Schlomilcha . Zatoimy, ze f € D"FYP), a € P,
he P —a,p>0. Wtedy istnieje 0 = 0,,(a, h,p) € (0,1) takie, ze

1
— f ) (g 4 0R)(1 — )" PR

Ru(faa+h) = —

W przypadku p = n + 1 dostajemy reszte Lagrange’a:

Ro(f,a,a+h) = FH) (a4 Oh)A™ .

(n+1)!
W przypadku p = 1 dostajemy reszte Cauchy’ego:
1
Ru(f,a,a+h) = ﬁf("ﬂ)(a + 6R)(1 — )" h"H1.

Dowdd. Ustalamy a i h € P — a, h # 0. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze h > 0 (przypadek h < 0 jest
analogiczny — CWICZENIE). Niech b = a + h,

so(t)::f(b)—<f() FO0 1)+ 57 00—t 4+ OG- 1)"),
)= (-7 a<t<h,
Wiedy o(a) = Ru(f, a,a+h), ¢(b) = 0, v(a) = h7, p(b) =

P(0) =~ (£0) = F'0) + /O~ 1) ~ ' O6 1)+ 3 Ob =17 + ..

— o D=0 OB - 0)") = -0,
Y'(t) = —pb—t)P, a<t<b.
Na podstawie twierdzenia Cauchy’ego o wartosci sredniej istnieje 6 € (0, 1) taka, ze
R.(f,a,a+h) o) —e(a) ¢'(a+060h) %f(”ﬂ)(a +6h)(1—0)"h"
he P(b) —¢(a)  o'(a+0h) p(1—0)p=thp=t ’

(%) Oscar Xavier Schiomilch (1823-1901).
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a stad
Rn(f, a,a+ h) = i'f(n-i-l)(a + 9h)(1 _ 0)”+1_phn+1, O
n'p

Przyklad 5.6.11 (Przyktady uzycia wzoru Taylora z reszta Lagrange’a dla a = 0).  (a) f(z) = e*:
Wobec wzoru Taylora mamy

hk
el = (Z k')+R (exp,0,h), heR, ne Ny,
k=0

przy czym R, (exp, 0, h) = ——e/?"h"*1 gdzie § = 6(h,n) € (0,1). Stad, dla dowolnego h € R dostajemy
— (n+1)!

R ‘ -
|R,(exp,0,h)| < (n+1)r€| | n—>_+>00 0 (CwiczeNIE). Oznacza to, ze

o — nll»r—&r-loo kz o Z T ¢ €R (por. Twierdzenie [2.3.1] -. @

(b) f(z) = sinz: Zauwazmy, ze (sinz)*+1) = (—1)*cosz, (sinz)?*) = (—1)*sinz. Wobec wzoru
Taylora mamy

n—1 ( 1)k:
C g - 2k+1 .
sinh = <,§_0 7(2k n 1)!/1 ) + Rap—1(sin, 0, h),

przy czym Rop_1(sin,0,h) = ((_2711); sin(@h)h?", gdzie § = 6(h,n) € (0,1). Stad, dla dowolnego h € R

Ihl
(2n)!

o (DR
ST = ;mm y T € R.

dostajemy |Ray,—1(sin, 0, h)| < i 0. Oznacza to, ze
—T 00

(c) (CWICZENIE) f(z) = cosx:

o (_1)kx2k
coST = Z ——, z€R.
| )
pars (2k)!
(d) f(x):=In(1+2), 2> —1. Wtedy ¥ (z) = % x> -1,k eN, astad:
n -1 kflhk
k=1
przy czym R, (f,0,h) = %, gdzie 0 = 0(h,n) € (0,1). Stad, dla dowolnego |h| < 1 dostajemy

[Rn(f,0,h)] < 725 (5 \h||h|)"+1 - 0. Oznacza to, ze

0 klk

Z =l < 3

k=
Uwaga: Mozna pokazaé, ze R, (f,0,h) - 0 dla |h| < 1 (zob. Przyktad )7 a wiec powyzsze
przedstawienie funkcji  — In(1 4 z) zachodzi dla |z| < 1.
(e) f(z):= (14+2)*, &> —1, gdzie « € R\No: Mamy f*)(2) =a-(a—1)---(a—k+1)(14z)** =

BE)(+ 07, a stad
a+m= (3 <Z>h’“) + Ru(f,0, ),

k=0
przy czym Ry, (f,0,h) = (,5,)(1+0h)>""1h" ! gdzie 0 = 6(h,n) € (0,1). Stad, dla dowolnego |h| < §

. a n+1 L.
dostajemy |R,(f,0,h)] < |(n+1)(1 + 9h)“|(1LLI|h|) . Aby pokazaé, ze R,(f,0,h) i 0 wystarczy

o0
(9) Pojecie szeregu Z zostanie formalnie wprowadzone w Definicji[6.1.1
k=0
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udowodnié, ze (nil)(l‘—h\‘}”)"*l oy 0. Wiemy, ze {/|(%)| — 1 (Przyklad [2.4.3([c)). Ustalmy |h| < &
i niech ¢ > 0 bedzie takie, ze (1 + 5)1‘ Ilhl < 1. Wtedy dla n > N(e) mamy |[(,%,) (71|_h“h‘)"+1‘ <

(1+e)s ‘h“ |)n+1 — 0. Oznacza to, ze

n—-+4oo
(ra =3 (3)et lal <4

k=0
Uwaga: Mozna pokazaé, ze R,(f,0,h) - 0 dla |h| < 1, a wiec powyzsze przedstawienie funkcji
— (1 + z)* zachodzi dla |z| < 1.
Jezeli a € Ny, to oczywiscie (1+2)* = Y (§)z*, z € R.
k=0

Twierdzenie 5.6.12 (Wzor na pochodna ztozenia). [l iech f € D*(P,E;a), p € D™"(Q;to), p(Q) C
P, ¢(to) = a. Wtedy

| / aq (n) t an
() (g \ _ n (a1++am) ® (tO)) (@ ( 0))
(foe)W) = 3 g3/ (@ (5 ! !
a€ll,
gdzie I1,, := {a = (a1,...,a,) €ENJ : a1 + 200 + - - + Ny, = n}.
Dowdd. Wiemy, ze f o € D*(Q, E;ty) (Twierdzenie [5.5.5). Wobec Twierdzenia [5.6.5] wystarczy wiec
pokazac, ze (f o p)(to +1) = ap + a1t + - -- + ant™ + o(t™) przy t — 0, gdzie

'f(a1+---+as)(a)(sal(to))al . (90(8) (t0)>as, s = O7 RN (%

1
as'izalb--a 1! s!

aclly s

Przyjmijmy oznaczenia:

1 1 _
@j::ﬁapm(to), fj::ﬁfm(a), j=0,...,n.

Wtedy
(a1 + -+ ay)! )
t= Y e e =0
aclly
Zauwazmy, ze jezeli ai,...,a, € Ny oraz ay + 2as + -+ +na, = s, t0o a1 = -+ = a,, = 0. Stad
ap + +
as = Z (;—n)fari- +an§01 "90%", s=0,...,n.
ap!l--- Oén~
Alyeeny an€Np
a1+2a2+Fna,=s
Wiemy, ze
fla+h)= Zfzhl—i—a "ot +t) = Zgojt]—i-ﬂ

gdzie }llir% a(h) =0, hm ﬁ( )= O. Przechodznny do obliczen:
(f o 9)(to +1) Zﬁ(Z%H +80) + alelto +1) — olto)) (X et + (1))
j=1

=Zﬁ-(2wﬂ) +olt") Zfz > 7.11!.0( P T e Ree A o (g7)
j=1 "

|
=0 a1, €No -
i+ top=i
n
ay + +«
> 3 “,—’Z)fm P )+ olt™), -
al'...an-

s=0 at,...,an €Ng
a1 +2ae+-+nap=s

Twierdzenie 5.6.13 (Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum lokalnego). Zatdzmy, ze a € int P,
f€D(P;a) oraz f'(a) = f"(a) = --- = f*"V(a) =0, f™(a) # 0. Wtedy:

(10) Francesco Faa di Bruno (1825-1888).
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5.7. Rézniczkowanie ciaggu wyraz po wyrazie

(i) Jezeli n jest nieparzyste, to f nie posiada w punkcie a ekstremum lokalnego.

(ii) Jezelin jest parzyste, to f ma w punkcie a silne ekstremum lokalne. Doktadniej, jezeli f(”)(a) <0,
to f ma w punkcie a silne maksimum lokalne, zas jezeli f(")(a) > 0, to f ma w punkcie a silne minimum
lokalne.

Dowdd. Korzystajac ze wzoru Taylora z reszta Peano otrzymujemy (dla matych § > 0):

f"(a)

n!

fla+h)=f(a)+
gdzie }llin%) a(h) = 0, za$ B(h) jest tego samego znaku, co f(™(a). O

™ + a(h)h™ = f(a) + B(R)R™, |h| <4,

Przyklad 5.6.14. Niech f(z) := x—; + cosz, x € R. Zauwazmy, ze zachodza rownosci f/(0) = f”(0) =
f(0) = 0 oraz f®(0) =1 > 0, a zatem funkcja f ma w punkcie z = 0 silne minimum lokalne.

5.7. Rézniczkowanie ciaggu wyraz po wyrazie

Twierdzenie 5.7.1 (Twierdzenie o rézniczkowaniu ciagu wyraz po wyrazie). Niech E bedzie przestrzeniq
Banacha, niech P C R bedzie ograniczonym przedziatem nieredukujgcym sie do punktu, k € N i niech
fn € DF(P,E), n € N. Zatézmy, ze:

. fy(Lk) — gi jednostajnie na P,
(9)

o istniejg punkty co,...,cx—1 € P takie, Ze ciag (fr'’'(cj))osy jest zbiezny.
Wtedy:

° flj) — g; jednostajnie na P, j =0,...,k—1,

e go € DF(P),

Przyklad 5.7.2. (a) Zalozenie, ze P jest ograniczony jest istotne: Niech f,(x) := (z + %)2, xz € R.
Wtedy f}, — 2z jednostajnie na R, ale f,, — x? tylko lokalnie jednostajnie na R (sup{|(z + +)* —?| :
z € R} = +0).

(b) Niech f,(x) := %sin(nz), x € R. Wtedy f,, — 0 jednostajnie na R, ale ciag funkcyjny (f),)22
nie jest nawet zbiezny punktowo.

Dowdd Twierdzenia[5.7.1l. Zastosujemy indukcje wzgledem k.
k = 1: Dla m,n € N zdefiniujmy F,,, := fm — fn. Odnotujmy, ze F,,, € D(P, E) oraz I}, ,, =
. — fr. Ustalmy € > 0. Ciag (f},)52; spelnia jednostajny warunek Cauchy’ego. Zatem istnieje ng € N
takie, ze dla dowolnych m,n > ng i * € P mamy ||F}, . (z)|| < sgenp oraz [|[Fum(co)l| < 5. W takim
razie, na podstawie twierdzenia o przyrostach skonczonych, dla dowolnych m,n > ng i € P, mamy

Han(x)” < ”Fn,m(x) - Fn’m(CO)H + ||Fn¢m(60)|| < SUP{HFrILm(g)” RS [%CO]}diamP—l— % <e.

Oznacza to, ze ciag (fn)52; spelnia jednostajny warunek Cauchy’ego w P, zatem jest zbiezny jednostajnie
na P.
Ustalmy teraz zy € P. Mamy

go(zo + h) — go(zo) — lim f/(29) = lim

h n—-+oo n—-+oo

(fn(xo + h})b — fn(o) _ f;(xo)) =: lim @,(h),

n—-+4oo

heP -y, h#0.

Polézmy dodatkowo ¢, (0) := 0. Wtedy ¢, € C(P — x, E;0). Jezeli udowodnimy, ze ciag (p,)5%, jest
zbiezny jednostajnie w P — x, to na podstawie Twierdzenia 4.4.1| jego granica bedzie ciagla w h = 0, co
zakonczy dowod.

Sprawdzimy jednostajny warunek Cauchy’ego. Ustalmy ¢ > 0 i niech ng € N bedzie takie, ze dla
dowolnego m,n > ng i € P mamy [|F} ,,(z)|| < 5. Teraz dla dowolnych n,m > ng, na podstawie
twierdzenia o przyrostach skoriczonych, dostajemy

[om(h) — pu(h)| = | T F W = Fom@o) gy ()|

< SUD{[1F () — Fp (o) : € € [mo,m0 + M} <. he P—ap.
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k — 1 ~ k: Stosujemy przypadek k = 1 do funkcji h, := (k1) Wiemy, ze ciag (h],)52, jest
jednostajnie zbiezny do funkcji gi oraz, ciag (h,(ck—1)2; jest zbiezny. Z przypadku k = 1 wynika,
ze ciag (hy)S2, jest jednostajnie zbiezny do pewnej funkcji hg € D(P) oraz h, = gi. Teraz mozemy
skorzysta¢ z zalozenia indukcyjnego (CWICZENIE). O

Definicja 5.7.3. Niech D¥(P,E) := {f € D*(P,E) : fU) ¢ B(P,E),j = 1,...,k}, CF(P,E) :=
CF(P,E)NDF(P,E). W przestrzeni wektorowej DF (P, E) wprowadzamy norme (CWICZENIE) ||f| px :=

k k
S DN p =Y sup{||f9(z)| : « € P} (zob. Obserwacja [4.6.10(f])).
=0 =0

Obserwacja 5.7.4.  (a) Norma DF(P,E) 3 f — max{||fY|p : j = 0,...,k} jest réwnowazna
normie || || p-

(b) Jezeli P jest przedzialem zwartym, to CF(P, E) = C*(P, E).

(c) CF(P, E) jest podprzestrzenia domknigta w DF (P, E).

(d) Jezeli E jest przestrzenia Banacha, to (DF(P, E), || || p.k) jest przestrzenia Banacha i w konsekwen-
cji (CE(P,E), | ||pk) jest rowniez przestrzenia Banacha.

Istotnie, niech (f,)S%; bedzie ciagiem Cauchy’ego w (D (P, E), | ||px). Wtedy ( ,(Lj))ff:l) jest cia-
giem Cauchy’ego w B(P, E) dla dowolnego j € {0,...,k}. Na podstawie Obserwacji m@ istnieje
funkcja g; € B(P, E) taka, ze f,(Lj) — g; jednostajnie na P, j = 0, ..., k. Korzystajac z Twierdzenia|5._7.1|
wnioskujemy, ze f = go € D¥(P, E) oraz g; = f), j =1,...,k. Stad f, — f w (DF(P,E), | ||lpx)-

5.7.1. Funkcje rézniczkowalne spelniajace warunek Hdoldera.

Definicja 5.7.5. Dla k € Ny i 0 < o < 1, niech H**(P,E) := {f € D}(P,E) : f*) ¢ H*(P,E)} C
CF(P, E) (zob. §|4.6.1)). W przestrzeni wektorowej H* (P, E) wprowadzamy norme || f|| p.x.o := || fll Pk +
|f®)], (CWICZENIE).

Obserwacja 5.7.6 (CWICZENIE).  (a) Jezeli P jest ograniczony, to dla 0 < 3 < a < 1 mamy
H*(P,E) C HMP(P,E) oraz || ||pr.s < C|| | pk.a, gdzie C := max{1, (diam P)*~#}.

(b) Dla f € B(P, E) mamy: f € H*t1%(P,E) <= f' € H**(P, E). Ponadto, || f|prt1.a = [Ifllp +
111k,

(c) DY (P, E) ¢ HFMY(P,E) oraz || f|lpr.1 < || fllprs1 (wystarczy skorzystaé z twierdzenia o przyro-
stach skoriczonych).

(d) Jezeli E jest przestrzenia Banacha, to (H¥*(P, E), || ||pk.a) jest przestrzenia Banacha.

(e) Jezeli sup{w ctbu€ P, t#£u} < +oodlaa>1, to f=const.
Twierdzenie 5.7.7. Jezeli ze P jest ograniczony, f € H**(P,K) ig € H**(P, E), to f-g € H*(P, E).

Dowdd. Dowod indukeyjny wzgledem k (przy dowolnych pozostalych elementach). Przypadek k& = 0
wynika z Twierdzenia m@

k ~~ k+1: Wobec Obserwacji[5.7.6|(b]) wystarczy wykazac, ze (fg)' € H**(P, E). Wynika to natych-
miast z rownosei (f,g) = f'g + fg’' oraz z zalozenia indukeyjnego (wszystkie funkcje po prawej stronie
sa klasy H*k). O

Cwiczenie 5.7.8. Niech P,Q C R beda przedziatami ograniczonymi. Jezeli ¢ € H*?(Q,R), p(Q) C P
ifeH(P,E), tofope Hk’ (Q, E) (por. Twierdzenie [4.6.12|(b)).
Twierdzenie 5.7.9 (Wzor Taylora dla funkcji klasy H*<). Jezeli f € H*(P, E), to

| R (f,a,a+h)
|h|k+a

<|f®|,, [a,a+h] C P.

W szczegdlnosci, jezeli P = [a, b], to
. ||Rk(f>337y)||
EERUAL R e -yl < =0, < .
611%1 (sup{ | y[F z,y € P, 0< |z —1y 5}) 0, 0<fB<a

Dowdd. Indukcja wzgledem k (przy dowolnych pozostaltych elementach). Dla k = 0 wystarczy skorzystaé
z definicji |f|q. Dla dowodu k ~» k + 1 mamy:
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[Risr(fra,a+ R _ sub{l| Ry, (f,a,a + 1= € € (0, Al}R|
|h|k+1+a = ‘h|k+1+a

_ sup{lR(f e+ E)l €€ O _ supfl( DLl e € O} oy g
[ ) B S
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5.8. Funkcje polciagle
Niech X bedzie dowolng przestrzenia topologiczna.

Definicja 5.8.1. Powiemy, ze funkcja u : X — R jest potciggta z géry na X, jezeli dla dowolnego
t € R zbior {z € X : u(x) < t} jest otwarty. Zbior wszystkich funkcji polciaglych z gory na X bedziemy
oznaczaé przez C! (X, R).

Powiemy, ze u jest potciggta z dotu na X (u € CH(X,R)), jezeli —u € CT(X,R).

Dla dowolnego przedziatu A C R niech CT(X, A) := {u € CT(X,R) : u(X) C A}. Podobnie definiu-
jemy CH(X, A).

Obserwacja 5.8.2. Jezeli A C X jest zbiorem domknietym, to jego funkcja charakterystyczna ya x
jest polciagta z gory. Jezeli A C X jest zbiorem otwartym, to x4 € CH(X).

Obserwacja 5.8.3. (a) Funkcja u: X — R jest polciagta z dotu na X, jezeli dla dowolnego ¢t € R
zbior {x € X : u(z) > t} jest otwarty.

(b) Dla dowolnych przedziatow A, A’ C R, dla dowolnej cisle rosnacej bijekcji ¢ : A — A’ i dla
dowolnej funkcji u : X — R mamy:

u€Cl(X,A) < poucCl(X,4).

W szczegolnosci, u € CT(X,R) <= arctgu € C1(X, [-5, 5]).

Istotnie, zapiszmy R w postaci sumy trzech roztacznych przedzialow

R=LUA UR,

gdzie L jest przedzialem ,na lewo” od A’, za§ R — przedzialem ,na prawo’ od A’; nie wykluczamy
przypadkéw gdy L lub R jest pusty. Dla ¢t € R mamy

{xe X ulx) < (t)}, jezelite A
{reX:(pou)(z)<tt=<a, jezelit € L .
X jezelit € R

(c) C(X,R) =C1(X,R)NnCHX,R).

Inkluzja C jest oczywista. Dla dowodu inkluzji O ustalmy u € CT(X,R)NC}(X,R) oraz a € X. Jezeli
u(a) € R, to dla dowolnego ¢ > 0, zbior {z € X : u(x) < u(a) + e} N{x € X : u(x) > u(a) — &} jest
otwartym otoczeniem punktu a, co dowodzi ciagtosci u w punkcie a.

Jezeli u(a) = 400, to dla dowolnego M > 0 zbior {z € X : u(z) > M} jest otwartym otoczeniem

punktu a, co daje ciaglos¢ w a. Przypadek u(a) = —oo jest analogiczny (CWICZENIE).
(d) Jezeli f : Y — X jest odwzorowaniem cigglym, to uo f € C'(Y,R) dla dowolnej funkcji u €
C'(X,R).

Istotnie, {y € Y : (uo f)(y) <t} = f~1({z € X :u(x) < t}).
(e) IR>0 : CT(XaR) = CT(XaR)
(f) Dla dowolnych u,v € CT(X,R), jezeli u(x) +v(x) ma sens dla kazdego € X, to u+v € C'(X,R).

Istotnie, {u+v <t} = U{u<bdtn{v<t—0}.
OER

(g) Jezeli u,v € CT(X,R), to max{u,v} € CT(X,R).
Istotnie, {max{u,v} <t} ={u <t}n{v <t}
(h) Jezeli (ug)aca CCT(X,R), to u := inf{u, : a« € A} € CT(X,R).
W szczegdlnodei, jezeli CT(X,R) 3 u, \, u punktowo na X, to u € C'(X,R).

Istotnie, {u <t} = U {ua <t}
acA
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(i) Jezeli C1(X,R) > u,, — u jednostajnie na X, to v € C'(X,R).

Istotnie, niech u(a) < t —2¢ < ¢ i niech N € N bedzie takie, ze |uy — u| < € na X. W szczegolnosci,
un(a) < t —e. Poniewaz funkcja uy jest polciagla z gory, zatem istnieje otoczenie U punktu a takie, ze
uy <t—emnaU. W konsekwencji, u < t na U.
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Twierdzenie 5.8.4 (Twierdzenie Weierstrassa). Niech X bedzie przestrzeniq topologiczng zwartg i niech
f € CT(X,R). Wtedy istnieje punkt o € X taki, ze f(xo) = sup f(X).

Dowdéd. Niech M := sup f(X). Jezeli M = —oc0, to f = —oo i wynik jest oczywisty. Zalozmy wiec, ze
M > —oo. Przypusémy, ze f(xz) < M dla dowolnego = € X. Ustalmy ciag M, / M, —oco < My < M,
s € N. Z polciaglosci funkcji f wynika, ze kazdy ze zbiorow U := {x € X : f(z) < M} jest otwarty.
Wobec definicji M mamy Us & X, s € N. Z naszego przypuszczenia wynika, ze U, ~ X. Teraz,
korzystajac ze zwartosci X wnioskujemy, ze musi by¢ X = U,, dla pewnego sg — sprzecznosé. ]

Twierdzenie 5.8.5. Niech (X, ) bedzie przestrzeniq metryczng i niech u: X — R. Wtedy

u € CN(X,R) <= Yoex : limsupu(z) = u(a). |(})

Dowdd. (=): Wezmy a € X. Jezeli u(a) = +00, to prawa strona jest oczywista. Niech wiec u(a) < +o0.
Wezmy t > u(a) i niech U bedzie takim otoczeniem punktu a, ze u < t w U. Niech teraz x,, — a. Wtedy

u(zy,) <t dlan > 1. Stad limsup u(x,) < t, co wobec dowolnosci ¢, daje zadana nier6wnosc.
n—-+o00

(<=): Niech u(a) < t i przypusémy, ze w dowolnym otoczeniu U punktu « istnieje punkt = taki,
ze u(x) > t. Wtedy, bez trudu, konstruujemy ciag x,, — a taki, ze u(x,) > t, n € N. W takim razie,
limsup u(zy,) >t > u(a); sprzecznosé. O

n—-+o0o

Twierdzenie 5.8.6 (Twierdzenie Baire’a). [’ iech (X, 0) bedzie przestrzeniq metryczng. Wtedy dla
dowolnej funkeji u € C1(X,R) istnieje ciag (un)S; C C(X,R) taki, ze u,, \, u punktowo na X (por. Ob-
serwacja 5.8.5(h) ).

Ponadto, jezeli u € CT(X, [—00,+)), to cigg (u,)S, mozna wybraé w C(X,R).

Dowdd. Zastepujac u poprzez % arctg u (por. Obserwacja), sprowadzamy problem do przypadku,
gdy u € C'(X,[~1,1]) (odpowiednio, u € C'(X,[~1,1))), a funkcji aproksymujacych poszukujemy
w C(X,[-1,1]) (odpowiednio, C(X, (—1,1))).

Zdefiniujmy

Yan(z) : =ula) —ne(z,a), a€X, xe€X,
Uy  =sup{pen:a€ X}, nel
Na wstepie sprawdzimy, ze u, € C(X), n € N. Mamy

[Pan(2') = an(@)] = nle(z’,a) — o(2”,a)| < me(a’,2"), a',2" € X,

a stad |un(z') — un ()| < no(2’,2"”), o', 2" € X. W szczegdlnosei, u, jest ciagla.

Jest rzecza widoczna, ze @qnt1 < Pa.n, skad wynika, ze up41 < u,. Ponadto, ¢g . (z) = u(z),

a zatem —1 < u(z) = @z n(2) < un(z) <1, z € X. W szczegolnosci, liIJrrl Up = U.
n—-r+oo

Ustalmy zo € X oraz t > u(xg) (jezeli u(xo) < 1, to dobieramy ¢ tak, by u(zo) <t < 1). Niech 6 > 0
bedzie takie, ze u(x) < t dla © € B(xg,d). Wtedy

Yan(To) = ula) —no(xp,a) < max{t,1 —nd}, a€ X, neN.

Wynika stad, ze u, (o) < max{t,1 —nd}, n € N (jezeli u(zo) < 1, to un(xg) < 1, n € N). Przechodzac
do granicy dostajemy lirf un (o) < t, co dowodzi, ze u,(xg) — u(xg).

(11) Uwaga: W tym wzorze, przy braniu lim sup u(z) dopuszczamy w definicji zbioru 8(u, a) ciagi stale x, = a, n € N.
Tr—a
Innymi stowy, zawsze mamy u(a) € S(u,a), a wiec zawsze jest limsupu(z) > u(a) oraz liminfu(z) < u(a). Jezeli nie
z—a T—a
chcemy zmieniaé¢ definicji lim sup u(x), to wtedy prawa strone nalezy rozumie¢ jako V,c x/ : limsup u(z) < u(a).
Tr—a Tr—a

(12) René-Louis Baire (1874-1932).
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W przypadku gdy w(X) C [—1,1), wystarczy jeszcze tylko zastapi¢ u, przez max{u,,—1+ 1},
n € N. O

Obserwacja 5.8.7. Mozna pokazaé ze Twierdzenie m pozostaje prawdziwe dla przestrzeni
topologicznej X wtedy i tylko wtedy, gdy X jest przestrzenia doskonale normalng, tzn. dla dowolnych
roztacznych zbioréw domknietych A, B C X istnieje funkcja ciagta f : X — [0, 1] taka, ze A = f=1(0),
B = f~1(1).

Zauwazmy, ze jezeli (X, o) jest przestrzenia metryczna, to warunek ten spelnia funkcja f(x) :=

%, x € X, czyli kazda przestrzen metryczna jest doskonale normalna.

5.9. Funkcje wypukle
Niech P C R bedzie dowolnym nietrywialnym przedzialem nieredukujacym sie do punktu.
Definicja 5.9.1. Funkcje f : P — R nazywamy wypuktq (odp. silnie wypukiq), jezeli
flta+ (1 —0)b) <tf(a)+ (1 —1t)f(b), abeP a<b 0<t<1
(odp. f(ta+ (1 —¢t)b) < tf(a)+ (1 —2t)f(b), a,be€ P, a<b, te(0,1)).
Funkcje f nazywamy wklestq (odp. silnie wklestq), jezeli — f jest wypukta (odp. silnie wypukta).
Obserwacja 5.9.2. Warunek wypuklosci z Definicji mozna zapisa¢ w réwnowaznej postaci:

Taa(a:—a), a,be P, a<bdb a<z<b. )
Warunek (1) bedziemy nazywac¢ warunkiem wypuktosci funkcji f dla przedziatu [a,b] w punkcie x.
Istotnie, mamy = = ta + (1 — ¢)b dla pewnego t € [0,1], a wiec () to f(ta + (1 —t)b) < f(a) +

HE=R S (ta+ (1= )b —a) = f(a) + (f(b) — f(@))(1 — ) = tf(a) + (1~ ) f (D).

Cwiczenie 5.9.3. Udowodni¢, ze jezeli f : P — R jest wypukla, to

flrar + -+ +tpag) <tiflar) +---+teflar), k €Ny, t1,..., 6,20, t1+---+txy =1, ay,...,ax € P.
Twierdzenie 5.9.4. Dla f: P — R nastepujgce warunki s¢ réwnowazne:

(i) f jest wypukla (odp. silnie wypukta);
(ii) dla dowolnych a,b,c € P takich, ze a < ¢ < b mamy

fle) = fla) _ F(b) = f(c) (Odp. fle) = f(a) f(b)—f(C)).

~
c—a b—c c—a b—c

Dowdd. (i) = (ii): ¢ = =Ca+ <=2b = ta+ (1 —t)b, gdzie t = =< € (0, 1). Zatem z definicji wypuktosci

(odp. silnej wypuktosci) ;_gtrzyrbn_ijemy e
b— - b— -
JO < = fla)+ =27 0) (odp. f() < j— fla) + s —[(B)),

co daje (ii) (CWICZENIE).
(ii) = (i): Niech a,b € P, a < b, t € (0,1), c:=ta + (1 — t)b € (a,b). Wobec (ii) mamy

flta+(1-)b)—f(a) _ f(b)—f(ta+(1-1)b) flta+(1-0)b)—f(a) _ f(b)—f(ta+(1-1)b)
I-Db—a) b —a) (odp. I-Db—a) b —a) ):

co daje warunek z Definicji (CWICZENIE). O

Twierdzenie 5.9.5. Kazda funkcja wypukta f : P — R, gdzie P C R jest przedziatem otwartym,
spetnia lokalnie warunek Lipschitza. W szczegdlnosci, jest cigglta.

0, jezeliz €][0,1)
1, jezelix=1
W szczegolnosci Twierdzenie [5.9.5] nie jest prawdziwe, gdy P nie jest otwarty.

Obserwacja 5.9.6. Funkcja f:[0,1] — R, f(x) := jest wypukta (CWICZENIE).

(13) Zob. M. Katétov, On real-valued functions in topological spaces, Fund. Math. 38, (1951), 85-91; H. Tong, Some
characterizations of normal and perfectly normal spaces, Duke Math. J. 19, (1952), 289-292.
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Dowdéd Twierdzenia[5.9.5 Niech py < p < 2/ < 2 < ¢ < qo, [po,q] C P. Wtedy na podstawie
Twierdzenia [5.9.4) mamy

L AW =) _ JE) = S) _ fE = 1) _ f@) = ) _ ) - @)

X < < X = B,
P — Do x' —p z —af q—a" q —q
codaje |f(z")— f(2')| < L(z" —2'), gdzie M := max{|A|, |B|}. Pokazalismy, ze funkcja f spelnia lokalnie
w P warunek Lipschitza. Jest wigc w szczeg6lnosci ciagla. t

Twierdzenie 5.9.7. Dla funkcji rozniczkowalnej f : P — R nastepujace warunki sq réwnowazne:
(i) f jest wypukta (odp. silnie wypukta);
(ii) f’ jest rosngca (odp. silnie rosngca).

Dowdd. (ii) = (i): Na mocy Twierdzenia wystarczy pokazac, ze dla a,b,c € P, a < ¢ < b, mamy
f(cZ:g(a) < f(bg:f(c) (odp. f(cZ:g(a) < { bb:f C)). Korzystamy z twierdzenia Lagrange’a 7“‘2:5(“) =
f(&), % =fl(&)dlaa< & <c< & <b

(i) = (ii): Ustalmy a,b € P, a < b. Wiemy, ze (Twierdzenie |5.9.4))

fle) = fla) _ (b)) = f(e)

~
c—a b—c '’

a<c<hb.

Biorac raz ¢ — a+, a drugi raz ¢ — b—, dostajemy f'(a) < f/(b).

W przypadku silniej wypuklosei, jezeli juz wiemy, ze f’ jest rosnaca, rownosé f'(a) = f’(b) oznacza-
taby, ze f’ jest stala na [a,b]. Wynika stad, ze f(z) = ax + (3 dla x € [a,b], a taka funkcja nie jest silnie
wypukta. ]

Twierdzenie 5.9.8. Jezeli P jest przedziatem otwartym i f € D(P) jest funkcjq wypuktq, to dla dowol-
nego a € P mamy

f(z) > fla)+ f'(a)(x —a), z€P.
Dowdd. Korzystamy z Twierdzenia [5.9.4] Dla z < a < b mamy
f@) = 1) _ J0) = 1)

a—1x = b—a
Biorac b — a+ dostajemy
z)— f(a
T—a

Dla b < a < x mamy

fla) = f(b) _ flz) ~ fla)

~
a—b T —a

Biorac b — a— dostajemy

f@) = f(a) .

Tr—a

f'(a) <

Twierdzenie 5.9.9. Dia f € D?(P) nastepujace warunki sq réwnowazne:

(i) f jest wypukta (odp. silnie wypukta);
(ii) f"(z) 20, x € P (odp. f"(x) 20, x € P, orazint{x € P: f"’(z) =0} = &).

Dowdd. Wynika natychmiast z Twierdzeni [5.9.7] oraz [5.2.11} O

Przyklad 5.9.10. Funkcja exp jest silnie wypukta. W konsekwencji:
ehtitotin®n g™ 4o b te™ n>2 2p,...,2, ER, by, t, €[0,1] 1ty + -+ t, = 1.
Biorac t1 = --- =t,, = 1/n i podstawiajac a; := o™, j = 1,...,n, dostajemy

a1+...+an
”a1~-~an<T, aiy...,a, € Ry.
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Twierdzenie 5.9.11. Jezeli f: P — R jest wypukta, to
(a) pochodne jednostronne f’ (x), f\ (x) istniejq dla dowolnego x € Q := int P,
(b) file) < T < p7 (1), a,b€Q, a <,
(c) fL < fh,
(@ lm’ 7)< fla), a € P\Q.

Sr—a
W szczegdlnosci:
(e) f€C(Q),
(f) fL jest funkcjq niemalejgcq,
(g) fL(z) = fi(x) dlaxz e Q\S, gdzie S jest co najwyzej przeliczalny,
(b) feCl(P).
Odwrotnie, jezeli funkcja f: P — R spetnia (a), (c), (f), (h), to f jest wypukta. [(**) |
W szczegdlnosci:
o jezeli f € D(Q)NCT(P), to f jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy f' jest niemalejgca w Q;
o jezeli f € D2(Q)NCI(P), to f jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy f" >0 w Q.

Dowdd. Na wstepie przyjrzyjmy sie warunkom (e), (f), (g), (h):

(e) wynika z (a).

(f) wynika z (a), (b) i (c).

Jezeli f! jest niemalejaca, to f jest ciagla poza zbiorem co najwyzej przeliczalnym. Z (b) i (c)
mamy f! (z—) < f (z) < fi(z), z € QWynika stad, ze pochodna f'(z) istnieje w kazdym punkcie
cigglosci f7,, co daje (g).

(h) wynika z (d).

Zalozmy, ze f: P — R jest wypukla. Korzystajac z wypuklodci funkeji f dla przedziatu [z, z + k]
w punkcie x + h dostajemy

flx+h) = flx) _ flx+k) - f(z)

r€Q,0<h<k, x+keEP

h h k ’
Oznacza to, ze funkcja
h) —
(0,k) > h+— fath) = f@) })L /()
jest niemalejaca. Wynika stad, ze granica f! () istnieje, —oo < f (z) < 400 oraz f! (z) < W

Uwaga: poniewaz jeszcze nie wiemy, czy f! (x) € R, symbol f! (z) zostal tu uzyty w sposob niezupelnie
$cisty. Ponownie korzystajac z wypuklosci dla przedziatu [z — k, 2] w punkcie 2 — h, mamy

fla—h)~ f@) _ f@—F) - f(z)
h = k ’
Podobnie jak poprzednio wynika stad, ze f’ (x) istnieje, —oo < f’ (z) < 400 oraz W < fL(x).
Wiasnosé (b) jest wiec wykazana.
Przechodzimy do wtasnosci (c). Zauwazmy, ze wyniknie z niej natychmiast, ze f (x) i f’(x) sa
skoniczone, czyli dostaniemy (a). Kolejny raz skorzystamy z wypuklosci dla przedzialu [z — h,z + K]
w punkcie x:

r€Q, 0<h<k, z—keP

fle=h) = f(z) _ flx+ k)~ f(x)
—h = k ’
a stad ' () < f}(2), v € Q.

Pozostaje wykaza¢ (d). Przypusémy np., ze b € P jest prawym koricem przedziatu P. Najpierw
pokazemy, ze granica lewostronna f(b—) € R istnieje. Poniewaz f/ jest funkcja niemalejaca, mamy
nastepujace mozliwosci:

o fL<O0wQlub fi >0w Q: wtedy f jest monotoniczna w @, a stad granica f(b—) istnieje;

e istnieje punkt ¢ € @Q taki, ze f, < 0w QN (—oo,c i fi > 0w QN ][c,+o0): wtedy f jest
niemalejaca w Q N [¢, +00); w szczegdlnosci, f(b—) istnieje.

r€Q, hk>0, x—hx+keP,

5143 Oznacza to, ze f jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia (a), (b), (c), (d).
15

Tu i dalej bedziemy stosowaé klasyczne oznaczenie ¢(at) := 1imi p(x).
r—a
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Teraz pokazemy, ze f(b—) < f(b). Niech ¥’ € P, b’ < b. Wtedy, korzystajac z wypuklosci dla
przedziatu [V, b] w punkcie z, dostajemy

f(z) < f0)+

co przy x — b daje f(b—) < f(b).
Podobnie postepujemy, gdy a € P jest lewym koncem przedziatu P — CWICZENIE.

f(b) — f(b/) (J) _ bl)

/
- x € [b', 0],

Zalozmy teraz, ze warunki (a), (c), (f), (h) sa spelnione. Najpierw pokazemy, ze f jest wypukta w Q.

Ustalmy a,b C @, a < b, i niech
ola) = @)~ fla) - LD 0y acaco

Zauwazmy, ze ¢(a) = p(b) = 0. Chcemy pokazaé, ze ¢ < 0. Zauwazmy, ze ¢ jest ciagta (wobec (a)).
Przypusémy, ze ¢(c) = max,p ¢ > 0 dla pewnego ¢ € (a,b). Mamy wiec M <0,0<hk1,
a stad ¢/, (c) < 0. Podobnie, W%)hf"@ > 0,0 < h <1, astad ¢ (¢) = 0. Korzystajac z (c),
dostajemy ¢, (c) = 0. Stad, wobec (f), ¢ jest funkcja niemalejacag w przedziale [c,b] i w szczeg6lnosci,
0 < p(c) < p(b) = 0 — sprzecznosc.

Teraz pokazemy, ze f jest wypukla w calym przedziale P. Niech a,b € P, a < b, 0 <t < 1 beda
ustalone. Zauwazmy, ze ta+ (1 —t)b € Q. Wiemy, ze f(ta’+(1—)b") < tf(a')+(1—¢)f(¥') dla[a’, V'] C Q,
a’ < V. Korzystajac z (h) mamy

f(ta+ (1 —t)b) < limsup f(ta’ + (1 — t)b') < limsup (tf(a’) + (1 — ) f(V'))

Q>a'—a QR>a' —a
Q3b'—b Q3b'—b
< tlimsup f(a') + (1 —¢) limsup f(b') < tf(a) + (1 —t)f(b). O
Q>a'—a Q3 —b

5.10. Srednie uogélnione
Ustalmy n € Ny oraz liczby aq,...,an,t1,...,t, > 0 takie, ze ai,...,a, sa parami rézne oraz
t1+---+t, = 1. Niech a := (a1,...,a,), t := (t1,...,tn). Rozwazmy funkcje
Sa,t 1/.’t
R, > 2+ (tlaf +---+ tnai) S R>0.

Uwaga: Formalnie mozna zrezygnowaé z zalozenia, ze aj,...,a, sa parami rézne, poniewaz (poprzez
zmiane n i tq,...,t,) zawsze mozna doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej badz n = 1, badz aq,...,a, sa
parami roézne.

Lemat 5.10.1.  (a) xEToo Sa(z) = max{ar,...,an} =: Sgi(+00).
(b) alcli% Sai(z) =alt - alr = S,.(0).
(¢) ZEIPOO Set(x) =min{ay,...,an} = S t(—00).
Dowdd. (a) i (c) sa elementarne (CWICZENIE).
(b) Zauwazmy, ze S,; = exp(yp), gdzie ¢(z) := LIn(tiaf + -+ + t,a%). Granica alclg%) o(x) jest
symbolem nieoznaczonym typu %. Stosujemy regute d’Hopitala

tiaflna; +--- +tyalIna,

. H .

ilg%)@(x)_i{% tat + - + tpal =tilnay 4 +inlna,. =
Definicja 5.10.2. Funkcje S, : R — Ry nazywamy $redniq uogdlnionqg liczb ai,...,a, z wagami
t, ot
Obserwacja 5.10.3. W przypadku, gdy t1 = --- = ¢, = 1/n, niech S, = S, ;. Wtedy dostajemy

klasyczne $rednie:
ai+---+a2

n

a ... a
e S,(1) = % = $rednia arytmetyczna;

* Sa(2) =

= $rednia kwadratowa;
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e 5,(0) = /ay---a, = Srednia geometryczna,

o S,(—1)= % = $rednia harmoniczna.
Uwaga: Definiujac powyzsze $rednie rezygnujemy z zatozenia, ze a; # ay dla j # k.
Twierdzenie 5.10.4 (CWICZENIE*).  (a) Funkcja Sat: R — R jest klasy C*.
(b) Funkcja Sq, jest Scisle rosnagca.
(c) Istniejg liczby x4 € R takie, Ze S, jest wypukta w przedziale (—oo, z_) i wklesta w (x4, +00).

69

Obserwacja 5.10.5. Odnotujmy, ze problem wypuklosci funkcji S, jest wysoce nietrywialny. Dla
przyktadu, korzystajac z pomocy komputera mozna tatwo, sprawdzié, ze dla n = 4, a; := 0.1635,
as = 4.7965, ag := 9.3668, a4 := 1.7856, t; := 0.0455, t5 := 0.1430, t3 := 0.0007, t4 := 0,8108, mamy co
najmniej 5 punktéw przegiecia.

5.11. Uzupeknienia

Ten podrozdzial nie wiaze sie bezposrednio z roézniczkowaniem. Stanowi uzupetnienie naszej wiedzy
o odwzorowaniach liniowych i dwuliniowych, o iloczynach skalarnych i o kategoriach Baire’a. Z wynikéw
przedstawionych w tym podrozdziale bedziemy korzystaé¢ wielokrotnie w przysztosci.

5.11.1. Odwzorowania liniowe. Niech F, F, G, ...beda przestrzeniami unormowanymi nad K.

Definicja 5.11.1. Przez Hom(E, F') bedziemy oznaczaé przestrzen wszystkich odwzorowan K-liniowych
L : E — F. Niech E* := Hom(FE,K). Przez L(E, F) oznaczamy przestrzen wszystkich odwzorowan
liniowych i ciggltych L : E — F. Niech E’ := L(E,K).
Obserwacja 5.11.2. Odnotujmy, ze jezeli E jest przestrzenia nieskoriczenie wymiarows, to moze by¢
E’ ¢ E*. Naprzyktad, niech F oznacza przestrzen wszystkich wielomianow rzeczywistych jednej zmiennej
rzeczywistej, niech || f|| ;= sup{|f(z)| : € [0,1]}, f € E,iniech L: E — R, L(f) := f(3). Oczywiscie
L € E*. Zauwazmy, ze |(%)¥|| = (3)¥ — 0. Z drugiej strony L((%)¥) = (2)¥ — 4o00. Oznacza to, ze
L¢F.
Obserwacja 5.11.3. Niech L € Hom(E, F).
(a) Jezeli F=F1 X oo X F’N7 L= (Ll,...,LN)7 to
LEE(E,Fl Xoeee XFN) <:>Lj EE(E7FJ‘), j=1,...,N.
(b) Jezeli E = E4 X --- X EN, Lj : Ej — F, Lj(l’j) = L(O,...,O,(Ej,O,...,O), ] = 1,...,N, to
—— ——
(4-1) x (N—=j) x
Le L(Eyx---XEnN,F)<=L; € L(E;,F), j=1,...,N. Zauwazmy, ze L(x) = L1(z1)+---+ Ln(zn)
dla z = (z1,...,2n) € E1 X --- X Ep.
(c) Wiadomo, ze zbiér Hom(K”, F) sklada si¢ ze wszystkich odwzorowari postaci

KN 5 (21,...,2n) — @101 + - + ayan € F,

gdzie ay,...,ay € F. Wynika stad, ze Hom(KY, F) = L(KN, F) ~ FN

Wiadomo réwniez, ze Hom (K™, K™) = L(K™, K™) ~ M(m x n;K) = K[m x n] = przestrzen macie-
rzy wymiaru m X n o wyrazach z K. Izomorfizm Hom (K", K™) ~ M(m x n;K) dany jest nastepujacym
przepisem. Odwzorowaniu liniowemu L : K — K™ przyporzadkowujemy macierz, ktorej i-ta kolumna
sklada sie ze wspotrzednych wektora L(e;) = L(0,...,0,1,0,...,0). Izomorfizm odwrotny to odwzoro-

wanie, ktore przypisuje macierzy A € M(m x n; K) odwzorowanie liniowe postaci K" 5 z —— A.x € K™,
gdzie A.x oznacza wynik mnozenia macierzy A przez wektor x utozsamiany z macierza kolumnowa n x 1.

Twierdzenie 5.11.4. Niech L € Hom(E, F). Wtedy nastepujace warunki sqg réwnowazne:
(i) Le L(E,F);

(ii) odwzorowanie L jest cigglte w 0;

(iii) istnieje punkt a € E taki, ze odwzorowanie L jest cigglte w a;
)

(iv) istniejq a € E, r > 0 takie, ze L(B(a,r)) jest zbiorem ogmm'czonym

(16) Oczywiscie warunek ten jest rownowazny temu, ze istnieja a € E, r > 0 takie, ze L(B(a,r)) jest zbiorem

ograniczonym.
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(v) istnieje C = 0 takie, ze ||L(z)||r < C||lz||g dla dowolnego x € E.

Dowdd. Jedyny problem to implikacja (iv) = (v). Niech L(B(a,7)) C B(R). Wystarczy pokazaé, ze
IL(z)|] < C dla ||z|| = 1. Wezmy dowolne = € E takie, ze ||z|| = 1. Mamy:

1) = HILG)] = HEa+r2) ~ L@ < H(IEe+ra)| + L@ < 2= c. O

Przypomnijmy, ze normy || |1, || [l2 : B — Ry saréwnowazne, jezeli o) |, ~ 0| ||, gdzie o) ||, (7, y) :=
lz = yllj, 7 = 1,2. Piszemy wtedy || [l ~ || [|2-

Whiosek 5.11.5. || |1 ~ || ||z wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje C > 1 takie, ze 5| v < || 2 < C| ||z

Powyzszy wynik oznacza, iz w kategorii metryk zadanych przez normy réwnowaznosé takich metryk
jest rownowazna ich poréwnywalnosci.

Dowdd. Stosujemy Twierdzenie [5.11.4] do identycznosci idg : (E, || 1) — (E, ]| ||2)- O

Whiosek 5.11.6. L(E, F) jest przestrzenig unormowang przez funkcje
IL|l = |Lll z(, ) = sup{[|L(z)|| : [z]| < 1}, L€ L(E,F).
Obserwacja 5.11.7. Niech L € L(E, F).
(a) Jezeli E # {0}, to || L] = sup { L@ o ¢ E} = sup{||L(@)|| : [|z]| = 1}.

[E]

(b) |IL|| jest najmniejsza stala C' > 0 taka, ze Twierdzenie [5.11.4f[v)) zachodzi. W szczegolnosci,
IL@) < Lz, = € E.

(c) Ligqy € B(B(1), F) (Obserwacja @D oraz ||L|| jest identyczna z norma Czebyszewa odwzo-
rowania Liz,, w B(B(1), F)

(d) Jezeli A€ L(E,F), Be L(F,G),to BoA € L(E,G), |BoAl| <|B||A|l. W szczegolnosci, jezeli
Ac L(E,E), to A¥:== Ao---0 A e L(E,E)i|AF|| <|A|*.

—_—
kx

Twierdzenie 5.11.8. Jezeli F' jest przestrzeniq Banacha, to L(E, F) jest przestrzenig Banacha.

Dowdd. Jezeli (Ly)3Z, C L(E, F) jest ciggiem Cauchy’ego, to (Ln|g,))5Z:1 C B(B(1), F) jest ciagiem
Cauchy’ego w B(B(1), F) wraz z norma Czebyszewa (Obserwacja) Przypomnijmy, ze przestrzen
B(B(1), F) wraz z norma Czebyszewa jest przestrzenia Banacha (Obserwacja 4. . W takim razie
istnieje odwzorowanie ¢ € B(B(1), F) takie, ze L, |B(1 — & in B(B(1), F). Pozostaje Wykazaé ze =
L|B dla pewnego L € Hom(E, F'). W tym celu zauwazmy, ze jezeli « # 0, to Ly (z) = ||z||Ln (Hrl) —
||x||¢(Hx”) Oznacza to, ze L, — L punktowo na F, L = & na B(1). Oczywiscie L : E — F jest
operatorem liniowym. O

Definicja 5.11.9. Niech Isom(E, F') oznacza rodzine wszystkich izomorfizmoéw algebraicznych L : E —
F takich, ze L i L1 sa ciagle (tzn. L jest réwniez izomorfizmem topologicznym).

Obserwacja 5.11.10.  (a) Jezeli Isom(E, F) # &, to E jest przestrzenia Banacha wtedy i tylko
wtedy, gdy F jest przestrzenia Banacha.
(b) Jezeli L € Isom(E, F) i E # {0}, to ||[L7]] > || L] ~!.
Istotnie, 1 = ||idg || = ||[L~ Yo L|| < ||[L7Y|||L]].

Twierdzenie 5.11.11. Zatozmy, ze 1 < d:=dim F < co. Wtedy:

(a) Wszystkie normy w E sq¢ rownowazne.

(b) Isom(K%, E) # @.

(¢) L(E,F)=Hom(E, F) dla dowolnej przestrzeni unormowanej F'.
(d) E jest przestrzeniq Banacha.

(16) A. == A\ {0}.
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Dowdd. (a) Niech || || bedzie ustalong norma na FE i niech ey, ..., eq bedzie dowolng baza F. Zdefiniujmy
L:KY — E, L(ty,...,tq) := tie; + --- + tgeq; L jest izomorfizmem algebraicznym. Ponadto L jest
odwzorowaniem ciagltym bowiem || L(¢)| < max{|ei, ..., [leal|}|t]l: = C|t]1, t € K.

Zauwazmy, ze funkcja ¢ : E — Ry, q(x) := ||[L=(2)|]1, jest norma na E. Wystarczy pokazad, ze
[I'll ~ ¢ Wiemy, ze || || < Cq. Wystarczy wiec pokazaé, ze ¢ < const || || (co jest réwnowazne ciagtosci
L~1). Chcemy pokazaé, ze ||L™'(x)|; < const||z||, z € E. Innymi stowy, |||, < const | L(t)|, t € K¢,
co z kolei jest rownowazne pokazaniu, ze | L(t)|| > const > 0 dla [|t||; = 1. Teraz wystarczy juz tylko
skorzystaé z twierdzenia Weierstrassa o osiaganiu kresow (wobec faktu, ze L jest ciagte, a sfera {||t||; = 1}
jest zwarta).

(b) L € Isom(K%, E).

(c) i (d) wynikaja z faktu, ze Isom(K?, E) # @, a dla £ = K? wtasnosci (c) i (d) sa oczywiste. O

Whiosek 5.11.12. Niech W C E bedzie skoriczenie wymiarowq podprzestrzeniq wektorowqg E. Wtedy W
jest przestrzenig Banacha. W szczegdlnosci, W jest domknieta.

Twierdzenie 5.11.13. Nastepujgce warunki sqg rownowazne:
(i) dim E < oo;

(il) Yeer, r>0: Bla,r) jest zbiorem zwartym;

(iii) Jaer, r>0: Bl(a,r) jest zbiorem zwartym.
Dowdd. Implikacje (i) = (ii) = (iii) sa oczywiste. Pozostaje do wykazania (iii) = (i). Korzystajac
z translatywnosci kul, widzimy, ze (iii) = (ii). Poniewaz kula B(0,2) jest zwarta, istnieje skorniczona
_ _ N
liczba punktéw aq,...,any € B(0,2) taka, ze B(0,2) C |J B(a;,1). Niech V oznacza podprzestrzeii
i=1

j_
generowang przez wektory ay, ...,ay. Na podstawie Wniosku [5.1T.12] jest to podprzestrzen domknigta.
Pokazemy, ze E = V. Ustalmy a € E. Zamierzamy pokaza¢, ze a € V. Mozemy zalozy¢, ze la]] < 1.
Poniewaz a € B(0,2), istnieja j1 € {1,...,N} oraz z1 € B(0,1) takie, ze a = a;, + 21 =: b1 + 1.
Powtarzajac to samo dla wektora 221, wnioskujemy, ze a = by + 2z, gdzie by € V i |22 < 1. Po k
krokach dostajemy: a = by, + 52k, gdzie by € V i ||| < 1. W szczegolnosci, a € V. O
5.11.2. Odwzorowania dwuliniowe.
Definicja 5.11.14. Przez Hom(E, F'; G) oznaczamy przestrzeni wszystkich odwzorowan dwuliniowych
B:ExF — G. Jezeli E = F, to piszemy Hom*(E, G) zamiast Hom(E, E; G).
Przez L(E, F;G) oznaczamy zbiér wszystkich ciaglych odwzorowan dwuliniowych E x F — G.
Niech £2(E,G) := L(E, E; Q). Oczywiscie, L(E, F; G) jest K-przestrzeniag wektorowa.
Obserwacja 5.11.15. Przypomnijmy pewien fakt algebraiczny. Niech
Hom(E, F;G) > B N (E >+ B(x,-) € Hom(F, G)) € Hom(E, Hom(F, G));
& jest dobrze okreslone, liniowe, bijektywne i ¥ = &1 jest dane wzorem
Hom(E, Hom(F, G)) > A+ (E X F3 (z,y) — Az)(y) € G) € Hom(E, F; G).
Tak wiec Hom(FE, F'; G) ~ Hom(E, Hom(F, G)). W identyczny sposob mozna pokazaé, ze
Hom(FE, F'; G) ~ Hom(F,Hom(F, G));

Hom(E, F;G) 5 B (F >y B(-,y) € Hom(E, G)) € Hom(F, Hom(E, G)).

Twierdzenie 5.11.16. Niech B € Hom(E, F; G). Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(i) Be L(E,F;QG);
(ii) odwzorowanie B jest ciggte w (0,0);
(iii) istnieje punkt (a,b) € E X F taki, Ze odwzorowanie B jest cigglte w (a,b);
)
)

(iv
(v

(17) Roéwnowaznie: istnieja (a,b) € E X F i r > 0 takie, ze B(B(a,r) x B(b,7)) jest zbiorem ograniczonym. Uwaga:

istniejq (a,b) € E x F ir >0 takie, ze B(B(a,r) x B(b,7)) jest zbiorem ogmmczonym
istnieje C > 0 takie, ze | B(z,y)|le¢ < Cllz||lellyllr dla dowolnego (x,y) € E x F.

dla uniknigcia kolizji oznaczen piszemy chwilowo B(a,r) zamiast B(a,r).
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Dowdd. Implikacje (i) = (ii) = (iii) = (iv) sa oczywiste.
(iv) = (v): Niech B(B(a,r) x B(b,7)) C B(R).
Wystarczy pokazaé, ze | B(x,y)| < C dla ||z|| = |ly|| = 1. Wezmy (z,y) € E x F, ||z|| = ||y|]| = 1:
1 1
1B, y)ll = S IB(re, ry)ll = 5 |1Ba+ra,b+ry) = Bla,b+ry) = Bla+rz,b) + Bla, b)]|

1 4R
< glBlatrz,b+ry)ll +[Bla,b+ry)| + [[Bla +re,0)[ +[|Ble, b)) < —5 =:C.

(v) = (): |B(x,y) — B(xo,y0)|| = | B(x — w0, y) + B(xo,y — yo) | < Clllz = zollllyll + lzolllly — voll)
< Cmax{|zol|, [y} (2, y) — (zo, yo) |-

Obserwacja 5.11.17.  (a) L(E, F;G) wraz z norma
1Bl = [I1Bllz(e.Fic) = sup{l|B(z, y)|| : [zl <1, [lyll < 1}, B € L(E, F; G)

jest przestrzenia unormowana,.

(b) Jezeli E # {0} i F # {0}, to

1Bz, )|l
oo (@) € BEox Fop =sup{[[B(z,y)|l : ||zl = 1, [yl = 1}.
el Y b =sup{| Byl el =1, Iyl =1}

(¢) ||B]| jest najmniejsza stala C' > 0 taka, ze Twierdzenie [5.11.16([v]) zachodzi. W szczegolnoscei,

1B = sup {

1B y)I < IBlll=[lllyll, (z,y) € Ex F.
Przyklad 5.11.18 (Przyklady odwzorowan dwuliniowych). (a) L(E,F)xE > (L,z) L L(xz) e F,
| B|| < 1. Ponadto (CWICZENIE*), jezeli E # {0} i F # {0}, to || B|| = 1.
(b) L(F,G) x L(E,F) 3 (Q,P) +25 Qo P € L(E,G), |B| < 1. Ponadto (CWICZENIE®), jezeli
B #1{0}, F £{0}1G £ {0} to |B] = 1

Twierdzenie 5.11.19.  (a) Odwzorowanie L(E,F;G) > B N (E 3 o+ B(z,-) € L(IF,G)) €
L(E,L(F,Q)) jest dobrze okreslone, izomorficzne i izometryczne, tzn.

@ € Isom(L(E, F; G), L(E, L(F,G))), |®B)| =B, Be L(E,F;G). [(™)]

(b) Jezeli E i F sq skoniczenie wymiarowe, to L(E, F;G) = Hom(E, F; Q).

Analogiczne wlasnosci przystuguja odwzorowaniu L£(E,F;G) 2 B — (F > y — B(,,y) €
L(E,G)) € L(F,L(E,G)).

Dowdd. (a) Jest oczywiste, ze B(z,-) € L(F,G) dla dowolnego x € E. Ponadto, || B(z,)|| < || B]llz||-
Stad &(B) € L(E,L(F,G)) 1||9(B)| < ||B]|. Ostatecznie & € L(L(E, F;G),L(E,L(F,G))) i ||| < 1.
Teraz przechodzimy do odwzorowania ¥ = @1

LB, L(F,G) 3 Ar (B x F 3 (3,) — A@)(y) € G) € L(E, F;G).
Poniewas [|A()(y)l| < 1A@)ly] < [All2llllyll, zatem (4) € L(E, F;G), [[(A)]| < ||A]. Wynika
stad, ze ¥ € L(L(E,L(F,G)),L(E,F;G)) 1 ||¥] < 1.
(b) Na podstawie (a) i Twierdzenia|s.11.11|mamy: L(E, F';G) ~ L(E, L(F,G)) = Hom(E,Hom(F,G)) ~
Hom(E, F; G). O
Whiosek 5.11.20. Jezeli G jest przestrzeniq Banacha, to L(E, F; G) jest przestrzeniq Banacha@

18) W szczegdlnosci, ||€|| = ||| =1 oile E # {0}, F # {0} i G # {0}.
19) Bo L(E, L(F,G)) jest przestrzenia Banacha.
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5.11.3. Iloczyn skalarny. Niech H bedzie dowolng przestrzenia wektorowa nad K € {R, C}.

Definicja 5.11.21. Odwzorowanie (, ) : H x H — K nazywamy semi-iloczynem skalarnym, jezeli:

(a) odwzorowanie H 3 z — (z,y) jest K-liniowe dla dowolnego y € H,

(b) {(z,y) = (y,x) dla dowolnych z,y € H,

(¢) (z,z) € Ry dla dowolnego x € H.

Jezeli ponadto
(d) (z,z) > 0dlaz #0,
to mowimy, ze (, ) : H x H — K jest iloczynem skalarnym, a pare (H, ( , )) nazywamy przestrzeniq
unitarng.

n
Dla przyktadu, odwzorowanie K" x K" 3 (z,w) — (z,w) := > 2,;W; jest standardowym iloczynem
j=1
skalarnym w K”.
Twierdzenie 5.11.22 (Nierownos¢ Schwarza). Jezeli S spetnia (a), (b) i (c), to

[z, ) < (z,2){y,y), =yeH,
przy czym Townosé zachodzi, gdy x iy sq¢ liniowo zalezne.
Jezeli (, ) spetnia dodatkowo (d), to réwnosé zachodzi jedynie, gdy x iy sq liniowo zalezne.

Dowdd. Niech z,y € H. Mozna zatozy¢, ze (z,y) # 0. Dla & = te?? € K (¢,0 € R) mamy:

0 < €z +y,€x +y) = [¢*(2, 2) + 2Re(E(z, 1)) + (v, ).
Dobierajac 0 tak, by e (x,y) = |(x, )|, dostajemy t2(x, z) + 2t|(x,y)| + (y,4) = 0, t € R, co oznacza, 7e
14 =z, )PP — (@, 2)(y,y) <0.
Jezeli y = tx, to |(z,y)* = [t]*(z,2)* = (z,2){y,y).
Zalozmy teraz, ze zachodzi (d) oraz |(z,y)|* = (z,x)(y,y). Mozemy zalozy¢, ze (z,y) # 0. Réwnosé
(z,9)|> = (z,2)(y,y) oznacza, ze A = 0, skad wynika istnienie pierwiastka i dalej, istnienie £ € K
takiego, ze (£x + y,&x + y) = 0. Teraz, korzystamy z (d) i wnioskujemy, ze £z + y = 0. O

Twierdzenie 5.11.23. Jezeli (, ) jest semi-iloczynem skalarnym na H, to funkcja

]| :==/(z,z), =€eH,

jest seminormg taka, ze |(z,y)| < |||y, x,y € H. Jezeli { , ) jest iloczynem skalarnym, to || || jest
norma.

Dowdd. Jedyna watpliwos¢é moze budzi¢ nieréwnosé trojkata. Korzystamy z nieréwnosci Schwarza:

o +yl* = (x+y,z+y) = (x,2) + 2Re(z,y) + (y,)
< 1?4 20z, v)| + Nyl < [l + 2l (llly]l + [lyl* = (=) + lyl)*. O

Definicja 5.11.24. Jezeli przestrzen unitarna z norma dana przez iloczyn skalarny jest zupelna, to
nazywamy ja przestrzenig Hilberta [’

Obserwacja 5.11.25. (a) Norma dana przez iloczyn skalarny spelia regute réwnolegtoboku:
=+ yl? + lz = ylI* = 2(|=[* + [lyl*), x,y € H (CwiczENE).
(b) Dlan > 2 norma || ||, : K® — Ry (1 < p < +00) spelnia regute rownolegtoboku wtedy i tylko

wtedy, gdy p = 2.
Istotnie, niech = = €1, y = es. Wtedy:

2.22/P — 4 jezeli1 < p < 400

z+yll?+ |z —yl? = 2(]|z||? + 2 =
o+l + e =yl =2l + ) = 41 S <P

(20) W szczegblnosei, wobec (a), (z, o'y’ + a”y”) = alz,y’) + @'’ (z,y"”). Wlasnosci (a) i (b) sa czasem nazywane

pottoraliniowo$ciq. Zauwazmy, ze dla K = R odwzorowanie (, ) jest po prostu dwuliniowe symetryczne.
21) Jezeli K =R, to 6 € {0,7}.
22) Dawid Hilbert (1862-1943).
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Twierdzenie 5.11.26. Jezeli norma (w przestrzeni unormowanej) spetnia requte réwnolegtoboku, to jest

dana przez iloczyn skalarny okreslony wzorem Frécheta—Jordana—von Neumanna [@mﬂn]

illlz+ll* = lle —yl), jezeli K = R,
See,y) = Sz, 1) i= {gll oI~ llo — ol j
4

) ) ) ) o x,y € H.
(lz +yl1?> = llz =yl +illz + iyl — ille — iy|?), jezeliK=C’

Dowdd. Jest widoczne, ze S(z,x) = |z||?, S(y,x) = S(x,y), S(x,0) = 0, S(—z,y) = —S(z,y) oraz
ze S jest odwzorowaniem cigglym. Ponadto, S¢(iz,y) = iSc(z,y). Caly problem polega na pokazaniu,
ze S(-,y) jest addytywne. Jezeli bowiem tak jest, to najpierw dowodzimy indukcyjnie, ze S(nz,y) =
nS(x,y), n € Z, a nastepnie, ze S(azx,y) = aS(z,y), a € Q. Stad, wobec ciaglosci dostajemy S(azx,y) =
aS(z,y), a € K.

Przechodzimy do addytywnosci. Mamy S¢(x,y) = Sg(x,y) — iSr(iz, y). Wystarczy wiec udowodnic¢
addytywnos¢ w przypadku rzeczywistym. Z reguty réwnolegltoboku dostajemy

lz £ 2+ gyl + llz £ 2 =yl = 2(lz £ 2 + |y|*), .y.2 €M,

co po odjeciu stronami daje S(z+y, 2)+S(z—y, 2) = 25(z, z). Biorac z := 1(2/+y/), y := 1(2/—y') mamy
S(a',2) + Sy, z) =25(3(z' +v/),2), 2.y, 2 € H. W przypadku y' = 0 daje to S(2/,2) = 25(%, 2),

27
a’,z € H. Ostatecznie, S(a',2) + S(v/, 2) = S(&’' + ¢/, 2), o'y, z € H. O

5.11.4. Kategorie Baire’a. Ponizej (X, 0), (Y, d) itd. oznaczaja przestrzenie metryczne.

oo

Definicja 5.11.27. Zbiory postaci |J A, gdzie kazdy zbior A,, C X jest nigdziegesty, nazywamy zbio-
n=1

rams I kategorii Baire’a. Zbiory niebedace zbiorami I kategorii Baire’a nosza nazwe zbioréw II kategorii

Baire’a.

Twierdzenie* 5.11.28 (Twierdzenie Baire’a). Niech X # @ bedzie przestrzeniq zupelng. Wtedy:

(a) Jezeli 2, C X jest zbiorem otwartym i gestym w X, n € N, to zbior [\ §2, jest gesty w X.
neN
(b) Jezeli A C X jest zbiorem I kategorii Baire’a, to int A = &, w szczegdlnosei, A & X.

Obserwacja 5.11.29. Powyzsze warunki (a), (b) sa rownowazne.
(b) = (a): Niech A, := X \ 2,. Wtedy A,, jest domkniety oraz int A,, = &, n € N. Wobec (b)

mamy & =int J A, =int(X\ [ 2,).
n=1 n=1

(a) = (b): Niech A = |J A, przy czym int A, = @, n € N. Niech 2, := X \ 4,,. Wtedy 2,
1

n=

oo 0o
jest zbiorem otwartym i gestym w X, n € N. Wobec (a) mamy @ = int(X \ () 2,) =int J 4, D
n=1 n=1

int |J A, = int A.

n=1
Definicja 5.11.30. Funkcja f: X — R jest I klasy Baire’a, jezeli istnieje ciag (fs)32,; C C(X) taki,
ze fs — [ punktowo na X. Powiemy, ze funkcja f jest n—tej klasy Baire’a, jezeli istnieje ciag (fs)22,
funkeji (n — 1)-szej klasy Baire’a taki, ze fs — f punktowo na X.
Twierdzenie 5.11.31 (Punkty nieciaglosci funkcji I klasy Baire’a). Niech (X, 0) bedzie przestrzeniq

zupetng i niech f: X — R bedzie I-klasy Baire’a. Oznaczmy przez N(f) zbior punktdw nieciggtosci f.
Wtedy N(f) jest zbiorem I kategorii Baire’a.

Dowdd. Niech f = liIJIrl fn, gdzie (fn)52, C C(X). Zdefiniujmy

Ao i={z € X : V¢ |fn(z) — fo(x) < 1/Ek}, kel

Zbiér Ay jest domkniety, zbior Fy ¢ := Ap, \ int Ay ¢ jest domkniety i nigdziegesty. Wystarczy wiec

pokazaé, ze N(f) C |U Fpe. Ustalmy punkt o € N(f). Poniewaz (f,(x))22, jest ciggiem Cauchy’ego,
k,EN

23) René Fréchet (1878-1973).
24) Pascual Jordan (1902 — 1980).
25) John von Neumann (1903 — 1957).
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zatem dla dowolnego k € N istnieje £(k) takie, ze xg € Ay k). Gdyby z¢ € int Ay 41y dla dowolnego
k € N, wtedy, dla dowolnego k € N, istniatoby rp > 0 takie, ze B(zo,7r) C Ay ) Oznacza to, ze
|fn(x) = foy(x)| < 1/k dla © € B(xo,mx) i n > £(k). W szczegolnosci, |f(x) — fowy(z)] < 1/k dla
x € B(xo,mt). Dla © € B(xo, ry) mamy wiec

[f(x) = f(zo)| < |f(2x) — fe(k)($)| + \fe(k)(x) - fe(k)($0)| + |fe(k)($0) — f(zo)|
< F 4 1 o () = foy(x0)],

co, wobec ciagltodci fy(ry, dawaloby ciaglosé funkcji f w punkcie x¢. Tak wige g € Fj, ¢(xy dla pewnego
keN. O

Definicja 5.11.32. Funkcje f: X x Y — Z nazywamy oddzielnie cigglq, jezeli:
o f(x,-) € C(Y,Z) dla dowolnego z € X,
e f(y)€C(X,Z) dla dowolnego y € Y.

) _a el 0,0
Cwiczenie 5.11.33. Udowodnié, ze funkcja f(z,y) := {”‘2"’3/27 Jereli (2,y) # ( ’O) jest oddzielnie

0, jezeli (z,y) = (0,
ciggla, ale nie jest ciaggla.

Twierdzenie 5.11.34 (Funkcje oddzielnie ciagle). Dla dowolnej oddzielnie ciggtej funkcji f : RxY —
R istnieje cigg (fs)32, C C(RXY) taki, ze fs — f, tzn. dowolna funkcja oddzielnie ciggta f : RxY — R
jest I klasy Baire’a. W szczegdlnosci, zbior N(f) jest I kategorii Baire’a.

Dowdd.
k+1 k

x xr— —

1
(dla dowolnegoy € Y, f.(-,y) jest funkcja afiniczna na kazdym przedziale [%, %]) Jest rzecza widoczna,
k k+l

ze funkcja f, jest ciagla (bo jest ciagla na kazdym ,pasie” [£, “£2] x V). Ponadto,

n’ n

k+1 T k

) (P& — @) + (T (P - fay)|

| fu(z,y) — f(z,y)] = ’(ni

<max{[f(£,y) = f(z,y)|, [f(EL,y) — flz,9)]}, E<a<El yeY kel

Teraz dla ustalonego punktu (zg, yg) € RxY oraz e > 0, dobierzmy § > 0 takie, ze | f(x, yo) — f (20, y0)| <
e dla |z — zg| < 6. Niech n > 1/4 i niech % <o < % Wtedy z poprzedniego oszacowania dostajemy
| fn(z0,%0) — f(z0,90)| < €, co dowodzi, ze f,, — f punktowo. O

3=

Pojawia sie naturalne pytanie czy dowolna funkcja oddzielnie ciggta f : R™ x --- x R™ — R (tzn.
flx1, .., xj-1, Tjg1,-- ., 2) € C(R™) dla dowolnych z; € R™, ...,z € R™ ij € {1,...,k}) jest I
klasy Baire’a ? Prawdziwy jest nastepujacy wynik:

Twierdzenie 5.11.35. Niech f : R x --- x R x R*¢ R bedzie funkcja oddzielnie ciagta (¢ > 2).
f — R bedzie funkcjq agte (€ > 2)

£x
Wtedy f jest £—tej klasy Baire’a.

Okazuje sie, ze dla ¢ > 2 wynik ten nie moze by¢ poprawiony, tzn. istnieja przyktady oddzielnie
ciggtych funkeji f, ktore nie sg (¢ — 1)-szej klasy Baire’a

Dowdd. Dla dowolnej funkcji g : R x R*~! — R, zdefiniujmy ciag (g5)2; tak, jak w Twierdzeniu

)g(ﬁmy), ELagE yeR" kel

Zauwazmy, ze:

(a) jezeli funkcja g(-, ) jest ciagla dla dowolnego y € R"~1, to g, — g punktowo,

(26) Zob. H. Lebesque, Sur les fonctions représentables analytiquement, J. math. pures appliqués (1905), 139-215.
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(b) jezeli R*™! = R? x RY x R” (p,q,r € Ng), y = (u,v,w), oraz funkcja g(z, (u,-,w)) jest ciaglta
dla dowolnych (z,u,w) € R x RP x R", to kazda z funkcji g.(-, (u,-,w)) jest ciagla dla dowolnych
(u,w) € RP x R".

Teraz postepujemy nastepujaco:
e Stosujemy powyzsza konstrukcje do g := f. Wobec (a), do zakoriczenia dowodu wystarczy poka-
zaé, ze kazda z funkcji fl := g, jest (£ —1)-szej klasy Baire’a. Na podstawie (b), wiemy, ze kazda funkcja

i @, ... JEj1, 0 Lj41, - -, Lo, Teg1) jest ciagla dla dowolnych (z2,..., 2, 2041) ER x - X R X R,
(e—1)x

ji=2,...,0+1.

e Powtarzamy konstrukcje dla g := fl wzgledem zmiennej x. Dostajemy kolejny ciag aproksy-
mujacy (f2)32, taki, ze kazda funkcja f2(-, -, @3, ..., @1, Tj41,---, T, Top1) jest ciagla dla dowolnych

n—~0 ; _
(Ig,...,l‘g,ﬂCe+1)€R>(<Z )XRXR ,J=3,...,0+1.
—2)x

e Powtarzamy powyzsze rozumowanie ¢ razy. (]
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ROZDZIAYL. 6

Szeregi

6.1. Szeregi w przestrzeniach Banacha

W tym rozdziale (E, || ||) bedzie ustalona przestrzenia Banacha nad K € {R,C}, E # {0}.
Definicja 6.1.1. Dla (a,)%2, C F definiujemy S, := Y ag, n € Ny. Pare ((a,)5%, (Sn)52 ) nazywamy
k=0

o0
szeregiem.  Zwykle, zamiast powyzszej pary, piszemy Y. a,. Element a, nazywamy n-tym wyrazem
n=0 -
szeregu, za$ S, nazywamy n-tq sumgq cze$ciowq szeregu. Szereg > a, nazywamy:
n=0

o zbieznym, jezeli S, — S € E. Element S nazywamy wtedy sumg szeregu i oznaczamy przez
o0

> ay; szeregi, ktore nie sa zbiezne nazywamy rozbieznymi;
n=0

oo
o bezwzglednie zbieinym, jezeli szereg > ||an|| jest zbiezny;
n=0

[ee]
o bezwarunkowo zbieinym, dla dowolnej bijekcji o : Ng — Ny szereg ) aq(n) jest zbiezny oraz

n=0
o0 o0
Z Ag(n) = Z Qn;
n=0 n=0
e warunkowo zbieinym, jezeli jest zbiezny, ale nie jest bezwarunkowo zbiezny.
o0

Oczywiscie mozna réwniez rozwazaé szeregi » . ay, gdzie ng € Z.
n=ngo

Obserwacja 6.1.2. (a) Nastepujace warunki sa rownowazne:

(o]
(i) szereg Y. ay, jest zbiezny;
n=0

(ii) dla dowolnego ng € Ny szereg > a, jest zbiezny;

n=ng
o0
(iii) istnieje ng € Ny takie, ze szereg > a, jest zbiezny.

n=ng
(b) Zob. Przyklad [(.6.11}
o = Z ki ,x eR;

(=1 1 .
o sinx = Z (2k+)1),:102k+ , T € R;

e Cosx = Z ((_mgf 22k r e R;
k=0 i
o I(l+a)=3 sk, [a <}
k=1
o (I1+x)*=3% (32" |z| <3 (¢ €eR).

k=0
(c) Jezeli (an,)22, C R4, to nastepujace warunki sa rownowazne:
o0
(i) szereg > a, jest zbiezny;
n=0
(ii) ciag (Sn)S2, jest ograniczony;

)
(iii) pewien podciag ciagu (S,)52, jest zbiezny;
(iv) pewien podciag ciagu (S,)52, jest ograniczony.

79
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W przypadku, gdy (an);Zo € Ry,

e zamiast pisaé, ze szereg Z an jest zbiezny bedziemy pisaé Z an < 400,

n=0 n=0
o0 oo

e zamiast pisa¢, ze szereg > a, jest rozbiezny bedziemy pisa¢ . a, = +oo.
n=0 n=0

(d) Jezeli szeregi Z s Z b, sa zbiezne, to dla dowolnych «, 3 € K szereg Z (cvar, + Bby) jest

n=0 n=0 n=0
zbiezny oraz Z (aay, + Bby) = « Z an + 0 Z by
(e) POJQCle bezwzglqdnej zbleznosm nie zalezy od wyboru norm rownowaznych

(f) Niech L € L(E, F) (F jest przestrzenia Banacha nad K). Jezeli szereg Z ay, jest zbiezny do sumy
n=0

S (odp. bezwzglednie zbiezny, odp. bezwarunkowo zbiezny), to szereg . L(a,) jest zbiezny do sumy
n=0
L(S) (odp. bezwzglednie zbiezny, odp. bezwarunkowo zbiezny).

W konsekwencji, jezeli L € Isom(E, F'), to szereg Y. a, jest zbiezny (odp. bezwzglednie zbiezny,
n=0

o0

odp. bezwarunkowo zbiezny) wtedy i tylko wtedy, gdy szereg Y L(ay) jest zbiezny (odp. bezwzglednie
n=0

zbiezny, odp. bezwarunkowo zbiezny).

118

Przyklad 6.1.3 (Szereg harmoniczny). L = to0. Istotnie,

n=1

S 1+1+(1+1)+ +(71 +- +1) TS I L
L= l ZaZ . = —
2 27371 on—1 41 on 2 7% on 2 o0

CWICZENIE: Sygs = 7,485, Sigs = 14,393, Sy9o = 21,301 z dokladnoscia do 0,001.

o0
Twierdzenie 6.1.4 (Warunek konieczny zbieznodci szeregow). Jezeli szereg > a, jest zbiezny, to

n=0
lim a, =0.
n—-+4oo
Dowdd. Niech S := hm Sn. Wtedy a,, =S, — Spp.1 — S-S5 =0. O

n—-+oo

o0
Przyklad 6.1.5. Szereg geometryczny > q", gdzie ¢ € C (0° := 1), jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,
n=0
n+1

gdy |g| < 1. Wtedy Z q" 1q, lg] < 1. Istotnie, jezeli |¢| < 1, to S, = 1_1‘1_q — 1%(1 Gdy |¢| = 1,

to nie jest spelnlony Warunek konieczny zbieznoéci szeregow.

oo
Twierdzenie 6.1.6 (Warunek Cauchy’ego zbieznosci szeregow). Szereg > ay, jest zbiezny wtedy i tylko
n=0

wtedy, gdy
vs>0 ElngeNo vm>n>n0 : Han—i-l R am” <e

Dowdd. Poniewaz S, — Sy, = an11 + -+ + a,, wystarczy skorzysta¢ z zupetnosci E.
O

Twierdzenie 6.1.7 (Twierdzenie o tasowaniu szeregow bezwzglednie zbieznych). Kazdy szereg bez-
wzglednie zbiezny jest bezwarunkowo zbieiny (w szczegdlnodci, jest zbieiny).

Dowdd. Niech o : Ny — Ny bedzie dowolna bijekcja i niech € > 0. Z warunku Cauchy’ego dla szeregu
> |lan|l wynika, ze istnieje Ny € N takie, ze dla dowolnego zbioru skoriczonego I C Np,41 mamy

n=0
> |lan]| < e. Niech N > Ny bedzie takie, ze {0,...,No} C {0(0),...,0(N)}. Wtedy dla dowolnych
nel

m
m >n = N mamy {o(n+1),...,0(m)} C Nyy41 astad > |lacm)| < e W takim razie szereg
k=n-+1

o0
Y. Go(n) spelia warunek Cauchy’ego, a wiec jest zbiezny.
n=0
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n n
Niech S, := 7 ax, S7 := > ao(k). Niech € > 0 i niech Ny, N beda jak powyzej. Wtedy dla n > N
k=0 k=0

mamy

IS.—szl< S e+ ) Jaxll < 2. O

ke{No+1,...,n} ke{c(0),...,0(n)}\{0,...,No}

o0
Twierdzenie 6.1.8 (Kryterium poréwnawcze).  (a) Jezeli 0 < a, < by, n € Ny, oraz Y b, < +00,

n=0
o0
to > an < +oo.
n=0
o0 &)
(b) Jezeli 0 < a,, < by, n € Ny, oraz Y. a, = +00, to Z b,, = +o0.
n=0
(c) Jezeli an, by, >0, n € Ny, oraz “2+ ”“ dla n > N to ze zbieznosci szeregu (b)), wynika

zbieznosé szeregu (an)22, oraz z mzbzeznoscz szeregu (an)S% oy wynika rozbieznosé szerequ (by)S .

Dowdd. (a) ag+ -+ an <by+ -+ by.
(b) bo+ -+ +bp = ao+ -+ a, — +00.
Mozemy zalozy¢, ze N = 0. Wtedy ¢ = %= L O
() y yé, Yy g

An—1 Gn—2 ao bo

o

Twierdzenie 6.1.9 (Kryterium asymptotyczne). Niech (a,)52, C Ry, (b,)22, C Rso.

(a) Jezeli Z bn < 400 oraz limsup §* < +o0, to Z ap, < +00.

n= 0 n—+00 n=0
(b) Jezeli Z by, = +00 oraz hminf >0, to Z apn, = +00.
n=0 n=0

(c) Jezeli (an)2 g, (bn)5y C Ry oraz 111}_1 32 €(0,+00), to 3 an <400 = 3 by < +o0.
n=0 n=0

Dowdd. (a) Wobec Obserwacji 7 wnioskujemy, ze istnieje M > 0 takie, ze a, < Mb,, n > 1.
Mozemy wiec skorzystaé z kryterlum poréwnawczego.

(b) Wobec Obserwacji , wnioskujemy, ze istnieje M > 0 takie, ze a,, = Mb,, n > 1, i znéow
mozemy skorzystaé z kryterlum porownawczego.

(c) wynika z (a) i (b). O

Twierdzenie 6.1.10 (Kryterium kondensacyjne). Jezeli 0 < apt1 < an, n € Ny, to

oo
Zan < 40 <= ZQ"aQn < 400.
n=0 n=0

Dowdd. Niech S, := Y ag, S/, := Y. 2Fase. Wtedy
k=0 k=0
1 1 / 1 1 2 n n—1
§a1+§Sn:§a1+§(a1+2a2+2 g2 + -+ 2 agn):a1+a2+2a4+4a8+~--+2 aon
<ap+az+ (ag+aq) + (a5 +ag +ar +ag) + -+ (agn-141 + - -+ agn) = San — ag
=a1 + (ag + 0,3) =+ (a4 +as + ag + (17) —+ -4 (a2n71 +agn-141+ -+ azn_l) + agn

<ar+2as +4as+ -+ 2" tagn-1 + 2%agn = Sl O

Cwiczenie 6.1.11. Udowodni¢, ze dla dowolnego p € Ny, jezeli 0 < any1 < an, n € Ny, to

o0 o0
Zan < 400 < Zp"apn < 4o00.
n=0 n=0

Przyklad 6.1.12 (Szereg harmoniczny rzqdu a). Dla a € R mamy Z = < t4oo <= a>1

n=1
Rzeczywiscie, jezeli a < 1, to n—a > -, nelN

MS

Jezeli a > 1, to stosujemy kryterlum kondensacyjne Z 2" )u
n=0 n

(21 a)n
0
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. o0
Cwiczenie 6.1.13. Dla «, 3 € R zbada¢ zbieznosé szeregu

Obserwacja 6.1.14. Korzystajac z Przyktadu [5.6.11{|d), wiemy sie, ze dla dowolnego h > —1 istnieje
0 = 0(h) € (0,1) taka, ze In(1 +h) = h — § {5y Wynika stad, ze 0 < h —In(1 +h) < 3h*, h > 0.
W szczegolnosci,

neInfn"

1 1 1
0<——1n(1+—)<—2, neN
n n 2n
Zatem szereg
= 1
Z(f—ln<1+f>)
n=1
jest zbiezny. Zauwazmy, ze
N
1 2 3 N+1
1(1 7):1 (7.7._._. 7):1 N +1).
;n )= 1 N (N +1)

W szczegdlnosci, ciag

N N
(£ - n0e D) nty!

jest zbiezny do granicy skonczonej zwanej stala Eulera m7 ~0,5772.

Twierdzenie 6.1.15 (Kryterium Cauchy’ego zbieznosci szeregow). Niech o := limsup ¥/||a,|| € [0, o0].
n—-+o0o
Wtedy:

(a) Jezelia < 1, to Y. |lan| < +oo.

n=0

o0
(b) Jezeli a« > 1, to szereg > a, jest rozbiezny (nie jest spetniony warunek konieczny zbieznosci
n=0

szeregow).
(c) Jezeli a = 1, to nic nie wiadomo.

Dowdd. (a) Niech ¢ € («,1). Na podstawie Obserwacji @ mamy V/|la,| < ¢ dlan > N, czyli
lan]l < ¢", n > N,i stosujemy kryterium poréwnawcze.
(b) Niech ¢ € (1,«). Istnieje podciag (ng)g, taki, ze

n

/lan,. |l = q, k € Np, a zatem ||ay,,| =

q"r i 4o00. Nie jest wiec spelniony warunek konieczny zbieznosci szeregdw.
—+00
1 1
() an =+, an = 3. O

Twierdzenie 6.1.16 (Kryterium d’Alemberta ZbieZnoéci szeregow). Niech (a,)22, C E,.

o0
(a) Jezeli limsupuﬁ"i+1H <1, to Y [lan|| < 4o0.
n=0

n——4o0o an ”

o0
(b) Jezeli w > 1 dlan > ng, to szereg Y, a, jest rozbiezny (nie jest spetniony warunek konieczny
" n=0
zbieznosci szeregow).
o]
% > 1, to szereg > ay jest rozbieiny (nie jest spelniony warunek konieczny

(c) Jezeli lim
n—-+00 n=0

zbieznosci szeregow).

Dowdd. (a) Wystarczy zastosowaé Twierdzenie i kryterium Cauchy’ego.
(D) lam|l = |lan, || > 0 dla m > ng.
(¢) wynika z (b). _

(oo}
Przyktad 6.1.17. Dla dowolnego z € C szereg ) 2y jest zbiezny.
n=0

1) Leonhard Euler (1707-1783).
2) Jean d’Alembert (1717-1783).
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Definicja 6.1.18. Definiujemy funkcje eksponens exp : C — C,

oo
ZTL

e =expz =exp(z) := Z— z € C.

n!’
n=0

Funkcja ta jest rozszerzeniem na cale C znanej nam funkcji R > z —— e, co uzasadnia uzycie symbolu

ez

Funkcja exp zostanie szczegotowo omowiona w §[6.7}

Obserwacja 6.1.19. (a) W Twierdzeniu 6.1.16 nie mozna zastqpic hm przez lim sup. Dla przy-

n—-+o0o

. 24+(—1)" ntl 3
ktadu, niech a, := =—7—. Wtedy Z ap < +00, ale limsup “242 = 2 > 1.

= n—-+o0o
(b) Kryterium Cauchy’ego jest 1st0tme mocniejsze niz kryterlum d’Alemberta.
Np. w powyzszym przyktadzie mamy limsup {/a, = % < 1.

n—-+4oo

Oprocz poznanych dotychczas kryteriow zbieznosci szeregéw jest bardzo wiele innych uzytecznych
kryteriow. Na przyktad:

Twierdzenie 6.1.20. Niech (a,)2%, C Rso.

3) Niech (bp)5% g CRsg @ Y, é = +o00. Potézimy K,, := b, aiil —bpy1-

—~

(a) (Kryterium Kummera

n=0
Jezeli K, 2c>0dlan> N, to Zoa,n < 400.
Jezeli K, <0 dlan > N, to Z ap = +00.
(b) (Kryterium Raabego ?Vz'gch R, = (aiil —1).
Jezeli R, > ¢>1dlan > N, to Zoan < +o00.
Jezeli R, <1 dlan > N, to Z ap = +00.
(¢) (Kryterium Bem‘mnda@ ](i/iech B, = (lnn) (n(aii -1)-1).

o0
Jezeli B, > c¢>1dlan> N, to Y ap < +0oo.
n=0

Jezeli B, <c<1ldlan> N, to Y a, =+o0.
n=0

(d) (Kryterium Gaussa ). Przypusémy, zZe 4= - =A+E + 94 oneN, gdzie A\, >0, a cigg (0,)7%
jest ograniczony.

o)
Jezeli A >1 lub (A=14ip>1), to Y, a, < +00.
n=0

Jezeli A <1 lub A=1iu<1), to Y, ap, =+o0.
n=0

Zauwazmy, ze dla b, := 1, n € Ny, kryterium Kummera redukuje sie do kryterium d’Alemberta.

Dowdd. (a) Mozemy zalozyé¢, ze N = 0. W pierwszym przypadku mamy: c(a; + -+ + ant1) < apbp —

o0
a1by + -+ + apbn — @i 1bpt1 = aoby — ang1bpg1 < agbo, a stad Y- ap < Tagby < +o0.
=

—

W drugim przypadku mamy: “2+ > "nil i korzystamy z Twierdzenia [6.1.8(d).

5y
(b) Stosujemy kryterium Kummera dla b,, :=n.

3) Ernst Eduard Kummer (1810-1893).

4) Joseph Ludwig Raabe (1801-1859).

5) Joseph Louis Frangois Bertrand (1822-1900).
6) Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
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(¢) Zastosujemy kryterium Kummera dla b,, := nlnn. Mamy nln n(
An n+1 __ +1 ~
(Inn) (n(an+1 1)—-1) - ln(l +1) =B, —In(1+ )" B,

An41

(d) Mamy liril ot = 7, a stad przypadki, gdy A # 1 Wynlkaﬁ z kryterium d’Alemberta. Dalej

oo an

)= (n+1)n(n+1) =

zaktadamy, ze A = 1. Mamy hI—iI-l n(=%2— — 1) = p, a stad przypadki, gdy p # 1 wynikaja z kryterium

an+1
Raabego. Dalej zaktadamy, ze A = u = 1. Zastosujemy kryterium Bertranda. Mamy B,, = anen — 0.
O

Przyklad 6.1.21. (a) Korzystajac z kryterium Raabego pokazemy, ze Z ol ( ) = 4o00. Zauwazmy, ze
= — 1 (Przyktad (b)) wiec kryterium Cauchy’ego nie rozstrzyga Udowodmmy, ze hm n( “Zil _

1) = lim n(77% — 1) = 4. Istotnie,

n—too ~(1+3)
lim (L — 1)/ = lim (61_% In(1+z) _ 1)/
z—0+ (]. +l’)1/1 r—0+

153
N

I 1( c 1)
im —(——7 —
x—0+ o (1 +{17)1/$

e 1 1
— i 7(71 1+a)— 7)
om0t (14 2)1/e \z2 n(1+2) z(1+ )
Peano ;. € (SL’ B %12 + O(xQ)) B (iC — 2 + O(xQ)) 1
= 1m = —.
a—0+ (1 + z)t/* x2 2

(b) Korzystajac z kryterium Gaussa pokazemy, ze szereg

() (s (Y 1 S (Gt

jest zbiezny dla p > 2 i rozbiezny dla 0 < p < 2. Istotnie,

G :( 2n )P_(l_i)—ppeino p plp+1) 1 +0((1 )

Gn+1 2n—1 - 2n

gdzie ciag (0,)52; jest ograniczony.

Zauwazmy, ze 2t = (22t
an

o +2)p — 1, a wiec kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga.

Twierdzenie 6.1.22 (Twierdzenie Riemanna o tasowaniu szeregu warunkowo zbieznego). Jezeli szereg

o0
rzeczywisty > an jest zbiezny, ale nie jest bezwzglednie zbieiny, to dla dowolnych —oo < a < B < +00
n=0

istnieje bijekcja o : Ng — Ny taka, ze jezeli S), : Z Ao (i), to hm 1nfS =« i limsup S;, = 3.

n—-—+oo
o0
Oznacza to, Ze szereg Y. a, jest warunkowo zbieiny, a nawet wiccej, dla dowolnego x € R istnieje
n=0

bijekcja o : No — Ny taka, ze ) ay) = .
k=0

Dowdd. Mozna zalozyé, ze a, # 0, n € Ny (CwiczeNIE). Ustalmy «, 3 oraz ciagi (o), (8n)3%, C R
takie, ze a, — «, B, — 3, Bo > 0 oraz a,, < By, n € Np.
Niech a)f = max{an,()} a, = max{— an,O} Oczywiscie, |an| = af +a,, a, = a} — a,,. Gdyby
(o)
Z a} < +oo (odp. Z a, < +00), to wtedy Z a, < +oo (odp. Z a < +00), co daje Z |an\ < +oo
n=0

— sprzecznos¢. Wynika stad, ze E al = Z a, = +oo.

Niech A := {n € Ny : a, > 0} = {ko,kl,. .}, gdzie kg < k1 < ..., i analogicznie B := {n €
No :an < 0} = {lo,41,...}, gdzie £y < €1 < .... Oczywiscie AN B = @, AU B = Ny. Szereg > ay,
s=0

&)
(odp. > (—ag,) rozni sie od szeregu Z at (odp. Z ) tylko wyrazami zerowymi, wiec jest réwniez
= n=0 n=0
rozbiezny.
Rozpoczynamy konstrukeje bijekcji o
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Krok 0: Niech pg € Ny bedzie najmniejsza liczba tak@, ze Ty :==ap, +---+ax
bedzie najmniejszy liczby taka, ze Up :=To + ag, + -+ + arg,, < ao.

Krok 1: Niech p; > po bedzie najmniejsza liczba tak%, ze T1 =Uo+ak, ., ++ag, > (1 1 niech
¢1 > qo bedzie najmniejszg liczby taka, ze Uy :=T1 + ag, , + -+ ar, < oa.

Rozbiezno$c¢ szeregdw gwarantuje to, ze procedura moze byé dowolnie kontynuowana.

Teraz definiujemy

(U(O),O’(l),) = (kOa"~7kpo;€O>-'~,£q07kpo+1a~-'7kp17£q0+17-~-,£q17-~-)~

Zauwazmy, ze 0 < Ts — 3 < ay, oraz ap,, < Us —as; < 0. Wynika stad, ze Ty, — 3, Us — a.
W szezegolnosei, lim sup S, > limsup T = (§ oraz liminf S/, < liminf Us = a.

> (g i niech gg € Ny

PO

n—-—+oo s——+00 n—-+00 s—+00
Na koniec wystarczy jeszcze zauwazyé, ze sumy posrednie przy przechodzeniu od Us_; do T leza
pomiedzy Us_1 i Ts, zas sumy posrednie przy przechodzeniu od Ts do Uy leza pomiedzy U, i Ts. (]

Whiosek 6.1.23. Jezeli 1 < d := dimgp F < 400, to szereg Z an jest bezwarunkowo zbiezny wtedy

i tylko wtedy, gdy jest bezwzglednie zbiezny. W szczegdlnosci, szereg liczb zespolonych jest bezwarunkowo
zbiezny wtedy © tylko wtedy, gdy jest bezwzglednie zbiezny.

Dowdd. Implikacja (<) wynika z Twierdzenia Implikacja (=) dla szeregow rzeczywistych (d =
1) wynika z Twierdzenia [6.1.20| Z Twierdzenia [5.11.11| wynika, ze dow6d sprowadza sie do przypadku

E = R4 Jezeli szereg > an = > (an1,---,an,4) jest bezwarunkowo zbiezny, to szeregi Y. a,j, j =
0 0 =0
n= n= d - n
1,...,d, sa bezwarunkowo zbiezne, a stad E llanllt < 32 > lan,j| < +oo. O
n=0 j=1n=0

Twierdzenie* 6.1.24 (Lévy-Steinitz |(7)(%)}). Niech a = (a,)52, C RY bedzie ciggiem takim, ze
lim a, = 0. Zdefiniuymy:

n—oo

X(a) := {x eRe: doNy—N, © O jest bijekcjq, szereg Z Qo (n) Jest 2biezny oraz x = Z ao(n)}.
n=0 n=0

Jesli X(a) # @, to X(a) jest rzeczywistq podprzestrzeniq afiniczng R?.

[ee]
Zauwazmy, ze zbior X(a) jest punktem wtedy i tylko wtedy, gdy szereg > a, jest bezwarunkowo
n=0
(a wiec bezwzglednie) zbiezny.
Prawdziwe jest nastepujace ogélne twierdzenie.

Twierdzenie* 6.1.25. @Niech E bedzie przestrzeniq Banacha. Wowczas E jest skoriczenie wymiarowa

o0

wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciggu (a,)2, C E, jezeli szereg > a,, jest bezwarunkowo zbiezny,
n=0

to jest bezwzglednie zbiezny.

W szczegolnosci, jezeli dim E = oo, to istnieje szereg bezwarunkowo zbiezny, ktory nie jest bezwzgled-
nie zbiezny.

6.2. Iloczyny szeregow
n
Twierdzenie 6.2.1. Niech (a,)22, C R, (b,)22, C E, By, := > br, n € Ng. Wtedy:
k=0
(a) (Kryterium Dirichleta) Jezeli cigg (an)S2,, jest monotoniczny, hIJIrl an = 0 oraz cigg (Bn)22,
n—-1+oo

o0
jest ograniczony, to szereg > apby, jest zbieiny.
n=0

7) Paul Pierre Lévy (1886-1971).

8) Ernst Steinitz (1871-1928).

9) Zob. A. Dvoretzky, C.A. Rogers, Absolute and unconditional convergence in linear normed spaces, Proc. Nat.
Acad. Sci. USA 36 (1950), 192—197.



Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej II, wersja z 21 maja 2021

86 6. Szeregi

(&)
(b) (Kryterium Abela |(*°) ) Jezeli cigg (an)iL, jest monotoniczny i ograniczony oraz szereg ». by
n=0

o0
jest zbiezny, to szereg > anb, jest zbieiny.
n=0

&)
(¢) (Kryterium Leibniza) Jezeli cigg (bn)32, C Rsg jest malejgey, to szereg Y, (—1)"b,, jest zbieiny
n=0

wtedy 1 tylko wtedy gdy lirf b, = 0.

Dowdd. (a) Niech ||B,|| < M, n € Ny. Zdefiniujmy dodatkowo B_; := 0 € E. Zauwazmy, ze

i anbn = f: an(Bn - anl) = in: CLan - i aan,1
n=0 n=0 n=0 n=0

m m—1 m—1
= Z anB, — Z ant1B, = ( Z (an — anH)Bn) + B, *)
n=0 n=0 n=0

Powyzsze przeksztalcenie nosi nazwe transformacji Abela. Poniewaz a,, B,, — 0, wystarczy pokazadé, ze

o0
> @y, — ant1)Bnll < +o0. Istotnie, wobec monotonicznosci ciagu (an, )5, mamy
n=0

m
Z|an_an+1|||BnH <M‘a0_am+1|a m€N07
n=0

a ciag (Mlag — am+1|)5o_g jest oczywiscie ograniczony.
(b) Ciagi (am)y_¢ i (Bm)2_, maja granice, a,, — a, By, — B. Stad a, B, — aB. Teraz
korzystamy z (*) i rozumujemy jak w (a).

(c) Wynika z (a) i warunku koniecznego zbieznosci szeregow. O

Przyklad 6.2.2. (a) Na mocy kryterium Dirichleta szereg > % jest zbiezny dla |z| < 1, z # 1.
n=1

Istotnie, dla |z| < 1 mamy |%| < |2|™, a ostatni szereg to zbiezny szereg geometryczny. Dla z € T\ {1}

n
k| _ |, 1=z2" 2
mamy Ik;Z == <
[e.e] 1"
(b) Na mocy kryterium Leibniza, dla dowolnego o > 0 szereg > (:I—u) jest zbiezny.

n=1

(c) Dla dowolnego « € (0, 1] szereg > (_ni)n jest warunkowo zbiezny.
n=1

Definicja 6.2.3 (Iloczyn Cauchy’ego szeregow). Niech ¢ € L(E, F;G) i niech (a,,)32, C E, (bn)52, C
n (&) (&) (o)

= n=0 n=0 n=0
wzgledem odwzorowania ®. W przypadku, gdy ¢ : Kx F — E, (a,z) — az méwimy po prostu
o iloczynie Cauchy’ego szeregow.
Przyjmujemy nastepujace oznaczenia:

n n n
A, = Zak, B, = Zbk, C, = ch, n € Ny,
k=0 k=0 k=0

[eS) [eS) [eS)
A= lim A, = E an, B:= lim B, = E b, C:= lim C, = E Cn,
n—-+4oo n—-+o0o n——+oo
n=0 n=0 n=0

F,cp:= > ®(ag,bp—k), n € Ny. Szereg > ¢, nazywamy iloczynem Cauchy’ego szeregow > an i Y, by
£=0

oczywiscie przy zalozeniu, ze odpowiednie szeregi sa zbiezne.

[e.e] (oo}
Twierdzenie 6.2.4 (Twierdzenie Mertensa@. (a) Jezeli Y |lan| < 400 oraz szereg Y by, jest
n=0 n=0
o0
zbiezny, to szereg Y. ¢, jest zbieiny oraz C = ®(A, B).

n=0

(10) Niels Abel (1802-1829).
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&) (o) (&)
(b) Jezeli Y |lan|| < +o00 oraz Y ||by] < 400, to Y |len|l < +o0.

n=0 n=0 n=0
Dowdd. (a) Zauwazmy, ze zawsze mozemy zalozy¢, ze |®|| < 1 (CWICZENIE). Niech M > 0 bedzie
takie, ze |Bn| < M, |laoll + -+ + |lan|| < M, n € Ny. Ustalmy ¢ > 0. Niech ng € Ny bedzie takie,
n

ze Y, llax]| < g5 dla n > ng + 1. Niech dalej n; > ng bedzie takie, ze || B, _n, — B|| < ;57 oraz
k=no+1
| A, —All < 557 dlan > ny. Teraz dlan > ny mamy ||C,, —®(A, B)|| < ||Cr —P(An, B)||+||An—All|| B <

|Cr — P(Ay, B)|| + 5. Pozostaje oszacowac pierwszy sktadnik. Zauwazmy, ze
C,, = D(ao, bo) + P(ag, b1) + D(a1,bo) + - - + P(ao, bp) + - -+ + P(an, bo)

= ®(ag,bo + -+ +bp) + P(a1,bo + -+ + bp1) + -+ + B(an—1,b0 + b1) + D(an, bo) = Y _ P(ax, By
k=0

Stad dla n > n; dostajemy:

ICy = B B)| = | 32 8t Bk — B < 3 el Bacs — I
k=0 k=0

n

no
= llalliBacr = Bl + > laxll|Bas — Bl
k=0 k=no+1

ng
<D larllBrno—k—no = Bl + Y llax2M < ZII%H 3

k=0 k=no+1

(b) Na podstawie (a) szereg E Z llak ||||br—k]|| jest zbiezny. Ponadto,

n=0k
Z llenll < N2 ZZ llak [ 1on—kll- O
n=0 n=0k=0
Przyktad 6.2.5. Jezeli oba szeregi iojo anp 1 iojo b, sa tylko zbiezne, to szereg iojo ¢, nie musi by¢ zbiezny.
n= TL
Dla przyktadu: ag = by := 0, a,, = by, = { \1} n € N. Szeregi nZO an 1 Z b, sa zbiezne na podstawie

n—1 _
kryterium Leibniza i nie sa bezwzglednie zbiezne (Przykiad|6.1.12). Mamy |c,| = Y, ——— Z 1=
k=1 V k=1

n—1
o

Obserwacja 6.2.6.  (a) exp(a + b) = exp(a) exp(b) dla dowolnych a,b € C.
Istotnie, korzystamy z iloczynu Cauchy’ego szeregdw. Mamy

exp(a) exp(b ZZ W =) Zn'Z( > kbnfk:z:%(aqu)":exp(aer).

n=0k=0 n=0
(b) exp(0) =1, expz # 0, exp(—z) =L zeC

exp z’

o0
Przyklad 6.2.7. W przypadku p-szeregoéw liczb zespolonych " a;., j = 1,...,p, ich iloczyn Cau-
n=0

o0
chy’ego > ¢, ma postaé

n=0
Cp = g a1,s; " Aps, n € Np.
51,...,5p€NQ
S1+-t+sp=n

o0 o0
Na podstawie Twierdzenia [6.2.4] jezeli Z lajn| < 400, 5 =1,...,p,t0 > || < 400 0raz Y ¢, =

n— n=0 n=0

o0 o0 o0
[T5-1 > ajn- W szczegolnosei, jezeli Z lan| < 400, to (3 an)’ = 3 S ag ---as,, przy
n=0 n=0 n=0 n=0 s1,...,5,€Ng
s1++sp=n
czym ostatni szereg jest zbiezny bezwzglednie.
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6.3. Iloczyny nieskoriczone

Oprocz szeregéow liczb zespolonych rozwazane sa réwniez nieskoriczone iloczyny liczb zespolonych.

oo
Definicja 6.3.1. Niech (a,)%2, C C. Powiemy, ze iloczyn nieskoriczony [] a, jest zbiezny, jezeli dla
n=0
k
pewnego p € Ny ciag iloczynéw czesciowych I, := [] an, k € N, jest zbiezny do granicy skoriczone;j
n=p
i roznej od zera. W szczegdlnosci, musi byé a, # 0, n > p. Oczywiscie, badajac zbieznosé¢ iloczynu

nieskoniczonego, zawsze mozemy przyjacé, ze p = 0. Pelny sens definicji ujawni sie, gdy bedziemy badaé
[ee]

iloczyny funkeyjne x — [] fn(x) (zob. Twierdzenie [6.4.13]).
n=0

Zgodnie z tradycja Wyrazy iloczynu nieskoniczonego zapisujemy w postaci an =1+ ¢,. Méwimy, ze

iloczyn nieskoriczony J : H (1 + c,) jest bezwzglednie zbiezny, jezeli iloczyn H (1 4 |cnl]) jest zbiezny.
n=0 n=0
Tloczyn J nazywamy bezwarunkowo zbieinym, jezeli dla dowolnej bijekcji o : Ng — Nj, iloczyn nie-

skonczony H (1 + co(n)) jest zbiezny i jego wartos¢ nie zalezy od o. Iloczyn zbiezny, ktoéry nie jest

bezwarunkowo zbiezny nazywamy zbieznym warunkowo.

oo}

Przyklad 6.3.2. (a) ]:[2(1 — #) = %
k k
Istotnie, Iy = [] (1 — L) = [] @=lnt) — 13 24 (koD _ kil 1
n=2 n=2
b 1+ 1) jest rozbiezny. Istotnie, I = 1+ 1) = ntl 2.3kt _ B, 4o
n n n 1 2
n=1 n=1 n=1
(c) ]:[2(1 — 1) jest rozbiezmy. Istotnie, I, = _2(1 -4 = 1:[2 nelo 1.2kl ol L

Obserwacja 6.3.3 (Warunek konieczny zbieznosci iloczynu nieskoriczonego). Jezeli iloczyn J jest zbiezny,

to ¢, — 0. Istotnie, 1 4+ ¢, = Il’jl — 1.

Twierdzenie 6.3.4 (Warunek konieczny i dostateczny zbieznosci iloczynu nieskonczonego). Iloczyn J
jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy Veso INeN VasN Vien : [(1 4+ cpy1) - (L +cngr) — 1 e (%)

Dowdd. Jezeli iloczyn jest zbiezny, to ciag (Ix)72 , spelnia warunek Cauchy’ego. Poniewaz Iy — I # 0,
mozemy zalozyé, ze |Ix| = ¢ > 0 dla k > Ny przy pewnym c¢ > 0. Dobierzmy teraz N > Ny takie, ze
i — Il <cedlan > NikeN Weedy [(1+4 cpp1) - (14 cppp) — 1] = Lol coee = o

T
Jezeli warunek (*) zachodz1 to bloracc e = 1 dostajemy 1 < [(1+4 ¢pq1) - -l(f‘—&— cn+k)\ <3,n>=N,
k € N. W szczegolnosci, 3 |1 |<2dlak>ko=N
Ustalmy ¢ > 0. Na postavvle (*) mamy ”*" - | = (14 ans1) (14 cpyr) — 1] < 2 5|I dla
n >N > kyik e N Wynika stad, ze |I,+r — I | < \1 “ <edlan > Nik € N. Oznacza to, ze
ciag (I;)72, spelnia warunek Cauchy’ego. Jebt WIQC zblezny do pewnej granicy skoniczonej I. Pozostaje
pokazaé, ze I # 0, co wynika z oszacowania i 5 < I‘ | dla k& > ko. O

oo
Twierdzenie 6.3.5. Jezeli iloczyn [] (1 + ¢p) jest bezwzglednie zbiezny, to jest zbiezny.

n=0
Dowdd. Skorzystamy z Twierdzenia 4 Wystarczy zauwazyé¢ (CWICZENIE), 7
\(1+cn+l)---<1+cn+k —1 < (A +leapal)---(1 +Icn+k\)—1)- O
Twierdzenie 6.3.6. Niech (¢,,)22; C Ry, 7 € {—1,1}. Wtedy iloczyn [] (1 + 7cy,) jest zbieiny wtedy
n=0

o0 o0
i tylko wtedy, gdy > cn. W szezegdlnosei, dla dowolnego ciggu (cp)2; C C, dloczyn [] (1 + ¢n) jest

n=0 n=0

o0
bezwzglednie zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy > |cn| < +o00.
n=0
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o0
Dowdd. W przypadku 7 = 1 niech Sy, := )" ¢,. Zauwazmy, ze ciag (I)72, jest rosnacy. Mamy Sy, < I,
n=0

co daje implikacje (=>). W druga strone mamy 1+ z < e, 2 > 0, a stad I < e*.

W przypadku, gdy 7 = —1 mozemy zalozyé, ¢, < 1, n € Ng. Mamy 1 — ¢, = 1++" Pozostaje
T—cn
o0 oo _
udowodni¢, ze ¢, < 400 <= > 772 < +00 (CWICZENIE). O
n=0 n=0 "
Twierdzenie 6.3.7. (a) Jezeli iloczyn J jest bezwzglednie zbiezny, to jest bezwarunkowo zbiezny.

oo
(b) Niech (2,)52y C C, z, — 0. Wtedy szereg >, zp jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy iloczyn
n=0
(oo}

e*n jest zbieiny.
n=0

(¢) Niech ()52 C C, ¢, — 0. Witedy iloczyn J jest bezwzglednie zbieiny wtedy i tylko wtedy, gdy
jest bezwarunkowo zbiezny.

Dowdd. (a) Niech ¢ : Ny — Ny bedzie dowolna bijekcja. Na podstawie Twierdzenia i twier-

dzenia o tasowaniu szeregéw, iloczyn [] (1 4 co(n)) jest bezwzglednie zbiezny. Pozostaje wykaza¢ row-

n=0
k
nos¢ wartosci. Niech I} := [] (1 + ¢5(n)) — I’. Chcemy pokazac, ze % — 1. Skracajac podobne
n=0 k
H (1+Cn)
czynniki mamy % = % =: 2t edzie Ay C {0,...,k} i A} C {0(0),...,0(k)}. Pokazemy,
k Cn “k
neA;c

ze Jy — 11 J, — 1. Ustalmy ¢ > 0. Na podstawie Twierdzenia istnieje Vo € N takie, ze

(T A +cn) =1 < (IT (1 +|en])) — 1 < € dla dowolnego zbioru skoriczonego A C Ny,. Dobierzmy
neA neA

N > Ny takie, ze {0,...,No} C {0(0),...,0(N)}. Wtedy dla & > N mamy Ar C {No+1,...,k},

A, C{o(0),...,0(k)}\{0,..., No}. Wynika stad, ze |J, — 1| < e oraz |J, — 1| <edlak > N.

(b) Niech S,, := > zp, I, := ] e*, S := > z,, I := ][] €*, o ile szereg (odp. iloczyn) jest
k=0 k=0 n=0 n=0

o0 o0
zbiezny. Mamy e» = I,, skad natychmiast wynika, ze jezeli szereg 3. z, jest zbiezny, to iloczyn [] e*»

n=0 n=0
jest zbiezny.

Shn

o0
Zalozmy, ze iloczyn [] e*» jest zbiezny. Niech z, = x, + iyn, n € Ng. Mamy |I,,| = eR¢5 czyli

n=0

o0 o0
ReS; = In|l,|. Skad wynika, ze szereg > x, jest zbiezny. Pozostaje wykazaé, ze szereg > y, jest

n=0 n=0

S .
zbiezny. Zauwazmy, ze iloczyn [] €' jest zbiezny do I/|I||(*?).|Problem sprowadza si¢ wigc do przy-
n=0

o0 n
padku z, =0, n € Ny (wtedy |I| = 1). Przypusémy, ze szereg Y y, jest rozbiezny. Niech T, := > yi
n=0 k=0
(Sp = iT},). Z warunku Cauchy’ego wynika, ze istnieje 0 < ¢ < 7/4 takie, ze VienyIm>n © [Tnm| > €,
m
gdzie Ty, =T, — Ty = >, yk. Niech 0 < A < sine. Istnieje ng € Ny takie, ze |y,| <ei|l, —I| <A
k=n-+1
dla n > np. Ustalmy najmniejsze mg > ng takie, ze Ty m,| > €. Zauwazmy, ze € < |Tnyme| < 2¢
(CWICZENIE). Oczywiscie, [T, — Ing| < 2X, a stad |Ln,/In, — 1| < 2, czyli [¢"romo — 1| < 2X. Biorac
pod uwage to, ze € < |Ty.m,| < 2¢, dostajemy |e?Tmo:mo — 1| > 2sine — sprzecznodé.
(c) Implikacja (=) wynika z (). Dla dowodu przeciwnej implikacji Mozemy zalozy¢, ze |c,| < 1/2,
n € Ny. Niech z,, := Logz, = In|l + ¢,| + 1 Arg(l + ¢,), n € Ny @Na podstawie @, jezeli iloczyn
o0

(o) o0
[T +e¢n) = J] e jest bezwarunkowo zbiezny, to szereg . z, jest bezwarunkowo zbiezny, a wiec
n=0 n=0 n=0

(12) W tym miejscu korzystamy w rzeczywistosci z cigglosci zespolonej funkcji eksponens, ktéry to fakt udowodnimy
w niedalekiej przysztosci — zob. Przyktad [6.4.12|(b]).

(13) Dla z € C\ R_ definiujemy logarytm gtéwny Logz wzorem Logz := In|z| 4+ ¢ Arg z. Oczywiscie e
Log(l+z) _
=1

Logz — ..

Zauwazmy, ze funkcja Log jest ciagta (CwiczeNig). Ponadto, lim CWICZENIE).
C3z—0
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o0 &)
bezwzglednie zbiezny (Wniosek [6.1.23). Pozostaje wykazaé, ze jezeli Z |2n| < 400, to Z len| < 400
=0 =0

i skorzystac z Twierdzenia |[6.3.6, Wystarczy pokazac, ze |c,| < C|zy| dla pewnej statej C > 0 przy n > 1,
Log(14+2) — 1. 0O

a to wynika z tego, ze Chm 2

z—0

6.4. Ciagi i szeregi funkcyjne

Definicja 6.4.1. Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Rozwazmy ciag funkcji f,, : X — FE,
n € N. Przypomnijmy, ze:

o Ciag (f,)22 jest zbiezny punktowo do funkcji f : X — E, jezeli f,(x) — f(x) dla dowolnego
x € X. W przypadku, gdy X = {z¢}, pojecie ciagu funkcyjnego redukuje sie do ciagu elementow
przestrzeni E.

o Ciag (fn)22, jest zbiezny jednostajnie do funkcji f (por. Twierdzenie ), jezeli

V5>0 3nUGN vn)ng r€EX ¢ ||fn( ) - f(x)” <e. (T)

Przyjmijmy dodatkowo, ze (X, o) jest przestrzenia metryczna. Mowimy, ze ciag (f,,)52; jest:

o 2biezny lokalnie jednostajnie do funkcji f, jezeli dowolny punkt a € X posiada otoczenie U C X
takie, ze f,|v — f|u jednostajnie;

o zbiezny niemal jednostajnie do funkcji f, jezeli dla dowolnego zbioru zwartego K C X mamy
fnlxk — flx jednostajnie;

Obserwacja 6.4.2. (a) fn — f jednostajnie na X wtedy i tylko wtedy, gdy
lim sup || fn(z) — f(z)]| = 0.
n—00 pex

(b) (fn — [ jednostajnie) = (f,, — f lokalnie jednostajnie) = (f,, — f niemal jednostajnie)
= (fn — f punktowo).

(c) Jezeli X jest przestrzenia zwarta, to zbieznosé jednostajna, lokalnie jednostajna i niemal jedno-
stajna sa réwnowazne.

(d) Jezeli przestrzen X jest lokalnie zwarta (tzn. kazdy punkt a € X posiada otoczenie U C X takie,
ze U jest zbiorem zwartym (np. X C R")), to zbieznoéé¢ lokalnie jednostajna i niemal jednostajna sa
réwnowazne.

Przyktad 6.4.3.  (a) Niech f, : [0,1] — R, fn(2) = 2™, n € N. Wtedy:
e f, — f punktowo, gdzie f(z) := 0, J.e%el? zelo, 1).
1, jezelix=1
o sup{|fn(z) — f(x)] : ® € [0,1]} = sup{z™ : x € [0,1)} = 1; w szczegblnosci, zbieznos¢ nie jest
jednostajna (nie jest rowniez jednostajna na [0,1)).
e Dla dowolnego 6 € (0,1) mamy sup{|f.(z) — f(z)| : © € [0,0]} = 0™; w szczegolnosci, f, — f
lokalnie jednostajnie na [0, 1).
(b) Niech f,, : R — [-1,1], fu(z) := ngffcm n € N. Wtedy:
e f, — 0 punktowo na R.
e fn(n) =1; w szczegdlnosci, ciag nie jest zbiezny jednostajnie
e Dla dowolnego M > 0 mamy sup{|f,(z)| : |z| < M} =
jednostajnie.
(c) Niech f, : R — R, fp(z) :=
e f, — 0 punktowo na R.
o sup{|fn(2)] : x € R} = |fo(£2)| = 3; W szczegolnosci, ciag nie jest zbiezny jednostajnie w zad-
nym otoczeniu zera.

2 + M2 ; W szczegdlnosci, f, — 0 lokalnie

n € N. Wtedy:

1+n2m2 ’

Definicja 6.4.4. Wszystkie pojecia, wprowadzone wyzej dla ciagéw funkcyjnych, przenosza sie na szeregi
o0

funkeyjne Y f,. Dodatkowo, dla szeregdéw funkecyjnych wprowadzamy pojecie zbieznosci bezwzglednej
n=0

o0
jednostajnej, gdy szereg > || fnll jest zbiezny jednostajnie. Mozna tez mowié o zbieznosci bezwzglednej
n=0

lokalnie jednostajnej, czy tez o zbieinosci bezwzglednej niemal jednostajnej
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Dla szeregéw funkcyjnych rozwazamy tez pojecie zbieznosci normalnej na X, gdy
(o)
Zbup{an(x)H cx € X} < 4o0.
n=0

Zgodnie z ogbdlnym wzorcem mozemy tez moéwié o zbieznosci lokalnie normalnej, czy tez o zbieznosci
niemal normalne;.

Twierdzenie [3.3.2] daje nam natychmiast

Twierdzenie 6.4.5 (Warunek Cauchy’ego zbieznosci jednostajnej szeregu). Nastepujgce warunki sq
rownowazne:

o0
(i) szereg funkcyjny > fn jest zbiezny jednostajnie na X ;
n=0

(ii) spetniony jest jednostajny warunek Cauchy’ego, tzn.

V5>0 EInOGN Vm>n>ng zeX * H § fk H B
k=n-+1

Twierdzenie 6.4.6. (a) Szereg zbiezny bezwzglednie jednostajnie (odp. bezwzglednie lokalnie jedno-
stagnie, bezwzglednie niemal jednostajnie) jest zbiezny jednostajnie (odp. lokalnie jednostajnie, niemal
jednostajnie).

(b) (Kryterium Weierstrassa zbieznosci jednostajnej szerequ funkcyjnego) Szereg zbiezny normalnie
(odp. lokalnie normalnie, niemal normalnie) jest zbiezny bezwzglednie jednostajnie (odp. lokalnie jedno-
stajnie, niemal jednostajnie).

Obserwacja 6.4.7.  (a) Niech (f,)%2, C B(X, FE). Zauwazmy, ze jezeli szereg iojo fn jest zbiezny
n=
jednostajnie na X, to f := io fn € B(X,E). Stad:
e (zbieznos¢ jednostajna szeregu io fn na X) <= (zbieznos¢ szeregu io fowB(X,E));
e (zbieznosé bezwzgledna jednostajna szeregu io: fn na X) <= (zbieznos¢ szeregu io: I £l
w B(X,R)); = "

e (zbieznos¢ normalna szeregu > f, na X) <= (zbieznoéé¢ bezwzgledna Z fnw B(X,E)).
n=0

(b) Zalozenie (f,,)2, C B(X, E) nie jest ograniczajace. Jezeli szereg Z fn jest jednostajnie zbiezny,

to z jednostajnego warunku Cauchy’ego (z € = 1) wynika, ze istnieje no E Ny takie, ze || fr(x)] <
x € X, k> ng. Tak wiec fr € B(X,E) dla k > ny.

(c) Powyzsze obserwacje pozwalaja przenosi¢ automatycznie wyniki dotyczace szeregdow elementow
przestrzeni Banacha F na szeregi funkcyjne. Po prostu stosujemy wyniki dotyczace szeregéw o wyrazach
z E do szeregow o wyrazach z B(X, E).

W ten sposob na przyklad dostajemy:
Twierdzenie 6.4.8 (Twierdzenie o tasowaniu szeregdéw bezwzglednie jednostajnie zbieznych). Przypu-

o0
§émy, ze szereq Y, fn jest zbiezny jednostajnie bezwzglednie na X . Niech o : Ng — Ny bedzie dowolng
n=0

o]
bijekcjq. Wtedy szereg 3 fo(n) jest zbiezny jednostajnie bezwzglednie na X (14).
n=0

Przyktad 6.4.9. Szereg

(oo} Zn
Zﬁ, ZEX:(C\T,
n:01 z

(14) Oczywiscie, na podstawie Twierdzenia [6.1.7] mamy Z fon) (@) = Z fn(z), z € X.
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jest zbiezny lokalnie normalnie.
Istotnie dla dowolnego 0 € (0,1) istnieje N € N takie, ze dla n > N mamy

n V4
sup {| =] <0} <20, s

Cwiczenie 6.4.10. Niech g, : [0,1] — R,

2] = %} < 20" (CWICZENIE).

1-1 jezeli 0 <z < 5
gn(x) =2 —L1 4+ 2ty jezeli ?gxgi
1—%, Jezellngxgl,

o0

Zdefiniujmy f,, := gn — gn-1, k € No. Wtedy szereg > f, jest zbiezny bezwzglednie jednostajnie, ale
n=2

nie jest zbiezny normalnie.

o)

Twierdzenie 6.4.11. Zalozmy, ze szereg funkcyjny f = Y. fn jest lokalnie jednostajnie zbieiny.
n=0

Wtedy:

(a) Jezeli dla pewnego a € X mamy f, € C(X,C;a), n €N, to f € C(X,C;a).
(b) Jezeli f, € C(X,C), n €N, to f € C(X,C).

Dowdd. Wystarczy skorzystaé¢ z Twierdzenia O

Przyklad 6.4.12. (a) Suma szeregu i §7 z € C\ T, jest funkcja ciagla.
(b) Funkcja eksponens jest ciagla. "
Zagadnienia dotyczace szeregdw maja swoje odpowiedniki dla iloczynéw funkeyjnych.
'I‘Wlerdzenle 6.4.13. Niech (X, o) bedzie przestrzeniq lokalnie zwartq i mech (frn)22y CC(X,C). Jezeli
szereg Z |fr| jest zbiezny niemal jednostajnie w X, to iloczyn I : H (1 + fn) jest zbiezny niemal

n=0 n=0

jednostajnie w X (w szczegdlnosci, I € C(X,C)).

Dowdd. Na podstawie Twierdzen [6.3.5[1(6.3.6, dla dowolnego =z € X, iloczyn I(x) := H (1+ fu(z))

n=0
jest zbiezny bezwzglednie. Pozostaje wykazac¢, ze I, — I niemal jednostajnie. Ustalmy zbiér zwarty

K C X. Poniewaz Y |fn]| € C(X), zatem istnieje C > 0 takie, ze Z |fn(z)] < C, z € K. Stad dla
n=0

r € K dostajemy |I(z)| < (1 +|fi(z)]) - (1 + | fe(z)]) < el1@)+- +|fk($)| < e¢
k
Mamy I, — In—1 = In_1fn. Stad Iy = Io + >, (In — In—1) = Ip + Z 11 fn. Wystarczy wiec
n=1

n=1

o0
pokazac, ze szereg > |I,_1fn| jest zbiezny jednostajnie na K. Wynika to z oszacowania |I,_1(z) fn(2)]| <
n=1

eC|fu(2)], * € K. O

6.5. Operator odwracania w algebrach Banacha

Definicja 6.5.1. Mowimy, ze (A, || ||) jest algebrg Banacha z jedynka, jezeli:
A jest algebra z jedynka e,
(A, |l |) jest przestrzenia Banacha,
eyl < llzllllyll, =,y € A,
llefl = 1.
Niech O(A) oznacza zbior elementéw odwracalnych algebry A i niech O(4) > x ol e O(4).
Odnotujmy, ze A jest bijekcja; A~1 = A.

Obserwacja 6.5.2.  (a) Niech X # & bedzie zwarta przestrzenia topologiczna i niech A := C(X, K).
Wtedy A z normg Czebyszewa (supremowa) jest algebra Banacha z jedynka. Ponadto, O(A) = {f €
C(X,K): f(z) #0, x € X} oraz A(f) =1/f.
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(b) Niech E # {0} bedzie przestrzenia Banacha nad K i niech A := L(E, FE). Wtedy A z norma
z L(E, E) i sktadaniem jako mnozeniem wewnetrznym jest algebra Banacha z jedynka idg. Ponadto,
O(A) = Isom(E, E) oraz A(L) = L.

(¢) Niech A := LK™, K™) ~ M(n x n;K) ~ K"’ (z norma operatorows z L(K™, K")). Wtedy O(A)
to zbiér macierzy odwracalnych, tzn. O(A) = {L € M(n x n;K) : det L # 0}. Zauwazmy, ze jest to zbior

93

otwarty w M(n x n;K). Ponadto, odwzorowanie O(A) 5 L Lt e O(A) jest homeomorfizmem.
Powyzsza sytuacja (w (c)) nie jest przypadkowa. Mamy bowiem nastepujacy ogolny wynik.
Twierdzenie 6.5.3. Niech A bedzie algebrq Banacha z jedynkq e. Wtedy:
(a) B(e,1) C O(A) oraz (e —x)~t = > a¥, ||z|| < 1, gdzie 2° :=e.
v=0
(b) Ogdlniej, jezeli a € O(A), to B(a,1/||a™ ) € O(A) oraz (a —x)~t = 3 (a7 tz)¥a™ L, ||z| <

v=0
1/[|a=Y||. W szczegdlnosci, O(A) jest otwarty w A.

(¢) Odwzorowanie O(A) > x ol e O(A) jest homeomorfizmem.

Dowdd. (a) Ustalmy = € A, ||z|| < 1. Na wstepie zauwazmy, ze poniewaz ||z”| < ||z||”, v € N, zatem
szereg jest zbiezny do pewnego elementu a. Mamy:

o0 oo oo o0
(efx)a:afxazg x”fE T =e, a(efz):afang a:”fg ' =
v=0 v=0 vr=0 v=0

(b) Niech a € O(A). Ustalmy = € A, ||z|| < 1/|la”!||. Wtedy [[a~'z| < 1. Poniewaz a — z =
a(e — a~1x), wystarczy skorzystaé z (a).
(c) Niech a € O(A), |lz| < 1/|ja™!||. Na podstawie (b) mamy:

1A(a —2) = Ala)ll = (@ —2) 7 —a7 | = | Y (e 2) a M| < Y a1 2] =

v=1

[

—1 ‘
1= fla=t[l
Korzystajac z poprzednich rozwazan tatwo dostajemy nastepujacy wynik.

Twierdzenie 6.5.4. Dla dowolnego Lo € Isom(E, F) i X € L(E, F) takich, ze | X| < 1/||Lg | mamy
oo
Ly — X €Tsom(E,F), (Lo—X)"'=) (Lg'oX) oLy
v=0
W szczegolnosci, zbior Isom(E, F) jest otwarty w L(E, F), a odwzorowanie

Isom(E, F) 5 L+ L™ € Isom(F, E)
jest homeomorfizmem.
6.6. Szeregi potegowe
Niech E bedzie ustalona przestrzenia Banacha nad K.

Definicja 6.6.1. Szeregiem potegowym o Srodku w punkcie a € K nazywamy szereg funkcyjny postaci
o0
Y an(z —a)", )
n=0

gdzie (a,)5, C E, z € K (0° := 1). Oczywiscie wszystkie wlasnosci szeregu (*) mozna odczyta¢ badajac

oo
szereg Y. a,z", czyli zaktadajac, ze a = 0. Tak tez zawsze bedziemy czynié. Liczbe
n=0

1
R=——¢€ 07—|—OO
limsup {/[|an | | |
n—-+oo

nazywamy promieniem zbieinosci szeregu potegowego.

o0
Twierdzenie 6.6.2. Rozwazmy szereg » . apz™.
n=0
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(a) Jezeli R > 0, to dla dowolnego 0 < r < R istniejg 0 € (0,1) oraz M > 0 takie, ze ||an2"| < MO™
dla dowolnego n € N oraz z € K(r).|(*") |
o0

(b) Jezeli R > 0, to szereg »_ anz™ jest zbiezny lokalnie normalnie w K(R).
n=0

(c) Jezeli R> 01 f(z) := ioj anz", z € K(R), to f € C(K(R), E) (Twierdzenie|6.4.11|(b)).
n=0

(d) Jezeli R < 400, to dla z ¢ K(R)NK szereg > a,z" jest rozbieiny.

n=0

o0
(e) R= sup{|z| DY |lanz™| < —1—00} = sup{|z| ssup lapz™|| < —l—oo}.
n=0 n€Ng

oo}
(f) Jezeli0 < R < +00, to o zbieznosci szeregqu Y, anz™ dla € KNOK(R) nic nie mozna powiedzied.
n=0

Dowdd. (a) Dla |z| < r mamy ||a,2"|| < ||an|/r™. Ponadto, hmsup {lanllr™ = £ < 1. Biorac 5 <0 <1

wnioskujemy, ze istnieje N € N takie, ze ||a,|r"™ < 0™ dla n > N Teraz wystarczy tylko wzia¢ M :
max{1, |la,|(r/0)" :n=1,...,N}.

(b) wynika z (a).

(¢) wynika z (b) i Twierdzenia

(d) Poniewaz limsup {/|an2™|| = ‘5 > 1, wystarczy skorzystac z kryterium Cauchy’ego.
n—-+oo

o0
(e) Niech Ry := sup{|z| : >  |lanz"|| < +o0}, Ry := sup{|z| : sup |anz"|| < +o0}. Na podstawie (b))
nen,

n=0

i (d) mamy R = Ry < Rs. Jezeli sup [la,2"| < +oo, to dla dowolnego 6 € (0,1) szereg Z lan (62)™
n&eNp
jest zbiezny, a wiec Ry < R;.

(f) Rozwazmy nastepujace przyktady (R = 1):
o0

e > z": dla dowolnego z € T szereg jest rozbiezny.
& n

° Zl =5 dla dowolnego z € T szereg jest bezwzglednie zbiezny.
e

o0
e > Z-:dlaz =1 szereg jest rozbiezny; dla z € T \ {1} szereg jest zbiezny na mocy kryterium

Dirichleta (Przyklad G22(@)). 0
Obserwacja 6.6.3. Jezeli f(z) := Z a,z", z € K(R) (R>0), to a; = f'(0) := lim M (19).
Istotnie, f(z) iC Z anz" "t = Z an+12", z € K(R)\ {0}. Szereg potegowy Z ap+12" ma ten
sam promien zbiezno$ci: hmiup \/m = hrn sup ( "*{/W) o = hm sup "*{/HaT.l W szcze-
n—-+oo
golnosci, funkcja g(z) = nzoan+1z", z € K(R), jest ciagta. Mamy wiec a3 = ¢g(0) = ,lli%g( z) =
ti £=10)

6.7. Funkcje e?, sinz, cosz, ...

Glownym celem tego podrozdziatu jest formalne zdefiniowanie liczby 7 i funkcji trygonometrycznych.
Przypomnijmy (Definicja [6.1.18]), ze funkcje eksponens exp : C — C definiujmy wzorem

o0 Zn‘

z __ — — N
e =expz =exp(z) := Z ek z € C.

n=0

(15) Uwaga: Tu i dalej, jezeli K = C, to K(a,r), K(r) oznaczaja kola na plaszczyznie. Jezeli za§ K = R to oznaczaja
one przedzialy (a —r,a + 1), (—r,r).

(16) Oczywiscie, jezeli K = R, to f/(0) pokrywa sie ze znang nam pochodna. Jezeli K = C, to jest to co§ nowego —

pochodna zespolona
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Jest to funkcja ciagta. Ponadto, Na podstawie Obserwacji mamy (e*)’(0) = 1.
Definicja 6.7.1. Definiujemy funkcje trygonometryczne (wzory Eulera):

exp(iz) — exp(—iz) cos 2 exp(iz) + exp(—iz)

sinz := - =
21 ’ 2 ’

zeC.

Obserwacja 6.7.2. (a) sin i cos sa funkcjami ciggltymi.
(b) exp(iz) =cosz+isinz, z € C.

(¢) cos0=1,sin0 =0, cos(—z) = cos z, sin(—z) = —sinz, z € C.
d . _ S} ( 1)nz2n+1 _ ( 1)n 2n C

(d) sinz 20 G COSZ = Z e 2 €C.

Istotnie,

sinz = l(i (@2)" i (_Zz)n) _ 1 - 2(iz)2"+1 R (_1)n2,2n+17
2i\ = nl ~ nl 2i &= (2n+ 1)! ~ (2n +1)!

n,2n

1 2 (i)t = (—iz)™ 1 2(iz)*" = (=1)"z
C%Z_z(nz_%n!+z )= 52) (2n)] _n; 2n)!

(e) sin(a+b) = sinacosb+sinbcosa oraz cos(a+b) = cosacosb—sinasinb, a,b € C. W szczegdlnosci,
cos? z +sin? z = 1, z € C (jedynka trygonometryczna).
Istotnie,

sinacosb + sinbcosa = 4 ((e“ —e7 ) (e e ) 4 (e — e ) (e + e_“l))
i
1 o
_ Z(emezb _ efzaefzb) —

Drugi wzor pozostawiamy jako CWICZENIE.
(f) sin(R) C [—1,1], cos(R) C [71 1].
. .. sinz __ . cosz—1 —
(g) Na podstawie Obserwacji mamy IIII%) =1, ll_r% = = 0.

Zauwazmy, ze

1 . )
Z(ez(aer) _ 672(a+b)) — sin(a + b)

22 e (_1)n22n 4 22 24
cos2=1- 2'+T; o) 1+Z 1+$(1+5—2+5—4+ )
16 1 50
- 14— -1+ <o.
+24172— +63

W takim razie, z wtasnosci Darboux funkcji ciagltych wynika, ze funkcja cos musi mieé¢ zero w przedziale
(0,2).

Definicja 6.7.3. 7 :=2inf{x > 0: cosz = 0}.

Obserwacja 6.7.4. (a) 0 <7 <4, cos§ =0.
(b) 0<coszx<ldlal<z<i.
Ustalmy z € (0, 5). Oczyw1sc1e 0 < cosz < 1. Dla uzyskania ostrej nieréwnosci zauwazmy, ze
2 2 6 2

x x x x
cosx—1—§<l—37>—a(l_m)_...<1‘

(c) sing—loraz0<sinx<1dla0<x<f
Ustalmy 2 € (0, §). Oczywiscie sin § € {—1,+1}. Wystarczy pokazac, ze sinz > 0. Mamy

2 5 2

. x x x
smx-x(l—ﬁ>+§<1_ﬁ)+...>0.
(d) cosm=cos2% =cos? T —sin® T = —1,
SIHW*QSIH§COS§:O,
cos(2m) = cos? 7 — sin® 7 = 1,

sin(27) = 2sinmwcosm = 0.
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(e) cos(z+2(k+1)m) = cos(z+2km) cos 2w —sin(z + 2k7) sin 27 = cos(z +2k7), a stad cos(z+2kw) =
oS 2,
sin(z + 2km) =sinz, z € C, k € Z (korzystamy z Obserwacji [6.7.2](¢))).
(f) et = e®(cosy + isiny), z,y € R. W szczegdlnosci, e™ = —1.
(g) et =e* 2€C, keZ.

Istotnie, e* 727 = ?e2™ = ¢2,

Twierdzenie 6.7.5.  (a) Odwzorowanie [0,27) >t V2o et € T jest bijektywne.
(b) exp(C) = C\ {0}.
(c) et =€l = 2L e Z.
(d) Dia x € R funkcje sinx i cosx pokrywajq sie z funkcjami znanymi z trygonometrii.

Dowdd. (a) Wiemy, ze (1,0), (0,1),(—1,0), (0, —1) € &([0, 27)). Ponadto, wiemy, ze

{x+iy) eT:2>0, y>0} =d((0,7)).
Z okresowosci wnioskujemy, ze T C &([0,27)). Pozostaje injektywnosé. Przypusémy, ze &(t') = d(t),
t' < t”. Niech 4t := t" —t', t € (0,5), x +iy = €’ € T (z,y € (0,1)). Mamy e = 1, czyli
1= (x+iy)* = (22 —y? +2izy)? = (2% — y?)? —42?y? + Sizy(2? — y?). Stad 22 = 2, a wiec 22 = y? = %
Ostatecznie dostajemy 1 = (x + iy)* = —1 — sprzecznosé.

(b) Mamy z = |z| - r1- Na podstawie (a) istnieje y € [0,27) takie, ze e = 7 Oczywiscie istnieje

x € R takie, ze €* = |z|. Ostatecznie wiec mamy z = e®(cosy + isiny) = e+,

(c) Niech c:=a—b=a+ . Mamy 1 = e° = e“(cos § + isin ), Stad sin 8 = 0, a wiec, wobec (a),
% € Z. W konsekwencji 1 = e®, skad wynika, ze a = 0.

(d) CWICZENIE. O

Definicja 6.7.6 (Funkcje hiperboliczne). Funkcje hiperboliczne cosh i sinh (zob. Cwiczenie |4.4.23) moga

by¢ rozszerzone na cala plaszczyzne zespolona. Definiujemy:
. . . I z —z
e cosinus hiperboliczny: C > z = % e G
. ) . sinh o2 _o—=
o sinus hiperboliczny: C 5 z &5 c5—eG

e tangens hiperboliczny: C\ {(3 + k)mi: k € Z} > z {8, sinhz o

cosh z

6.8. Przeliczalne rodziny sumowalne

Poznane wczesnie pojecie szeregu bezwarunkowo zbieznego bedziemy chcieli przenies¢ na szeregi

funkcyjne postaci > f;, gdzie I jest dowolnym zbiorem przeliczalnym, X jest dowolnym zbiorem niepu-
=

stym, za$ f; : X — E, i € I, gdzie E jest przestrzenia Banacha nad ciatem K, F # {0}. Oznaczmy przez

F(I) rodzine wszystkich niepustych skoniczonych podzbioréw I. Rozwazmy rodzine funkcji f; : X — FE,

i€ 1. Dla A € F(I) zdefiniujmy fa:= > fi: X — E. Oczywiscie f{;; = fi. Przyjmujemy, ze fg := 0.
icA
Obserwacja 6.8.1.  (a) W przypadku, gdy X = {xo} szereg >_ f; redukuje sie do szeregu elementow
i€l
przestrzeni Banacha F.
(b) Istnieje tez mozliwos¢é badania szeregow Y. fi, gdzie I jest dowolnym zbiorem nieskoriczonym

i€l
(zob. Definicja [6.8.6).

Twierdzenie 6.8.2. Nastepujgce warunki sg rownowazne:
(i) rodzina (f;)icr jest jednostajnie sumowalna na X, tzn. istnieje funkcja fr: X — E taka, Ze

Ves0 3s(e)eF(r) Yaer(n): S(e)ca Veex : [ fa(x) — fr(@)]| <&
(ii) rodzina (f;)ier spetnia jednostajny warunek Cauchy’ego, tzn.
Veso Joe)ern)Vaerm\ce)) Yeex : | fa()]] <&
(iil) rodzina (f;)ier jest jednostajnie bezwarunkowo sumowalna, tzn. dla dowolnej bijekcji o : Ng — T
o0
szereg ) fo(n) jest zbieiny jednostajnie na X i jego suma nie zalezy od o, przy czym tq sumq jest funkcja
=0

frz warunku (i);
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(iv) dla dowolnej bijekcji o : Ng — I szereg Z fo(n) Jest zbiezny jednostajnie na X.
n=0
Obserwacja 6.8.3. (a) Funkcja fr w warunku (i) jest wyznaczona jednoznacznie. Nazywamy ja

sumq rodziny (f;);cr 1 oznaczamy przez fr =Y. f;.
i€l
(b) Jezeli X = {z¢} stowo ,jednostajnie” pomijamy i méwimy o sumowalnej rodzinie elementéw
przestrzeni E.
(¢) Zauwazmy, ze w warunku (i) (odp. (ii)) zbior S(e) (odp. C(g)) moze byé powiekszony bez szkody
dla zachodzenia warunku.

o0
(d) Jednostajna sumowalno$c to nic innego jak jednostajna bezwarunkowa zbieznosc szeregu . fo(n)
n=0

dla pewnej dowolnie ustalonej bijekcji o : Ng — I.
(e) Jezeli rodzina (f;)ier C B(X, E) jest jednostajnie sumowalna na X, to istnieje stata M > 0 taka,
ze |[fa(@)|| < M,z € X, Ae F(I). W szczegdlnoscl, ||fr(z)|| < M, z € X.
Istotnie, dla A € F(I'\ S(1)) mamy | fa(2)ll = [[favs)(@) — fsq) (@) < [[llfavsqy (@) = fr(@)] +
Il fsy(x) = fr(x)|| < 2. Teraz wystarczy przyja¢ M := max{2, | fi||x : i € S(1)}.

Dowdd Twierdzenia[6.8.3 (i) = (ii): Niech C(e) := S(g/2) := S. Wtedy dla A € F(I\S)iz € X

mamy:

[fa(@)l| = [lfaus(2) = fs(@)[| < | faus(@) = fr(@)]| + [ fs(z) = fi(@)] <€
(ii) = (i): Mozemy zalozy¢, ze C(%) ¢ C(n%rl), n € N. Niech s, := fo(1y, n € N. Mamy

1
[sn+k(2) = sn(@)] = [[fo2ono@) @) < — mkeN zeX

Oznacza to, ze ciag funkcji (s,)%2; spelnia jednostajny warunek Cauchy’ego na X. Poniewaz E jest
przestrzenia Banacha, zatem s,, — s jednostajnie na X (dla pewnej funkcji s : X — F). Pokazemy,
ze rodzina (f;);cr jest jednostajnie sumowalna do s.

Z poprzedniej nieréwno$ci wynika, ze [|s,(z) — s(z)|| < +, n € N, z € X. Jezeli teraz A € F(I)
i C(%) C A, to

1 2
1fa(z) = s@)| < lIfa(@) = fo) @) + Ifez) (@) = s@)l < Mfae) @I+ - < = 2 € X.

(i) = (iii): Ustalmy bijekcje o : Ny — I oraz € > 0. Niech Ny € N bedzie takie, ze S(g) C

{c(0),...,0(Ng)} Wtedy dla dowolnego N > Ny mamy S(¢) C {c(0),...,0(N)} =: A, a stad

H S Frto o) - @) = 1fa@) - fr@)l <o, we X,
n=0

Implikacja (iii) = (iv) jest oczywista.

(iv) = (ii): Przypusémy, ze dla pewnego € > 0 warunek (ii) nie zachodzi. Ustalmy dowolne iy €
I. Zbior C(g) := {ig} nie moze by¢ dobry. W takim razie istnieje zbior F'(1) € F(I \ {io}) taki, ze
sup,¢x || fra)(@)]| > . Zbior C(e) := F(1) tez nie moze by¢ dobry. Znajdziemy wiec F'(2) € F(I'\ F(1))
taki, ze sup,cx || fr(2)(z)|| > €. Teraz bierzemy C(e) := F(1) U F(2) i znajdujemy F'(3) € F(I\ (F(1)U
F(2))) taki, ze sup,¢x || fr(3)(z)|| > €. Rozumujac dalej znajdziemy ciag (F'(k))72, parami roztacznych
skoriczonych podzbiorow I taki, ze sup,cx || fru)(z)|| > €, k € N.

Teraz skonstruujemy pewna bijekcje o : Ng — I, ktora bedziemy utozsamiaé z permutacja zbioru
I

Jezeli zbior F(0) := I\ |J F(k) jest skonczony, to na poczatku ustawimy elementy zbioru F(0)
k=1
w dowolnej kolejnosci, potem elementy zbioru F(1) (tez w dowolnej kolejnosci), potem F(2) itd.
N
Niech N(k) := #F(k), k = 0,1,2,.... Zdefiniujmy Sx := ) fo(n). Wtedy Syo)+..+nNGx) —
n=0

SN©O)+-+Nk—1) = fra), k € N, a wiec ciag (Sn)F—, nie spetnia warunku Cauchy’ego; sprzecznosc.

W przypadku gdy zbior F'(0) jest nieskoniczony, ustawiamy jego elementy w ciag i1, 2, . . . , a nastepnie
budujemy permutacje o nastepujaco: stawiamy i1, potem elementy zbioru F (1), potem iz, potem F(2),
itd. Podobnie jak poprzednio, bez trudu widzimy, ze (Sn)37_, nie moze spelnia¢ warunku Cauchy’ego
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bowiem Sy ()44 N (k)+k— SN0+ +N(k—1)+k = fr@), kK € N, awiee (Sy)F_, nie moze spetnia¢ warunku

Cauchy’ego; sprzeczno$c. O

Twierdzenie 6.8.4 (Twierdzenie o grupowaniu wyrazow). Niech I = |J I(j), gdzie I(j) # @ i I(j) N
jeJ

Iky=2dlaj#k [[‘H’ Jezeli rodzina (fi)ic1 jest jednostajnie sumowalna na X, to rodzina (f1(;))jes

jest jednostajnie sumowalna na X Ponadto,

Zfl(j) = f1, czyli Z( Z fi) :Zfi-

jeJ J€J €I(y) el

Odnotujmy, Ze oczywiscie twierdzenie odwrotne nie zachodzi, np. E := R, I = J = N, I(5) =
{25 — 1,25}, fi:= (—=1)". Wtedy fr(;) = 0 dla dowolnego j € N, ale rodzina (f;);en nie jest sumowalna.

Dowdd. Ustalmy ¢ > 0 i niech B(e) := {j € J : I(j) N S(5) # @}, gdzie S(5) € F(I) jest takie,
jak w Twierdzeniu [6.8.2|f]). Poniewaz zbiory I(j), j € J, sa parami rozlaczne mamy B(e) € F(J).
Pokazemy, ze z punktu widzenia rodziny (f7(;));jes zbior B(e) bedzie petni¢ role zbioru S(e), tzn. || fr(z)—
> frg)(@)]] <€, 2z € X, dla dowolnego B € F(J) takiego, ze B(e) C B.

jeB

Ustalmy B i niech N := #B. Dla dowolnego j € J niech D(j) € F(I(j)) bedzie takie, ze
. . €
A€ TUG), DG) C A= () ~ fip@ < o z€X. [®)
Mozemy oczywiscie zalozy¢, ze S(5) N 1(j) C D(j). Niech A:= |J D(j). Zauwazmy, S(5) C A, a wiec

JjEB
|fa(z) — fr(z)|| < §, z € X. Mamy:

[ 1) = X frn@)|| < [£1@) = 3 foi @) + X 1p6) @) = iy @)
j < Irle) — @)l +ef2 2 wEX. O

Twierdzenie 6.8.5 (Twierdzenie o mnozeniu rodzin sumowalnych). Niech @ € L(E, F; G). Niech (f;)icr
bedzie jednostajnie sumowalng rodzing odwzorowarn ograniczonych f; : X — E, i € I, i niech (g;);e. be-
dzie jednostajnie sumowalng rodzing odwzorowarn ograniczonych g; : X — F, j € J. Jezeli co najmniej
jedna z tych rodzin jest bezwzglednie jednostajnie sumowalna, to rodzina (P(fi,9i))a. jyerx.a jest jedno-

stajnie sumowalna oraz Y.  PD(fi,g9;) = P(f1,97). Jezeli obie rodziny sq bezwzglednie jednostajnie
(i,)€Tx T
sumowalne, to rodzina (P(fi, g;)) i, jyerxs jest bezwzglednie jednostajnie sumowalna.

Dowdd. Zatozmy, ze rodzina (g;);cs jest bezwzglednie jednostajnie sumowalna. Pozostaly przypadek
pozostawiamy jako CWICZENIE. Jezeli juz bedziemy wiedzie¢, ze rodzina (D(fi95))i.j)erxs jest jedno-
stajnie sumowalna, to wzor na sume bedzie natychmiast wynikaé¢ z twierdzenia o grupowaniu rodzin
sumowalnych. Istotnie, biorac I(j) := I x {j}, dostajemy

S B(fing) =) (Zé(fi,gj)) = Zé(fiazgj) = B(figs) = P(f1,9.)-
jed

(i,5)€IxT jeJ iel iel jed

Przechodzimy do dowodu jednostajnej sumowalnosci rodziny (P(fig;))(,jyerx.s- Mozemy zalozyc¢, ze

|2 < 1. Wiemy, ze istnieje stala M > 0 taka, ze dla dowolnych A € F(I), B € F(J) mamy:

Ifa(@)]] < M, > |lgj(@)|| < M, x € X. W szczegolnodcl, ||fr(x)|] < M oraz Y, |lgj(z)|| < M,z € X
JjeB

JjeJ
(zob. Obserwacja [6.8.3)(e])).
Wezmy ¢ > 0 i niech zbiory S(e) € F(I), C(e) € F(J) beda takie, ze |fa(z) — fr(z)] <e, z € X, dla
dowolnego A € F(I) takiego, ze S(e) C Aoraz ) |g;(z)] <&, x € X, dla dowolnego B € F(J \ C(¢)).
JEB

Pewne rodziny I(j) moga by¢ skoriczone.

Zauwazmy, ze #J < Ro. Zbiér J moze by¢ skoiiczony.

19) Na podstawie Twierdzenia kazda z rodzin (f’i)iGI(j) jest sumowalna.

Tzn. zbiér D(j) peini wzgledem rodziny (fi);er(;) role zbioru S(5%). W przypadku, gdy rodzina I(j) jest
skoriczona przyjmujemy D(j) := I1(j).
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Niech teraz D € F(I x J) bedzie taki, ze S(¢) x C(e) C D. Dla dowolnego j € J niech D(j) :={i €
I:(i,5) € D}[(*Y)]Mamy
Z ¢(f17g])_¢(f17gJ): Z fzag] Z¢f17gj Zé(fD(j)_ffvgj)

(i,5)€D (i,5)€D jeJ jeJ
(fo :=0). Wynika stad, ze

| 3 etua)-otnan| < X o~ flllgl+ 32 1o — filllg

99

(La)eb jEC® J€0e)
<e Y gl +2M > llgjll < 3Me.
J€EC(e) j¢Ce)

Jezeli obie rodziny sg bezwzglednie jednostajnie sumowalne, to na podstawie pierwszej czesci dowodu
rodzina (|| fi|lllgjll) (i, jyerx.s jest jednostajnie sumowalna, co oznacza, ze rodzina (D(f;, g5)) ¢, j)erx. jest
bezwzglednie jednostajnie sumowalna.

Na koniec rozwazymy przypadek, gdy I jest dowolnym nieskoriczonym zbiorem, niekoniecznie przeli-
czalnym. Niech X i I beda dowolnymi niepustymi zbiorami i niech £ bedzie ustalong przestrzenia Bana-
cha nad K. Tak jak poprzednio, oznaczmy przez F(I) rodzine wszystkich niepustych skonczonych pod-
zbioréw I. Rozwazmy rodzine funkcji f; : X — F, i € I. Tak, jak poprzednio zdefiniujmy fa := Y. f;,

€A

AeJ(I).

Definicja 6.8.6. Powiemy, ze rodzina funkcji (f;)icr jest jednostajnie sumowalna na X, jezeli istnieje
funkcja f; : X — E taka, ze

Ves0 Is(e)=S(e,neF (1) YaeF():sE)ca : Ifalx) — fi(@)]| <&, 2z€X;

(por. Twierdzenie [6.8.2] mo ). Funkcja f; jest wyznaczona jednoznacznie (CWICZENIE). Nazywamy ja sumg

rodziny f i oznaczamy przez Y f;
i€l

Nastepujace twierdzenie pozwala zredukowaé przypadek dowolnego I do przypadku, gdy I jest prze-
liczalny.

Twierdzenie 6.8.7. Jezeli rodzina (f;)icr jest jednostajnie sumowalna na X, to #{i € I : f; Z 0} <N
Dowdd. Dla dowolnego ¢ > 014 € I\ S(e) mamy:

1@ = f1iyuse) (@) = fs) (@) < | fpuse) (@) = f1@)l| + 1 fs@e) (=) = fr(@)]| <26, zeX.
Innymi stowy: {i € I : Jex : || fi(z)]] > 2e} C S(e) dla dowolnego e > 0. W takim razie

{z‘ef:fi;éo}c[js(i). O

6.9. Funkcje analityczne I
Niech {2 C K bedzie otwarty i niech E bedzie przestrzenia Banacha nad K.
Definicja 6.9.1. Powiemy, ze funkcja f : 2 — E jest analityczna na 2 (f € C¥(,E)), jezeli
o0

dla dowolnego a € {2 istnieje szereg potegowy > an(z —a)™, a, € E, n € Ny, o dodatnim promieniu
n=0

o0
zbieznosci taki, ze f(z) = > an(z —a)™ dla z z pewnego otoczenia punktu a.

n=0
W przypadku, gdy 2 C C bedziemy réwnowaznie méwi¢ o funkcji holomorficznej i bedziemy pisaé
feOWE).

Obserwacja 6.9.2.  (a) C¥({2, E) jest przestrzenia wektorows.

(2') Odnotujmy, ze S(c) C D(5) dla j € C(e).
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(b) Przypomnijmy, ze kazdy szereg potegowy jest zbiezny niemal normalnie w swoim kole zbieznosci
(Twierdzenie [6.6.2). W szczegolnosci, C¥ (2, E) C C(§2, E).
o0

(c) Jezeli f € C¥(£2,K), g € C¥(2,E), to fg € C¥(§2, E). Istotnie, jezeli f(z) = > an(z — a)" oraz
=0

9(z) = > bp(z —a)™, z € K(a,r), to korzystajac z iloczynu Cauchy’ego szeregow (Twierdzenie |6.2.4
=0

mamy:

f(z)g Z(Zakbn k)Z—a) z € K(a,r).
n=0 k=0
(d) Funkcja C, 3 2+ 1 jest holomorficzna.
Istotnie, dla a # 0 i dla |z — a| < |a| mamy

1 1 1 zZ—a
ra@**z( )
(e) Jezeli f € O, E), to flonr € CY(2NR, E).

Twierdzenie 6.9.3 (Zasada identycznosci dla funkcji analitycznych). Jezeli f,g € C¥(§2,FE), gdzie
2 C K jest obszarem (tzn. zbiorem otwartym i spdjnym) i f = g na pewnym niepustym zbiorze majgcym
punkt skupienia w §2, to f = g.

Dowdd. Zastepujac f, g przez f—g, 0, sprowadzamy dowdd do przypadku g = 0. Wiemy, ze istnieje punkt
a € §2 oraz ciag (z5)22, C 2\ {a} taki, ze z; — ai f(zs) =0, s € N. Wiemy, ze f(z) = > an(z —a)”,

x € K(a,r) C 2. Oczywiscie, f(a) = ap = 0. Gdyby f £ 0w K(a,r), to dla pewnego p € N mielibysmy
o0 oo
f(z) = > an(z—a)", z € K(a,r), przy czym a, # 0. Wynika stad, ze f(z) = (z—a)? Y an(z—a)" P =
n=p n=p
(z — a)Ph(z) i h(a) = a, # 0. Funkcja h jako dana szeregiem potegowym musi by¢ ciagla w K(a,r).
Poniewaz z5 # a, wnioskujemy, ze h(zs) = 0, s > 1 — sprzecznosé¢. Tak wiec f =0 w K(a,r).
Niech 29 := {20 € 2 : f = 0 w pewnym otoczeniu otwartym punktu zo}. Wiemy, ze 2 # &.
Wprost z definicji wynika, ze {2y jest otwarty. Pierwsza czesé dowodu pokazuje, ze kazdy punkt skupienia
zbioru 29 w {2 nalezy do 2y. Znaczy to, ze 2y jest domkniety w (2. Poniewaz {2 jest spojny, musi by¢

29 = 1. (]
o0

Twierdzenie 6.9.4. Niech (a,,)22, C E i zatdzmy, ze promien zbieinosci R szeregu potegowego Yy, anz"
n=0

jest dodatni. Niech
z) = Zan(z —a)", z€ K(a,R).
Wtedy f € O(K(R), E).
Dowdd. Ustalmy b € K (a, R). Niech 0 < r < R — |b — a] i niech z € K(b,r). Policzmy formalnie:

Zan (z - a)" Zan(z—b+b—a)":ianicgb)an(z_b)sw_a)nS

n=0 n=0 n=0 s=0

Niech I := {(n,s) € N}, n > s} i niech ¢, s = an(7)(z = b)*(b — a)" %, (n,s) € I. Aby powyiszy

rachunek formalny byl poprawny wystarczy (na podstawie twierdzenia o grupowaniu wyrazow w ro-

dzinach sumowalnych), aby rodzina (cp,s)(n,s)er byta sumowalna. Wiemy, ze wystarczy znalez¢ bijekcje
o0

o : Ng — I takg, ze ) |cor)| < +o00. Jako o przyjmijmy nastepujace ustawienie zbioru I w ciag:
k=0

(6070,01’0, C0,15+-+9Cn,0oCny1y-+-5Cnymy - - - ) Wtedy

Z |Cory| = ZZ ||an||< ) z=b°lb—a|""° = Z lanll(|z = 0] + |b—a])™ < +00

n=0 s=0 n=0
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(korzystamy tu z tego, ze |b — al + |z — b| < R). O
Wnhiosek 6.9.5. (a) Kazdy wielomian f : K — E jest funkcjq analityczng na K.

(b) exp,sin, cos, sinh, cosh € O(C).
Twierdzenie 6.9.6 (Twierdzenie o zlozeniu funkcji analitycznych). Niech £2,U C K bedq otwarte i niech
fec¥(,E), ¢ € C*(UK) bedg takie, ze o(U) C 2. Wtedy f o € C¥(U, E).

Obserwacja 6.9.7. W przypadku K = R powyzsze twierdzenie zostanie pdzniej udowodnione innymi

metodami (Twierdzenie [6.11.4)).
Dowdd Twierdzenia[6.9.6. Ustalmy ty € U iniech a := ¢(tg). Aby uproscic¢ zapis, zauwazmy, iz dokonujac

9

stosownych translacji, mozemy zatozy¢, ze tg = 0, a = 01i f(a) = 0 (CWICZENIE). Niech f(2) = 3. a,2"
n=1
(oo} o0
z € K(r) C 2, oraz p(t) = Y. bpt*, t € K(7) C U. Mozemy zatozy¢, ze > |by||t|* < r dlat € K(7).
k=1 k=1
W szezegolnosci, Y- [lan||( 3 |bxl[t]F)" < +o0, t € K (7).
n=1 k=1

Caly problem polega na poprawnosci nastepujacego rachunku formalnego dla t € K(7):

f<¢<t>>=§an(§bktk) Y F b )= Z(Zan S bb )it

n=1 klsGN“Hk n=1 seNn: |s|=k
Aby wykaza¢ poprawnosé¢ tego grupowania wyrazéw wystarczy sprawdzi¢, ze rodzina

k
(anbsl bs"t )k,nEN, n<k, seN": |s|=k

jest sumowalna. Tak jest, bowiem (por. metoda dowodu Twierdzenia [6.9.4)):

co k 0o 00
n
SN lanber b <D anll (3 i) < oo O
k=1n=1seN": |s|=k n=1 k=1
Whiosek 6.9.8. Niech f,g € C¥(2,K), M := g=1(0). Wtedy % € C¥(2\ M,K). W szczegdlnosci:
o funkcje wymierne sqg analityczne,
o funkcje tg, ctg, tgh sq holomorficzne.

Dowdd. Korzystajac z analitycznosci funkcji z — % iz Twierdzenia wnioskujemy, ze % eCY(N2\
M, K). Teraz wystarczy juz tylko skorzystaé¢ z analitycznosei iloczynu funkeji analitycznych. ]

Twierdzenie 6.9.9 (Twierdzenie o funkcji odwrotnej do funkeji analitycznej). Niech 2,U C K bedg

otwarte i niech f : 2 — U bedzie bijekcjq taka, ze f € C¥(§2). Przypusémy, ze dla pewnego a € (2

mamy f(z) = Y, an(z —a)", z € K(a,r) C §2, przy czym ay # 0. Niech a := g(tg). Wtedy funkcja
n=0

g := f~! jest analityczna w otoczeniu t.

Caly czas pamietajmy o bijekcji R 3 z — 23

analityczne.

€ R, dla ktorej odwzorowanie odwrotne nie jest

Obserwacja 6.9.10. W przypadku K = R powyzZsze twierdzenie zostanie p6zniej udowodnione innymi

metodami (Twierdzenie [6.11.5)).

Dowdéd Twierdzenial6.9.9 Bez szkody dla ogélnosci, po stosownych translacjach, mozemy zalozyé, ze
a =0 =ty (stad ap = 0). Zastepujac funkcje f funkcja 2z — f(Z), mozemy zalozy¢, ze a1 = 1.

oo
Zmieniajac znak przy wspolezynnikach a,, n > 2, mozemy zalozyé, ze f(z) =2z — > anz™ =: > ¢p2™.
o =

Przypusémy, ze g(t) = > bpt™, t € K(7). Mamy f(g(t)) =t, € K(7). A stad:
n=1

t_ch(Z S by b )

k=1seNn: |s|=k k=1

(5 5, )
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k
czyli by =1 oraz > epbs, - bs, =0 dla k > 2. Zapiszmy ostatnie rownanie w innej postaci:
n=1seNn: |s|=k

k
b= Y. anbs by, = Pulag,...,ak,b1,.. . be1), k=23,

n=2seN": |s|=k

co daje rekurencyjny wzor na wspotczynniki by, k > 2. Zauwazmy, ze wspotczynniki wielomianu Py sa
naturalne oraz, ze by = Py(ag,...,ar,b1,...,bp—1) 2 0dlaa, >0,n > 2.

Umiemy wiec wyznaczy¢ formalnie wspotezynniki szeregu funkcji g. Pozostaje sprawdzié¢, ze szereg
ten jest zbiezny w pewnym otoczeniu zera. Zastosujemy metode majoranty analitycznej.

Ustalmy C' > 1 takie, ze |a,| < C™, n € N (por. Twierdzenie iniech F(z) :=2-) 7 ,C"2" =
z— €2 12| < 1/C. Mamy F(0) = 0. Réwnanie F(z) = t, tzn. (C% + C)22 — (1 + Ct)z +t = 0 ma dla

1-Cz?
14+Ct)—/(1+Ct)2—4t(C2+C L >
= 9 é@;_ﬁm (©+0) takie, ze G(0) = 0. Przypusémy

matych [t| jednoznaczne rozwiazanie G(t)
o0

na chwile, ze wiemy, ze G jest analityczna, G(t) = Bit + > Bpt", [t| < 7. Powtarzajac poprzednie
n=2

formalne rozumowanie, mamy B = 1 oraz

k
B.=Y Y "B, -B,, =Pl(C?...,C*Bi,....Bi1), k=23,...,
n=2seN": |s|=k

o0
przy czym By, > 0 oraz |by| < By, k > 2. W konsekwencji, szereg z— > by.t* jest zbiezny dla [t| < 7. Wra-
k=2

4t(C2+0)
(1+Ct)(1— 1— (1+Ct)2>

camy do problemu analitycznosci G. Zapiszmy G(t) = 5CT0) . Pamietajac o twierdzeniu

o sktadaniu funkcji analitycznych, wnioskujemy, ze problem lezy w pokazaniu, ze funkcja u — /1 + u
jest analityczna w otoczeniu u = 0. Przypadek K = R znamy (Przyktad 5.6.11@).

© 1 nfi /L
Pokazemy, ze v/T+u = Y (2)u" dla u € K(1). Istotnie, wiemy, ze lim 1/ |(72l)f =1 (Przyklad
n=0

n—-+4oo

oo 1
2.4.3((d)). W szczegolnosci, szereg potegowy > (2)u™ jest zbiezny w kole K (1).
n=0

Pozostaje wykazaé, ze Xn: ( )(n%k) _ 1, jezelin <

<1
k=0 0, jezelin>2

Chu~Vandermonde’a|(**)(**) |
Z(Z)(nﬁk):<a—£ﬁ>7 a7ﬁ€C7nGN0. (*)

k=0

. Wynika to natychmiast z identycznosci

I

L

jezeli n
0, jezelin

W naszym przypadku a = g = %, a wiec Zn: (%)(n%k) = (}l) = { i ;
k=0 =

W przypadku, gdy o, 3 € N powyzsza identycznosé (*) jest elementarna (CWICZENIE). W przypadku

ogélnym niech
W(a,B) :== (Zn: (Z) (n€k>) - (a:;ﬂ), o,feC.

k=0

Wiemy, ze W(a,3) = 0 dla «, 8 € N. Dla dowolnego o € N funkcja W{a,-) jest wielomianem jednej
zmiennej, ktory zeruje sie na N. W takim razie W(«, 3) = 0 dla (a, 8) € N x C. Dla dowolnego 8 € C
funkecja W (-, 8) jest wielomianem jednej zmiennej, ktory zeruje sie na N. Stad W(«, 8) =0 dla (o, 8) €
c2. O

22) Chu Shih—chieh (1260-1320).

23) Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796).
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6.10. Rézniczkowanie szeregu wyraz po wyrazie

Twierdzenie 6.10.1 (Twierdzenie o rézniczkowaniu szeregu wyraz po wyrazie). Niech P C R bedzie
przedziatem ograniczonym nieredukujgcym sie do punktu, k € N i niech f, € D*(P,E), n € N. Zatdzmy,
ze: ©
o szereg gr = . fn  Jest zbiezny jednostajnie na P,
=1

e istniejg punkty cq,...,ck_1 € P takie, ze szereg Z f (cj) jest zbiezny.

n=1
Wtedy:
e szereg gj : Z f jest zbiezny jednostajnie na P, j =0,...,k—1,

n=1

e go€ D¥(PE),
° (J)_gj,czylz(zlf)(]) an ,i=1,...k.
Dowod. Wystarczy skorzystaé z Twierdzenia O

Korzystajac z metody dowodu Twierdzenia tatwo wykaza¢ (CWICZENIE) nastepujace

Twierdzenie 6.10.2 (Twierdzenie o roézniczkowaniu rodziny sumowalnej wyraz po wyrazie). Niech
P C R bedzie ograniczonym przedziatem nieredukujgcym sie do punktu, k € N i niech f; € D*(P, E),
1€ 1. Zatézimy, ze:

e szereg rodzina (fi(k))ie] jest jednostagnie sumowalna na P i gy := fl.(

icl
e istniejg punkty cq,...,cr_1 € P takie, ze rodzina (fi(])(Cj))ieI jest sumowalna.
Wtedy: _ _
e rodzina (fi(j))ig jest jednostajnie sumowalna na P, gj := > fi(]), 7=0,...,k—1,

=
e gy <€ DF(PE), _
L4 (])*gjy CZylZ(ZfZ)(j):Zfl(J),]:].,,]{3
i€l i€l
6.11. Funkcje analityczne II

o0
Niech Y a,z™ bedzie szeregiem potegowym o wspolezynnikach z przestrzeni Banacha E nad R
n=0
i niech R oznacza jego promien zbieznosci (zob. podrozdzial .

Twierdzenie 6.11.1. Zalézmy, e R > 0 i niech f(x) := > ana™, x € (—R,R) =: P. Wtedy:
n=0

(oo}
(a) dla dowolnego k € N, promien zbieznosci szeregu > k'(g) anx™* jest rowny R,
n=k

b) f¥)(z) = Zkk'() "k xeP,

(b) f
(c) feC>=(PE),

(d) Qg krf(k)( ) kGNO;

(e) dla dowolnego 0 < r < R istniejg C, 0 > 0 takie, ze

1 C
L @< S ke,
|z|<r :Q

o0
Dowdd. (a) Szereg > k'(:) a,z" % powstaje przez k-krotne zrézniczkowanie wyraz po wyrazie. Wystar-

n=~k
oo o0
czy wiec zbadaé przypadek k = 1, czyli szereg > na,z" ' = > (n + 1)a, 12" Mamy
n=1 n=0

n+1)/n

mW¢m|%mmW¢wamm = &

n—o0
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(b) Z (a) wynika, Ze szereg Z k'( )anx"’k jest zbiezny lokalnie normalnie w P. Teraz wystarczy

zastosowac twierdzenie o rozmczkowamu szeregu wyraz po wyrazie.
(¢) i (d) wynika z (b).
(e) Zdefiniujmy

1 .
n=0

Na podstawie dotychczasowego dowodu wiemy, ze:

e S )

n=~k
Ustalmy 0 < r < s < R i niech M := sup{||a,||s™ : n € Ng}. Wobec (b), dla |z| < r mamy:

1F® ()] = H i k! (Z) anxn_kH < 2’“‘ (Z) %T"‘k

n=~k

o) M
M n\ /r\r»~*k M r M k! -z
- ’fz_;k'(k> 5 =G =S ao o e u

Whniosek 6.11.2. Niech {2 € top R.
(a) C¥(2,E) CC>®(,E).
(b) fECY(,FE)= [ eC“(,E).

Twierdzenie 6.11.3. Niech 2 € topR i niech f € C*({2, E). Wtedy

c

1
= sup || f (@) < .

feC(2,E) <= Vkcca Io>0 Fo>0 Vren, : o
creK 0

Dowdd. (<=): Niech a € {2 i niech [a — r,a + 7] C §2. Niech C i g beda takie, jak w warunku dla
K :=[a—r,a+r]. Bez trudu widzimy, ze promien zbieznosci szeregu Taylora T, f musi by¢ co najmniej
0. Dalej, korzystajac ze wzoru Taylora dla D"*!, dla |x — a| < min{r, o} mamy:

k
[#@) =3 2@ — )| = IRe(f 0,2
n=0

— 0.
k—-oc0

(k+1) k4t

su +

< p|§7a|<7‘Hf (é)” |a:—a|k+1 < C(‘ZE a\)
(k+1)! 0

(=): Rozumujemy lokalnie. Wystarczy wykorzysta¢ Twierdzenie [6.11.1)(e]). O

Twierdzenie [6.11.3] pozwala w przypadku K = R w latwy sposob udowodni¢ twierdzenia o sktadaniu
i odwracaniu odwzorowaii analitycznych (zob. Twierdzenia i .

Twierdzenie 6.11.4 (Twierdzenie o sktadaniu funkeji analitycznych dla K = R). Niech P, Q C R bedg
przedziatami otwartymi. Jezeli f € C¥(P, E), ¢ € C¥(Q,R) oraz ¢(Q) C P, to foyp € C¥(Q).

Dowdd. Oczywiscie f o ¢ € C®(Q,F). Niech K CC Q. Poniewaz, ¢ i f sa analityczne, zatem na
podstawie Twierdzenia [6.11.3]istnieja stale C' > 1, 0 < p < 1 takie, ze
1 c 1 B
sup <—, — sup |f® , keNp.
papleOI< T g s 1Y@
Teraz skorzystamy z Twierdzenia [5.6.12]

Rl o9 00 = up | Py gl o (£0) (2T

< Z a1+ +O!zk) Qal—g.ﬂ% (%)al(%)ak

aclly




Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej II, wersja z 21 maja 2021

6.11. Funkcje analityczne II 105
(a1 —|— —|—ak) Crertotan O rCNFE C/2
= kz ! (g) <?2 (Z) :(@i)k’
a€clly 2
gdzie ostatnia nieréwno$¢ wynika z nastepujacego wzoru:
Z (011 —l—--~+01k)! — k-1
actl, al'...ak!
Dla dowodu tego wzoru, niech
1 1 -
- - — -1 ™ (1)(z —1)" —1<1
o) = = g = X 1 = W1 et <
plt):= 1 = Zt” =3 e <.
n= 0
Wtedy
1 n—1;n 1 (n) n 1
et = 3= =1 —Z ek —tz (26" _1+22 t —;) (fop)™ O, It <3

Teraz, korzystajac ze wzoru na pochodnad zlozema7 dostaJemy

(a1+...+ak)(1) (@)“1 o ((p(k) (0))%

_ 1 1
2= gUea o= 3 S I

|
aclly ke

- |
-y el o
aem, MK
Twierdzenie 6.11.5 (Twierdzenie o funkcji odwrotnej do funkcji analitycznej dla K = R). Niech U,V C
R bedg przedziatami otwartymi i niech f : U — V bedzie bijekcjq klasy C¥(U). Wtedy jezeli f'(a) # 0
dla pewnego a € U, to funkcja g := f~1 jest klasy C* w pewnym otoczeniu punktu b := f(a).

Dowdd. |(**) |Mozemy zalozy¢, ze f'(z) # 0 dla x € U. Skorzystamy z Twierdzenia 3l Ustalmy

K CcC V. Wiemy, ze g € C=(V) (TW1erdzen1e . Na podstawie Obserwacji “@ oraz Tw1erdzen1a
wnioskujemy, ze h := % € C¥(U). Istnieja wiec stale C, o > 0 takie, ze

1 s C
S sup [/ (g(y))| < =, s € No. (1)
S yeK 0
Teraz udowodnimy indukcyjnie, ze
1 C
® ) < =2, keN,.
TSP 19" (y)| < -1 FENo (1)

gdzie

1 Lel oyl
Cp = (20)’“(—1)’“—1(2) :(2C)k(—1)k—12(2 2 k!(Q FD

Zauwazmy, ze k]lI_"I_l YO, = 2C (CWICZENIE), a wiec (}) zakoriczy dowod.

Poniewaz, ¢’ = h o g, przypadek k& = 1 wynika natychmiast z (1) (z s = 0). Teraz k ~ k + 1.
Korzystamy z Twierdzenia

 sup |(ho ) ()|

1 1 gy g (y)yor
= ploatetak)
il 2 e () ()
a€lly
1 (a1 + -+ ayg)! C C1 ot Cp \ %
< E R
S k+1 agl--ray!l it tan (91—1) (Qk_l)

(24) Zob. S. G. Krantz, H. R. Parks, A primer of real analytic functions, Birkhauser, 2002.
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C ]. (0[1 -|— . + ak)‘ 1 -1 (1> @y & 1 (1) ag
=% 20 (-1 2 20k (=1 2
FEAT 2l (o ()™ (o1 (2))
B (20)k+1 (_1)k Z (_1)a1+...+ak (al NI Oék)! % aq . % oy
B Qk 2(k‘—|—1) paret al!"'ak! 1 k
o k
) O (-1 3\ _ Cin
BRI VI Rl

gdzie (*) wynika ze wzoru

Z(71)a1+”'+°‘"(al+~~~+04k)!% e k:2(k+1) 2 ).
- ap 1 k k+1

a€clly

Powyzszy wzor udowodnimy korzystajac ponownie z Twierdzenia [5.6.12] dla funkcji

flz):= 1ix = Zm" = Z / n'(o)x", z € (—1,1),
n=0 n=0 :
oy =1-vi=gi=-3 ()2 =2 O te Ly ()
n=1 n=0
Niech A := f o . Mamy .
h(t) = f(e(t) = i (1),
a stad
e () 2 )2 = o) = 0
k! 1t ta "(0)\ @1 B (0)\ ar
= ; 4a1!--~ak!f( oot )(0)(<P1(!)) (@ k!( ))
(Oé ++Oé)' 1 1\t 1 ag
- A (e (- (o)
1)t (g e )] I\ 1\ @k
g S (L ()

Whiosek 6.11.6. log, € C¥(Rsq) (a > 0, a # 1), arcsin € C¥((—1,1)), arccos € C¥((—1,1)), arctg €
C¥(R), arcctg € C¥(R).

6.12. Szereg Taylora

Definicja 6.12.1. Niech P C R bedzie przedzialem otwartym, a € P. Niech E bedzie przestrzenia

Banacha nad R i niech f € () D"(P, E;a). Wtedy definiujemy szereg Taylora funkcji f w punkcie a
neN
jako szereg potegowy postaci
o0

(L)) =3 2P (@)~ a)"

n=0

Obserwacja 6.12.2.  (a) (CwWICZENIE*) Istnieje funkcja f : (—1,1) — R taka, ze:
e dla dowolnego n € N istnieje otwarte otoczenie zera U, takie, ze f|y, € C™(U,),
e nie istnieje otwarte otoczenie zera U takie, ze f|y € C(U).
(b) Promieni zbieznosci szeregu Taylora nie musi byé¢ dodatni (zob. Twierdzenie Borela @,
ani tez, jezeli jest dodatni, to wcale nie musi zachodzi¢ rownosé T, f = f w jakims otoczeniu punktu a.
Klasyczny przyktad to: f(z) :=0dlaz < 01 f(z) :=exp(—1/x) dlaz > 0, a := 0. Wtedy f € C>(R)
iTof =0 (por. Obserwacja )

25) korzystamy tu z rozwinigcia (1 + t)* = ZO:O (z)t"7 te (—%, %), o € R (Przyktad [5.6.11)(d)).
26) Emile Borel (1871-1956).
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&)
(c) Jezeli f(z) = Z anx™, |x| < R, jak w Twierdzeniu[6.11.1] to Tp f(z) = > anaz™. W szczegdlnosci,

jezeli f € C¥(02,E) (.Q € topR), to dla dowolnego punktu a € 2 mamy T, f(z) = f(x) dla x z pewnego
otoczenia punktu a.

Twierdzenie 6.12.3 (Borel). Dia dowolnego ciggu (a,)2>, C E istnieje funkcja f € C°(R, E) taka, zZe
Tof(x) = > anz™, czyli %f(")(O) = an, n € Nyg.
n=0

Dowdd. Zasadniczym etapem dowodu bedzie pokazanie, ze dla dowolnego NV € Ny istnieje funkcja gy €
C*(R, E) taka, ze gy = 0 w pewnym otoczeniu zera oraz

Zsup l(an1a™ ! = gn) P @) < g5 (+)

n— OIE
Przypusémy, ze () zachodzi. Wtedy definiujemy

f(z) :=ap+ Z (anp12V T —gn(2)), =z €R.
N=0
Warunek (1) gwarantuje, ze dla dowolnego k € N szereg Z (an 412Vt — gn)®) jest normalnie zbiezny
—k

w R. Stad, wobec TW1erdzen1am 6.10.1] funkcja f jest poprawme zdefiniowana, f € C*°(R, F) oraz

o0 o0

F™(0) = (anp12V T — gn)™(0) = (ans12VNTHM™(0) = nla,, neN,
N=0 N=0
co zakonczy dowdd.

Przystepujemy do realizacji (T). Niech ¢ € C*(R, [0, 1]), p(z) =0dla|z| < 1/2, p(x) = 1dla|z| > 1
Niech C,, := sup{|¢™ ()| : x € R}, n € Ny. Zauwazmy, ze Cy = 1 oraz C,, < +o0, n € N. Polozmy

he(z) —<p< ) NFL 2 eR, e >0.
Wtedy dla 0 < € < 1 mamy

Zsum NHL_p) (@) = Y sup

(n)
208 > s |« (1-4(2)))
> (2)er (o)
> s _ z;: Z) (N;— 1)3!xN+1—SgS n@(n s)(iﬂ) n (N: 1>n!xN+1_n (1 _ 90(%))‘
EEOC e
< Z€N+1n(§ (:) <N: 1>S!On—s) 2 (2 ( > <N+ 1) S!Cn—s) = econst(N).

Teraz jako gy wystarczy wzia¢ an41he ze stosownie matym e. (|







ROZDZIAL 7

Calka

7.1. Calka Riemanna
Ustalamy przedzial P := [a,b] C R, a < b. Niech |P| :=b — a.

Definicja 7.1.1. Podziatem przedzialu P nazywamy dowolny ciag punktow m = (xq,..., &), gdzie
a=1x9 <1 < - < Ty =b (m € N). Srednicg podziatu ™ = (g, ..., T, ) nazywamy liczbe diam 7 :=
max{z; —xj_1:j=1,...,m}.

Ciag (m)52, podzialéw przedzialu P nazywamy normalnym, jezeli diamm, — 0.

Niech 7 = (zg,...,Zm), ©" = (z[,...,z,) beda podzialami P. Powiemy, ze 7’ jest wpzsany w 7 lub
tez, ze ' jest zageszczeniem m, jezeli {xo,...,Tm} C {x}, ..., 2, }. W tej sytuacji piszemy 7’ < 7.

Obserwacja 7.1.2. (a) Relacja < jest przechodnia.
(b) Dla dowolnych podziatow w1, mo przedziatu P istnieje podzial 7 taki, ze 7 < 7m;, j = 1,2; 7 jest
wspolnym zageszczeniem podziatow my i .

Definicja 7.1.3. Niech f : P — R bedzie dowolna funkcja ograniczona. Dla dowolnego przedziatu
Q :=[p,q] C P zdefiniujmy m(f, Q) := inf f(Q), M(f, Q) := sup f(Q).

Dla dowolnego podziatu m = (o, ..., 2, ) przedzialu P polozmy:
Zm Folwimnz)) (@ — i), U(fm) =Y M(f, [zjo1,25]) (5 — 25-1).
j=1

Czasami, dla uproszczenia zapisu, bedziemy pisa¢ m;(f) := m(f, [xj_1,x;]), M;(f) := M(f,[x;-1, z;]),
Azxj:=z;—xj_1,j=1,...,m. Liczbe L(f, ) nazywamy sumgq aproksymacyjng dolng dla funkcji f przy
podziale . Analogicznie, U (f, ) nazywamy sumq aproksymacyjng gorng. Sumy te nazywamy o sumami
Darboux. Zauwazmy, ze m(f, P)(b —a) < L(f,m) < U(f,7) < M(f, P)(b— a). Niech

/ /f = sup L(f,7) / /*bf inf U (f. ),

gdzie supremum i infimum bierzemy po wszystkich podziatach P. Liczbe f* p | nazywamy catkq dolng
z funkcji f. Analogicznie, liczbe [ ; nazywamy catkq gorng. Powiemy, ze funkcja f jest catkowalna w sensie
Riemanna na przedziale P (f € R(P,R) = R(P)), jezeli [, f = f; f. Wtedy wsp6lng wartosé tych calek
oznaczamy przez fP f( = f; f) i nazywamy catkq Riemanna z funkcji f po przedziale P.

Dla funkcji ograniczonych f = u + iv : P — C moéwimy, ze f jest catkowalna w sensie Riemanna

(f € R(P,C)), jezeli u,v € R(P). Wtedy przyjmujemy [, f = fbf = [pu+ifpv.
Obserwacja 7.1.4. Zauwazmy, ze M (f,Q)—m(f,Q) = sup (f(@)—=f(@") = sup |f(a")—f(z")]
€Q

x/,x! z' x!"eqQ
W szczegolnoscei,

U(fm) —Lm = sw  |f@) = f@")])Aa,.

j=1 x'w' €z _1,25]

Przyktad 7.1.5. (a) Kazda funkcja stata ¢ € C jest calkowalna w sensie Riemanna i [}, ¢ = ¢|P|.
(b) Niech f := xpno,r @b@dzie funkcja Dirichleta. Wtedy L(f,7) = 0 oraz U(f,7m) = |P| dla
dowolnego podziatu «. Tak wiec [, f =0 oraz [, f = |P|, czyli f ¢ R(P).

Obserwacja 7.1.6 (Wlasnosci catki Riemanna I). Niech f,g: P — R, 9,4 : P — C beda ograniczone
i niech 7, my, 3 beda podziatami przedziatu P.

(1) Przypomnijmy, ze x 4, p oznacza funkcj¢ charakterystyczng zbioru A C P.

109
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(a) Dla dowolnego ¢ € R mamy L(f + ¢, m) = L(f,7) + c|P|, U(f + ¢,m) = U(f,7) + ¢|P|. W konse-

kwencji,
| [ara=([ syrearl [ro=([ 1) +er.

W szczegoélnosci, dla dowolnego ¢ € C,

p e R(P,C) <= ¢+ ceR(P,C) oraz /(cp—i—c):/(p—i—/c
P P P

(b) Jezeli f < g, to L(f,m) < L(g,7), U(f,m) < Ul(g,m). Stad [, f < [,pg1 [pf < [p*. Jezeli
ponadto f,g € R(P), to [, f < [pg (monotonicznosé catki).
(¢) L(—f, ) = —U(f, 7). W szczegolnosci,
hd f*P fP f’
o chfR(P(C)<:> —p € R(P,C) oraz [,(—¢) =— [p .
o 9eR(P,C) <= peR(P,C)oraz [, = fpap
(d) Jezeli m1 < 72, to L(f,m1) = L(f,m2), U(f,m) < U(f,m2). W szczegdlnosci,
o L(f,m) < U(f,m) dla dowolnych 71, 7y (wystarczy wykorzystaé¢ poprzednie nieréwnosci dla m
i, gdzie 7 jest wspdlnym zageszczeniem podziatéw mq 1 ma),
f*P f < fP f
Istotnie, niech mo = (o, . . ., ). Wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy m1 = (zo, ..., Tk—1, Th, Ths- - - »
T ). Wtedy

k—1 m
L(f,m2) :ij(f)ij—&—mk(f)Aack—i— Z m;(f)Az;
j=1

j=k+1
k—1 m
<Y my (N Az +m(f, e, 7)) (@), — we1) +mlf, [ 2w (@e — i)+ > my(f)Az; = L(f,m).
= j=k+1

Analogicznie postepujemy dla sum gornych.
(e) feR(P) <= Veso I : U(f,m) — L(f,m) < €. Istotnie, jezeli f € R(P), to dla € > 0 niech my, 72
beda podziatami takimi, ze

U(f, ) — & /f L(fim) + 5.

Teraz wystarczy jako m wzia¢ wspodlne zageszczenie 7 i mo i skorzystaé z @
Jezeli spelniony jest warunek po prawej stronie, to ustalmy ¢ > 0 i niech 7 bedzie podzialem takim

jak w warunku. Wtedy
[i-] i< L(fm) <,

co, wobec dowolnosci €, daje catkowalnosé.
(f) Dla kazdego normalnego ciagu podziatéw (mj)7°2 | mamy:

L(f, ) —>/ UG —>/f

Ograniczymy sie do sum gornych. Mozna zalozyé, ze f > 0 (zastepujac f przez f + ¢). Wezmy £ > 0

i niech © = (zy,...,,,) bedzie podziatem takim, ze U(f, ) f:bf < e. Niech 74 = (Th0s -+ s Thomy ),
k> 1. Wtedy
U(f, k) = > M(f, [wk -1, T ) (Thj — Thj-1)

JE{L,omi}: Jieqr, . my
[®k,j— lkaJ]C[wz 1)13]

+ >, M(f, [tk -1, 00]) (@ — T 1) S U(f,m) + M(f, Py, gdzie
Je{1,.. ”1k}:vze{1 ..... m}
[rk j—1:Tk J]¢[ i—1> :]
N @ = Z (g, — Tk,j—1) < mdiam g, k:;{) 0.

€ (T, j—1,Tk,5)
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Ostatecznie . .
/ f < hmlnfU(faﬂ'k) élimsupU(f,wk) < / f+€a
P k—+oo k—+o00 P
co, wobec dowolnosci € > 0, konczy dowdd.

Definicja 7.1.7. Niech 7 = (2o, ..., ) bedzie podzialem P i niech £ = (&1,...,&m), & € [xj-1, %],
j=1,...,m. Dla dowolnej funkcji ¢ : P — C sume
M(f.m.€) =) (&) Az;
j=1
nazywamy sumg aproksymacyjng posredniq dla funkcji o przy podziale w i punktach posrednich §. Czasami
mowimy o sumie Cauchy’ego—Riemanna.

Obserwacja 7.1.8. (a) M(ap+ By, 7, &) =aM(p,m,&) + M, m,€), a, 8 € C.

(b) [M(p,m, )| < M(lgl,7,¢).
(c) Dla funkcji ograniczonej f : P — R mamy: L(f,7) < M(f,m, &) < U(f, ).

Twierdzenie 7.1.9. Dla funkcji ograniczonej ¢ = u+iv : P — C nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) ¢ € R(P,C);

(ii) istnieje c € C takie, ze dla dowolnego normalnego ciggu podziatdw (my)72 | oraz dla dowolnego wy-
boru punktow posrednich (€))7, (tzn. &k jest zbiorem punktow posrednich dla my, ) mamy M (o, Tk, &) —
c;

réwnowaznie: dla dowolnego normalnego ciggu podziatow (my,)?2 ; oraz dla dowolnego wyboru punktow
posrednich (&)72, istnieje c € C takie, ze M(p, g, k) — ¢;

(iii) istnieje ¢ € C takie, ze dla dowolnego € > 0 istnieje § > 0 taka, ze dla dowolnego podziatu w
o0 $rednicy < 0 oraz dla dowolnego wyboru punktow posrednich & mamy |M (o, 7, &) —c| < &;

(iv) istnieje ¢ € C oraz normalny cigg podziatow (m)32, takie, Ze dla dowolnego wyboru punktéw
posrednich ()72, mamy M (p, T, &) — ¢;

réwnowaznie: istnieje normalny cigg podziatow (mp)72, takie, Ze dla dowolnego wyboru punktéw
posrednich (&)72.,, istnieje ¢ € C takie, ze M (p, 7y, k) — c.

Dowdd. (i) = (ii) wynika z Obserwacji|7.1.8c) i[7.1.6{{f): M (o, 7k, &) = M (u, mg, &) +HiM (v, 7, &) —
Jputifpv=Jpe. )
Rownowaznosé (i) <= (iii) jest elementarna (CWICZENIE).
Implikacja (ii) = (iv) jest trywialna.
Dla dowodu implikacji (iv) = (i) wystarczy zauwazy¢, ze istnieja ciagi punktow posrednich (£,)72 ;,
(&N, takie, ze
M(u,wk,fg)—L(u,mg) < %7 U(uvﬂ—k)_M(uaﬂ—kvg;c/) < %a k= 1.

Wtedy, na podstawie Obserwacji [7.L.6](f),

M (u, 70, €,) = Re(M(p, 70, €1)) — Rec = / )

*

u, M(u,m, €) = Re(M(p, mp, 1)) — Rec = / ",
P

azatem [ ,u= [pu, czyli u € R(P). Podobnie rozumujemy dla v. O

Obserwacja 7.1.10. Sumy aproksymacyjne posrednie mozna zdefiniowa¢ dla dowolnego odwzorowania
p: P — FE, gdzie F jest przestrzeniag Banacha. Pozwala to przenies¢ pojecie catki Riemanna: odwzo-
rowanie ¢ : P — F nazywamy catkowalnym w sensie Riemanna (¢ € R(P,E)), jezeli istnieje ¢ € E
takie, ze dla dowolnego normalnego ciagu podzialow (m)72 ; oraz dla dowolnego wyboru punktéow po-
srednich mamy M (p, 7, &) — c. Element ¢ nazywamy wtedy catkg Riemanna odwzorowania ¢ po P
i oznaczamy [, ¢. Twierdzenie gwarantuje zgodnosé definicji dla £ = C.

Pojawia si¢ tu pewna subtelno$é: nowa definicja catki obejmuje formalnie funkcje nieograniczone,
a Twierdzenie [7.1.9] dotyczy tylko funkcji ograniczonych. Dla usunigcia tego problemu wystarczy zauwa-
zy¢, ze jezeli funkcja ¢ : P — F jest calkowalna w nowym sensie, to musi by¢ ograniczona. Istotnie,
przypusémy, ze supp ||¢|| = +oo i niech P 3 a, — ag € P bedzie ciagiem takim, ze ||¢(a,)| — +o0.
Wezmy normalny ciag podzialow (m,)22 1, Tk = (Tk0s - - -, Th,my ), taki, ze ag € (Tk,s,—1, Tk,s,, ). Ustalmy
k. Wybierzmy w sposob dowolny punkty posrednie & ; j # sj. Poniewaz SUD(z, .\ 1z, lell = +o0, to
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zawsze znajdziemy punkt &y 5, taki, ze | M (@, mx, &)| = k. Mamy wiee | M (@, Tk, & )| — 400, czyli ¢
nie moze by¢ calkowalna w nowym sensie.

Cwiczenie* 7.1.11. Prosze na biezaco sprawdzaé, ktore z poznawanych wlasnosci funkcji klasy R(P, C)
przenosza sie na R(P, E).

Obserwacja 7.1.12 (Wlasnosci catki Riemanna II).  (a) Niech f: P — R bedzie funkcja monoto-
niczna. Wtedy f € R(P).

Istotnie, mozemy zalozyé, ze f jest rosnaca. Wtedy f(a) < f(z) < f(b), x € P, a zatem f jest
ograniczona. Ustalmy € > 0. Dla dowolnego n € N zdefiniujmy podzial m, = (Tn0,...,%Tnn), Tn,j =
a+%(bfa),j:0,1,...,n. Mamy

U(fimn) — L) = S (Fng) — Fony )= = (70) — fa) =% — 0
j=1

n n n—-+oo

i korzystamy z Obserwacji|7.1.6(e]).

(b) R(P,K) jest K-przestrzenia wektorowa, a operator R(P,K) 3 ¢ — fP p € K jest K-liniowy.

(c) Jezeliy € R(P,C), ¢ : P — C jest ograniczona oraz |p(z') —p(z”)| < |¢(z')—¢(2")], 2/, 2" € P,
to ¢ € R(P,C). Istotnie, korzystajac z Obserwacji mamy

U(Rep,m) — L(Rep, Z sup ] |Rep(z') — Rep(z")]) Az;
j=1 z’,x' e JCJ 1,T;
< ( sw (') — p(a"))) Az; <Y ( s [Y(a’) — ¥(2")]) Az;
j=1 ' x" €T 1,75 j=1 x/ iz €T 1,75

< (URev,7) — L(Rew,ﬂ)) + (U(Im¢,7) — L(Imp, m)).
Teraz mozemy skorzysta¢ z Obserwacji [7.1.6(le). Podobnie postepujemy dla Im ¢.
(d) Jezeli ¢ € R(P,C), to || € R(P) oraz | [ ¢| < [p el
Istotnie, catkowalnosé |p| wynika z . Jezeli ¢ : P — R, to nieréwnos¢ wynika natychmiast z
monotonicznosci catki. W przypadku zespolonym niech o € T bedzie takie, ze « [ pp =] / p ¢l Wtedy

‘/PSD’:O‘/Iﬂ:/P(w):/PRe(a@)g/Pm

(e) Jezeli ¢, 1 € R(P,C), to pip € R(P,C).
Istotnie, niech |¢|, || < C. Wtedy:

lo(2')ib(a") — () (2")] < C(le(a') — e(&)] + [P(a') = (")), 2',2" € P.
Teraz mozemy uzy¢ rozumowania takiego, jak w .

(f) Operator R(P,K) x R(P,K) > (¢,9) — [, ¢t € K jest semi-iloczynem skalarnym. W konse-
kwencji (zob. Twierdzenie [5.11.22)), zachodzi nier6wnos$¢ Schwarza dla calek Riemanna:

| [ eol<yf [1ery[ [ wr. oweneo)

(g) Funkcja R(P,C) 3 ¢ — iz f |]2 jest seminorma (Twierdzenie [5.11.23]).
(h) C(P,C) C R(P,C).

Istotnie, mozemy zaltozy¢, ze ¢ : P — R. Dla € > 0, wobec jednostajnej ciaglosci funkeji ¢ na P,
istnieje d > 0 takie, ze |p(z') — p(2”)] < € o ile |2’ — 2”| < §. Niech 7 bedzie podzialem P o érednicy
<3 Wy Vi) - ) <)

(i) Jezeli0 < fe€C(P)i [pf=0,to f=0.

(3) Il llr jest norma na przestrzeni C(P,C).

(k) Niech a < ¢ < b. Wtedy ¢ € R([a,b],C) <= ¢|[4,q € R([a,c],C), lic) € R([c,b],C). Ponadto,

b c b
Le=Le=l+
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Istotnie, jezeli ¢|q,q € R(la,c],C), ¢lry € R(le,b],C), to niech (m;)72, (odp. (7})Z;) bedzie
normalnym ciagiem podziatow [a, ] (odp. [c,b]) takim, ze przy dowolnym wyborze punktéow posrednich
(&)72, (odp. (£)72) mamy M (¢, 7}, &) — [o ¢ (odp. M(p, 7}, &) — fcb . Zestawiajac podziaty
7, 1 7, k € N, dostajemy normalny ciag podziatow (7)., przedzialu [a,b] taki, ze dla dowolnego
wyboru punktéw posrednich (£x)52, mamy: M (@, 7k, &) — f; (p—l—fcb ©. Oznacza to, ze ¢ € R([a,b],C)
oraz fab o=[To+ f: ®.

Dla dowodu implikacji przeciwnej, wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy ¢ = f € R([a,b]). Dlaec > 0
niech 7 bedzie podziatem [a,b] takim, ze U(f,7) — L(f, 7) < €. Zauwazmy, ze zawsze mozemy zalozy¢,
ze ¢ € w. Istotnie, jezeli T jest podzialem powstalym przed dotozenie ¢, to na podstawie Obserwacji
a U(fv%) _L(fa%) < U(f,ﬂ') _L(faﬂ-)'

Jezeli ¢ € 7, to m rozpada sie na podzial 7’ przedziatu [a,c] 1 podzial [n”'] przedzialu [e, b]. Stad
e U(f,m)—L(f,m) = (U(f, ') = L(f, 7)) + (U(f,7") = L(f,7")), co dowodzi calkowalnosci ¢ na obu
przedziatach.

(1) Przestrzei C(P,C), || ||r) nie jest zupelna.

Istotnie, niech f, : [0,1] — [0, 1],

0, jezeli0 <z < i -1
fa(z) = 3@—5+2), Jereliz—+<a<i+i, f=xam1
1, jezeli £ + 1 <o <1

Oczywiscie (f,)3%; C C(P). Latwo sprawdzi¢, ze ||f, — fllrx — 0 (CWICZENIE). W szczegdlnosci,
(fn)22, jest ciagiem Cauchy’ego w (C(P,C), || ||r). Przypusémy, ze || f — g/lrx — 0 dla pewnej funkeji
g € C(P,C). Wtedy [, |f—g|>=0.Stad g=0na [0,1)ig=1na (3,1]; sprzecznosc.

(m) Jezeli ¢ € R(P,C), to dla dowolnego [p, q] C P mamy ¢|, 4 € R([p, q],C).

(n) (Twierdzenie o wartosci $redniej.) Dla dowolnej funkeji f € C(P) istnieje £ € P taki, ze

1
f(§)=ﬁ/Pf.

Istotnie, min f(P) < \%I Jp f < max f(P) i teraz wystarczy skorzystac z zasady Darboux.
(0) Jezeli R(P,C) 3 ¢, — ¢ jednostajnie na P, to p € R(P,C) i [, on — [p .
Istotnie, mozemy zatozyé¢, ze p, = f, : P — R, n € N, oraz ¢ = f : P — R. Ustalmy € > 0 i niech
ng bedzie takie, ze
[f (@) = f@)] < &+ 1fno (@) = fp (2")], a',2" € P.
Niech 7 bedzie podziatem P takim, ze U(fn,, ™) — L(fn,, 7) < . Wtedy U(f,7) — L(f,7) < e(b—a)+e.
Wynika stad catkowalnos¢ funkeji f. Zbieznosé catek wynika bezposrednio z nieréwnosci

| [on=[ o] < [ 1w =l <IPIGuplon D
P P P P

(p) Niech ¢,, € R(P,C), n € Ny. Zalozmy, ze szereg funkcyjny > ¢y, jest zbiezny jednostajnie. Wtedy

n=0

o0
suma szeregu funkcyjnego . ¢, jest funkeja catkowalng oraz

n=0

(q) Niech QN [0,1] = {q1,q2,...} i niech f, := X{q,,....qn}.[0.1]> f = X@n[0,1],[0,1] (funkcja Dirichleta).
Wtedy fol fa =0, f, — f punktowo, ale f ¢ R([0,1]).
(r) Niech f,, : [0,1] — R,

nw, jezeli z € [0, 1)
falz) =< —n?z +2n, jezeliz e[l 2), n>2.
0, jezeli x € [2,1]

Wtedy f. € C([0,1]), f, — 0 punktowo, ale fol fa=1, fol f=0.
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Definicja 7.1.13. Mowimy, ze zbior A C R ma miare Jordana zero (|A| = 0), Jezeh dla dowolnego e>0
istnieje skoriczona rodzina przedzialow P; = [a;,b;], j = 1,...,m, taka ze A C U P;i Z (bj —aj) <e.
j=1 j=1
Obserwacja 7.1.14.  (a) Zawsze mozemy zalozy¢, ze Py, ..., P, sg parami rozlaczne.
(b) Jezeli |A| =0, to A jest ograniczony.
(c¢) Jezeli A jest skoriczony, to |A| = 0.
(d) Jezeli |A|]=01B C A, to |B|=0.
(e) Jezeli |A1] =+ =]An|=0,t0 |41 U---UA,| =0.
(f) Jezeli R 3 a,, — ag € R, to zbior {a, : n € Ng} ma miare Jordana zero.
(g) Jezeli |[A| =0, to |[A| = 0.

Przyktad 7.1.15. Zbior Cantora C' C [0,1] ma mlarq Jordana zero (zob. Przyklad [3.2.4).

Istotnie, wiemy, ze C = ﬂ C,, gdzie C, U Chr,j, gdzie Cy 5, j = 1,...,2", sa przedziatami
n=0

domknietymi, parami roztacznymi, kazdy o dlugosa . Oznacza to, ze suma dlugosci przedziatéw wcho-
dzacych w sklad C,, jest rowna (2)".

Obserwacja 7.1.16 (Wtlasnosci catki Riemanna III).  (a) Niech ¢ : P — C bedzie ograniczona
i niech
Np(p) :={a € P : ¢ nie jest ciagla w punkcie a}

ma miare Jordana zero. Wtedy ¢ € R(P,C).
Istotnie, mozemy zalozyé, ze f = ¢ : P — R. Niech |f| < C' i ustalmy e >0 i niech [aj, b;],

j=1,...,m, beda przedzialami parami roztacznymi takimi, ze Np(f) C U (aj,b;) oraz Z (bj—aj) <e.

Niech K := P\ U (aj,b;). Zbior K jest zwarty i f jest ciagla na K. Zatem jest jednostajnie ciggla.

Niech § > 0 qume takie, ze |f(2') — f(2")] € e dla 2/,2" € K, |2’ — 2”| < 4. Rozwazmy podzial
= (zo,...,x,) przedzialu P taki, ze diamw < 0 oraz {ahbl,...,am,bm} NP CA{xg,...,z.}. Wtedy

Uf,m) = L(fom) = > (M) —my(MAz;+ Y (My(f) —my(f))Az;

je{1,...,r}: Jje{1,...,r}:
[zj—1,2;]CK (zj—1,2;)CP\K

< ) lu+ > 20Az; < e(|P|+2C).
Jje{1,...,r}: je{l,...,r}:
[xj—1,2;]CK (wj—1,2;)CP\K

(b) Niech ¢, : P — C beda ograniczone. Jezeli zbior Dp(p, 1) := {a € P : ¢(a) # 1(a)} ma miare
Jordana zero, to ¢ € R(P) <= 1 € R(P). Ponadto, [, ¢ = [, .
Istotnie, mozemy zalozy¢, ze f = ¢,g =19 : P — R. Przypuéémy, ze |f|, |g| < C oraz g € R(P).
Ustalmy e > 01 mech la;,b;],7=1,...,m, dead przedziatami parami roztacznymi takimi, ze Dp(f,g) C

U (aj,b;) oraz Z (bj—a;) < e. Niech K := P\ U (aj,b;). Rozwazmy podziat m = (xo, . .., z,) przedziatu
Jj=1 j
P taki, ze {al,bl,... Ay b} NP C {xg, ... :UT} Wtedy

U(f,m)=L(fm) = > (M(f) —m;(f)Az; + S (M(f) —my(f)) Az,
je{1,..., r}: je{1,..., r}:
[zj—1,2;]CK (zj—1,2;)CP\K
< U(gaﬂ-) - L(g77T) + 2057

skad latwo wynika, ze f € R(P). Ponadto,
e / o<

co dowodzi réownosci obu calek.

[ ir-asace
[% 17$J

E{l
[327 1,$]]CP\K
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(¢) Relacja ¢ ~ 1 : <= Dp(p, 1) ma miare Jordana zero, jest relacja rownowaznosciowa w R(P, C);
catka Riemanna jest dobrze okreslonym operatorem liniowym R(P,C)/~ — C.
(d) Jezeli 0 < f € R(P) i [p f =0, tozbior Zs := {x € P: f(x) > 0} jest przeliczalng suma zbiorow
miary Jordana zero.
Wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego ¢ > 0 zbior A := {z € P : f(z) > ¢} ma miare Jordana zero.
Wezmy e > 0 i podzial m = (x, ..., 2, ) taki, ze U(f,7) < e. Wtedy

3 2 U(f, Tl') 2 C Z (ZEj — Ij_l).
je{l,....,m}:
ANz —1,2;]#2

Wynika stad, ze A mozna pokry¢ skoniczong liczba przedzialow o tacznej diugosci < e/c.
(e) Zbior Zy w @ moze nie mie¢ miary Jordana zero. Dla przykladu, niech PN Q = {ry,ro,...}
0. eseli
iniech f: P — [0,1], f(z) := {1’ Jezeliw & Q
j )
zero, ale [}, f = 0. Istotnie, dla dowolnego k € N rozwazmy podzial m = (zo,...,zm) (m > k) taki, ze

X;(xj —xj_1) < 3, gdzie T:={j € {1,....m}: [xj_1, ;] N {r,...,r} # @} Wtedy
Jje

o . Oczywiscie, zbiér Zy = P N Q nie ma objetosci
jezeli x = r;

1 1 |P|
U(f,ﬂ') = ZMj(f)AIE] + ZM](f)AI] < ZAI] + Z mAIJ < E + m
Jel j¢I jerI j¢I
Obserwacja 7.1.17. (a) W przyszlosci poznamy nastepujace wazne twierdzenie: ¢ € R(P,C) <=
Np(p) ma miare Lebesgue’a zero, tzn. dla dowolnego € > 0 istnieje co najwyzej przeliczalna rodzina
przedziatow Pj = [a;,b;], j € I, taka ze Np(p) C U Pj i Y (bj —a;) <e.
JEI jel
(b) Oczywiscie, kazdy zbior miary Jordana zero ma miare Lebesgue’a zero.
(¢) Zauwazmy, ze jezeli Ay C R jest zbiorem o mierze Lebesgue’a zero, k € N, to zbior A := |J Ag
k=1

ma miare Lebesgue’a zero.

Istotnie, niech € > 0 i niech Py ; = [ag;,bk ], j € I(k), bedzie co najwyzej przeliczalng rodzing
przedzialow takich, ze Ay € |J Pyj oraz ). (bpj — akj) < 56- Wtedy A C J U Py oraz
jeI(k) JEI(k) k=1jel(k)

> > (brj—any) <e

k=1jel(k)
7.2. Pierwotne
W tym podrozdziale P = [a,b] C R, a < b.

Definicja 7.2.1. Powiemy, ze funkcja F' : P — R jest pierwotng lub catkqg nieoznaczong funkcji
f: P — R jezeli:

e [ jest ciagta,

e istnieje co najwyzej przeliczalny zbior S C P taki, ze F'(x) istnieje oraz F'(z) = f(z) dla
dowolnego z € P\ S.

Piszemy wtedy F(z) = [ f(z)dz + C, lub tez F(z) = [ f(z)dx pamictajac, ze do F zawsze mozna
doda¢ stala. Bedziemy pisa¢ S = S, choé¢ oczywiscie zbior S nie jest wyznaczony jednoznacznie.

0, jeseli z = 0
Przyklad 7.2.2. Funkcja F(z) := /x, x € [0,1], jest pierwotna funkeji f(x) := J.e%e 1 N
jezeli x # 0

(Sr ={0}).
Obserwacja 7.2.3. (a) Jezeli F} jest pierwotna funkeji f;, j = 1,2, to a1 F1 + aoFs (a1, as € R) jest
pierwotna funkcji o f1 + a2 fo (SayFi+asr € Sk, USE,).

(b) Jezeli F1, Fy sa pierwotnymi funkcji f, to Fy — F» = const (por. Wniosek .

(c) Rownosé [ f(x)dz = [ g(z)dx, x € P, bedziemy zawsze rozumie¢ z doktadnoscia do stale;.

(d) Jezeli f,g: P — R roznia sie na zbiorze co najwyzej przeliczalnym i F' jest pierwotng f, to F'
jest rowniez pierwotna g.

_1
2z’
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Twierdzenie 7.2.4. Niech F' bedzie pierwotng funkcji f. Zatozmy, ze funkcja f jest cigglta w pewnym
punkcie ¢ € P. Wtedy F'(c) istnieje oraz F'(c) = f(c). W szczegdlnosci, jezeli f € C(P), to F' € D(P)
oraz F'(z) = f(z), x € P.

Dowdd. Niech S := Sg. Na podstawie twierdzenia o przyrostach skoriczonych (Wniosek |5.4.4)) mamy

F(c+h)—F(c)

L= p0)] < o (supllF(6) — F(0)] € € lee+ H\ S} A

7
<sup{If(§) = f(e)| € € e.c+ M} — 0. D

Obserwacja 7.2.5 (Pierwotne funkcji elementarnych). Uwaga: W kazdym przedziale, z ktorego sktada
sie zbiér po prawej stronie wzoru, do wzoru na pierwotna mozna dodaé¢ dowolna stalg.

xn+1 :L,a+1
/:z:"d:z::m, x#0,neZ\{-1}; /x”‘dx:a+1, z>0, a e R\ {-1};
d
f:lnm, T # 0; /emdx:ez, r €R;
/sin;z:dx:—cosz, z e R; /cosxdx:sinx, rz eR;
/ d =tgx, xe€R\{J +kr:kecZ}; / de =—ctgz, zeR\{kr:keZ}
o2z o 2 ' ’ sinz &L ) '
d d
/\/%:arcsinx, z e (—1,1); /Hixxz:arctgx, x €R.

Twierdzenie 7.2.6 (Wzoér na calkowanie przez czesci 1). Jezeli f,g € C*(P), to

/f@mmm:f@mmf/ﬂMﬂmm,xeR

w tym sensie, ze [ f'(x)g(z)dx istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy [ f(x)g'(z)dx istnieje i ponadto zachodzi
powyzsza rowno$é (z doktadnosciq do statej).

Dowdd. Przypusémy, ze H'(x) = f(x)g'(z), v € P (korzystamy z Twierdzenia [7.2.4). Wtedy (fg
H) (z) = f'(z)g(z) + f(x)d (z) — f(x)g () = f'(z)g(x), x € P. Podobnie, jezeli [ f'(x)g(x) istnieje. O

Przyklad 7.2.7. (a) [xcoszdr = [xz(sinz)dr = xsinz — [2'sinazdr = zsinz — [sinaxdr =
rsinz + cosz.
Uwaga: Jezeli zle zaczniemy stosowaé wzor na caltkowanie przez czesci, to sytuacja, zamiast sie
uprosci¢, moze si¢ skomplikowaé, np. [z coszdr = f(%z)’ cos xdx = ’”—22 cosz + [ “‘2—2 sin xdzx.
(b) [wze*dr =ze” — [e"dx = (v — 1)e”.
(¢) [Inzdz =zInz— [zide=az(nz—1).

a+1l a+1 a+1
(d) [z*Imazde =25 e — [ L5 tde = L5 (Inz — 35), a # —L.
(e) I := [e*coszdr = e"sinx — [e"sinadr = e*sinz — (—e®cosz + [e®coszdr) = e“sinx +
e“cosx — [e*coszdr. Stad I = e*(sinz + cosz) — I, a wiec I = %em(sinm + cosz). Przyklad ten

ilustruje wazna technike obliczania calek nieoznaczonych, w ktorej problem obliczenia calki nieoznaczonej

I = [ f(z)dz sprowadza si¢ do ulozenia pewnego réwnania funkcyjnego spelnianego przez te catke.

(f) [ e®sinzdz =CWICZENIE.

(g) Niech I, := [sin"zdz, + € R. Dla n = 2 mamy: I, = [sin’zdz = 1 [(1 — cos2z)dz =
1

5T — 7 sin 2z. Wzoér rekurencyjny I, ~ I, _2:

=

I, = /sin"_1 z(—cosz)dr = —sin" P zcosz + (n— 1) /sin"_2 x cos® zdx

= —sin" tacosz + (n—1)(l,_o — I,).

Wrynika stad, ze I,, = —+ sin"~

n

Ly cosz + "T_lln,g.
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7.3. Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego 7

Twierdzenie 7.2.8 (Wzor na catkowanie przez podstawienie I). Niech f € C(P), ¢ € C1(Q), ¢(Q) C P.

Wtedy
([rod)|_ = [fe@d@ds <ca.
w tym sensie, ze:

o jezeli [ f(t)dt istnieje, to [ f(p(x))¢' (x)dx istnieje i zachodzi powyzsza réwnosé;
/

o jezeli p : Q — P jest bzyekcyq, () # 0, x € Q, oraz [ f(e(z))¢'(x)dx istnieje, to [ f(t)dt
istnieje 1 zachodzi powyzsza réownosé.

Dowdd. Niech F'(t) = f(t), t € P (korzystamy z Twierdzenia[7.2.4]). Wtedy (Fop)' (x) = F'(¢(x))¢' (),

T € Q.
Niech H'(z) = f(p(2))¢'(2), © € Q. Wtedy (Hop™ ') (t) = H' (¢~ () (¢~ )'(t) = H' (¢~ (1)) oy =

FO9 (6™ () ey = ) 0
eV® — tgr — 9,\/T
Przyklad 7.2.9.  (a) [ <=dx o [ 2etdt = 2ev®.
dt=51—da

b) [es® coszda [etdt = et =esine,

t=sinx
dt=cos x dx

¢) [22V1+ 23dx T [ VEdt =262 = 2(V1+23)3.
dt=3z2 dz
Przyklad 7.2.10 (Calka z pochodnej logarytmicznej). Niech ¢ : P — R, bedzie funkcja rézniczko-
walng. Wtedy [ £ (‘T de = ([ 1dt)|i=p@) = In|p(z)], z € P.
Dla przykladu. ftg zde =— [ (LK A |cosz|, [ ctgxdr =CWICZENIE.

cosx

Obserwacja 7.2.11. Istnieje wiele klas funkcji f, dla ktorych sa znane efektywne metody obliczania
calki nieoznaczonej f f(x)dx. Jest tak np. gdy f jest funkcja wymierna. Jest jednak wiele calek nieele-

mentarnych, np. [ %dm. Przypomnijmy sobie, ze catka [ e\;j
Inne catki nieelementarne to np.

1 a2 1 sinx cosw
/\/ﬁdl‘, /e dl', /md.’l;, / " d.'L'7 / - dx.

7.3. Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego

W tym podrozdziale P = [a,b] C R, a < b.
Twierdzenie 7.3.1. Niech f € R(P,C), a € P. Wtedy funkcja

F:P—C, F(z /f, z € P,

spetnia warunek Lipschitza. W szczegdlnosci, F € C(P,C).
Przyjmujemy, ze [ f:=— [ f dlaz < aoraz [ f=0.

Dowdd. Odnotujmy, ze F jest poprawnie okreslona. Niech |f| < C i niech o/, 2" € P, 2’ < 2”. Wtedy

|F(z') — F(z") ‘/ / f‘—‘/ f‘ O@" — o). O

Twierdzenie 7.3.2. Dila f € C(P) niech
xT
) :/ f, x€P.
a

Wtedy F jest pierwotng funkcji f.
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Dowdd. Ustalmy zg € P oraz h # 0 takie, ze zo + h € P. Wtedy, na podstawie twierdzenia o sredniej
catkowej mamy

zo+h
F(xo+h) — F(zo)  Jow  f
o £ 1= Flwo) _ Sen L~ iy + o)),
gdzie 6(h) € [0, 1]. Wobec ciagtosci funkcji f w punkcie zp mamy }lbirr%) f(zo +0(h)h) = f(xo). O

Twierdzenie 7.3.3 (Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego I). Niech f € C(P) i niech F bedzie
pierwotng funkcji f. Wtedy

b
(/f=ﬂw—ﬂ®:Fﬂ

Dowdd. Niech G(x f f, x € P. Na mocy poprzedniej propozycji G jest pierwotna funkCJl f , a zatem
istnieje stata ¢ € R taka, ze F(z) = G(x)+e¢, x € P. W szczegdlnosci, F(b) — F(a) = G(b) = fa f.
U
Przyklad 7.3.4 (Zastosowania).  (a) f12 f In x|1 = In2. Z drugiej strony M (2, m,,&,) — 12 df,
gdzie m, == (1,1 + 2,1+ 2.1+ 2), &= (1+21,...,14+2). W taki razie:
1
Z - — In2.
= +7J
(b) 01 1;1_9;2 = arctgz|§ = F. Z drugiej strony: M(1+I2,7rn,§n — fo Ties, gdzie m, == (0, 12 .=
&ni=(1,...,2). Stad:
T
21 2 :
= ne+7 4
o)
(c) (Zob. Przyklad [5.6.11|(d)) Niech f(z):=In(1+ z), 2 > —1. Wtedy f'(z) = 1-&-% = > (1),
n=0

przy czym szereg jest zbiezny lokalnie normalnie w (—1,1). Korzystajac z Twierdzenia 7oraz z Ob-

serwacji [7.1.12|[p), dostajemy
In(1+z) = —dt:/ ( -1 "t”)dt: / —1)"t"dt = 2" 2] < 1.
o= [ i (26 > [ e P ||

0

(d) Korzystajac z tych samych metod dostajemy dla |z| < 1:
oo (_1)nm2n+1

tex = D2 dt = D2 dt = ~
arete® /01+t2 / Z/ > m+ 1

n=0
Definicja 7.3.5. Powiemy, ze funkcja f : P — R jest:

e schodkowa (f € 8(P)), jezeli istnieje podzial @ = (xo,...,z,) przedzialu P taki, ze funkcja
fla,_1e;) = const =t ¢cj, j=1,...,m;

e prosta (f € P(P)), jezeli dla dowolnego x € P istnieja skoniczone granice jednostronne f(z+)
i f(z—) (przy czym, jak zwykle, na koncach przedziatlu jedna z granic pomijamy).

o kawatkami klasy C* (f € C'*(P)), gdzie k € NgU {oo,w}), jezeli istnieje podziat 7 = (xo, ..., )
przedziatu P taki, ze f|,_, .,) przedtuza si¢ do pewnej funkcji klasy CH([zj—1,24]), 1 < j < m. Kla-
dziemy C’ := C".

Obserwacja 7.3.6.  (a) Jezeli f : P — R jest ciagta, to f € C'*([a,b]) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje podzial m = (%o, ..., Z,) odcinka [a,b] taki, ze flj;, | 2, € CF([wj-1,74]), 1 < j < m.

(b) Jezeli f € C'*(P), to f' € C'(P). Istotnie, jezeli podzial m = (xq, ..., ) jest taki, jak w Definicji
to f’ jest poprawnie okreslona w zbiorze P\ {xo, ..., Zm} oraz f|u, , .,) przedtuza si¢ do funkcji
ciaglej na [x;_1,x;], 1 < j < m. Wartosci f' w punktach zo, ..., 2z, mozemy ustali¢ dowolnie.

(c) C(P) & C'(P) & B(P).

(d) Kazda funkCJa monotoniczna jest prosta.
((ei S(P) & C'(P) & P(P).

f) 8(P), C'*(P) i P(P) sa R-przestrzeniami wektorowymi.
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(g) Jezeli f € C(P), g € P(P), to fg € P(P).

119

Twierdzenie 7.3.7. Niech f: P — R. Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) feP(P);
(i) ustnieje cigg (fn)22, C S(P) taki, ze fn, — f jednostajnie na P.

Dowdd. (i) = (ii): Wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego ¢ > 0 istnieje funkcja g € S(P) taka, ze
|f(t) —g(t)] < e, t € P. Ustalmy ¢ > 0. Dla dowolnego ¢ € P istnieje liczba 6 = §(c) > 0 taka,
ze |f(t) — f(u)| < edlat,u € (¢c—3d,¢)NPlub t,u € (¢c,c+d)NP (CWICZENIE). Wobec zwartosci

przedzialu P istniejg punkty ¢1,...,¢, € P,a=c¢; < --- < ¢, = b takie ze P C U (ci —0(ci)y i +d(ci)).

Polézmy dla uproszczenia §; := §(¢;), ¢ = 1,...,r. Niech 7 = (2o, ..., Zm), deZle takim podzialem P,
ze {xo,...,xm} = {ci,ci —0i,¢i +0;:i=1,...,7r}NP. Zdeﬁniujmy g : P — R,

g(t) _ f(%%‘m), jeZelitE($j_1,l‘j), jZl,...,m
f(xj)v ‘]eZeht:xj7j:0,’m

Oczywiscie g € 8(P). Jezeli xj_1 € (¢; — i, ¢ + i), to (zj—1,2;) C (¢; — &;,¢;) NP lub (xj-1,2;) C
(ciyci +6;) N P. Stad | f(t) — f(2=1F2)| < e, t € (wj-1,2;). W konsekwencji, | f(t) — g(t)| <e, t € P.

(ii) = (i): Niech teraz f = hm fn, gdzie (fn)52; C 8(P) i zbieznos¢ jest jednostajna. Niech
¢ € [a,b) i rozwazymy granice prawostronnq (granice lewostronng pozostawiamy jako CWICZENIE). Niech
folct), jezeliz =c
ful(x),  jezeli x € (¢, b)
ciag (fn)5 spelnia jednostajny warunek Cauchy’ego, zatem ciag (fn(c+))22, spelia zwykly warunek

gn : [c,b] — R, gp(z) = . Funkcja g, jest ciggla w punkcie c. Poniewaz

| lim fo(c+), jezeliz=c
Cauchy’ego (CWICZENIE). Zdefiniujmy g : [¢,b] — R, g(z) := ¢ n—>+o0 . Wtedy
f(z), jezeli x € (c,b]

gn — ¢ jednostajnie na [c, b]. Stad na podstawie twierdzenia o zachowaniu ciagtosci przy przejsciu do

granicy jednostajnej (por. Twierdzenie , mamy lim g(x) = ¢g(c¢), co oznacza w szczegolnosci, ze
Tr—c

f'(c+) istnieje (i rowna sie ha[_l (et O

n—-—+:0oo

Wnhiosek 7.3.8. P(P) C B(P).

Twierdzenie 7.3.9. (a) Kazda funkcja z S(P) ma pierwotng.
(b) Kazda funkcja z P(P) ma pierwotng.

. . . . 0, jezeli x =0

Przyktad 7.3.10. Funkcja F(z) := \/z, z € [0, 1], jest pierwotna funkcji f(z) :==< L ,

ONGE jezeli x # 0

ale lir(r)1+ f(z) = +00. Zatem f ma pierwotna, ale f ¢ P(P).
r—

Dowdd Twierdzenia[7.3.9. (a) Niech f € 8§(P) i niech 7 = (zo,...,Zm), C1,--.,¢m beda jak w de-
finicji przestrzeni 8§(P). Mamy f = fi1 + -+ + fiu na P\ {zo....,7n}, gdzie f; = ¢iX(@,_1.a;),P
Wystarczy teraz zauwazy¢, ze kazda funkcja f; ma pierwotng. Istotnie, wystarczy wzia¢ Fj(z) :=

Tj—1, Jezeh xr € [a,xj_l]
¢ |, jezeli x € (zj_1,2; ).

xj, jezeli x € [z, D]

(b) Niech f € P(P). Na podstawie Twierdzenia istnieje clag (fn)ne, C 8(P) taki, ze f,, — f
jednostajnie na P. Na podstawie (a) kazda z funkcji f,, ma pierwotna F,,. Mozemy zalozy¢, ze Fy,(a) =
0, n € N. Niech SF, bedzie zbiorem osobliwym dla F;,. Wtedy zbiér S := U SE, jest co najwyzej

przeliczalny. Pokazemy, ze F,, — F jednostajnie na P oraz, ze F'(x) = f(x ) dla x € P\ S. Dowod
bedzie analogiczny do dowodu twierdzenia o rozniczkowaniu ciagu wyraz po wyrazie (Twierdzenie[5.7.1)).
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Dla dowodu jednostajnej zbieznosci ciagu (F,)52; pokazemy, ze spelnia on jednostajny warunek
Cauchy’ego. Niech fpn = fm — fu, Finn = Fm — Fp, m > n. Wiemy, ze F), , = fmn, na P\ S oraz
sup{|fmn(§)|: € € P} . 0. Na podstawie Wniosku , dla x € P mamy

m—

| Fonn ()] = |(Finn () = Fnn(@)| < (sup{[Fy, ()] : € € [a, 2]\ S}z — a
< (sup{lfmn(§): £ € PH(b—0a) — 0.

n>m—-+oo

Niech F:= lim F,. Dla dowodu tego, ze F jest pierwotna f ustalmy c € (a,b) \ S. Chcemy pokazad,

n—-4oo
Fn(eth)=Fn(e) _ ‘ezeli h
ze F'(c) = f(c). Niech ¢,,p : P—c — R, on(h) = 7 fn(o), %eée? 7&0’
0, jezeli h =0
F(eth)—F(c) _ cozeli b £ 0
p(h) == h f(e), ‘?e?e% # . Zauwazmy, ze @, jest ciagta w punkcie 0 oraz ¢, — ¢
0, jezeli h =0

punktowo na P — c. Jezeli pokazemy, ze ta zbieznos¢ jest jednostajna, to na podstawie twierdzenia
o zachowaniu ciagtosci przy przej$ciu do granicy jednostajnej wnioskujemy, ze ¢ jest ciagla w punkcie 0,
a to oznacza, ze F'(c) = f(c). Liczymy

Fn(c+h) = Fnn(h) = Fp, o (c)h

m,n

(om(h) — gn(h)] = ﬁ

< sup{|Fy, (&) = Fr n(0)] : € € [e,c+ B\ S} < 2sup{|fmn(§)]: €€ P} — 0. O

n—-+o0o

Twierdzenie 7.3.11 (Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego II).  (a) Jezeli f € S(P), to f €
R(P) oraz [, f = F(b) — F(a), gdzie F jest dowolng pierwotng f.

(b) Jezeli f € P(P), to f € R(P) oraz fPf = F(b) — F(a), gdzie F jest dowolng pierwotng f.
W szczegolnosci, wynik jest prawdziwy dla f € C(P) (co daje Twierdzenie ‘

Obserwacja 7.3.12. Dla funkcji f : P — R majacej pierwotna F' definiuje sie catke Cauchy’ego

Jp f(x)dz := F(b) — F(a). Twierdzenie |7.3.11{b) méwi, ze dla f € P(P) catka Cauchy’ego pokrywa sie
z catka Riemanna — zob. Obserwacja [7.6.2|[f]).

Dowdd Twierdzenia[Z3.11l Zauwazmy, ze liczba F(b) — F(a) nie zalezy od wyboru pierwotnej funkeji f.

(a) Niech zj, ¢;, f;, Fj, j = 1,...,m, beda jak w dowodzie Twierdzenia (7.3.9(a). Wystarczy
udowodni¢ wynik dla kazdej funkcji f; z osobna. Calkowalno$é¢ funkcji f; jest oczywista. Ponadto,
fp fj = Cj($j — JCj_l). 7 drugiej strony, Fj(b) — Fj(a) =CjTj — CjTj—1 = C]'(J?j — .Tj_l) = fP f

(b) Na podstawie Twierdzenia[7.3.7]istnieje ciag (fn)32; C 8(P) taki, ze f, — f jednostajnie na P.
Na podstawie (a) f, € R(P) oraz fP fn = Fo(b) — F,.(a), gdzie F,, jest pierwotna f,. Mozemy zalozy¢,
ze F(a) =0, n € N. Z wlasnosci calki Riemanna wiemy, ze wtedy f € R(P) oraz [, fn — [p f.

Z dowodu Twierdzenia [7.3.11] wiemy, ze F,, — F jednostajnie na P oraz, ze F jest pierwotna f.
W takim razie [}, f = ngr}rloo Jp fn= nEIJlrloo(Fn(b) — F,(a)) = F(b) — F(a). O
Twierdzenie 7.3.13 (Wzor na catkowanie przez czesci I1). Niech u,v € P(P) i niech U (odp. V') bedzie
pierwotng dla u (odp. v). Wtedy

b

b
/ Ulz)v(x)de = (UV)]2 —/ u(z)V(x)dx.

a
W szczegdlnosci, jezeli u = f', v = ¢, gdzie f,g € CY(P), to dostajemy klasyczny wzor na catkowanie

przez czedci (Twierdzenie
b b
[ ra=oli- [ 1.

Dowdd. Na wstepie zauwazmy, ze Uv,uV,UV € P(P) (poniewaz U 1 V sa ciagle), a zatem obie calki
istnieja. Mamy (UV) =U'V + UV’ =uV + Uv na P\ (Sy USy). Stad

b b b
/ w(@)V (2)dz + / U (2)0(x)dz = / (w(@)V (@) + U(@)o(z))dz = (UV)]L. 0
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Twierdzenie 7.3.14 (Wzor na calkowanie przez podstawienie II). Niech f € C(P), u € P(Q), gdzie
Q =I[p,q) CR, p<q. Niech U bedzie pierwotng funkcji u. Zatdzmy, ze U(Q) C P. Wtedy

[ s [

W szczegolnosci, jezeli u = ¢/, gdzze gp € CHQ), ¢(Q) C P, to dostajemy klasyczny wzdr na catkowanie
przez podstawienie (Twierdzenie

[Pf;j)f=/pq(fow)-¢’

Dowdd. Zauwazmy, ze (f o U)u € P(Q) (poniewaz f o U jest ciagla), a zatem calka po prawej stronie
jest dobrze okreslona. Niech F' bedzie pierwotna funkcji f. Przypomnijmy, ze F € D(P) (Twierdzenie

[724). Mamy (F o U)(t) = F/(U)U'(t) = FU®)ult), t € Q\ Sy. Stad
U(q)
/ j (ko= [ " o

U(p)
7.4. Dlugos$é krzywej
Definicja 7.4.1. Diugoscig krzywej 7 : [a,b] — X w przestrzeni metrycznej (X, ) nazywamy liczbe
L(v) € [0,400] dana wzorem: L(v) := sup_ {S(vy,7)}, gdzie S(y,7) := il o(v(tj=1),7(t;)), a supremum
j=

jest brane po wszystkich podziatach m = (to,...,ty) przedziatu [a,b]. Zauwazmy, ze jezeli 7’ < m, to
S(y,7") = S(v, ). Krzywa v nazywamy prostowalng, gdy L(vy) < +o0.

Obserwacja 7.4.2. (a) L(7) nie zalezy od parametryzacji v (i dlatego mozemy zawsze ograniczy¢
si¢ do krzywych v : [0,1] — X)|(*),

(b) L(©7) = L(v), tzn. dlugos¢ krzywej nie zalezy od orientacji|(*),

(€) L(v @ 72) = L) + L(72) |(*) |

Lemat 7.4.3. Dla kazdego normalnego ciggu podziatow (my)5, przedziatu [0,1] mamy:
S(y,mr) — L(7).

Dowdd. (Por. Obserwacja [7.1.6(f).) Wezmy £ < L(v) i niech 7" = (tg, ..., 1, ) bedzie podzmlem prze-
dziatu [a, b] takim, ze S(vy, 7 ) > ¢. Dla 0 < § < diam 7" wezmy dowolny podzial m = (to, ..., tm) odcinka
[a,b] o érednicy < §. Punkty to,...,%, dzielimy na mo-grup, zaliczajac do i-tej grupy te punkty ¢;, dla
ktorych t;_; <t; <t},i=1,...,mg—1, a do grupy mo — pozostala ,koricowke” punktow. Punkty i-tej
grupy numerujemy kolejno ty,,...,tn,,, 1, gdzie ny = 0, Nypy41 = m + 1. Wobec nieréwnosci trojkata
mamy:

mo Mit1—1

=YY o(y(tj-1),7(t))

i=1 j=n;

>3 (o(r(t (ti-0)) = oV (ti-1), ¥ (En,)) = 00y (Eneys 1), 2(ED))

> S(y,7") = 2mow, (6) > £ — 2mow~ ().

Zauwazmy, ze z jednostajniej ciaglosci odwzorowania v wynika, ze w.(6) — 0 przy § — 0. W konse-
kwencji, dla dowolnego normalnego ciagu podziatéw (m)52 ; mamy
L > limsup S(vy, 7) = liminf S(vy, m) > ¢,
k—+oco k—+o00
co przy £ /' L daje teze. O

(2) Przypomnijmy, ze zmiana parametryzacji krzywej v : [a,b] — X polega na zastapieniu jej przez krzywa vy oo :
le,d] — X, gdzie o : [¢,d] — [a, b] jest pewna bijekcja rosnaca.

3) Przypomnijmy, ze dla krzywej v : [0, 1] — X kladziemy: (©7)(t) := (1 — ).

E‘l Przypomnijmy, ze dla krzywych ~; : [0,1] — X, j = 1,2, takich, ze v1(1) = 2(0) definiujemy: (y1 & 2)(t) :=
72t dla0<t<Ei(m@y2)®t) =7 @t—1)da i <t<1
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W dalszym ciggu bedziemy zainteresowani krzywymi ~ : [0, 1] — R™ i sytuacja, gdy na R™ rozwa-
zamy odleglo$é¢ euklidesowa.

Definicja 7.4.4. Droga to krzywa v = (y1,...,7) : [a,b] — R" taka, ze v; € C'([a,b]), j =1,...,n
(zob. Definicja [7.3.5)).

Twierdzenie 7.4.5. Dowolna droga - : [0,1] — R jest prostowalna (wzgledem odlegtosci euklidesowej)

= [ Ivea=[ (jzjjlw;-@)ﬁ)” .

Zauwazmy, ze calka po prawej stronie istnieje (funkcja podcatkowa jest kawatkami ciaglta — Obser-
wacja [3-6[5)).

Dowdd. Mozemy zalozyé¢, ze v jest klasy C'. Dla podziatu 7 = (g, ..., t,) niech & := (to,...,tm_1)-
Wtedy, korzystajac z twierdzenia o przyrostach skonczonych, dostajemy:

1S(y,m) = M|l 7, €)| = ’Z lv(t5) = (-0l = Z 1 (- DNt = tj-1)

Z (s —1) =7 (t-1) <D (sup{ll () =7/ (=)l = € [0, 851} (85 — t5-1)

Jj=1

Z ((diam7)(t; — tj—1) = wy(diamm).

j=1
Pozostaje wykorzystac¢ Lemat [7.4.3] Twierdzenie [7.1.9]i skorzysta¢ z jednostajnej ciggtosci odwzorowania
~'. O
Whiosek 7.4.6. Niech 75 : [0,1] — R", s € Ny, bedg krzywymi klasy C* oraz v, — ~, jednostagnie.
Wtedy L(vs) — L(70)-

Dowdd. Na postawie Twierdzenia IL(vs) — LOvo)| < fy [l = 1Ml de < fy 17l =~ llde — 0. O

Obserwacja 7.4.7. Zauwazmy, ze jezeli 75 — 7o jednostajnie, to nie musi by¢ L(vys) — L(70).
Niech vp : [0,1] — R2, yo(t) := (¢,0). Niech d,, \, 0. Przyblizamy krzywa ~yo przy pomocy tamanych
: [0,1] — R? Wyznaczonych przez punkty (0,0), (5,0,), (£,0), (,0,), (2,0),...,(1 — 5=,8,),

n’ 2n’ 2n’

(1,0). Oczywiscie, v, — ~ jednostajnie. Z drugiej strony L(v,) = Qm/(%) +62 = /14 (2nd,)2.
Dobierajac stosownie (0,,)52 ; mozemy tatwo dosta¢ L(7y,) — +oc.

7.5. Przyklady zastosowania calek
Przyktad 7.5.1. W przyktadach ponizej pewne pojecia (np. pole powierzchni) beda rozumiane w sposob
intuicyjny — precyzyjne definicje zostang podane w przysztosci w ramach Analizy Matematycznej 3 i 4.
(1) Niech A ={(z,y) : z € [a,b], g(z) <y < f(x)}, gdzie f,g € R([a,b]) oraz g < f. Wtedy pole |A]
zbioru A wyraza sie¢ wzorem |A| = f;(f - 9).
n
Intuicja: |A| = > (f(&) — 9(&))(xi — zi—1), gdzie (zg,...,z,) jest podzialem odcinka [a,b], zas
i=1
fi S [xi,i,xi], 7= 1,...,71
(2) Niech A = {(rcosg,rsing) : a < ¢ < 3, 0 < r < R(p)}, gdzie 8 — a < 21, R € R([a, 5]),
R [0 5] — Ry Weedy [4] = Lys R2 ) dep.

Intuicja: | A| ~ Z TR?(&) 252, gdzie (o, - - ., ¢n) jest podziatem odcinka [av, 8], zas & € [pi—1, @),

i=1
i=1,...,n
(3) Niech B = {(x,rcosq,rsiny) : © € [a,b], ¢ € [0,27], 0 < r < R(x)}, gdzie R € R([a, b)),
R :[a,b] — R;. Wtedy objetosé |B| bryly B wyraza sie wzorem

b
|B| :7r/ R*(z) dx
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Intuicja: |B| ~ . 7R?(&)(x; — z4-1), gdzie (zo,...,2,) jest podzialem odcinka [a,b], za$ & €
i=1
[xi,hxi], 1= 1, ey
(4) Niech S = {(x, R(x) cosp, R(x)sinp) : z € [a,b], » € [0,27]}, gdzie R € C([a,b]), R : [a,b] —
R.. Wtedy pole powierzchni |S| powierzchni S wyraza sie wzorem

b
15| :271'/ R(x)VIT (R(@)? de.

Intuicja:

|S| ~ Z 21 R(&)V (xi — -1)2 + (R(7;) — R(wi—1))?
=1

= Z 27TR(£1)\/1 + (M>2((E2 — (L'ifl) ~ Z27TR(£2')V 1+ (R/(fl))z(iz — xi,l).
i=1 1=1

Tj — Ti—1
(5) Warto pamietac¢ o nastepujacym przykladzie. Niech

B, ={(z,rcosp,rsing):x € [1,d, p €0,2n], r < 1},
Se={(z,Lcosp,Lsingp):z€[l,d, ¢ €[0,2n]}.

x

Wtedy

c1 1|¢ 1 °1 1 °1
B. =7 —de=——| =x(1—=), |S.=2m —\/14+ —dx > 27 —dz =27mlnec.
2 4
1 X Tl C 1 T A 1 T

Stad lim.—, o0 | Be| = cEI-Poo (1 — %) =, ale ciigloo [Se| = lime— oo 2 Ine = 400.

W przysztosci (Analiza Matematyczna 4) spojrzymy na powyzsze wzory z wyzszego punktu widzenia.
W tej chwili przedstawimy tylko pewna ogoélna idee.
Niech U C R™ bedzie zbiorem otwartym i niech f = (f1,...,fn) : U — R™, m < n, bedzie

odwzorowaniem klasy C' ze wzgledu na kazda zmienna osobno, tzn. dla dowolnych j € {1,...,n},
ked{l,....m}ic=(c,...,cm) € U, odwzorowanie zy JELRS filer, oo Cho1, Tk, Chg1, - - - Cm) jest

of;

klasy C' w otoczeniu punktu cj. Niech r

w punkcie c. Zdefiniujmy

Im f(x) = ( Z (det [afji (x)}

ox
11 < <jm<n k

(¢) :== ¢ 1. o(ck) oznacza k-tq pochodng czqstkowq funkcji f;

) eu )

Twierdzenie* 7.5.2. Przy powyzszych oznaczeniach, dla ,reqularnych” zbioréw A C U takich, ze f|a
jest injektywne, m-wymiarowa miara Hausdorffa zbioru f(A) wyraza sie wzorem

i,k=1,....m

HWNM=/LM@M,

A

gdzie catka po prawej stronie to wielowymiarowa catka Riemanna.

Obserwacja 7.5.3. (a) m=1, f=(f1,...,fn): U —R", A=a,b] C U,
L@ =Y (@) =1f @], zeU
1<j<n

Wzoér (*) to wzor na dtugosc¢ krzywej f|i.4-
(b) m=n =2, f(z,0) == (2,0(z) + L) — $(@)), (@.8) € U C B2, A = [a,8] x [0,1] C U, gdlie
o, € CL, p(x) < (), x € [a,b]. Wtedy

1 0
B0 =) o) - ) vlo) - plol][ = 1) @)
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Pole zbioru f(A) wyraza si¢ wzorem |(°) |
) = [ e —e@nasa= [ ([ - et [ )~ panae

gdzie (*) wynika ze wzoru na iteracje calek Riemanna: Jezeli C C R’“ D C R’ sy zbiorami regularnymi
i F:C x D — R jest funkcja ciagly ograniczona, to [, , F(z, = [o ([, F(z,y)dy)dz.
() m =n =2, f(t,p) = (tR(p)cosp, tR(p)sinp), (t,so) € U C R2, A = (0,1] x [a,8) C
B —a < 2w, gdzie R € C'([a, B),Rs). Wtedy
(p)cosp tR'(¢)cosp —tR(p)sin 90] ’ _ 2
St ) ‘det [ R(p)sinp tR'(p)sinp +tR(p)cospll [#177(e)-

Pole zbioru f(A) wyraza sie wzorem

B
) = [ iR =} [ B
(d) m =n = 3, f(x,t,p) = (z,tR(x) cos p,tR(z)sinp), (z,t,¢0) € U C R3, A = [a,b] x (0,1] x
[0,27) C U, gdzie R € C! oraz R > 0 na A. Wtedy

0 0
Jsf(z,t,0) = |det |tR'(x)cos R(x)cosp —tR(x)sing||=|t|R?*(z).
tR'(z)sinp R(z)sing tR(x)cose

Objetos¢ zbioru f(A) wyraza sie wzorem

b
H(f(A)) = / tR*(z)dzdtdy :w/ R*(x)dx.
A a
(&) m =2, n =3, f(&,¢) = (z, R(x) cos g, R(x) sinp), (1,0) € U C B, A = [a,§] x [0,27) C U,
gdzie R € C! oraz R > 0 na A. Wtedy
0 R'(z)cosp —R(x)sinp|?\1/2
Jaf () (‘R' x)cosp —R(x) smgo’ + ‘R’ x)sing R(x )Coscp‘ R'(xz)sing R(z)cosy )

— (R*(x) + R2(@)(R'(2))*)""* = |R(2)|\/1+ (R/(2))%.

Pole powierzchni zbioru f(A) wyraza sie wzorem
b
) = / R(x)/1 + (R (@) dadp — 27r/ R(z)V/1 T (R (@) da.
A a

7.6. Calka niewlasciwa

Definicja 7.6.1. Niech ¢ : [a,b) — C, gdzie —00 < a < b < oo, bedzie taka, ze ¢|[, 5 € R(la, ], C)
dla dowolnego a < 8 < b. Zdefiniujmy F,,(3) := ff . Mowimy, ze catka niewtasciwa f; @ jest zbiezna,
jezeli granica fj Y= Bhlil F,(B) istnieje i jest skonczona. Piszemy wtedy ¢ € R([a,b),C). Jak zwykle,
jezeli p([a,b)) C R, to piszemy ¢ € R([a,b)). Jezeli dodatkowo f : [a,b) — R, to zamiast f € R([a, b))
bedziemy réwniez pisaé f: f < +oo.

Jezeli |¢| € R([a, b)), to moéwimy, ze catka niewlasciwa f: @ jest bezwzglednie zbiezna.

Analogiczne pojecie calki niewlasciwej mozemy zdefiniowaé dla funkcji ¢ : (a,b] — C, gdzie —oo <

a < b < oo. Piszemy wtedy ¢ € R((a, b], C).
Jezeli ¢ : (a,b) — C, gdzie —oo0 < a < b < o0, jest funkcja taka, ze @[5 € R(la,],C) dla

dowolnego przedziatu [«, 8] C (a,b), to moéwimy, ze catka niewtasciwa fb © jest zbiezna, jezeli istnieje ¢ €
(a,b) takie, Ze |(4,q € R((a, ], C) oraz ¢l ;) € R([c,b),C). Piszemy wtedy ¢ € R((a,b),C) i definiujemy

[ [or[e .

(5) We wszystkich przykladach sprawdzenie injektywnosci odwzorowania f|4 pozostawiamy jako CWICZENIE.
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Obserwacja 7.6.2.  (a) Definicja (*) nie zalezy od wyboru punktu posredniego ¢ € (a, b).
(b) Dalsze rozwazania beda prowadzone dla przedzialu [a,b). Przypadki (a,b] i (a,b) pozostawiamy
jako CWICZENIE.

(c) ¢ € R([a,b),C) <= Rep,Imy € R([a,b)). Ponadto, fbcp*beegoJribemga.

(d) Jezeli ¢ € R([a,b]), gdzie —00 < a < b < 00, to ¥|jap € R([a,b),
Istotnie, niech || < C. Wtedy dla 8 € (a,b) mamy

\F@w)—/:«,o):\/;@\ </[3b|w<<b—ﬁ>cﬂjb>_o-

(e) Jezeli p € R([a,b)), gdzie —oco0 < a < b < 00, oraz istnieje skoniczona granica g := liril o(x), to
z—b—

= Ve

po potozeniu ¢(b) := g mamy ¢ € R([a, b],C)

Istotnie, mozemy zalozyé¢, f = ¢ : [a,b) — R. Wezmy dowolne ¢ > 0 i niech 5 € (a,b) bedzie
taka, ze b — 3 < 1 oraz |f(z) — g| < § dla 3 < & < b. Poniewaz f € R([a,(]), zatem istnieje podzial
7' = (to,...,tm) przedziatu [a, (] taki, ze U(f,7") — L(f,7’) < §. Niech 7 := (to,...,tm,b). Jest to
podzial przedziatu [a, b] oraz

U(f? 7T) - L(fa ﬂ—) = U(f7 ﬂ-/) - L(f7 ﬂ-/) + (M(fv [/87 b]) - m(fv [Bv b]))(b - ﬂ) <e
(f) Jezeli funkcja f : [a,b] — R, b < 400, ma pierwotna F oraz f € P([a,b)), to f € R([a,b)) oraz
f; f = F(b) — F(a). Oznacza to, ze w tym przypadku catka Cauchy’ego pokrywa sie z niewlasciwa caltka

Riemanna.
Dla przykladu: f(z) = ﬁ (F(z) = /).

Istotnie, wobec Twierdzenia|7.3.11|(b), Bliril ff f= Bliril (F(B) — F(a)) = F(b) — F(a).

Przyklad 7.6.3. ) Dla0 <y <1:
1 1=y 1 1
—d:cf lim —d lim x = —
a—0+ T o¢~>0+1—’y « 1—’}/
(b) Dla v > 1:
+oo B 1—
1 1 Y8 1
/ —dx = lim —dx = lim :1: ‘ = —.
1 7 B—+4oo J1 X7 B—+oo 1 —vl1 v—1
(c)

©  dx . B dx . O da . 8 . 0
—— = lim —— + lim —— = lim arctgz|; + lim arctgz|, = .
o 1+ 2 B—+o00 Jo 1+ x2 a——o0 [ 1+ 2 B—+o00 a——00

Twierdzenie 7.6.4. Jezeli f : [a,b) — Ry i fliq,5 € R([a, B]) dla dowolnego a < 3 < b, to

b X [ Bn
/ f<+00<:>5|(5”);°=0c[a,b)1a=ﬁ0<51<"'<ﬁn/bl Z/ f < +o0.
a n— —1

Dowdd. W naszym przypadku funkcja Fy jest rosnaca oraz Fr(8,) = Z f P U

Twierdzenie 7.6.5 (Warunek Cauchy’ego zbieznosci catek niewlasciwych). Niech ¢ : [a,b) — C bedzie

taka, ¢|a,5 € R([a,B],C) dla dowolnego a < 3 < b. Wtedy catka niewtasciwa f:go jest zbiezna wtedy
i tylko wtedy, gdy dla dowolnego € > 0 istnieje ¢ € (a,b) takie, ze dla dowolnych ¢ < 1 < B2 < b mamy

|fﬁ12<,0|<8.

Dowdad. f Y = F 62) Lp(ﬁl)'
(<= ) Nlech a < By <b neN, B, — b Wtedy nasz warunek gwarantuje, ze ciag liczbowy
(Fy(Bn))ox, spelnia warunek Cauchy’ego. Jest wiec zbiezny do granicy skonczonej. O

Twierdzenie 7.6.6 (Kryterium poréwnawcze). Niech ¢ : [a,b) — C, g : [a,b) — R bedq takie, ze:
* 9la 9lag € R([a, B],C) dla dowolnego 8 € (a,b),
e |p(2)] < g(z), = €[a,b),
o g€ R([a,b)).
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Wtedy ¢ € R([a, b)) oraz |ffcp\ < f;g.
W szczegdlnosei, jezeli |p| € R([a,b)), to ¢ € R([a,b)) oraz |fabg0\ < f: lo].
Przyklad 7.6.7. (a) Calka +°o Sllrff‘ff jest bezwzglednie zbiezna.

(b) Calka +°° Sinzds jegt zblezna
bln.’E

Istotnie, pomewaz hn}) = 1 osobliwo$é jest tylko w +o0o i wystarczy zbadaé¢ zbieznos$é calki

f+oo sin vda ”d"” . Calkujac przez czesci mamy f+°O 7&“;‘” — —cosz C;”H‘X’ — 1+°° Lffdw =cosl — f1+°° 7‘30;2“
i Wystarczy zauwazy¢, ze ostatnia catka jest bezwzglednie zbiezna.
(c) Calka f+°° sinzds pie jest zbiezna bezwzglednie.
Istotnie,
400 | s oo nw . o0 nm >
sin z|dz sin z|dz 1 ) 1 2
/ Q:Z/ Q}Z—/ ‘Slnx‘dl‘Z*Z*:—FOO.
0 z n=17m-1)m X n=1 T (n—1)m T n=1 n

Twierdzenie 7.6.8 (Kryterium calkowe zbieznosci szeregéw). Niech f : [0,4+00) — [0,+00) bedzie
funkcjg malejgcq, S Z fk), I fo f,m e Ng. Wtedy:
(a) Sp—In—g€ [O,f( )
&)
(b) [o° f <+oo<= > f(n) < +oo.
n=0

Dowdd. (a) Zauwazmy, ze f(k fk f —1), ke N. Stad S, — f(0) < I, < S, — f(n), a wiec
f(n) < S, — I, < f(0). Wystarczy jeszcze pokauzabé7 ze clag (Sn — I,)22, jest malejacy:
n+1
Sn_ln_(Sn-‘rl_In+1):_f(n+1)+/ f>0
(b) wynika z (a). O
Przyktad 7.6.9. f;oo x(lﬁfc)a = fljgof—(f < 400 <= «a > 1. W takim razie szereg m jest
n=2

zbiezny wtedy i tylko wtedy gdy a > 1.

7.7. Funkcje dane calka

Twierdzenie 7.7.1 (Twierdzenie o funkcjach danych calka). Niech 2 € topR, niech P = [a,b] CC R
i niech f: 2 x P — R bedzie odwzorowaniem takim, ze dla pewnego k € Ng U {oo} mamy:
o f(-,t) € Ck(2) dla dowolnego t € P,

e odwzorowanie 2 X P > (x,t) — 8f(a: t) € R, gdzie —(a: t) == (f(-, )9 (x), jest ciggle dla

oxd oxd
<k[]

Wtedy odwzorowanie 2 > x f f(x, t)dt jest klasy C*(2) oraz ) (z) = fab %(aat)dt, x €2, j<
kO
Dowdd. Wystarczy rozwazy¢ przypadki k = 01 k = 1 (a nastepnie iterowaé¢ rozumowanie).

k = 0: Ustalmy a € §2, r > 0 takie, ze [a — r,a+r] C 21ie > 0. Odwzorowanie f jest jednostajnie
ciagle na [a—r, a+7r]x P. Zatem istnieje 0 < & < r taka, ze | f(z,t)—f(a,t)| < edla(z,t) € (a—0,a+I)x P.
Otrzymujemy stad:

lo(z / |[f(z,t) — f(a,t)|dt <e(b—a), x€(a—0d,a+90).

k = 1: Wystarczy wykazaé, ze ¢'(z) = fa 9f ~(z,t)dt, v € 2 (ciaglos¢ ¢’ zapewnia przypadek k = 0).

of

Ustalmy a € 2, r > 0 takie, ze [a — r,a + 1] C _Q i e > 0. Odwzorowanie 3 jest jednostajnie ciagle na

6) Dla k = 0 warunek ten oznacza po prostu ciagtosé¢ f.

7) Tzn. mozemy rézniczkowaé pod znakiem calki.
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[ —r,a+r] x P. Zatem istnieje 0 < § < r taka, ze \g (z,t) — (a t)] <edla (z,t) € (a—d,a+9) x P.
Stad, na podstawie twierdzenia o przyrostach skonczonych, otrzymujemy

plat+h) —pla) 8f (a+ht)—flat) Of
h o Ox h Ox

dt‘ (a,t)|dt < e(b—a), 0 < |B] <6 O

Twierdzenie 7.7.2 (Twierdzenie o funkcjach danych calka niewlasciwa). Niech (2 € topR, niech —oco <
a < b < +oo i niech f: 2 x [a,b) — R bedzie odwzorowaniem takim, ze dla pewnego k € Ny U {oo}
mamy:

o f(-,t) €Ck(R2) dla dowolnego t € |a, b)

e odwzorowanie 2 X [a,b) D (x,t) — (%J € R jest ciggte dla j <

e dla dowolnego j < k istnieje odwzorowanie g; € R([a,b)) takie, ze \(,;T{(x,tﬂ < g;(t) dla (z,t) €
2 x [a,b). _
Wtedy odwzorowanie 2 > x —— f f(z,t)dt jest klasy C*(£2) oraz o) (z) = b ﬂ(w,t)dt, z e j<

a OxI
R[]

Odnotujmy, ze analogiczny wynik zachodzi, gdy przedzial [a, b) zastapimy przedziatem (a,b] (—oo <
a < b < +00) lub tez przedziatem (a,b) (—oo < a < b < +00).

Dowdd. Ustalmy ciag a < 3, < b, 8, / b i niech ¢,(z) fﬁ” flz,t)dt, = € (2. Na podstawie

poprzedniego twierdzenia wnioskujemy, ze @, € C*(£2) oraz ga,(,J ) f br g;’; (z,t)dt, x € 2, j < k.
Zauwazmy, ze ¢, — ¢ jednostajnie na 2. Istotnie, ¢, (x) — p(z)| < f,@ go(t)dt — 0. Wynika stad, ze

© jest ciagta. Analogicznie, dla dowolnego j < k ciag (<pl(,] ))V 1 Jest zbiezny jednostajnie. Teraz wystarczy

juz tylko wykorzysta¢ twierdzenie o rézniczkowaniu ciagu wyraz po wyrazie. O

Przyktad 7.7.3 (Funkcja I" Eulera). Niech I'(z) := [;° t* ‘e~ 'dt, x > 0. Wtedy:
o ['€ COO(R>0),
o I')=1,2l'(z)=I(z+1),z>0.

W szezegolnosci, I'(n 4+ 1) = nl, n € Ny.

Dowdd. Niech f(x,t):=t""le™t z,t > 0. Wtedy I’ fo z, t)dt + [ f(ax,t)dt, > 0. Zauwazmy,

ze gm{ (z,t) = t*~(Int)¥e~t. Wobec poprzedniego tw1erdzen1a, dla dowodu, ze I" jest klasy C>° wystarczy
pokazac, ze dla dowolnego przedziatu [, 3] C (0,+00) i dla dowolnego k € Ny istnieja funkcje g €
R((0,1]), hg € R([1,4+00)) takie, ze:

o |t et < go(t), @ € [0, 8], ¢ € (0,1],

o [t" IInt)ke | < hp(t), v € [, B], t € [1,00).
Zdefiniujmy:

o gp(t):=t*"YIntket, 0<t <1,

o hy(t) := NIf-1+k=N gdzieN>ﬂ+k.

Dla 0 < £ < o mamy fo gr(t)dt < const(e) fol tol=edt = % Calkowalnosé hy, jest oczywista.
Ponadto,

1
_1(lnt)k,e—t < tﬂ—l—‘rth < N!tﬂ_1+k_N.
= s!

Jest widoczne, ze I'(1) = 1. Ponadto, dla x > 0 mamy:

- t t|*
I'x+1) = / te”tdt = —te” .
0

+ x/ t*le7tdt = xI'(x). O
0

7.8. Calki krzywoliniowe
Bedziemy kontynuowac rozwazania z §[7.4] Na wstepie przypomnijmy Twierdzenie [7.4.5]

8 . . . . . N s 3§ . . . -
: .
( ) Zauwazmy, ze nasze zalozenia gwarantuja zbiezno$¢ wszystkich wystepujacych w tezie catek niewlasciwych
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Twierdzenie 7.8.1. Dowolna droga 7 : [0,1] — R jest prostowalna momz

w=AHV®Mt(W

Niech v : [a,b] — R"™ bedzie krzywa i niech f : v* — R bedzie dowolna funkcja Ograniczonq
Dla podziatu m = (g, ..., tm) przedziatu [a,b] i dla punktéw posrednich & = (&q,. .., &) niech

M(f,v,m,€) =Y FOENI(E) = (1)
j=1

Powiemy, ze funkcja f jest catkowalna wzdtuz krzywej v (f € R(y)), jezeli istnieje ¢ € R takie, ze dla
dowolnego normalnego ciggu podzialow (m)52, przedziatu [a,b] oraz dla dowolnego wyboru punktow
posrednich (&) mamy M (f,~, 7k, &) — c. Liczbe ¢ nazywamy catkq krzywoliniowg niezorientowang
z funkcji f po krzywej v i oznaczamy ¢ = f,y fdl.

Obserwacja 7.8.2. (a) Calkowalnosé i calka sa niezalezne od parametryzacji krzywej.

Istotnie, wystarczy tylko zauwazy¢, ze jezeli 7 : [c,d] — [a, b] jest Scisle rosnaca bijekcja, to jest to
odwzorowanie jednostajnie ciagle, a w szczegdlnosci obraz normalnego ciagu podziatdéw jest normalnym
ciggiem podziatow.

(b) ~ jest prostowalna wtedy i tylko wtedy, gdy 1 € R(~y). Ponadto L(vy f 1dl.

(¢) f € R(y) <= [ € R(&y). Ponadto, [, fdl = [ fdl@
(d) Jezeli~y; :[0,1] — R"™, j = 1,2, sa krzywymi takimi, ze 71 (1) = 72(0) oraz f : 7 U~vys — R jest
funkejg taka, ze f|,- € R(;), 7 =1,2,to f € R(y1 @ 72) oraz

/ fdl = / fdl+ | fdl.
Y172 Y1 Y2

Istotnie, wystarczy rozwazy¢ normalny ciag podziatéw bedacy ,suma’ normalnych ciagéw podziatéow
dla poszczegolnych krzywych i udowodnié, ze w definicji calki krzywoliniowe]j niezorientowanej mozemy
braé¢ tylko takie normalne ciagi podziatow ()52, dla ktorych t € m, k> 1, gdzie t jest ustalonym
punktem z (a, b).

Rozwazmy bowiem dowolny podzial 7w = (to,...,tm) 1 clag punktéw posrednich & = (&1,...&n)-
Przypuéémy, ze t € (t,_1,t,). Niech 7’ := (to,...,ts_1,t,ts, ..., tm) i niech £ bedzie uzupehmionym cia-
giem punktoéw posrednich (zachowujemy wszystkie dotychczasowe punkty posrednie). Wtedy (por. dowod

Lematu [7.4.3) mamy:

[M(f,7,m,8) = M(f, 7,7, )| = | F(E) I (ts) = v(ts) | = FEDIVE) = ()]l = FEL) IV (Es) =Dl
< 3(s$p|f\)w7(diam7r);

dalej rozumujemy standardowo.
(e) Operator R(y) 3> f — f,y fdl € R jest liniowy.

Twierdzenie 7.8.3. Niech 7y : [0,1] — R" bedzie drogg. Wtedy mamy C(~v*) C R(y) oraz

/fﬂ / f DIV Olde  fecH). |(9)

9) Wzgledem odleglosci euklidesowej.
10) Tu i dalej || || oznacza norme Euklidesowa w R™.

Przypomnijmy, ze v* := v([a, b]) jest obrazem geometrycznym krzywej .
Uzasadnia to nazwe ,calka niezorientowana’.

Zauwazmy, ze calka po prawej stronie istnieje. Twierdzenie daje praktyczny sposob obliczania catek niezoriento-
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Dowdd. Mozemy zalozyé, ze 7 jest klasy C!. Ustalmy podzial m = (tg,...,t,,) oraz punkty posrednie
&= (&,...,&n). Wtedy na postawie twierdzenia o przyrostach skoniczonych mamy:

[M(f,v,m,€) = M((f e NIl 7, 6] ZIf ENM(E) = (Ei-1) =" () — )]

< maX\f| > (sup{l () =¥ &)l s m € [tj—1.t1}) (5 — 1) < (H;%X|f|)ww'(diam77);
j=1

dalej standardowo. O

Niech teraz ~ : [a,b] — R"™ bedzie dowolng krzywa i niech V = (V4,...,V},) : v* — R"™ bedzie
dowolnym odwzorowaniem (polem wektorowym) ograniczonym. Dla podziatu = = (¢, ..., t,,) przedzialu
[a,b] i dla punktow posrednich & = (&1, ..., &) niech

M(V.y,m,€) i= Y (V(3(€)),7(t;) = (tj—1)- |(*)

j=1

Powiemy, ze pole V jest catkowalne wzdtuz krzywej ~y, jezeli istnieje ¢ € R takie, ze dla dowolnego
normalnego ciagu podziatéw (my)52, przedziatu [a,b] oraz dla dowolnego wyboru punktéw posrednich
(&k)72y mamy M(V,~, g, &) — c. Liczbe ¢ nazywamy catkq krzywoliniowg zorientowang z pola V' po
krzywej -y i oznaczamy ¢ = fA/ Vdx = fﬁ/ Vidzy + - -+ + Vypdz,.

Obserwacja 7.8.4 (CWICZENIE). (a) Caltkowalnos¢ i calka sa niezalezne od parametryzacji krzywej.
(b) Pole V jest catkowalne na v wtedy i tylko wtedy, gdy jest calkowalne na &v. Ponadto,

Vdx = —/Vda: (15)
Sl Y

(c) Jezeli y; : [0,1] — R", j = 1,2, sa krzywymi takimi, ze v1(1) = 72(0) oraz V : v{ U~y3 — R"
jest odwzorowaniem takim, ze V' jest catkowalne osobno na 7; i v2, to V' jest calkowalne na v, & 7 oraz

/ Vdac:/ de—i—/ Vdzx.
Y1D72 Y1 Y2

(d) Calka zorientowana po krzywej v jest operatorem liniowym.

Twierdzenie 7.8.5. Niech v : [0,1] — R™ bedzie drogg. Wtedy kazde pole ciggte V' jest catkowalne na
v oraz

1
/de:/O (V(y(t),~ (t))at. |(*6)

Dowdd. Mozemy zatozyé, ze 7 jest klasy Cl. Ustalmy podzial m = (tg,...,t,,) oraz punkty posrednie
&= (&,.-.,&m). Wtedy wobec nier6wnosci Schwarza mamy

IM(V,7,7,€) = MV 07,7, ZK ) = At1) = 7€)t — )|

m
<Y IVEENIINE) = (1) =€)t — 1)) < (H;@X V) ws (diam 7);
Jj=1
dalej standardowo. O
(14) (, ) oznacza standardowy iloczyn skalarny w R™, Z Y-

15) Uzasadnia to nazwe ,calka zorientowana’.
6) Zauwazmy, ze catka po prawej stronie istnieje. Twierdzenie daje praktyczny sposéb obliczania catek zorientowa-

nych.






ROZDZIAYL 8

Szeregi Fouriera

8.1. Twierdzenie Riemanna-Lebesgue’a

Do tematyki zwigzanej z szeregami Fouriera powrdcimy w wyktadzie z Analizy Matematycznej 4.

Niech

Ron(R) : ={f : R — R: fl—r z) € R([=7,7]), Yaer : f(z+27) = f(2)},
Con(R) : = {f € C(R) : Vaer : f(z +2m) = f(2)}.
Definicja 8.1.1. Dla dowolnej funkcji f € Ror(R) definiujemy jej wspdtczynniki szeregu Fouriemm
1 (7 1 (7
ap, = an(f) = — ft)cosnt dt, b, =0b,(f):=— f(t)sinnt dt, n € Ny.

T J)_n s

Szeregiem Fouriera funkcji f nazywamy szereg funkcyjny:

S(z) =S(f;x) := ao Z (an cosnz + by sinnz), x €R.
Jego sumy cze$ciowe oznaczamy przez:
k
Sk(x) = Sk(f;x) == ?0 Z an cosnx + b, sinnx), x €R, k € Ny.

Obserwacja 8.1.2.  (a) Jezeli szereg S(f;x0) jest zbiezny, to zbiezny jest tez szereg S(f;xo + 2km)
oraz S(f;xo 4 2km) = S(f;x0), k € Z. W tym sensie funkcja S(f;-) jest okresowa o okresie 27.
(b) Jezeli funkcja f jest parzysta, to b, = 0, n € N. Wtedy szereg Fouriera funkcji f ma postaé

S(fiz) =%+ Z an cosnz i jest nazywany szeregiem kosinusow.

n=1

Istotnie,
L [" u=—t 1 : [ .

by == — f(t)sinnt dt f(—u) sin(—nu) (—du) = —— f(u)sinnu du = —b,,.
L T Jr —T

(¢) Jezeli funkcja f jest nieparzysta, to a, = 0, n € Ng. Wtedy szereg Fouriera funkcji f ma postaé
o0

S(f;x) = 3 bysinnz i jest nazywany szeregiem sinusow — CWICZENIE.

n=1
(d) an(1) =0, n €N, ag(1) = 2. Stad Sx(1;2) =1, k € Ny, oraz S(1;z) = 1.
(e) Niech
1 __cosnx sin nx

= — _ = n = , =1,2,....
¥o \/ﬂ’ P2n 1(1’) ﬁ ’ P2 (I‘) ﬁ n

Wtedy uklad (¢,,)22, jest ortonormalny, tzn.

/ 0 pr(t) dt = 8; %, j,k € Ng — CWICZENIE.

—T

(1) Jean Fourier (1768-1830).

131
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Twierdzenie 8.1.3 (Riemanna-Lebesgue’a). Niech P C R bgdzze przedziatem i niech f : P — R bedzie
taka, ze fljap € R([a,b]) dla dowolnego [a,b] C P oraz |f| € R(P @ Wtedy

lim f(t)cosat dt = lim f(®)sinat dt = 0.
lo|=+o0 Jp la|—+oo /p

W szczegolnosci, dla f € Ror(R) mamy a,(f) — 0, b, (f) — 0 przy n — +oo.
W rzeczywistosci Twierdzenie jest prawdziwe dla obszerniejszej klasy funkcji.

Dowéd. Dowdd przeprowadzimy dla cos at. Przypadek sin at pozostawiamy jako CWICZENIE.
Krok 1°. Jezeli f = x[p,q,p, tO

1 1 a 1
/ f(t)cosat dt = / cosat dt = —sinat| = —(sinag —sinap) — 0.
P p o P « || =400

Krok 2°. Dla dowolnego przedziatu [a,b] C P oraz dla dowolnego jego podzialu m = (xo,...,Tm),

jezeli
m
= § : CiX[wj—1,2;],P>
=1

gdzie ¢1,...,cm € R, to twierdzenie zachodzi

Krok 30 Jezeli (Jﬂ,)5 1 CR(P), [p|fs(t)—f(t)|dt — 0 oraz twierdzenie zachodzi dla kazdej z funkcji
fs, to zachodzi dla f.

Istotnie, niech & > 0iniech s € N bedzie takie, ze [, | fs(t)—f(t)|dt < £/2. Niech | [}, fs(t) cos at dt| <
e/2 dla |a| > C. Wtedy dla |a| > C mamy

’/f cosatdt’ /fq cosatdt’ /|fs F(@®)|| cosatldt < e

Krok 4°. Dla dowolnego przedziatu [a,b] C P twierdzenie zachodzi dla funkcji fx(q5],p-

Istotnie, wystarczy pokazac, ze istnieje ciag (fs)32; funkeji ,schodkowych” takich, jak w Kroku 2°,
dla ktorego [, |fs(t) — f(t)X[a,0),p(t)|dt — 0. Niech € > 0 i niech © = (2o, ..., zy) bedzie podzialem
przedzialu [a,b], takim ze U(f, m) — L(f,7) < e. Zdefiniujmy ¢; := M(f,[z;-1,2,]), j = 1,...,m,

g:= Z CiX[z;_1,a;),P- Whedy

b b b
/ 19(6) — F()X(apyp (8)|dt = / (9(t) — F(0))dt = / o(t)dt — / fdt <U(fm)— L(f,m) <

Krok 5°. Niech [as, bs] ,/* P. Wobec Krokow 3° i 4°, do zakoniczenia dowodu wystarczy zauwazyé, ze

Jolf = Yool = Jo ]~ 5 -

8.2. Kryterium Diniego

Zdefiniujmy pomocnicza funkcje:
sin (2k42rl)w
Pp(x) = ————, z€R, keNp.

Sin b

Obserwacja 8.2.1 (CWICZENIE).  (a) @p(—z) = Dp(x).
(b) @i(x + 2m) = Dp(x).

k
(c) 2Pi(z) =1+ Z cos nz.

Lemat 8.2.2. Dia f € Ry (R) mamy:

t) —t
/ f Tt (SC ) @k(t)dt, r €R, ke Ng.
W szczegdlnosci, %fo @i (t)dt =1, k € Ny.

(2) Wobec kryterium poréwnawczego (Twierdzenie D wiemy, ze f € R(P). Zauwazmy, ze jezeli P = [a,b], to

powyzsze zalozenia sg rownowazne temu, ze f € R([a, b]).
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Dowdd. Liczymy:
- k
1 1 . .
Se(fix) = —/ f(t)<§ + Z(cosntcosnx + smntsmnx))dt
™
- n=1
1 s
=— (t— dt 45 (t — x)dt
- _Wf( ( —I—Zcosn x) / F#)=Pr(t — x)dt
1 [ 1 %) 1 +1) —t
- ;/ Fa+6)50u(t)dt QL[ e rnle, / J@r )+ /@21 g yar,
gdzie (x) wynika z tego, ze funkcja podcatkowa ma okres 2. d

Twierdzenie 8.2.3. Dia f € R (R) ¢ dla dowolnego 0 < § <7 mamy:

Sfx+t)+ flz—1)
li = 1l
k—l>I-&r-loo Sk(f’ ) k—1>r-§r—100 ™ 2

Op(t)dt, z€eR

(w tym sensie, ze obie granice jednoczesnie zstmejq i sq réwne). W szczegdlnosci, prawdziwa jest naste-
pujgca zasada lokalizacji:

O zbieznosci i wartosci S(f;xg) szeregu Fouriera funkcji f w punkcie xog decydujq wytgcznie wartosci
funkcji f w dowolnie matym otoczeniu punktu xg.

Dowdd. Ustalmy z. Funkcja
ettt

1
2sm§

[0,7] ot

jest calkowalna. Zatem, na podstawie twierdzenia Riemanna—Lebesgue’a, mamy:
T flx+1) —|—f(x—t) . (2k+ 1)t
lim sin
k—-+oo T 2 bm = 2

dt = 0.

Teraz wystarczy skorzystaé z Lematu 3.2.2 (]
Twierdzenie 8.2.4 (Kryterium Diniego). Niech f € Rar(R) i 29, A € R bedq takie, ze funkcja

v flwo+t)+ flwo—t) —2A
t
jest bezwzglednie catkowalna. Wtedy S(f;xo) = limg_ oo Sk(f; o) = A.

(0,7] >t r—

Dowdd. Na podstawie Lematu [8:2:2] mamy:
. _ 1 [T f@ott)+ flmo —t) 1T Ly (2k+ 1)t
Sk(f,-%'o)_A—*/O ( —A)@k(t)dt—;/o (w(t) ,2t)sm dt.

T 2 sin ¢ 2

Poniewaz funkcja (0,7] 3 ¢t — Sji przedtuza sie do funkcji ciaglej na [0, 7], zatem funkcja (0,7] >
2

t— (t) sifi jest bezwzglednie catkowalna (kryterium poréwnawcze) i mozemy skorzystaé z twierdzenia
2

Riemanna-Lebesgue’a. [l

Obserwacja 8.2.5 (Przyklady uzycia kryterium Diniego).  (a) Jezeli funkcja

¢ flwo+1t)+ f(xo —t) — 2f(0)
t

(0,7] 2t +—

jest bezwzglednie catkowalna, to Sk (f;x0) — f(z0).
(b) W szczegoblnoscei, jezeli istnieje skoriczona granica

J(wo+1)+ f(zo —t) —2f(20)

lim
t—0+ t
to S(f;2o) = f(2o).
(¢) W szczegdlnosei, jezeli granice jednostronne f(zo+) := tli%li f(xo + t) istnieja 1 sg skoriczone,

2f(zo) = f(xo+) + f(zo—) oraz istnieja skoriczone granice th%l-i- M7 to S(f;x0) = f(zo)-
(d) W szczegdlnose, jezeli f'(xo) istnieje, to S(f; o) = f(x0)-
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(e) Jezeli granice jednostronne f(xo=*) istnieja i sa skoniczone, 2f(zg) = f(zo+) + f(zo—) oraz
|f(zo£t) — f(zmo)| < Ct¥, 0<t <4,
dla pewnych C,«,d > 0, to funkcja ¢ (z A := f(x0)) jest bezwzglednie calkowalna, a zatem S(f;xq) =
f(zo).
Przyklad 8.2.6. Niech h : R — R bedzie funkcja okresowa o okresie 27 taka, ze
—x—m, Jjezeli —m<x <0
h(z) =40, jezelix =0
—x+m JezeliO<z<m
Wtedy

h(z) = S(h;z) =2 Z smnnx7 z eR.

Ponadto, szereg jest zbiezny niemal jednostajnie na przedziale (0, 27) []
Istotnie, funkcja h jest nieparzysta, wiec a,(h) =0, n € No. Ponadto
2 [T 21
bn(h) = 7/ (m —t)sinnt dt =
0

- f—zsmnt
T ™n

™ 2/t ™ 2
= 7(7 — 1) cosnt
0 n\m 0

n

Zauwazmy, ze funkcja h spelnia w kazdym punkcie warunek z kryterium Diniego bo jest rézniczkowalna
w [—m,0)U (0, 7] (dla g = 0 zbieznos¢ jest trywialna). Zbieznosé niemal jednostajna wynika z kryterium

o0
Dirichleta jednostajnej zbieznoéci. Istotnie, na podstawie Przyktadu 6.2.2@ wiemy, ze szereg ) %~ jest

n=1

zbiezny niemal jednostajnie na T\ {1}. W szczegolnosci, szereg i % =Im ( i #) jest zbiezny
niemal jednostajnie na [—m,0) U (0, 7. " "

8.3. Twierdzenie Fejéra
Twierdzenie 8.3.1 (Twierdzenie Fejéra @ Dla f € Cor(R) zdefiniugmy:

or(f;x) = Solf;2) + é+&*Umx TER k=1,2,....

Wtedy o (f;-) — f jednostajnie na R.
Dowdd. Korzystajac z Lematu [8:2.2]1 wzoru

2
k B
Z sin(2j + 1o = S ra (CWICZENIE),

sin «
dostajemy
k—1
1 (T flz+t)+ fz—1)
O’k(f;l'):*/ I )Qf( T 7 sm2j+1
T Jo 51n§j:0
| [Tt f@—t) sin?k}
:7/ 72 4t, z€R, kel
2 ksin® 5
Niech
sin® k%
Up(r) = ——=, z€R, kel
ksin® 5

Zauwazmy, ze = ["Wi(t)dt = 1, k € N. Niech C > 0 bedzie takie, ze |f(z)] < C,z € R.Dla0 < <7
liczymy:

|mwm—ﬂm<iA

™

" f@tt)+ flx—t) - 2f(x)
2

W (t)dt

3) Tzn. jest zbiezny jednostajnie na dowolnym zbiorze zwartym K C (0, 27).
4) Lipot Fejér (1880-1959).
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2C

. 250
k sin 5

135

5 T
l/0 wf(a)wk(t)dtjti/& 200, (t)dt < wy(0) +

™

N

zeR keN. O

Definicja 8.3.2. Wielomianem trygonometrycznym nazywamy dowolng funkcje postaci
k
Raz+— ap+ Z(an cosnx + By sinnx).
n=1

Jako natychmiastowy wniosek z twierdzenia Fejéra dostajemy nastepujacy wynik.

Wnhiosek 8.3.3. Dla dowolnej funkcji f € Car(R) istnieje cigg wielomiandw trygonometrycznych (wi)3e
taki, ze wy, — f jednostajnie na R.

Twierdzenie 8.3.4 (Twierdzenie aproksymacyjne Weierstrassa). Dla dowolnej funkcji f € C([a,b])
istnieje cigg wielomiandw (Py)52, taki, ze P, — f jednostajnie na [a,b].

Dowdd. Istotnie, problem sprowadza sie do udowodnienia, ze kazda funkcja f € C([0,7]) daje sie jedno-
stajnie aproksymowac¢ wielomianami (CWICZENIE). Ustalmy f. Funkcje te mozemy oczywiscie przedtuzyé
do funkgji ciaglej na R i okresowej o okresie 2. Na podstawie Wniosku [8:3.3] dla dowolnego e > 0 istnieje
wielomian trygonometryczny w taki, ze |w(z) — f(z)] < 5, 2 € R. W takim razie problem sprowadza
sie do aproksymacji na [0, 7] wielomianéw trygonometrycznych zwyklymi wielomianami. Wobec postaci
wielomianu trygonometrycznego, wystarczy umieé¢ aproksymowaé funkcje x —— cosnx i x — sinnz,

n € N. To za$ wynika bezposrednio z faktu, ze funkcje te sa rozwijalne w szeregi potegowe zbiezne na

R. O
8.4. Szeregi Fouriera — abstrakcyjny punkt widzenia
Niech H bedzie przestrzenia z semi-iloczynem skalarnym ( , ) (zob. §/5.11.3). Od tej chwili zaktadamy,
ze dimH = oo. Przypusémy, ze (¢n)s>, C H jest uktadem ortonormalnym w H, tzn. (@;, k) = 0k,
7, k=0,1,2,....

Obserwacja 8.4.1. Niech H = R([—m, 7]). Wtedy uktad trygonometryczny
1 (2) = cosNT (2) = sinnx
©o \/%? P2an—1 . \/7*1_ ) Pan . ﬁ )

jest ortonormalny, tzn. [*_¢;(t)pr(t) dt = 0,4, j, k € No.

n=12,....

Obserwacja 8.4.2. (a) Jezeli f = Xowo + -+ + Aok, to Nj = (f, ), 5 = 0,...,k, oraz || f||? =
Aol + -+ 4 [N

(b) Uktad (¢;)32, jest liniowo niezalezny.

(c) (Ortonormalizacja) Niech (1;)32, bedzie dowolnym uktadem liniowo niezaleznym. Wtedy istnieje
taki ukltad ortonormalny (¢;)32, ze dla dowolnego k =0,1,2,... mamy

Kepo + -+ + Kipp = Ko + -+ - + Kpg. (*)

Istotnie, definiujemy ¢o := 1o /||tbo]| 1 jezeli juz o, ..., pe sa zdefiniowane i speliaja (x) dla k =
‘

0,....,¢, to kladziemy @1 = Foq1/||F¢41]l, gdzie V41 = Yep1 — D (Yo, pj) ;. Sprawdzamy, ze

7=0
0o, - -+, pe+1 spelniaja wszystkie wymagane warunki:

¢
(Bep1, 0x) = (Wer1, 0k) — D _(Cer1, 050 (05,08) =0, k=1,....L

j=0
Niech Vi, := Kpg+- - -+Kpg. Oczywiscie Vi, C Viyq orazdimg Vi, =k + 1,k =0,1,2,.... Zdefiniujmy
k
Sk tH— Vkv Sk(f) = <fa S00>SOO+ : +<fa ‘pk>§0k7 k= 07 1723 ceee WiemY7 ze ||Sk(f)H2 = ZO |<f7 (pj>‘2‘
J:

Obserwacja 8.4.3. (a) Sy jest operacja K-liniowa.
(b) Sk =id na Vk.
(c) (f=Sk(f):9) =0, g€ Vi
Istotnie, <f - Sk(f)?(pj> = <f7 L)OJ> - <Sk(f>7(pj> = (fv (pj> - <f7 90]> =0,7=0,...,k



Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej II, wersja z 21 maja 2021
8. Szeregi Fouriera

(@) If = Sk(HIZ = IIFI> = ISk (NI, f €H, k=0,1,2,....
Istotnie, || f]|* = [ISk(f) + (f = Sk(FDI* = [Sk(HI* + I1f = Se(HI>.

(e) (Nierownosé Bessela (5) § £y on) 2 < \IFI1%, f € H.
n=0

136

(f) Jezeli H = Rox([—m,7]), zas (vn)S2, jest ukladem trygonometrycznym, to nieréwnosé Bessela
ma postacé:

=

o0 1 T
a2 +Z 2102 < <—/ FA(t)dt

Istotnie, Z |{f, on)|? (fao) (fan) + (V7by,)?).

(g) Sk(f) reallzuje semi-odlegtosé elementu f od przestrzeni Vi, tzn. ||f — Sk(f)|| = dist(f, Vi) =
inf{[|[f —gll: g€ Vi}, fEH, k=0,1,2,

Istotnie,
k k
1F =D Nesll> = I1f = Se(HIP = —2Re<z)\ f#P;)JrZP\ |2+Z (Foonl? =D 1 = (Frenl
7=0 =0

(h) Sk(f) jest jedynym elementem o whasnosci @

Od tej chwili zaktadamy, ze {, ) jest iloczynem skalarnym, z ktdrym H jest przestrzeniq Hilberta.

o0

Twierdzenie 8.4.4. Dla dowolnego f € H, szereg S(f) := > {f, on)pn jest zbieiny.

n=0

Dowdéd. Pokazemy, ze szereg S(f) spelnia warunek Cauchy’ego. Mamy

m 9 m
IS tenes|| =S 1henls m>n
j=n Jj=n
Teraz wystarczy skorzysta¢ z nierownosci Bessela). 0

Zauwazmy, ze (k + 1)-sza suma czeSciowa szeregu S(f) jest rowna Si(f). Szereg S(f) nazywamy
szeregiem Fouriera elementu f (w bazie ortonormalnej (¢;)52). Jest widoczne, ze operacja H > f ——
S(f) € H jest liniowa. Ponadto, ||f — S(f)|I* = || £1> = IS(F)||>. W szczegolnosei, ||S()|| < | fIl, f € H.

Niech V := |J Vi. Odnotujmy, ze V jest podprzestrzenia wektorowa H.
k=0

Twierdzenie 8.4.5. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) §=id;
(i) IS = 11, £ €, ten. S jest izometria;
(ili) zachodzi tozsamosé Parsevala |(%) {f, g) = Z (fron) g, 0n), frg9 € H;
)
)

n=0

L = {0}, tan. jezeli (frp;)=04dlaj=0,1,2,..., to f =0;

Dousd. () = (3 £.5) = (5(7)S(9)
(iil) = (ii): f =
) — (i) Wynika 2 sownoset | — S(/)|2 = |/ — [ SC)IE.
i) = (iv): Jezeli f L ¢, dla dowolnego j, to S(f) =

1): (f = S(f),¢;) = 0 dla dowolnego j.

): V3 Sk(f) — feV.

i): Przypusémy, ze VO Vi, o f, — f. Wtedy

1f = Sk, (NIl = dist(f, Vi,) < I = full — 0.

5) Friedrich Bessel (1784-1846).
6) Marc—Antoine Parseval (1755-1836).
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Poniewaz ciag (||f — Sk(f)[)72, jest monotoniczny |(7),|zatem || f — Si.(f)|| — 0, a stad || f — S(f)| =0,
czyli S(f) = f. O
Definicja 8.4.6. Jezeli jest spetniony ktorykolwiek z réwnowaznych warunkéw z Twierdzenia to
mowimy, ze uklad ortonormalny (¢,,)32, jest zupeiny.

137

Twierdzenie 8.4.7. Dla nieskoriczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta H nastepujgce warunki sq¢ row-
nowazne:

(i) wH istnieje uktad ortonormalny zupetny;

(ii) H jest przestrzeniq osrodkowa, tzn. posiada przeliczalny podzbior gesty.

Dowdd. (i) = (ii): Niech (¢;)52, bedzie ukladem ortonormalnym zupelym. Wtedy, na podstawie

Twierdzenia zbior A := { oo + -+ Ak 1 k € No, Ag,..., A\ € KN (Q +iQ)} jest gesty w H
(i oczywiscie przeliczalny).
(ii) = (i): Wobec Obserwacji [8.4.2] “. wystarczy znalezé uktad liniowo niezalezny (v;)32, taki,

ze przestrzen V : U (Kepg + -+ + Kepg) jest gesta w H. Niech A = {aj,aq,...} bedzie zbiorem

k=0
przeliczalnym gestym i niech vy := aj, bedzie pierwszym niezerowym wektorem w tym ciagu. Niech
dalej ¢y := ax, bedzie pierwszym wektorem liniowo niezaleznym z ay,. Jezeli juz okreslimy v; = ay; dla
j=0,...,¢ to chcemy by 9y41 := ay,,, byl pierwszym wektorem liniowo niezaleznym z ag,, ..., ax,.

Gdyby ta procedura si¢ zacinata na pewnym ¢, to wtedy A C W := Kay, +- - - +Kay, . Przestrzen W, jako
przestrzen skoriczenie wymiarowa jest domknieta (zob. Wniosek . Wrynika stad, ze H = A =W,
a wiec ‘H musi by¢ przestrzenia skoriczenie wymiarowa; sprzecznoscé.

Tak wigc nasza procedura daje liniowo niezalezny uktad (1;)52, taki, ze A C V, gdzie V jest jak
powyzej. W szczegdlnosci, H=A =V. O

Obserwacja 8.4.8. Przypomnijmy raz jeszcze, ze przestrzen Ror(R) nie jest przestrzenia Hilberta
i nie mozemy dla niej skorzysta¢ z Twierdzenia Bedzie do mozliwe dla przestrzeni L3 (R) :=
{f:R—R: flonn € L*([-7,7]), Vaer : f(z+27) = f(x)}, gdzie L?([—m,7]) oznacza przestrzen
funkcji catkowalnych z kwadratem w sensie Lebesgue’a. Do tematu wrocimy w trakcie wyktadu z Analizy
Matematycznej 4.

8.5. Kryteria zbieznosci jednostajnej
Twierdzenie 8.5.1 (Kryterium zbieznosci jednostajnej). Niech f € Cor(R) bedzie taka, Ze fli_r ) €
C'([—m,m]). Wtedy Si(f;+) — f jednostajnie na R.

Dowdd. Wobec Kryterium Diniego wiemy, ze Sk(f;x) — f(z), x € R. Wystarczy wiec pokazaé, ze ciag
(Sk(f))52, jest zbiezny jednostajnie. Zastosujemy kryterium Weierstrassa i wykazemy, ze

Z|an )+ b (f)] < +o0.

Zauwazmy, ze [’ € Ror(R). W szczegolnosci, na podstawie nieréwnosci Bessela, mamy:

1

+Z Mg <= [P

—T

Calkujac przez czesci dostajemy: an(f') = nbn(f), bu(f) = —na,(f), n = 1,2,... @ Teraz, na

podstawie nieréwnosci Schwarza, mamy:

00 o 1 0o 111/2 e 1/2
> lealNl =30 2 < (X 77) (0) - < o
n=1 n= 1 n=1 n=1
o0
Zbieznos¢ szeregu Y |b,(f)| sprawdzamy analogicznie. O
n=1

If = Sk (DNl —dISt(f>Vk+1) dist(f, Vi) = If = Sk(H)l-
Dla przyktadu: an(f') = £ fﬂ ’(t) cosnt dt = %f(t) cosnt|™ _ + %fjﬂ f(t)sinnt dt = nby, (f).
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Twierdzenie 8.5.2 (Kryterium zbieznosci niemal jednostajnej). Niech f : R — R bedzie funkcjg
okresowq o okresie 2, takq, ze f|_n n € C''([—m,@]). Wtedy

) Jat) & f(a)
2 )

Ponadto, Si(f;-) — f niemal jednostajnie w dowolnym przedziale otwartym, w ktérym f jest klasy C*.

Sk(f;x x eR.

Dowdd. Przypomnijmy Przyktad Niech h : R — R bedzie funkcja okresowa o okresie 27 taka, ze
—x—m, jezeli —w<x<0
h(z) =40, jezelix =0
—x+m JezeliO<z<m
Wtedy

sinnx

, zeR.
n

h(z)=S(hiz) =2
n=1
Ponadto, szereg jest zbiezny niemal jednostajnie na przedziale (0, 27).

Bez zmiany szeregu Fouriera mozemy zmodyfikowaé¢ funkcje f tak, by
2f(z) = f(z+) + f(z=), z€eR.
Po takiej zmianie, pierwsza czeé¢ tezy sprowadza sie do udowodnienia, ze
Sk(f;+) — f punktowo na R.

Zalozenie, ze f jest kawatkami klasy C! gwarantuje, ze w kazdym punkcie z € R, spetniony jest warunek
z kryterium Diniego, tzn. istnieje skoriczona granica

i JEER L@ D) 2@ S h) ) )~ )
h—0+ h T =0+ h h—0-+ h ’

co daje zbieznos¢ punktows.
Problemem jest zbieznosé niemal jednostajna. Niech —7m = & < --- < &y = 7 beda punktami
wosobliwymi” funkcji f, tzn. dla dowolnego j € {1,..., N} funkcja

f(§—1+),  jezeliz =&
[fj*lvgj] 2T f(x)a .]ezeh fj—l <z < gj
f(&-), jezeli x = §;
jest klasy C'. Niech
oo JaU(EH) = f(&-)), Jezeli j € {0, N} .
T BUEGH) — f(&), eselij=1,... N —1
Odnotujmy, ze cp = cn. Zdefiniujmy
N

chh(x -&), weR

=0

3

Jest to oczywiscie funkcja okresowa o okresie 27 i kawalkami klasy C! (o co najwyzej tych samych
punktach osobliwych w [—7, 7]). Pokazemy, ze g jest ciagta.
Istotnie, dla ¢ € {0, N} mamy:

N
g(&et) — g(&e—) = dee — %ch (h((fe —&)+) —h((&—¢&) - ))
=0
=4cy — 2 Z cj =4cg — 2¢p — 2¢¢ = 0,

j€{0,...,N}:
(&e—§5)/(2m)e
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zas dla £ € {1,...,N — 1} mamy:
N
9(&et) — g(&—) = 2¢c0 — %ch (h((ﬁz —&)+) —h((&—¢&) - )) =2c¢ —2¢¢ = 0.
=0

Na podstawie Twierdzenia m Sk(g,-) — g jednostajnie na R. Zauwazmy, ze
Sk(g;x) = Sk(f; @ ——chSk (—&)x), k=0,1,2,....

Teraz pozostaje juz tylko skorzystaé z Przykladu z ktorego wynika, ze Si(h(-—¢&;);x) — h(z—&;)
niemal jednostajnie w kazdym z przedzialow (§;-1,¢;), j=1,...,N. O

8.6. Funkcje o wahaniu ograniczonym

Definicja 8.6.1. Dla dowolnej funkeji f : [a,b] — R zdefiniujmy
N
V(f) = Vi (f) == Sup{Z|f(tj—1)*f(tj)| :NeNa=ty<---<tn :b}-
j=1

Liczbe V(f) € [0, +00] nazywamy wahaniem funkcji f na przedziale [a,b]. Jezeli V(f) < 400, to mo-
wimy, ze funkcja f ma wahanie ograniczone. Zbior funkcji o wahaniu ograniczonym na przedziale [a, D]
oznaczamy przez BV ([a,b]).

Obserwacja 8.6.2 (Odwzorowania o wahaniu ograniczonym).  (a) V(af) = |«a|V(f), a € R,
V(f+9g) <V(f)+V(g). W szczegolnosci, BV([a, b]) jest przestrzenia wektorowa.
( ) V[a b]( ) V[a,c](f) + V[c,b] (f)v a < ¢ < b. W szezegdlnosei, V[c,d](f) < V[a,b] (f) dla [Cv d} C [aa b]
(e) If(@") = f(a")| < Vig o (f), 2’ 2" € [a,b]. W szczegolnosci, BV([a,b]) C B([a,b]).
(d) Dla f,g : [a,b] — R mamy: V(fg) < (suppqy [f]) - V(g) + V(f) - (supje l9])- W szczegolnosei,
BY([a,b]) jest algebra.
(e) Jezeli f : [a,b] — R jest monotoniczna, to V(f) = |f(a) — f(b)]. W szczegdlnosci, f € BY([a,b]).
(f) Jezeli f : [a,b] — R speknia warunek Lipschitza ze stata L, to V(f) < L(b — a). Dla przyktadu,
jezeh f jest rozniczkowalna i ma ograniczong pochodna, to f € BY([a,b]). W szczegolnosci, C([a,b]) C

BV([a,b]).
(g) Niech f(z) :=

rsinZ, jezeli 0 < x <2 . e
0 x ‘] Z i 0 =7 (f jest oczywiscie ciggta). Mamy:
, jezeli x =

n—1
Yoal) > X (o=3) - Gr=ss)
n—1

n—1
2 2 1 CWICZENIE
;(2n—2j+3+2n—2j+1) ;211—2]4—3 oo

(h) Dla f € BY([a,b] mamy fecC(la, b)) = funkCJa [a,b] x Via,z1(f) jest ciagta.
Istotnie, implikacja (<=) wynika (]ED i(d: [f(z (") < Via,21(f) = Vigan ()], 2, 2" € [a,b].
Dla dowodu implikacji (=) zauwazmy, ze, Wobec (]ED funkcja ¢ jest niemalejaca, a wiec jej nie-
ciaglo$é oznacza istnienie skoku, np. p(z) > ¢(z) + 0 dla dowolnych a < xy < = < b, gdzie § > 0.
Wobec (]E[) mamy: Vg, 51(f) > 0, 2o < 2. W szczegolnosci, Vi, 4 (f) > 6, co oznacza istnienie podziatu

N
xo =ty < --- < ty = b takiego, ze Y |f(t;) — f(t;—1)| > d. Korzystajac z ciagtosci funkeji f wniosku-
j=1

N
jemy, ze istnieje punkt zo < x1 <ty taki, ze |f(z1) — f(t1)| + X |f(¢;) — f(tj—1)| > 6, skad wynika,
=2

ze Vig, 4 (f) > J. Powtarzajac to samo rozumowanie dla przedziatu [z¢, 1], wnioskujemy, ze istnieje
o < w2 < 71 taki, ze Vi, ,1(f) > 0. Po k krokach dostajemy ciag zo < @ < --- < 21 < b taki, ze
Ve, ;1) (f) > 6,5 =k, ..., 2. Teraz, korzystajac z (b)), mamy:

V[zo,b](f) = V[I(},Ik](f) + V[mk,xk_l](f) +---+ V[a:z,xl] (f) + V[xl,b](f) = (k + 1)6 —  +00;

k—+oc0
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sprzecznosc.
W przypadku skoku: ¢(x) < ¢(xg) — § dla dowolnych a < z < z¢ < b, postepujemy analogicznie.

Twierdzenie 8.6.3 (Rozklad Jordana). Funkcja f : [a,b] — R ma wahanie ograniczone wtedy i tylko
wtedy, gdy f = f1 — fa, gdzie f1, f2 : [a,b] — Ry sq niemalejgce @ W szczegdlnosci, zbior punk-
tow nieciggtosci funkcji o wahaniu ograniczonym moze byé co najwyzej przeliczalny oraz kazda funkcja
o wahaniu ograniczonym ma w kazdym punkcie skoriczone granice jednostronne.

Ponadto, jezeli f jest ciggta, to funkcje f1 i fo mozna wybraé w klasie funkcji cigglych.

Dowdd. Dostatecznosé warunku wynika z Obserwacji m@@
Dla dowodu koniecznosci, niech fi(z) := Vi, ,1(f) + [f(a)|, € [a,b]. Na podstawie Obserwacji

[8.6.2|(b)), funkcja f; jest niemalejaca. Ponadto, na podstawie Obserwacji[8.6.2)(h), jezeli f jest ciagta, to fi
jest ciagla. Pozostaje wykazac, ze funkcja fo := f1 — f jest niemalejaca (poniewaz fo(a) = fi1(a)— f(a) =

|f(a)] — f(a) > 0, bedzie ona automatycznie nieujemna). Korzystajac z Obserwacji [8.6.2{[b)(d), dla
a <7’ <" <b, mamy:

Foe") = fol@') = Vigwr () = Vi () = (F@") = F@)) = Vg (f) = (F(a”) = f(@') 2 0. O
8.7. Kryterium Jordana

Twierdzenie 8.7.1 (Kryterium Jordana). Niech f € Ry (R), zp € R i 0 < § < 7 bedq takie, ze
Viwg—8.20+6(f) < +00 oraz 2f(zo) = f(zo+) + f(z0—) Wtedy Sy (f;x0) — f(x0).

Lemat 8.7.2 (Twierdzenie o wartosci §redniej). Niech ¢ : [a,b] — R bedzie funkcjg monotoniczng
i niech ¢ € R([a,b]). Wtedy istnieje punkt & € [a,b] taki, ze

b b L. .
wb=) [, w(t)dt, jezeli ¢ jest rosngca
[ ety ar =170 e Rl ¢ Jest rosnaca
a elat) [ o(t) dt,  jezeli ¢ jest malejgca
Dowdd. Podstawienie t := a + b — u redukuje przypadek malejacy do rosnacego. Dla n € N, niech

—a. .
thj=a+——j3, j=0,...,n.
n

Mamy [7o(t)(t) dt = 55 + s\, gdzie

=S pltng ) [ v o2 =30 [ (o) eltng ) )o) a

n,j—1 tn,j—1

Niech ,
g(x) ::/ Y(t) dt, x € la,b].

Przypomnijmy (Twierdzenie [7.3.1)), ze g jest funkcja ciagta. Niech m := r[nig]lg, M = r{n;ﬁcg. Przeksztal-

camy:
n—1

s =3 @ltng—1) (9(tng-1) = 9(ta)) = p(@)g(a) + 3 gtns) (9ltns) = @ltas-1) ).

j=1
Wynika stad, ze

Dalej mamy:

5P| < (p(b) — p(a) max / " e < (pb) — pl@)c? =% — o,

j=1,....n o1 n n—-+oo

gdzie || < C = const. Ostatecznie, przechodzac z n do +oo dostajemy:

b
mpb-) < [ o(Ov(0) di < Moofp-).
Teraz wystarczy juz tylko skorzystaé z wlasnosci Darboux (dla funkcji g). O

9) Jest to tzw. rozktad Jordana. Oczywiscie nie jest on jednoznaczny: f = (f1 +¢) — (fo +¢), ¢ = 0.

10) Przypomnijmy, ze (wobec rozkladu Jordana) granice jednostronne istnieja.
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Dowdd Twierdzenia[871. Na podstawie rozktadu Jordana mamy:
flzo +1) + flzo — 1) = 2f (w0) = ¢1(t) — p2(2),

gdzie 1,9 : [0,0] — R4 sa niemalejace. Poniewaz

©1(0+) — p2(0+) = f(wo+) + f(zo—) — 2f(20) = 0,

mozemy zalozy¢, ze ¢1(0+) = ¢2(0+) = 0 (zastepujac ¢; przez ¢; — ¢;(0+)). Teraz, wobec zasady
lokalizacji (Twierdzenie zastosowane do funkeji f — f(z0)), wystarczy pokazaé, ze dla dowolnej
funkcji niemalejacej ¢ : [0,0] — Ry takiej, ze p(0+) = 0 mamy:

5 s (1)t
[,
0

2 sin% k—+o0

Zauwazmy, ze

5 i (2k+1)t 5 5
t) sin ~——— t 2k + 1)t 1 1 2k + 1)t
/ @%fdt_/ w()sin( +1) dtz/ (p(t)<_7t_,> singdt.
0 2 Sin 3 0 t 2 0 ZSIH 3 t 2
Poniewaz %in(l)(%iln + — 1) = 0 (CWICZENIE), zatem funkcja
— 2

b 1 1
(03 6] >t . — ¢(0) = Oa
25111% t

jest catkowalna (por. Obserwacja|7.6.2(le])). W takim razie, na podstawie twierdzenia Riemanna—Lebesgue’a,

wystarczy pokazaé, ze
o(t 2k + 1)t
/ ()S (26 +1) dt — 0.
0 2 k—+4o00

t
Korzystajac z Lematu [8.7.2] dla 0 < n < §, mamy:

Spot) . (2k+ 1)t

w.R- T o(t 2k + 1)t
lim sin dt BT im 20 sin( +1) dt
k—+oo Jo 2 k—+oo Jg 1 2
mat [3 n sin (2k41)t
Le agklim go(n—)/ 7252 dt,
oo &(n,k)

gdzie £(n, k) € [0,n]. Wobec zalozenia, ze ¢(0+) = 0, pozostaje oszacowac ostatnia calke niezaleznie od
n i k. Mamy:
(2k+1 +1)n

B s1nu (2k + 1)¢(n, k) (2k+1)n
’/nk dt’ ’[%H)s(n K ‘ = ( 2 )+C< 2 )’

gdzie

C(z) = ‘/ SY , x>=0.

1 u
Korzystajac jeszcze raz z Lematu (z p(u) := %), mamy:
3

z)z’/ sinudu‘ <2, xz>1,

(gdzie & = £(x) € [1,2]). Tak wigec C(z) < max{2,C(0)}, x > 0. O

Przyktad 8.7.3. Funkcja
fa) ﬁ jezeli 0 < |z| < 7
x) = 7
0, jezelix =0

(po okresowym przedluzeniu na R) spelnia w punkcie zy := 0 warunki kryterium Jordana (CWICZENIE)7
ale nie spetnia warunkéw kryterium Diniego bowiem:

T flwo+t) + flwo —t) —2f(x0) ,, o [T 1 gy
/o dt_2/0 t tdt—2/7 — = —o0.

t lnﬁ u

o0
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Przyktad 8.7.4. Funkcja
F@) : |z[cos 35, jezeli 0 < |z| <7
o jezeli z = 0

(po okresowym przedtuzeniu na R) spelia w punkcie zy := 0 warunki kryterium Diniego (na podsta-
wie Obserwacji [8.2.5/[])), ale nie spetnia warunkéw kryterium Jordana (CWICZENIE — por. Obserwacja
8.6.2|(g))-

8.8. Funkcje ciggle o rozbieznym szeregu Fouriera

Niech € := Car(R). Przestrzen ta wraz normsa supremowa

1f[I:= sup{[f(#)] : t € R} = sup{|f(t)] : t € [, 7]}
jest przestrzenia Banacha.

Dla dowolnego ustalonego z¢g € R niech € > f LN Sk(f;xo) € R, k € Ny. Kazdy operator Ly jest
liniowy. Niech ||Lg|| := sup{|Lg(f)| : || f]] < 1}. Korzystajac ze wzoru

/ [0 + 1) + flawg — 1) sin 2514

t
2 sin 5

(f?xO

dt,

dostajemy

1 (7 |sin 2k+1t|
”Lk” < = ~ dt =:dg, k€ Ng.
™ Sln§

Lemat 8.8.1.  (a) | Lk|| = di, k € Np.

(b) sup{dy : k € No} = +o0.
Dowdd. (a) Ustalmy k € Ny. Przypadek k& = 0 jest oczywisty (So(1;x9) = 1 = dp). Niech wiec k > 1
Skonstruujemy ciag (f,)52, C € taki, ze || fu|| < 1, n € N, oraz Li(f) — dj. Niech

(2k+1)t

sin
go(t) :=sgn (73 , teR.
sin 5

Najpierw konstruujemy (CWICZENIE) ciag parzystych funkcji ciagltych i okresowych g, : R — [—1,1],
n € N, taki ze g, — go punktowo oraz

1 /" sin Mt sm ML‘
- gn(t) ——=—dt — ——=—dt = dy,.
0

™ sm 5 Sll’l 5

Nastepnie kladziemy f,(t) := gn(t — x0), t € R, n € N. Wtedy w = gn(t), a zatem

Ly(fn) — di.
(b) Mamy

T : 2k+1t 2k+1)Z | o km | -
d g/ |Sm|dt=2/ 2 |51nu|du>z/ \slnu\du
™ Jo U ™ Jo u
B |smu|
772/3 . ———du > = an |s1nu|du7 QZsk:»OOJroo O

Twierdzenie 8.8.2 (Szczegolny przypadek twierdzenia Banacha—Steinhausa m Istnieje zbior gesty
A CE, typu Gs [l taki ze

sup{[Sk(f;z0))| : k € No} = sup{|Li(f)| : k € No} = 00, f€A. ()

\\/

(') Hugo Steinhaus (1887-1972).

oo
(12) Tzn. A = ﬂ An, gdzie A, jest otwarty w €, n € N.

n=1
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o0
Dowdd. Niech By, :={f €& :|Lp(f)|<n, k=0}, A4, :=E\ B,, A:= Ay. Widag, ze:
=1

n=
e B, jest domkniety w & (CWICZENIE),

e A jest typu Gs,

e spelniony jest warunek (7).

— oo
Pozostaje sprawdzi¢, ze A jest gesty. Przypusémy, ze B(fo,r0) C E\A = |J B, . Poniewaz przestrzei
n=1
(fo,7r0) jest zupelna, izitem Twierdzenie Baire’a[5.11.28(ii) daje istnienie ng takiego, ze intg(fo’m)(Bn0 N
(fo,70)) # @. Niech B(go,r) C Bp,. Wynika stad, ze dla dowolnego k£ > 0 mamy:
1 2’110
d = || Li|l = sup{[|Le ()] < [[F]] =1} < sup{;(IILk(go)ll + [ Ze(go +r ) = IF = 1} <=
co daje sprzecznosc. O

Twierdzenie 8.8.3. Dla dowolnego zbioru przeliczalnego B C [—m, 7] istnieje zbior gesty A C E,
typu Gs, taki Ze

B
B

sup{|Sk(f;x)| : k 20} = 400, (f,z) € Ax B.
W szezegolnosci, dla dowolnej funkcji f € A jej szereg Fouriera S(f;x) jest rozbiezny dla dowolnego
x € B.

Dowdd. Wobec Twierdzenia dla dowolnego punktu zy € R istnieje zbidr gesty A,, C &, typu Gs,

taki ze sup{|Sk(f;x0)| : k = 0} = oo dla f € A,,. Zdefiniujmy A := () A,. Jest to oczywiscie zbior
zeB
typu Gs. Gestos¢ wynika z Twierdzenia Baire’a [5.11.28(1). O

(13) Odnotujmy, ze zbiér B moze by¢ gesty w [—, 7].
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ROZDZIAYL. 9

Ro6zniczkowanie odwzorowan

9.1. Pochodne kierunkowe

Definicja 9.1.1. Niech F i F beda przestrzeniami unormowanymi nad R, niech {2 € top E i niech
f:2— F.Dlaa€c i e E, niech 2,¢:={t € R:a+t e 2} Oczywiscie 2,0 =R i0 € 2,¢. Dla
&€ # 0, zbiér (2, ¢ jest izomorficzny z 2N (a + RE). Latwo widaé, ze 2, ¢ € top R. Niech

Qae 3t fla+te) e F.
Oczywiscie fa0 = f(a), fa,c(0) = f(a). Dla £ # 0, funkcje f, ¢ mozemy utozsamiac z f|on(atre)-
Jezeli f/ 5(O) istnieje, to méwimy ze f ma pochodng kierunkowg w punkcie a w kierunku & i definiu-
jemy
of
29

e+ t6) — fo)

t~>0 t

o2 (a) = fo£(0) =

zawsze istnieje i 8—f( ) = 0. Zauwazmy, ze dla o € R, mamy

Oczyw1501e (

3(a€)( a) istnieje <= 6‘5( a) istnieje; ponadto, 8?0{5) (a) = g{;( )
Dla E =R i¢ # 0 mamy: %g(a) istnieje <= f’(a) istnieje; ponadto, a%(a) = f'(a)t.

Obserwacja 9.1.2. Poniewaz rozniczkowanie ,kierunkowe” sprowadza sie do rozniczkowania pewnej
pomocniczej funkcji jednej zmiennej rzeczywistej, wiele regul rézniczkowania kierunkowego wynika na-
tychmiast z odpowiednich wlasnosci rézniczkowania funkeji jednej zmiennej rzeczywistej, np. (przy oczy-
wistych zalozeniach o f 1 g) mamy:

e Niech f,g: 2 — F,a€c 2, a,feR. Jezeli g—é(a) i g—g(a) istnieja, to
0 +
AoL09) (a) = abL(a) + 32 (a)

e Niech f: 02 — F,g: 2 — G, aec . Jezeli g—é(a) i —g( a) istnieja oraz B € L(F,G; H), to
(B(f, C a(B(f, F) dg
ABlf.9) ég 9)) (a) istnieje oraz 9B(f.9) éé 9)) (a) = B(a—lg(a),g(a)) + B(f(a), 67(@)).

Przyklad 9.1.3. Niech

%—gﬁg) (a) istnieje oraz

4 2
f(xy,m0) = {;%f;‘é’ jezeli (z1,z2) # (0,0)

0, jezeli (z1,22) = (0,0) .
Wtedy 5 of (O 0) = 0 dla dowolnego ¢ € R2. Istotnie, dla ¢ # (0,0) mamy f(tg)ff(o) = tfgﬁj@
1 2

Z drugleJ strony, f(t,t?) = 1 , a wiec, w szczegolnosei, f nie jest cigglta w (0 0).

Definicja 9.1.4. Mowimy, ze f ma w punkcie a rdzniczke Gateauz (rézniczke stabg) (1) ljeZeli g—g(a) ist-

nieje dla dowolnego ¢ € E oraz odwzorowanie E 3 £ —> R 8?( a) € F jest liniowe (2) ciagle; odwzorowanie

to nazywamy rdzniczkq Gdteaux odwzorowania f w punkcie a.

Obserwacja 9.1.5. (a) Przyklad pokazuje, ze istnienie rézniczki Gateaux nie implikuje nawet
ciagglosci odwzorowania w punkcie.

1) René Gateaux (1880-1914).
2) Wiemy, ze odwzorowanie to jest zawsze jednorodne. Zatem liniowosé¢ oznacza tu addytywnosé.

147
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(b) Jezeli L : E — F jest operatorem liniowym nieciagltym (takim, jak, np. w Obserwacji[5.11.2)), to
%—2(0) = L(&) dla dowolnego £ € E. W szczegdlnosci, odwzorowanie E 3 £ —— %—g(a) € F jest liniowe,
ale nieciagte.

(¢) Dla E = R mamy: §,f istnieje <= f’(a) istnieje.

(d) Niech

Flar, a2) = ez Jezeli (1, 22) # (0,0)
1,42) -— .
0, jezeli (5017932) = (0,0)

_ of
7(0,0) =0, ale gy (0.0) =

o 1o)
Wtedy 5@%(0,0): 6(53
(e) Niech

(O 0) nie istnieje.

21?121?2(213171‘2) s . .

a2 Bl jezeli (z1,x 0,0
far,2) = s J . .( v 7 )-

0, jezeli (x1,22) = (0,0)

Wtedy 5 af (O 0) = f(&) dla dowolnego ¢ € R?, ale odwzorowanie R? > ¢ —— %(07 0) € R nie jest liniowe.

Definicja 9.1.6.  (a) Jezeli E = R" i (ey,...,ey) jest baza kanoniczng w R”, to 8—f( ) = 2L (a)

Oz Oe;
nazywamy j-ta pochodng czgstkowq (o ile istnieje).
(b) Jezeli ponadto F =R™, f = (f1,..., fm), to macierz

Jf(a) = [gxf;

(o0 ile wszystkie pochodne czastkowe istnieja) nazywamy macierzq Jacobiego odwzorowania f w punkcie

)}

(c) Jezeli m = 1, to macierz Jacobiego nazywamy gradientem funkcji f w punkcie a:

grad f(a) = [5’;1( ),...,%(a)} € M(1 x n;R).

(d) Jezeli m = n, to det J f(a) nazywamy jakobianem odwzorowania f w punkcie a.

Obserwacja 9.1.7. (a) Jezeli E jest skoriczenie wymiarowa, to dla istnienia rézniczki Gateaux istotna
jest tylko liniowo$¢ odwzorowania & —— 8—{;( ).

(b) Jezeli F = Fy x---XFn, f = (f1,..., [n), to dof istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy 04 f1,---,0afN
istnieja. Ponadto, d,f := (daf1,.-,0afN)-
(c) Jezeli E=R", F =R™1i§,f istnieje, to Jf(a) jest reprezentacja macierzowa d,f, czyli

0
(0u1)(€) = Gela) = If@), € R,
W szczegolnoscei, jezeli m = 1, to
of of of

(01)(€) = 56 (@) = (@ +--+ S (@) = grad fla) £ €= (61, 6) €R

Przyktad @i pokazuje, ze moze by¢ tak, ze grad f(a) ma sens, ale g—’;(a) nie istnieje dla pewnych &.

Definicja 9.1.8. Niech &3,...,&, € E. Jezeli pochodna kierunkowa %(m) rzedu (k — 1) w kie-

runku wektorow &i,...,&k—1 istnieje dla = z pewnego otoczenia punktu a, to definiujemy pochodng
kierunkowq rzedu k w kierunku wektorow &1, . .., & jako
akf o ak—lf
(@) = e () (@)
O ... 061 Ok \O&—1 ... 0&
W szczegolnosci, dla E = R” definiujemy n* pochodnych czgstkowych rzedu k:
orf
T E——— i1,.. .0 € {1,...,n}.
Jan o0z, D ik € {Ln)

(?) Carl Jacobi (1804-1851).
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Obserwacja 9.1.9 (CWICZENIE).
3k+€f aé akf
_ 7 I (g =
8§k+g...3§1( ) Otp - .. 01 (8@...
Przyktad 9.1.10. Niech

651)((1).

z12s (2] —23)

Eiom) i (21,
f(x1,20) == #i+a3 jezeli (21,22) # (
0, jezeli (z1,x0) =
OF ()1 2 (3) istuie: , or
Wtedy 72-(2) i 3, () istnieja dla dowolnego = € R ( -(0,0) = 2£(0,0) = 0) oraz
’f o%f
(0,0) = — (0,0) = 1.
0x1072 0x2011
Istotnie, wobec zwiazku f(zo,21) = —f(21,22), wystarczy pokazaé pierwsza rownosé. Mamy
LQJC(O 0) = lim %(t’o) B %(070)
81’181'2 ’ o t—0 t
= lim 1(("@1(‘@% — x3) + miwa(—210)) (aF + 23) — z12a(2] — 23) 209 ) _
t—0 ¢ (a:% 4 x%)Q (21.22)=(£0)

Twierdzenie 9.1.11 (Twierdzenie o réwnosci pochodnych mieszanych). Zatdzmy, ze pochodne ;Z—Zat](x),
9%f
onog
Dowdd. Mozemy zalozyé, ze £,1 # 0 i, dalej, ze ||€|| = ||n]| = 1. Niech kula B(a, 3r) C {2 bedzie taka, ze
pochodne mieszane istnieja dla dowolnego punktu = € B(a, 3r). Zdefiniujmy
5 O?f
ot <
< AONNTRY
Pokazemy, ze ®(t)/t> — 0 przy t — 0+, co wobec symetrii wyrazenia f(a + t£ +tn) — f(a + t€) —
fla+1tn) + f(a), da zadany wynik. Wystarczy pokazaé, ze
>’f
O&0n

(z) istniejg dla x z otoczenia punktu a i sq¢ ciggle w punkcie a. Wtedy a‘zafn (a) = aizgg (a).

P(t) := fla+ 1t +tn) — fla+1€) — fla+1tn) + fla) —

le@ll < sup{Haagn(a+x§+yn) @[:0<ay<t} o<t<n (1)

Ustalmy 0 < ¢ < 7 i niech

o0%f
9(y) = fla+1&+yn) = flatyn) —tygea (@), O<y<r
Mamy $(t) = g(t) — ¢(0). Ponadto,
. Of of oy
W) =5 (et t+yn) = Folatyn) —t550(0).
Na podstawie twierdzenia o przyrostach skonczonych, mamy:
[2(t)]] < tsup{llg’ ()]l : 0 <y <t} (1)
Ustalmy teraz 0 < y < ¢ i niech
of °f
== - ST <
ha) i= Gh(a+ag+yn) — o0 (a), 0<a<r
Mamy ¢'(y) = h(t) — h(0). Ponadto,
o f 0*f
/ — —

Na podstawie twierdzenia o przyrostach skoniczonych, dostajemy

19" (W)l < tsup{||R'(z)[| : 0 < = < 2},
co tacznie z (1) daje (). O
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Twierdzenie 9.1.12. Niech &1,...,& € E (k > 2). Zatézmy, ze dla dowolnego ¢ € {2,...,k} i dla

dowolnego odwzorowania injektywnego 7 : {1,..., £} — {1,...,k}, pochodna kierunkowa Wz_f(%m(z)

istnieje dla x € (2 oraz funkcja 2 5 z —— (z) jest ciggta na catym (2 dla £ < k oraz jest

o'f
857(4)...657(1)
ciggta w punkcie a dla £ = k. Witedy dla dowolnej permutacji k—elementowej o mamy:

oFf orf
a2y —(a) = o———(a).
0o (k) - - 0o (1) 0. ... 06
Dowdd. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na k. Przypadek k = 2 zostal rozwigzany w poprzednim
twierdzeniu. Zal6zmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla k — 1 > 2 i niech ¢ bedzie dowolna permutacja
k elementowa.
Przypadek o(j) =j,j=1,...,k—2,0(k—1) =k, o(k) = k — 1 redukuje sie do przypadku k = 2:
8kf 82 8k72f 82 6k72f akf
(a) = ( )(@) = ( )(@) = (a).
0oy - - 0 (1) Ok—108 NOEf—2 ... 0&; 08 0k—1 \O—2 ... 0&; O ... 06
Przypadek o(k) = k wynika z zalozenia indukeyjnego:
akf o akflf o 8k71f 8kf
S (a) = )@ = (o ) (@) = ().
0ok - - 00 (1) 08 N0 (—1) - - O&5(1) 0k \O&p—1 ... 0 0 ... 06

Pozostate przypadki wynikaja z faktu, iz kazda permutacja jest ztozeniem pewnej liczby permutacji
powyzszych dwoch typow. O

9.2. Rézniczkowanie odwzorowan zmiennej wektorowej

Niech E'i F bedg przestrzeniami unormowanymi nad K, niech 2 € top E, f : {2 — F iniech a € (2.

Definicja 9.2.1. Powiemy, ze odwzorowanie f jest rdézniczkowalne w punkcie a (ma w punkcie a rézniczke
Frécheta (mocna), jezeli istnieje odwzorowanie L € L(E, F') takie, ze

fla+h) = f(a) + L(h) + o(|[h]]) gdy h — 0.

Roéwnowaznie,
o flath) —f@ - L) _
B.5h0 [l]

Odnotujmy, ze oczywiscie definicja ta nie zalezy od wyboru normy w klasie norm réwnowaznych.

Zbioér wszystkich odwzorowan f : 2 — F' rézniczkowalnych w punkcie a bedziemy oznaczaé roboczo
przez D(§2, F; a). Oczywiscie, kazde odwzorowanie stale jest rozniczkowalne (L = 0).

Obserwacja 9.2.2. (a) Jezeli f jest rozniczkowalne w punkcie a, to f jest ciagte w punkcie a.
(b) Kazde odwzorowanie liniowe i ciaglte L € L(F, F') jest rozniczkowalne w kazdym punkcie a € E.
Istotnie, L(a + h) = L(a) + L(h).
(c) Jezeli f jest rozniczkowalne w punkcie a, to f ma rézniczke Gateaux w punkcie a i §, f = L (gdzie
L jest odwzorowaniem wystepujacym w definicji rozniczkowalnosci w sensie Frécheta).
Istotnie, dla dowolnego £ € £ mamy

fla+1€) = fla) + L(t) + o([[t€]]) = f(a) +tL(E) + o(t), gdy t — 0.

Jak wiemy, istnieja odwzorowania nieciagte majace rézniczke Gateaux, a wiec rézniczkowalnosé
w sensie Frécheta jest istotnie mocniejsza.
(d) Jezeli E = R"™, to f jest rézniczkowalne w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje L € L(R™, F')
oraz odwzorowania g1, ...,y : 2 —a — F takie, ze

lim g;(h) = 0= g;(0), j=1,....m,

fla+h)=fla)+L(h)+ > hjgj(h), h=(hi,... hy) € R —a.
j=1
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Istotnie, jest widoczne, ze powyzszy warunek jest wystarczajacy. Przypusémy teraz, ze f(a + h) =
f(a) + L(h) + o(||h]), gdzie L € L(R™, F'). Definiujemy

gj(h)::”Zﬁ2<f(a—|—h)—f(a)—L(h)), he(R-a)., g(0)=0 j=1,..n

Definicja 9.2.3. Z Obserwacji wynika, ze jezeli f jest rozniczkowalne w punkcie a, to odwzoro-
wanie L wystepujace w definicji jest jednoznacznie wyznaczone. Oznaczamy je przez f’(a) i nazywamy
pochodng (rézniczkq Frécheta) odwzorowania f w punkcie a. Mamy wiec

['la) € £B,F),  fa)(h) = Guf)(h) = 5

Uwaga 9.2.4. W przypadku przestrzeni zespolonych musimy wyraznie rozréznia¢ pomiedzy rézniczko-
waniem w sensie zespolonym i rézniczkowaniem w sensie rzeczywistym. Oczywiscie kazde odwzorowanie
C-liniowe jest R-liniowe. Tak wiec, jezeli FE, F' sa przestrzeniami nad C i odwzorowanie f jest réznicz-
kowalne w punkcie a w sensie zespolonym (tzn. rozniczka f’(a) jest C-liniowa), to f jest rézniczkowalne
w punkcie a w sensie rzeczywistym. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Np. jezeli L € L(E, F) jest
odwzorowaniem R-liniowym, ktére nie jest C—liniowe, to L jest rozniczkowalne w sensie rzeczywistym,
ale nie jest rozniczkowalne w sensie zespolonym; dla przyktadu: E = F :=C, L(z2) :=7%, z € C.

Od tej chwili bedziemy rozwazaé wytgcznie rézniczkowanie w sensie rzeczywistym, nawet w przypadku,
gdy przestrzenie E i F' sq nad C.

(a), heeE.

Obserwacja 9.2.5. (a) Jezeli E =R, to f jest rozniczkowalne w sensie Frécheta w punkcie a wtedy
i tylko wtedy, gdy f’(a) istnieje w zwyklym sensie. Ponadto, f'(a)(h) = f'(a)h dla dowolnego h € R.

(b) Jezeli F =F; x ---x Fn, f =(f1,..., fn), to
f €D, F;a) < fj € D(2,Fj;a), j=1,...,N; ponadto, f'(a) = (fi(a),..., fy(a)).

(c) Jezeli f,g € D(2,F;a), to uf +vg € D(2, F;a) oraz (uf +vg)'(a) = pf'(a) +vg'(a), p,v € K.
Innymi stowy, D(£2, F; a) jest K-przestrzenia wektorowa, a operator D(2, F;a) > f — f'(a) € L(E, F)
jest K-liniowy.

(d) Jezeli L € L(F,G) (gdzie G jest przestrzenia unormowana) i f € D(§2, F;a), to Lo f € D(2,G;a)
i(Lof)(a)=Lo f(a)

() Jezeli B € L(E, F;G), to B'(a,b)(h, k) = B(h,b) + B(a, k), (a,b), (h,k) € E x F.

Istotnie, odwzorowanie E X F' > (h, k) N B(h,b) + B(a, k) € G jest liniowe i ciagle. Ponadto,
B(a+ h,b+ k) — B(a,b) — (B(h,b) + B(a,k)) = B(h, k) oraz
1B, K| _ BN
1Rl 4+ Nkl (1Rl + (K]
Twierdzenie 9.2.6. (a) Jezeli f € D(£2,F;a), g € D(2,G;a), Be L(F,G;H), gdzie F, G i H sq
przestrzeniami unormowanymi, to B(f,g) € D(£2,H;a) oraz
(B(f.9)) (a)(h) = B(f'(a)(h), g(a)) + B(f(a),g'(a)(h)), h€E.
W szczegolnosci, jezeli f € D(£2,K;a) i g € D(§2,F;a), to f-g € D(12,F;a) oraz
(f - 9)'(a)(h) = f'(a)(h) - g(a) + f(a) - ¢'(a)(h), hEE.
(b) Jezeli (H,(, )) jest przestrzeniq unitarng (zob. Definicja , frg € D2, H;a), to (f,g) €
D(£2,K;a) i ({f,9)) (a) = (f'(a), g(a)) + (f(a),g'(a)).

Dowdd. (a) Operator E > h N B(f'(a)(h),g(a)) + B(f(a),d'(a)(h)) jest oczywiscie liniowy i ciagty.
Wobec dwuliniowosci B, dostajemy:

< BRI+ [1%]])-

Blsta+ 1glo+ 1)~ B g(o) L0 _ pflash) = S0 = f@0) )
[l [ |
gla+h) = g(@) = g@h)y | oL @)
+ B(f(a), o )+ B 9@t ) = (@) = Arlh) + Ax(h) + As(h).

Ciaglosé B oraz rozniczkowalno$é f i g w punkcie a (w szczegolnosci, ciaglto§é g w punkceie a) implikuja,
ze Ay(h) — 01 Az(h) — 0 oraz [[As(R)[| < || B[[[[f(a)llllg(a + ) — g(a)|| — O, gdy b — 0.
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(b) W przypadku, gdy K = R wlasnos¢ ta wynika bezposrednio z (a). W przypadku, gdy K = C
wystarczy zauwazy¢, ze w dowodzie (a) korzystalismy tylko z R—jednorodnosci. O

Twierdzenie 9.2.7 (Rozniczkowanie zlozenia). Niech G bedzie przestrzenig unormowang, niech U C
G bedzie zbiorem otwartym, niech ¢ : U — E i niech tog € U. Zaléimy, ze p € D(U, E;ty), [ €
D(£2, F; ¢(to)) i p(U) C 2. Wtedy fo ¢ € D(U, F;to) oraz (f o)’ (to) = f'(¢(to)) o ¢’ (to)-

Dowdd. Niech a := ¢(ty), B := ¢'(to), A := f'(a),
p(to +1) = ¢(to) + B(t) + BW)tll,  fla+h) = f(a)+ A(h) + (R[],
gdzie }51(1) 6(t) =0, ;ILIE%) a(h) = 0. Oczywiscie Ao B € L(G, F). Dla maltych t € G, niech
h(t) == ¢(to +t) — ¢(to) = B(t) + B@)||¢].
Zauwazmy, ze h(t) — 0, gdy t — 0. Mamy:
(fop)(to+1t) = fla+h(t) = fla) + A(B(t) + B)[[t]]) + (h ()| B() + BE)[[E]]
= (fep)(to) + A(B(t)) (@[]l gdzie

7(t) = A(B( H ”t” 800

Pozostaje jeszcze zauwazy¢, ze y(t) — 0, gdy t — 0. O

Obserwacja 9.2.8. Twierdzenie wynika z Twierdzenia [9.2.7 i Obserwacji [9.2.5((b) (¢)). Istotnie,

(B(f,9)) (a)(h) = (B (f.9)) (a)(h) = (B'((f,9)(a)) o ((f,9)"(a)))(h)
= B'(f(a),9(a))(f'(a)(h), g (a)(h)) = B(f'(a)(h),g(a)) + B(f(a), g'(a)(h)).

Twierdzenie 9.2.9 (Por. Twierdzenie [5.1.8). Niech E,F bedg przestrzeniami unormowanymi, niech
U CE,V CF bedg zbiorami otwartymi i niech f : U — V bedzie odwzorowaniem bijektywnym. Niech
g:= f~Yiniech a € U bedzie taki, ze f'(a) istnieje. Wtedy nastepujace warunki sq réwnowazne:

(i) ¢'(f(a)) istnieje;

(ii) f'(a) € Isom(E, F) i g jest ciggte w punkcie f(a).

Dowdd. Implikacja (i) = (ii) jest oczywista (¢'(f(a)) = (f'(a))™1).

(ii) = (i): Niech A := f’(a). Chcemy sprawdzié¢, ze g(f(a) + k) = g(f(a)) + A7L(k) + ||k||B(k),
gdzie B(k) — 0 przy k — 0. Niech B(f(a),r) C V. Dla ||k|| < r zdefiniujmy h(k) := g(f(a) + k) — a.
Ciaglos¢ odwzorowania g w punkcie f(a) implikuje, ze h(k) — 0 przy k — 0. Nasz problem sprowadza
sie wiec do réwnosci h(k) = A7Y(f(a + h(k)) — f(a)) + || f(a + h(k)) — f(a)||B(k) i dalej, korzystajac
z rownosci f(a + h) = f(a) + A(h) + ||h|la(h), a(h) — 0 przy h — 0, mamy

0= A7 ([lh(k)la(h(k))) + | AR (K)) + 1 (k) (R (R)) 1 B(F).-

. .. A~ Y(||h]|e(h)) . . . 1 -
Wystarczy wiec pokazaé, ze TAGY TR (T dazy do zera przy h — 0. Poniewaz operator A™" jest

. . . . Ihlla(h) . . .
ograniczony, wystarczy wiec pokazaé, ze wyrazenie TAR) TR dazy do zera przy h — 0. Poniewaz
a(h) — 0 przy h — 0, wystarczy oszacowaé¢ od dotu wyrazenie ||A(h/||h||) + «(h)||. Odnotujmy, ze

1Bl = A A < [IATHIIA(R)]|. Mamy wiee [|A(R/|[]]) + a(h)[| = 1/[|ATH] = [la(R)]|- O

9.3. Twierdzenia o przyrostach skoriczonych

Twierdzenie 9.3.1 (Twierdzenie o przyrostach skoriczonych). Zatézmy, ze D C E jest obszarem, [a,b] C
D. Niech f : D — F bedzie odwzorowaniem ciggtym takim, ze f'(x) istnieje dla x € [a,b] \ S, gdzie
S C [a,b] jest co najwyzej przeliczalny. Wtedy dla dowolnego L € L(E, F) mamy:

1£(b) = fa) = L(b — a)|| < (sup{[|f'(€) — L] : § € [a,0] \ S})lb — all.
W szezegdlnosci, || f(b) — f(a)ll < (sup{[lf(€)] : § € [a,8] \ S})[Ib— all.
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Dowdd. Zastepujac odwzorowanie f przez f — L redukujemy dowdd do przypadku L = 0. Niech
g(t):= fla+tlb—a)), te0,1], S :={te€[0,1]:a+t(b—a)e S}

Wtedy ¢ : [0,1] — F jest odwzorowaniem ciagltym i ¢'(¢) istnieje dla ¢t € [0,1] \ S’. Ponadto, na
podstawie twierdzenia o rézniczkowaniu zlozenia, ¢'(¢t) = f/'(a + t(b — a))(z — a). Stad, na podstawie
klasycznego twierdzenia o przyrostach skoriczonych (zob. Wniosek [5.4.4]), mamy:

1£(0) = fla)ll = llg(1) — g(0)]| < sup{[lg’(t)] : t € [0, 1]\ S"}
=sup{[[f'(a +t(b—a))(x —a)| : t € [0,1]\ 5}
< sup{[[f/()l - € € [a, 0] \ S}H|b — all. U
Jako natychmiastowy wniosek dostajemy

Twierdzenie 9.3.2 (Twierdzenie o przyrostach skoiiczonych). Zatdzmy, ze D C E jest obszarem gwiaz-
dzistym wzgledem punktu a (tzn. [a,z] C D dla dowolnego x € D). Niech f: D — F bedzie odwzorowa-
niem ciggltym takim, ze f'(x) istnieje dla x € D\ S, gdzie S C D jest zbiorem takim, ze #(SN[a, z]) < Vo
dla dowolnego x € D. Wtedy dla dowolnego L € L(E, F) mamy:

1£(@) = f(a) = Lz — a)|| < (sup{llf'(€) = L] : € € [a,2] \ S}) |« — all, € D.
W szezegdinosei, ||f () — f(@)]| < (sup{|f ()] : € € [a, 2]\ $})|lz —al, 2 € D.

Whiosek 9.3.3. Niech D C E bedzie dowolnym obszarem i niech f : D — F bedzie odwzorowaniem
ciggltym takim, ze f'(x) =0 dla x € D\ S, gdzie S C D jest zbiorem takim, ze #(S N [a,b]) < Ng dla
dowolnego odcinka [a,b] C D. Wtedy f = const.

Dowdd. Na podstawie twierdzenia o przyrostach skoniczonych wnioskujemy, ze dla dowolnej kuli B(a,r) C
D odwzorowanie f|p(q,r) jest state. Stad, wobec spojnosci D, f musi by¢ globalnie state. (|

Whiosek 9.3.4. Niech f : 2 — F bedzie funkcjq ciggla i rézniczkowalng w 2\ {a} dla pewnego a € 2.
Jezeli L := lim f'(x) istnieje (granica w L(E,F)), to f'(a) istnieje i f'(a) = L.

Dowdd. Na podstawie poprzedniego twierdzenia mamy f(a+h) = f(a)+L(h)+a(h)| k|, gdzie |a(h)] <
sup{[|f'(§) — LI : € € (a,a+ A} — 0. O

Whiosek 9.3.5 (Twierdzenie o przyrostach skonczonych). Niech D C E bedzie dowolnym obszarem
i niech f: D — F bedzie odwzorowaniem ciggltym takim, ze f'(x) istnieje dla x € D\ S, gdzie S C D
jest zbiorem takim, Ze #(S N [a,b]) < Ry dla dowolnego odcinka [a,b] C D. Wtedy

1£(z) = F)Il < (sup{[lf' ()]l : € € D\ S})ep(w,y), =,y € D (zob. Obserwacja [4.6.8).

9.4. Roézniczki czastkowe
Definicja 9.4.1. Jezeli E = Fy x -+ X En, a = (a1,...,an), to definiujemy
2, ={z; €E;:(a1,...,aj-1,%j,0j41,...,0n) € 2},
faj(zj) = flar,...,aj-1,25,a;41,...,an), Zj €25, j=1,...,N;
zauwazmy, ze {2, ; jest zbiorem otwartym w E;. Powiemy, ze f ma w punkcie a rdzniczke czqstkowq
w kierunku przestrzeni Ej, jezeli rozniczka f, ;(a;) € L(FE;, I) istnieje. Oznaczamy ja wtedy przez
i (a).
Obserwacja 9.4.2. Jezelidim E; = 11 E; = R (dla pewnego j), to ;—gj(a) istnieje wtedy 1 tylko wtedy,
gdy g—’;(a) istnieje. Ponadto, %(a)(hj) = 6‘%((1), h; € Ej.

Twierdzenie 9.4.3.  (a) Jezeli f'(a) istnieje, to %(a), ce aaT{V(a) istniejg oraz

F@0) =3 @) hy), b= (b, h) € By x -+ x B, cxyli

L (a)(hy) = f'(@)(0,...,0,h;,0,...,0), hj€E;, j=1,...,N.
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. L. .. L . .. 9
W szczegdlnosci, dla E = R™, jezeli f'(a) istnieje, to istniejq pochodne czgstkowe 67-)2(&)7

n
oraz f'(a)(h) = »21 FL(a)h;.
J_
(b) Niech ¢ € D(U, E;tg) i f € D(£2, F;p(to)) bedq takie, jak w Twierdzeniu[9.2.7 (o rézniczkowaniu
ztozenia). Zaléimy, ze G =G1 X -+ X Gp, E=FE1 X -+ X Ep, 0 = (¢1,...,¢n). Wiedy:

(Foe)(t)(X) =33 (%wo)) 0 L)) (X)X = (Xio X,) € Grx oo x Gy, eyl
k J ’
Aiow) z::( Plt0)) 0 G2 (1)) (Xe). k= L..p.

W szczegdlnosci, dla G = KP, E = K", dostajemy

8(27;@@0) =3 ﬁ(w(to)>aff(to), k=1,...,p.

Jezeli ponadto F = K™, to powyzszy wzor ma nastepujgcg interpretacje macierzowq:
J(fop)(to) = Jf(e(to))-Jo(to)- (*)

Obserwacja 9.4.4. Podkreslmy, ze wzor (*) jest prawdziwy przy zalozeniu, ze ¢’ (to) i f'(¢(to)) istnieja.
Jezeli istnieja tylko pochodne czastkowe (tak, ze wszystkie wystepujace obiekty maja sens), to wzor nie
musi zachodzi¢. Dla przykladu, niech ¢ : R — R2, o(t) := (¢,t%) (odnotujmy, ze ¢ jest klasy C*>°),
f:R?Z — R, f(t,t%) := 0, f(t,0) = f(0,t) :=t, a poza tym f jest okreslona dowolnie, to := 0. Wtedy

(0) = (0,0), fop=0, Jp(0) = H J£(0,0) = [1,1], J£(0,0).79(0) = 1.

Dowdd Twierdzenia[9.4.3 (a) Zauwazmy, ze f, ; = f 0 1q,;, gdzie
2, a,j 2 Tj ¢ (ah...,aj,l,xj,ajﬂ,...,an) € F1 x---x En.
Wystarczy teraz skorzystaé z twierdzenia o rézniczkowaniu ztozenia:
fai(a;)(h;) = (f 0 a ;) (a3)(hy) = (f'(tha.i(a;)) 0 9 ;(a;))(hy) = f'(a)(0,...,0,h;,0,...,0).
(b) Na podstawie (a) mamy:

(f 09 (to)(X) = ['(p(ta) (' (1) (X)) = F(0(t0)) (3 5‘% X))
k=1
-2 aafj(<p(to))(kz_:1 g% (X)) = ;; ( olto)) géi (t)) (Xi). D

Twierdzenie 9.4.5. Zalozmy, ze E=F1 X --- X En i f: 2 — F jest odwzorowaniem takim, Ze

o rozmiczka czgstkowa aabf_ (x) istnieje dla x z pewnego otoczenia punktu a i jest ciggta w punkcie a
J

dla dowolnego j € {1,...,N}\ {jo},
o %(a) istnieje.
Wtedy f'(a) istnieje.

Dowdd. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na N.

N = 2. Mozemy zalozy¢, ze a = 0 oraz Jjo = 2 VViemy7 ze jedynym kandydatem na f’(0) jest
odwzorowanie Fy X Ez 5 (hy, hg) — aE (0)(hy) + 6E2 L(0)(hy) € F. Jest to oczywiscie odwzorowanie
liniowe ciagte. Dla matych h = (hq, he) szacujemy korzystajac z twierdzenia o przyrostach skonczonych
oraz definicji r6zniczki czastkowej:

[7t0ta) = 10,0 = SL @) - S0
< 1) = £0.12) = SL @)+ [[£0.02) = 710,00 = S0
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of of
< 9 en ——OH: o,h}h hall) = o(||(hy, ha)|).
sup { | 555- (€. h2) = =) &0 € [0} |+ o((1hal) = ol (A, o))
N — 1 ~» N. Mozemy zalozyé¢, ze jo = N. Wobec zalozenia indukcyjnego rézniczka czastkowa
m(a) istnieje. Teraz wystarczy wykorzystaé przypadek N = 2. O

Definicja 9.4.6. (a) Niech D(£2, F) := () D(§2, F;x). Oczywiscie D(£2, F) jest K-przestrzenia wek-
TENR

torowa. Polozmy Dy (2, F) == {f € D(2, F)NB(2,F): f' € B(2,L(E,F))}. Wida¢, ze Dy(12, F) jest

przestrzenia wektorowa, za$ funkcja

Dy(2,F) > [ |flleqs = Ifle + 1l =sup{l|f(2)| : z € 2} + sup{[| f(z)[| : = € 2}
jest norma na Dy (2, F).
(b) Dla 0 < a < 1, niech Cp"* (2, F) := {f € Dyp(2,F) : f' € H*(2, L(E, F))}, gdzie

HY (02, H) = {g:Q—>H: 9] ::sup{w:m,yeﬁ, m;«éy} <+oo}.

W przestrzeni C;’O‘(Q,F) wprowadzamy norme || f||o,1,a = ||fll2,1 + |f'|a (por. Definicja ; przy-
pomnijmy, ze | |, jest seminorma.
(c) Niech C*(2,F) := {f € D(ULF) : f € C(02,L(E,F))}. Polozmy CL(2,F) = CY(£2,F) N
Dy(2, F). Oczywiscie Cp“ (2, F) C CL(2, F).
Zgodnie z og6lng umowa, we wszystkich powyzszych oznaczeniach pomijamy F jezeli F' = R i piszemy
D(Q), Dy(82), € (92), H(2), CH(Q), CL(9).

Twierdzenie 9.4.7. Zaldzimy, zZe odwzorowanie f : 2 — F ma w kazdym punkcie x € (2 rdziniczke
Gateauz 6, f .

(a) Jezeli odwzorowanie 2 > x — 0,f € L(E,F) jest ciggle w punkcie a € §2, to f'(a) istnieje
(i oczywiscie f'(a) = baf).

(b) f € CLR,F) wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie 2 > x — §,f € L(E, F) jest ciggle.

Dowdd. (a) Zauwazmy, ze dla matych h € E funkcja [0,1] 2 ¢ foh f(a+ th) € F jest rozniczkowalna

oraz f, ,(t) = %(a + th) = datenf(h). Teraz, na podstawie twierdzenia o przyrostach skonczonych dla
jednej zmiennej, mamy
If(a+h) = fla) = daf(R)] = [Ifa.n(1) = fa.n(0) — f5,n(0)(1 = O)]]
< sup{[|f5 1 (8) = £on ()] : £ € [0, 1]} = sup{[[dasenf(h) = daf (B)] : € [0, 1]}
< (sup{l|darenf — 0afllecm,ry : t € [0,1]}) IRl = o([|A]])-
(b) wynika natychmiast z (a). O

Obserwacja 9.4.8.  (a) Jezeli f € C1(2,F), g € C*(2,G)i B € L(F,G;H), to B(f,g) € C1(2,H).
Istotnie, na podstawie Twierdzenia [9.2.6{a), mamy (B(f,g)) = B(f’,9) + B(f.¢').
(b) Jezeli H jest przestrzenia unitarna, f € C1(2,H), g € C1(£2,H), to (f,g) € C}(2,K).
(c) Jezeli p € CHU,E), f € CL(2,F) i p(U) C 2, to fopeCHU,F).
Istotnie, na podstawie Twierdzenia mamy (fop) = (f op)oy.

(d) Jezeli E = By x---x Ex i -, ..., 72 istnieja, to f € C(2,F) < % € C(R2,L(E;, F)), j=
1,..., N. W szczegb6lnoéci, dla F = R", jezeli %7 ey ;Tfn istnieja, to
1 of ,
feC( 2, F)<— —ecCU,F), j=1,...,n
6xj
Istotnie, implikacja (=) wynika z faktu, ze (Twierdzenie|9.4.3 aaé,. (x)(hj) = f'(2)(0,...,0, hj, 0,...,0),
J

x €82, hj € Ej, astad Haa—gj(x)— %(%)H < | (z)=f (x|, 5=1,...,N, przy czym w Ey X --- X En
wybieramy norme maksimum.

Dla dowodu implikacji (<=) zauwazmy najpierw, ze na podstawie Twierdzenia wiemy, ze
f € D(£2, F). Dalej mamy
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IIf’(w)—f’(wo)II=Sup{Hi_v:(§EJ:(w)(h )= @) | 1) < ,...,N}
N

< Z H (ffo)

Twierdzenie 9.4.9 (Twierdzenie o rézniczkowaniu wyraz po wyrazie (por. Twierdzenia [5.7.1] [6.10.1
6.10.2)). Niech D C E bedzie ograniczonym obszarem o'-ograniczonym (np. ograwiczonym obszarem
gqwiazdzistym), niech xog € D i niech F bedzie przestrzeniq Banacha.

156

— 0.

T—xo

(a) Zatézmy, ze mamy rodzine (f;)icr C D(D, F) taka, ze:
o (fD)icr jest rodzing jednostagnie sumowalng na D,
o (fi(xzo))icr jest rodzing sumowalng.
Wtedy (f;)ier jest rodzing jednostajnie sumowalng na D, funkcja f := > f; jest rézniczkowalna na D

i€l
. li
oraz f'' =" fl, czyli (Zfl) => fl
iel i€l i€l
(b) Zatézimy, ze mamy ciag (fn)S2y C D(D, F) taki, ze:
o0
o szereg Y. fl jest zbiezny jednostajnie na D,
n=0
o0

e szereg Z fn(xo) jest zbiezny.
1=0

[ee]
Wtedy szereg Z fn jest zbiezny jednostajnie na D, funkcja f := > f, jest rézniczkowalna na D oraz

n=0 n=0

Z s ezyli ( Z fa) = Z -

n=0
( ) Zaiozmy, Ze mamy ciqg (fn)n 0 C D(D,F) taki, ze:
o ciqg (f1)52, jest zbiezny jednostajnie na D,
o cigg (fn(20))S%, jest zbieiny.
Wtedy cigg ()02, jest zbiezny jednostajnie na D, funkcja f := lirf fn jest rozniczkowalna na D oraz
n——+00
r_ s ’ : : [N T /
f - h{rl»loo fn7 Czyh (nll}}}oo fn) - ng{l{loo fn'

n—

Dowdd. (a) Niech g; := f/ : D — L(E,F), i € I. Niech fa := Y fi, A € F(I|[*).| Zauwazmy, ze

€A
fa jest funkcja rozniczkowalng oraz (f4)' = ga. Wezmy € > 0 i niech C(e) € F(I) bedzie takie, ze dla
A e F(I\C(e)) mamy |[fa(zo)| < €1 llga(x)] < e, z € D. Na podstawie twierdzenia o przyrostach
skoniczonych (Wniosek [9.3.5)), dla A € F(I'\ C(¢)) i x € D mamy:

[fa(@)l < Il fa(@o)ll + [Ifa(@) — fa(zo)ll < &+ (sup{llga(©)ll : € € D}) o (x,x0) < e(1+ Sup) op(x,9)).

Wynika stad, na podstawie kryterium Cauchy’ego (Twierdzenie [6.8.2|(ii])), ze (fi)icr jest rodzing jedno-
stajnie sumowalna.
Ustalmy a € D i niech

fi(x)—fi(a)—fi(a)(z— a) .
ezelix # a
hi(x) == { J a

lz—all

, zeD, el
0, jezeli x = a

Zauwazmy, ze kazde z odwzorowan h; jest ciaglte w punkcie a. Rodzina (h;);c s jest jednostajnie sumowalna

na D. Istotnie, mamy
fa(x) — fala) — ga(a)(z —a)

halo) = Iz —al

) x#a7

a stad, na podstawie twierdzenia o przyrostach skoniczonych (Twierdzenie[9.3.2)), dla x bliskich a, dosta-
jemy

[ha(@)|| < sup{llga(§) — ga(a)ll : € € [z, a]} < 2sup{llga(§)] : £ € D},
co, na podstawie kryterium Cauchy’ego, daje jednostajng sumowalnosé.

(4) Przypomnijmy, ze F(I) ={ACI: A# @, #A < No}.
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Teraz, na podstawie wlasnosci rodzin jednostajnie sumowalnych (Twierdzenia [6.4.11} [6.8.2] 6.8.7]),

mamy
i £~ fl@) —gla)(z—a) _ . S i) = 3 tim hy(x) = 0,
e lz — al e ier "
co konczy dowdd. )
(b) Dowdd jest analogiczny — CWICZENIE.
(¢) wynika z (b). O

Twierdzenie 9.4.10. Zatozimy, ze F jest przestrzenig Banacha. Niech D C E bedzie obszarem. Wtedy:
(a) (Dp(D, F),|l ||Ip,1) jest przestrzeniq Banacha,
(b) (CH(D,F),|| |p.1) jest przestrzeniq Banacha,
(c) (Co™(D,F),| |p1.a) jest przestrzeniq Banacha.

Dowdd. (a) Niech (f,)n, bedzie dowolnym ciagiem Cauchy’ego w (Dy(D, F), | ||p1). Wtedy (fn)52,
jest ciagiem Cauchy’ego w B(D,F), a (f},)32, jest ciagiem Cauchy’ego w B(D,L(E, F)). Poniewaz
przestrzenie B(D, F) i B(D, L(E, F)) sa zupelne (Obserwacja [£.6.10), zatem f,, — go € B(D, F) jed-
nostajnie na D i f; — ¢1 € B(D,L(E, F)) jednostajnie na D. Teraz pozostaje juz tylko skorzystaé
lokalnie z Twierdzenia aby stwierdzié, ze go € D(D, F) i g1 = gj-

(b) Wobec (a), wystarczy tylko zauwazyé, ze C}(D, F) jest podprzestrzenia domknieta w Dy(D, F)
(korzystamy z Twierdzenia .

(c) Niech (f,)22, bedzie ciagiem Cauchy’ego w (Cp'*(D, F),|| ||p.1.a)- Jest to rowniez ciag Cau-
chy’ego w (CH(D, F),|| |lp1), & wiec wobec (b), f, — fo w C}(D, F). Pozostaje, wykazac, ze |f, —
fola — 0. Mamy

[fn (@) = fo(z) = (fuly) = fow))Il [fn(x) = fs(x) = (fuly) = fsW))l

fn— fola = sup = sup lim
= Dol = s, Te =yl S, L o= ylle
TFy Ty
<limsup |fn — fs|la — 0. O

s——+00 n—+00

9.5. Druga pochodna

Niech F i I beda przestrzeniami unormowanymi nad K. Niech 2 € topE, f: 2 — Fia € (2.
Bedziemy chcieli zdefiniowaé¢ pojecie drugiej pochodnej funkcji f w punkcie a.

Definicja 9.5.1. Mowimy, ze f ma drugg pochodng (rézniczke Frécheta, rézniczke mocng) w punkcie a,
jezeli f'(x) istnieje dla xz € V, gdzie V' C 2 jest pewnym otoczeniem otwartym punktu a, oraz odwzo-
rowanie ' : V — L(F,F) ma pochodng w punkcie a. Definiujemy drugg pochodng (drugq rézniczke
Frécheta, drugq rézniczke mocng) odwzorowania f w punkcie a:

f"(a) = (f")(a) € L(B,L(E, F)) ~ L*(B, F);
aby unikna¢ nieporozumien ustalamy identyfikacje
L(E,L(E,F)) 3 Ar— (EX E 3 (£1,&) — A(&1)(&) € F) € LY(E, F),
f(a) (&, &) = f(a)(&)(&2), &1.& € E.
Zbior wszystkich odwzorowari f : 2 — F, dla ktérych f”(a) istnieje oznaczamy przez D?(£2, F;a).

Oczywiscie, dla F = R powyzsza definicja jest rownowazna istnieniu f”(a) (w sensie klasycznym)
oraz f"(a)(&1,82) = f"(a)é1e, 1,62 € R.

Twierdzenie 9.5.2. Jezeli f"(a) istnieje, to dla dowolnego n € E odwzorowanie x — f'(x)(n) ma
pochodng w punkcie a oraz f"(a)(&,n) = (x — f'(2)(n)) (a)(§), &,n € E. W szczegdlnosci:

o dla dowolnych &,m € E pochodna kierunkowa %(a) istnieje oraz f"(a)(&,n) = aag—zafn(a);
o jezeli E =R"™, to wszystkie drugie pochodne czgstkowe %Q%ng(a), i,j=1,...,n, istniejqg oraz
0w,

n 2
f/l(a)(fan) = Z afax(a)gjnw 6: (gla'-wgn)a n= (7]1"-'77771) ERTL
ij= I
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Dowdd. Wiemy, ze f'(a+ &) = f'(a) + f"(a)(€) + ||€]|a(§) (réwnos¢ w L(E, F)), gdzie gi_rf(l)a(ﬁ) = 0.
Stad: f'(a+&)(n) = f'(a)(n) + £ (a)(§,n) + [€lla(€)(n), co daje zadany wynik. O

Obserwacja 9.5.3. Pojawia si¢ naturalne pytanie, czy jezeli f € D(§2, F) i dla dowolnego n € E
odwzorowanie x — f’(x)(n) ma pochodng w punkcie a, to f”/(a) istnieje.

158

Twierdzenie 9.5.4. Jezeli E = R"™, to odpowied? na pytanie z Obserwacji[9.5.3
Dowdd. Wiemy, ze f'(z)(h) = 3 %(w)hi, czyli f'(z) = > (,;I (z) - pr;, gdzie pr; : R® — R ozna-
i=1 " i=1 "
of

cza projekcje na i-ta wspoélrzedna. Biorac n = e; wnioskujemy, ze pochodna (W)/(a) istnieje. Stad,

korzystajac z regul rozniczkowania, wnioskujemy, ze pochodna f”(a) istnieje. [l
Definicja 9.5.5. Niech £2(E, F) oznacza zbiér wszystkich odwzorowan symetrycznych z £2(E, F).

Odnotujmy, ze L2(E,F) jest podprzestrzenia domknigta £2(E, F). W szczegolnosci, jezeli F jest
Banacha, to przestrzeri L2(E, F') jest Banacha.

Twierdzenie 9.5.6 (Twierdzenie o symetrii drugiej rozniczki). f”(a) € L2(E,F). W szczegdlnosci

(por. Twierdzenie|9.5.4), dla E =R"™ dostajemy af;gmi (a) = amajgzj (@), ,5=1,...,n.

Dowdd. (Por. dowod Twierdzenia|9.1.11}) Ustalmy &, € E. Chcemy pokazac, ze f(a)(&,n) = f"(a)(n,§).
Mozemy zalozy¢, ze ||£||=||n]|=1. Niech kula B(a,3r) C {2 bedzie taka, ze f'(z) istnieje dla dowolnego
punktu = € B(a, 3r). Zdefiniujmy

B(t) = fla+ 1€ +tn) — fla+1t€) — fla+tn) + f(a) = > f"(a)(&m), [t <7
Pokazemy, ze ®(t)/t? — 0 przy t — 0+, co wobec symetrii wyrazenia
fla+t&+1tn) — fla+1t&) — fla+tn) + f(a),
da zadany wynik. Ustalmy 0 < ¢ < r i niech
9(y) = fla+t&+yn) — fla+yn) —tyf'(a)(&mn), 0<y<r

Mamy &(t) = g(t) — g(0). Ponadto, ¢'(y) = f'(a+t&+yn)(n) — f'(a+yn)(n) —tf"(a)(§,n). Na podstawie
twierdzenia o przyrostach skoriczonych, mamy ||®(t)|| < ¢sup{|l¢’(v)| : 0 < y < t}. Niech

fla+h) = f(a) + f"(a)(h) + a(R)||h]l, |[h]] < 3r
rownos¢ w L(FE, F)), gdzie lim a(h) = 0. Wynika stad, ze dla 0 < y < ¢t mamy
h—0

9'(y) = (@) + f"(a)(t& +yn)(n) + a(t& +yn) ()|t + ynl|
— f'(@)(n) = £ (@) (yn)(n) — alyn)(m)[lynll — tf" (a)(€)(n)
= a(t& +yn) (€ + ynll — alyn)(n)llynll, a stad
sup{llg'(w)ll : 0 <y <t} < 3tsup{fla(ug +vn)| : 0 < p,v <t}
Ostatecznie, Mt(% < 3sup{|la(u€ +vn)| : 0 < pyv < t} P 0. O
Definicja 9.5.7. Niech E, F beda przestrzeniami unormowanymi nad K. Odwzorowanie ) : £ — F
nazywamy wielomianem jednorodnym stopnia 2 (formq kwadratowq) (Q € H*(E,F)), jezeli istnieje

odwzorowanie @ € Hom?(E, F) takie, ze Q(x) = @(x,m), rxeE.
Przez H?(E, F) oznaczamy przestrzeni wszystkich ciggtych wielomianow z H?(E, F).

Obserwacja 9.5.8.  (a) H*(E, F) i H?(E, F) sa K-przestrzeniami wektorowymi.
(b) Jezeli Q(z) = Q(x,z), x € E, gdzie Q € Hom?(E, F), to odwzorowanie
Qz,y) = 3(Qx,y) + Qy,x)), z,y€E,
jest dwuliniowe, symetryczne (@ € Hom?(E, F)) i Q(z) = @(x, x), z € E. W takim razie odwzorowanie
Hom?(E,F) 5 W 5 (E 52— W(x,z) € F) € H*(E, F)

jest epimorfizmem. Jest ono réwniez injektywne bowiem
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Qz,y) = 3(Qe +y,x +y) — Qz,2) — Qy,y)) = L(Qz + y,x +y) — Qe — y,x — ),
z,y € B, Q< Hom?(E,F).

159

Oznacza to, ze A : Hom?(E, F) — H*(E, F) jest izomorfizmem algebraicznym, przy czym odwzorowanie
odwrotne = := A~! jest dane wzorem

HX(E,F) 5 Q=+ Q € Hom?(E,F), ExE> (z,9) v 2(Qz +y) - Qx —y)) € F.

() H*(E,F) = A(L3(E, F)).

(d) W przestrzeni H?(E, F) wprowadzamy norme ||Q|| := sup{||Q(=)| : ||z| < 1}. Wobec nieréwnosci
Q)] = ||Q(x, x)| < ||Q|l|lz]|?, norma ||Q|| jest poprawnie okreslona. Przy takim unormowaniu

A€ lsom(L3(E, F),H*(E, F)), [lA <1, 2] <2

Odnotujmy, ze oszacowanie ||Z|| < 2 nie musi by¢ optymalne (Twierdzenie [9.5.9)).

(e) Korzystajac z powyzszych identyfikacji bedziemy pisa¢ f”(a)(h) := f”(a)(h,h), h € E (z pelna
Swiadomoscia, ze czasem moze to prowadzi¢ do wieloznacznosci).

(f) Jezeli F jest Banacha, to H?(E, F) jest Banacha.

Twierdzenie 9.5.9. Jezeli (E,(, )) jest rzeczywistq przestrzeniq unitarng (E # {0}), to A jest izome-
trig, tzn. |Q| = ||Q|| dla dowolnego Q € H*(E, F).

Przypomnijmy, ze zawsze mamy ||Q] < ||C§H, Q<€ H*(E,F).

Dowdd. Na wstepie zauwazmy, ze mozna zalozy¢, ze dim £ < 2. Istotnie, przypusémy, ze twierdzenie
zachodzi dla przestrzeni o wymiarze < 2. Niech z1,22 € B(1) i niech V := Rz; + Rzs. Wtedy, dla
dowolnego @ € H*(E, F), mamy [|Q(z1,22)|| < [|Qlvxv| = |Qv| < Q] co dowodzi, ze [|Q|l = Q]
a wiec || 4] = 1. B B

Mozemy wiec zalozyé, ze dim E < 2. Ustalmy Q € H?(E,F). Zbior B(1) x B(1) jest zwarty

i w zwiazku z tym H@H jest zrealizowana dla pewnych aq,a2 € 0B(1), tzn. ||C§H = ||C§(a1,a2)||. Je-
zeli a1 = tag dowod jest zakoriczony (tak jest zawsze, gdy dim E = 1). Przypusémy, ze a1 # +as
i niech b := ”21133”. Pokazemy, ze wtedy ||Q|| = [|Q(b,b)||, co zakoniczy dowod. Cheemy pokazaé, ze

1Q(a1 + )| = [Qlllar + az]|?. Gdyby [Q(ar + az)|| < [|Q][la1 + a5, to wowezas
Q1 = 1Q(ar, a2)|| = £l1Q(a1 + az) — Qa1 — a2)|| < |Q[I(lla1 + az||* + [lar — a2]|*)
1A 5
= Q13 lax]l* + llazl*) < 1QI;
sprzecznosé ((*) wynika z reguly réwnolegloboku (Obserwacja [5.11.25{(a)))). O
Twierdzenie 9.5.10. Zatdzmy, ze f € D?(2,F;a), g € D*(2,G;a), B € L(F,G;H). Wtedy B(f,g) €
D2(£2, H;a) oraz

(B(f,9))"(a)(&n) = B(f"(a)(&n), 9(a)) + B(f'(a)(n), g'(a)(£))
+ B(f'(a)(€), g'(a)(n)) + B(f(a),g"(a)(&m)), (&m) € Ex E.
W szczegdlnosci,
(B(f,9))"(a)(h) = B(f"(a)(h), g(a)) + 2B(f'(a)(h), ¢ (a)(h)) + B(f(a),g"(a)(h)), h€E.

Oczywiscie, tak jak poprzednio, mozemy sformutowaé¢ analogiczne wyniki dla mnozenia i iloczynu
skalarnego — CWICZENIE.

Dowdd. Mozemy zalozyé, ze f € D(2,F), g € D(§2,G). Wiemy, ze (B(f,g9)) = B1(f’,9) + B2(f,d),
gdzie

B, :L(E,F)x G — L(E,H), Bi(L,y)(h):=B(L(h),y),

By : Fx L(E,G) — L(E,H), Ba(x,L)(h):= B(z,L(h)).

Widag, ze sa to operatory dwuliniowe i ciagle. Teraz wystarczy juz tylko skorzystaé z Twierdzenia [9.2.6)

(B(f,9)"(a)(§) = Bi(f"(a)(€),9(a)) + Bi(f'(a), g'(a)(€)) + B2(f'(a)(£), ¢'(a)) + B2(f(a), 9" (a)(€)),
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¢ € FE (rownos¢ w L(E,L(E, H))).
Po podstawieniu argumentéw dostajemy szukany wzor. O

Twierdzenie 9.5.11 (Rozniczkowanie ztozenia). Niech G bedzie przestrzenig unormowang, niechU C G
bedzie zbiorem otwartym, niech ¢ : U — E i niech to € U. Zatézmy, ze ¢ € D*(U,E;ty), f €
D202, F; (o)) i o(U) C 2. Wtedy f o p € D2(U, F;tg) oraz

(fo@)(to)(&m) = f"(¢(to)) (¥ (t0) (&), ' (to) (m) + f'(¢(to))(¢" (t) (& m), &m € G.
W szczegdlnosci,
(f o) (to)(h) = 1" ((to)) (¢ (to)(h)) + f'(¢(to)) (¢" (to)(R)), h € G.
Dowdd. Mozemy zalozy¢, ze p € D(U,E) i f € D(£2,F). Wiemy, ze (f o p) = B(f' o p,¢’), gdzie
B:L(E,F)x L(G,E) — L(G,F), B(P,Q):=PoQ.

Wiadomo, ze B jest operatorem dwuliniowym i ciagglym. Stad, na podstawie Twierdzenia [9.2.6] mamy:

(f o@)"(t0)(€) = B((f o ¢) (1) (&), ¥ (to)) + B(f'(¢(to)), " (t0) (&)
= B(f"(¢(t0)) (¢ (t0)(£)), ' (t0)) + B(f'(¢(t0)), " (t0)(§)) (réwnos¢ w L(G, F)). O

Definicja 9.5.12 (CWICZENIE). W standardowy sposob definiujemy przestrzenie D2(£2, F), D2(£2, F),
Cy (2, F), C*(2, F), C}(2, F) oraz normy || flle.2 == I flle+ 1/ |2+ /"o, f € DHR,F), [ flloza =
Iflle2 +1f"las £ € C0 (2, F).
Obserwacja 9.5.13 (CWICZENIE).  (a) f' € CY(2,L(E,F)) < f € C?(, F).

(b) Jezeli f € C3(2,F), g € C*(2,G)i B € L(F,G;H), to B(f,g) € C*(2, H).

(c) Jezeli ¢ € C2(U,E) i f € C2(£2,F), to fop € C2(U, F).

(d) Teraz przychodzi kolej na uogodlnienie twierdzenia o rézniczkowaniu szeregu wyraz po wyrazie

(por. Twierdzenie [6.10.1)).
(e) Jezeli F jest Banacha, to D3 (2, F), C;"* (22, F), C2(£2, F) sa Banacha.

9.6. Odwzorowania wieloliniowe

Niech F, Eq, ..., Ey, F beda przestrzeniami unormowanymi nad K.
Definicja 9.6.1. Przez Hom(E}, ..., Ex; F) oznaczamy przestrzeri odwzorowan k-liniowych W : E; X
X By — F. Jezeli By = --- = E, = F, to piszemy Hom"(E, F). Przez Hom*(E, F) oznaczamy

przestrzen wszystkich symetrycznych odwzorowaii z przestrzeni Hom” (E, F), tzn. tych odwzorowan W €
Hom"(E, F), dla ktorych
Wi(zy,...,2r) = W(Toa), - To(r))
dla dowolnych z1, ...,z € E i permutacji k—elementowej o € S.
Obserwacja 9.6.2.  (a) Dla dowolnej permutacji o € S mamy
HOIn(El, ey Ek; F) ~ HOIII(EU(U, ey Eg(k); F)
(b) Hom'(E, F) = Hom!(E, F) = Hom(E, F).

(c) Dla 1 < /¢ < k—1rozwazmy odwzorowanie

Hom(E, ..., Ep;F) > W 2 W € Hom(Ey, . .., Eg; Hom(Eps 1, . .., Ex; F)),

w
Ei X X E;r> (x1,...,20) — W(x1,..., e,y yr).

Bez trudu sprawdzamy, ze @ jest dobrze okreslone oraz, ze @ jest izomorfizmem algebraicznym, przy
czym ¥ := &~ ! jest dane wzorem:

Hom(E,, ..., Ey;Hom(Ey 1, ..., Ep F)) 3 Avls A € Hom(E,, ..., Ey F),

A
Ey x - xg 3 (x1,...,25) — A(z1, ..., x0) (X1, .., 2%) € F.
(d) Hom(E4,...,Ex; F) ~Hom(E,...,E;Hom(Eptq,. .., Ey; F)). W szczegolnosci,
Hom"(E, F) ~ Hom‘(E, Hom"*(E, F)).
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Definicja 9.6.3. Niech H* (E, F) oznacza przestrzen wszystkich wielomiandw jednorodnych stopnia k,
tzn. przestrzen wszystkich tych odwzorowan Q : E — F, dla ktorych istnieje Q € Hom"”(E, F) takie,
ze Q(z) = Q(z,...,z) dla dowolnego = € E. Przyjmijmy dodatkowo H’(E, F) := F.

Obserwacja 9.6.4. Jezeli Q(x) = @(x, ...,x), z € E, to wzor

~ 1 ~
Q(ml,"'7xk‘) :E Z Q(xa'(l)v"'vxa(k))v xlv"'vmkeEa
€Sk

zadaje odwzorowanie z Homfj(E, F) o tej samej wlasnosci. Mamy wiec epimorfizm
Hom*(E,F) s W+ (E3 2 +— W(a,...,z) € F) € H*(E, F).

Twierdzenie 9.6.5 (Formuta polaryzacyjna). Dla 0 < { < k, k € N i Q € H'(E, F) zachodzi wzor

{@(ml, cooxg),  jezelil =k

1
E Z (—1)k7|€‘Q(ICo+€1$1+'"+€k$k) = TOy.ewoy Tk SO

" ee{o,1}* 0, jezeli 0 <L <k—1

Dla £ = k > 2 formuta polaryzacyjna pokazuje, ze odwzorowanie A jest injektywne (a wiec jest
izomorfizmem) i daje ponadto wzér na Z := A~ (zawsze mozna przyjeé xo = 0). Mamy wiec
Hom*(E, F) ~ H*(E, F).

Dowdd. Przypadek ¢ = 0 pozostawiamy jako CWICZENIE. Dla ¢ > 1 mamy

1 _
k! Z (1) Qo + e121 + -+ + )
" ee{0,1}3k
1 A
=1 Z (=D Qw4+ €121 + -+ - + exThs ..., o + 121 + - - - 4 ERTR)
T ee{0,1}* e
1 kel AP TR
=4 Z (-1) Z &1 - (T0y e vy Ty e vy Thy- oy Th)
. ) . - 0. Jk- N—— N——
ee{0,1}* Jos---Jk€No i P
Jot k=t go x
1 k—|e| 4 J1 Jk \
= Z 7| Z (—1) ﬁ&l ...Ek Q(./L'(L...7$0,...7$k7...7$k)
. T EN k! k Jo: .- Jk* —— N——
qoL-,TjE Oz e€{0,1} JoX Ik X
JoT T Ik=
=: Z Ajo inQ(Tos .o, Tos ooy Thy oo, Th).
Jos---Jk €No i e
JotFin=~ Jo Jk

Ustalmy jo, ...,k € Ny takie, ze jo + - -+ + jr = £ i rozwazmy dwa przypadki:
e Istnieje s € {1,...,k} takie, ze j; = 0 (ma to zawsze miejsce, gdy ¢ < k, bo j; + -+ + jx < £).

ey

reszta pozostaje bez zmian.

e Przypadek przeciwny. Musi by¢ £ =k, jo=01j1 =+ = jr = 1. Wtedy
1 _
Apa,..1 = T Z (—1)* lelgley ... ep = 1. O
eef{0,1}*

Obserwacja 9.6.6. Zalozmy, ze mamy dany wielomian jednorodny Q € H* (E, F). Wzér polaryzacyjny
pozwala nam wyznaczy¢ odwzorowanie @ € Hom’sC (E, F) takie, ze @(x, ..., x) = Q(z), z € E. Niestety, w
praktyce wiaze si¢ niejednokrotnie z uciazliwymi rachunkami. Poniewaz odwzorowanie @ jest wyznaczone
jednoznacznie, czasami mozemy postapi¢ innaczej. Najpierw probujemy odgadniaé jakies odwzorowanie
W € Hom" (E,F) takie, ze W(x,...,z) = Q(z), x € E. Nastepnie symetryzujemy to odwzorowanie
zgodnie ze wzorem

— 1

W(l‘l,...,xk) :ZH Z W(xo.(l),...,xa(k)), T1,...,2k € E. (*)
€Sk

Pozornie niewiele to upraszcza, ale jezeli nasz poczatkowy wybor W byl w miare trafny, to mozemy sporo

zyskaé. Zalozmy mianowicie ze zmienne (x1, . .., z)) mozemy podzielié na ¢ grup Z; := (1,...,23,), Z2 :=
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('1:51"!‘13 e ’I[31+52)a tee Zf = (zﬁ1+"'+ﬂzf1+1a v 7x51+-~~+ﬁg)a gdZie ﬂla s aﬁe € N7 ﬂl + o+ 6@ = ka
w ten sposob, ze W jest odwzorowaniem symetrycznym wzgledem zmiennych z kazdej grupy Z; przy

ustalonych pozostatych zmiennych Patrzac na (*), porzadkujac zmienne tak by kazdy z ciagow
Z21(0) = (0(1)s..,0(Bh), Zalo) = (0(B1 + 1) 0(B + Ba)s s Zalo) i= (0B + -+ + fos +
1),...,0(81 + -+ Be)) byl scisle rosnacy, a nastepnie korzystajac z oddzielnej symetrii, otrzymujemy
(CWICZENIE):

— ... 8,1
W(z1,...,x) = ﬂlki'm Z W(Zoys - s Tom))s T1,---,Tk € E,

gdzie Sg,,...3, = {0 € S : kazdy z ciagow Z1(0), ..., Zi(o) jest Scisle rosnacy}

Definicja 9.6.7. Odwzorowanie Q : E — F nazywamy wielomianem stopnia < k, jezeli istnieja
Q; e H'(E,F), j=0,...,k, takie, ze Q = Qo + - - - + Q. Przestrzen wielomianéw stopnia < k bedzie
oznaczana przez P, (E, F).

Na podstawie formuly polaryzacyjnej wiemy, ze Qi jest wyznaczony jednoznacznie przez (). Powta-
rzajac to rozumowanie dla @Q — @ wnioskujemy, ze Qi—1 jest wyznaczony jednoznacznie itd. Wynika
stad, ze wszystkie wielomiany Qo, ..., Q sa wyznaczone jednoznacznie.

Definicja 9.6.8. L(E1,...,Ex; F) oznacza przestrzen wszystkich odwzorowan ciagtych z Hom(FE,
. sEg; F). Jezeli By = --- = Ej, = E, to piszemy LF(E, F).

LF(E, F) oznacza przestrzen ciagtych odwzorowan z Hom® (E, F).

H*(E, F) oznacza przestrzen ciagtych wielomianéw jednorodnych stopnia k.

Pr(E, F) oznacza przestrzen ciaglych wielomianéw stopnia < k.

Twierdzenie 9.6.9. Niech W € Hom(E1, ..., Eg; F). Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(1) W e E(E1,...,Ek;F);
(ii) W jest cigglte w 0;
(iii) istnieje punkt a € Ey X -+ X Ey taki, ze W jest ciggte w a;
(iv) istniejg a = (a1,...,a;) € By X --- x Ex, v >0 i R > 0 takie, z2e W(B(a1,7) X - -+ x B(ag,7)) C
B(R);

(v) istnieje C = 0 takie, ze |W(z1...,z5)| < Cllza| - llzkll, (®1,...,25) € By X -+ X Ej.
Dowdd. Implikacje (i) = (ii) = (iii) == (iv) sa oczywiste.
(iv) = (v): Wystarczy pokazaé, ze ||W (21, ..., zx)|| < C dla [la1]| = -+ = |Jax| = r [(7) ] Wezmy
(x1,...,21) € E1 X -+ x E, takie, ze ||x1]| = -+ = ||zk|| = r 1 szacujemy:

W (1, ..zl = [[W((ar +21) — a1, .., (ak + 21) — ag)]|
‘ Z (—l)k_le‘W(al +E1T1, ..., QK + Ekl‘k)H < 2R =: C.

ee{0,1}*
(v) = (i): Dla [|h1]],. .., ||| < 1 szacujemy:
||W(a1+h1,...,ak+hk)—W(a1,...,ak)||:H 3 W((l—el)a1+51h1,...,(l—ak)ak—&—skhk)H

e€{0,1}*: |e|>1

< Y Claal T -l A < Cconst(k, a)([hal| + - + [1hwl). O
eef{0,1}*: |e|>1

Whiosek 9.6.10. L(Ey,..., Ex; F) jest przestrzeniq unormowang poprzez funkcje

IWI = Wllee,...,Brry = sup{lIW (z, .zl < [leall < 1o flzell < 13, Woe L(Ey, ..o Egs F).
(5) Oczywiscie, to zalozenie jest trywialnie spelnione dla £ = ki 31 = --- = B = 1, ale nie o taki przypadek nam
chodzi.

(6) #S61,...8, = 51'167|BW — CWICZENIE.
(7) Wtedy [W(z1,...,x1)| < (C/r*)lle1] - okl dla dowolnych (z1,....ax) € By x --- x By
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Ponadto, jezeli E; # {0}, j=1,...,k, to
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Wiz yeeey Lk
W = sup{M s(xy, .. xk) € (Br)s X oo X (Ek)*}
o]l [zl
=sup{||W(zy,.... @) : [|#1]| = - - = ||lxll = 1}
oraz ||W1| jest najmniejszq statg C takq, ze Twierdzenie zachodzi. W szczegélnosct,
W (z1,...,xp)l| < IWlz1ll - llzell,  (z1,...,2%) € By X -+ X Ej.

Twierdzenie 9.6.11. Niech @, ¥ bedqg takie, jak w Obserwacji.

(a) (L(EL,...,EiF)) = L(Ev,...,Eg; L(Egqq, ..., B F)) oraz |P(W)]| = |W|| dla W € L(E4,
coy Eis F), a wiec @ € Isom(L(Ey,...,Ei F),L(Ey,...,Ep; L(Epg1,...,Ex; F))) @ @ jest izometrig.

(b) Jezeli Ey, ..., Ey sq skoriczenie wymiarowe, to L(F1,...,Ey; F) = Hom(Ey, ..., Ex; F). W szcze-
g6lnosci, jezeli E jest skoriczenie wymiarowa, to L¥(E, F) = Hom"(E, F).

(¢) Jezeli F jest Banacha, to L(Ey,..., Ey; F) jest Banacha.

(d) Jezeli F jest Banacha, to L¥(E, F) jest Banacha.

Dowdd. (a) Wystarczy skorzysta¢ ze wzoréw na @ i ¥.
(b) Stosujemy indukcje wzgledem k:
E(El, NN ,Ek+1; F) =~ ,C(El, . ,Ek; E(Ek+1, F))
= Hom(F;,..., Ey; Hom(Eyy1, F)) = Hom(E, ..., Ext; F).
(¢) Stosujemy indukcje wzgledem k:
L(Ey, ..., B0 F) =~ L(Ey, ..., By L(Eg g1, F)).

(d) LE(E, F) jest podprzestrzenia domknieta w L (E, F). O
Przestrzeii H*(E, F) normujemy przy pomocy funkcji

QI = 1@l 2.y = sup{llQ(@)] : 2] <1}, Q € H*(E, F).
Odnotujuy, ze Q|| jest dobrze okreslona, Q] < 31| oraz Q)] < @z, = € B.
Twierdzenie 9.6.12.  (a) A(LF(E,F)) = H*¥(E,F), A € Isom(LF(E, F), HF(E, F)), |[A| < 1, |Z] <
ek,
(b) Dla wielomianu Q@ = Qo + -+ Qi € Pi(E,F) mamy Q € Py(E,F) < Q; € H/(E,F), j =
1,... k.
(c) Jezeli (E,{,)) jest rzeczywistq przestrzeniq unitarng, to A jest izometrig.

Dowdsd. (a) Jezeli ||x1|],..., |zx| <1, to

k

~ 1 1 k 1

(Qer ol < g 3@l = 1@ 3 (§) 7 < 1@l g2 < e,
12 .

" ee{0,1}F ¢

a wiec ||Z]| < e?k.
(b) Przypusémy, ze @ jest wielomianem ciagltym. Na podstawie formuly polaryzacyjnej mamy

~ 1

Qr(xy,...,xp) :

':E Z (—1)k_‘E|Q(€1x1—‘r-“—l—Ekl‘k), T1,...,xp € F,

e€{0,1}*k
skad natychmiast wynika, ze @y jest wielomianem jednorodnym ciaggltym. Stosujac to samo rozumowanie
do wielomianu @ — Q) wnioskujemy, ze Qr_1 jest wielomianem jednorodnym ciggtym. Skorniczona indukcja
koriczy dowdod.

(c) (Por. dowdd Twierdzenia m) Mozna zalozyé, ze dim E < +oo (CWICZENIE). Ustalmy Q €
HE(E,F), k > 3. Poniewaz E jest skoriczenie wymiarowa, zbior (E(l))k jest zwarty i w zwiazku z tym
Q]| jest zrealizowana dla pewnych ay,...,a; € B(1). Niech a € dB(1) bedzie taki, ze (a,aj) # 0,
j =1,... k. Zastepujac ewentualnie a; przez —a; mozemy zalozy¢, ze (a,a;) > r >0, j =1,... k.
Niech R R

K :={(z1,...,2) € (8B(1))k Ha,zj) =r, j=1,...k ||Q| = |Q(x1,...,zr)|}.
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Zauwazmy, ze (a1, ...,ax) € K oraz, ze K jest zwarty. Zdefininjmy f(z1,...,zx) := {a, 1)+ -+ {a, z})
iniech (by,...,b;) € K realizuje maksimum funkcji f na K. Pokazemy, ze £1b; = - - - = by, dla pewnych
€1,...,6x € {—1,1}. Zauwazmy, ze to juz zakonczy dowodd (CWICZENIE). Przypu$émy, ze up. by # £bs.

Zdefiniujmy d := (by + ba)/||b1 + b2|| i zauwazmy, ze (CWICZENIE):
(] ||bl+b2|| < 2,

e rabe) < 21
o (0,d)= "R 2 ey

e analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia mamy ||Cf2\(d7 d,bs, ..., )| = ||C§||

W takim razie (d,d,bs, ..., by) € K oraz f(d,d, bs,... by) = 2% (a,bs) 4 - + (a,by) >

b1,...,by); sprzecznosé. O
f (b1, ; Sp

+

Twierdzenie 9.6.13. Niech Q = Qo+ +Qx € Py (E, F). Wtedy nastepujace warunki sq rownowazne:
(i) Q € Pu(E,F);
(ii) @ jest ciggte w 0;
(iil) istnieje punkt a € E taki, ze Q jest ciggle w a;
(iv) istniejg a € E irg > 0 takie, ze Q(B(a,r9)) jest zbiorem ograniczonym;
(v) dla dowolnego r > 0, Q(B(r)) jest zbiorem ograniczonym (réwnowaznie: dla dowolnych a € E
ir>0, Q(B(a,r)) jest zbiorem ograniczonym,).

— — — —

Dowdd. Implikacje (i) = (ii) = (iii) = (iv) sa oczywiste.

(iv) => (v): Wobec formuly polaryzacyjnej (z z := a) Q(B(ro/k) x -+ x B(ro/k)) jest zbiorem
ograniczonym. Stad na podstawie Twierdzenia @k jest ciagle. W szczegolnosci, Qr(B(r)) jest
zbiorem ograniczonym dla dowolnego r > 0. Teraz powtarzamy rozumowanie dla wielomianu @ — Qy
i wnioskujemy, ze Q—1(B(r)) jest zbiorem ograniczonym dla dowolnego r > 0 itd. Ostatecznie Q;(B(r))
jest zbiorem ograniczonym dowolnych j = 1,...,k i r > 0, skad natychmiast wynika (v).

(v) = (i): Stosujemy poprzednie rozumowanie. O

Twierdzenie 9.6.14.  (a) Jezeli W € L(En,...,Epi; F), to W (a) € L(Ey X --- X Ey, F),

W’(a)(h) = W(hl,ag, ‘e ,ak) + W(al,hg,ag, N .,a,k) + -+ W(al, . .,ak_l,hk),
a:(al,...,ak), h:(hl,...,hk)GEl X"'XEk.
W szczegolnosci, W = Wi+ -+ Wy, gdzie W; € L(Er,...,Ej_1,Ej1,...,Ey; L(E}, F)), j=1,... k.
W konsekwencji,

Wl/<a)(h1ah2) - Z W(a17"'7aj1715ha'(1),j15aj1+17"'7aj2717ha'(2),j2,aj2+17"'7ak)'

1<j1<j2 <k
g€S>

(b) Jezeli Q € H*(E, F), to Q'(a)(h) = kQ(a,...,a,h), a,h € E. W szczegdlnosci, Q' € HF1(E,
L(E, F)). W konsekwencji, Q" (a)(h,h) = k(k — 1)@(a, ...;a,h,h), a,h € E.
(c) Jezeli Q € Pp(E,F), to Q' € Pr_1(E,L(E, F)).
Dowdd. (a) — zob. dowdd Obserwacji 9-2.5((e). R
(b) Q = Qom, gdzie 7 : E — E* n(z) := (x,...,7). Stad Q'(a) = Q'(w(a)) o ©'(a) i mozemy
skorzystaé z (a).
(¢) wynika z (b). O

9.7. Pochodne wyzszych rzedéw

Definicja 9.7.1. Niech E i F beda przestrzeniami unormowanymi nad K, niech 2 € top(E), f: 2 —
F,a € i zatozmy, ze f*~V(z) € LF1(E, F) istnieje dla z € V, gdzie V jest pewnym otoczeniem a
(wiemy juz co to oznacza dla k = 2, 3). Mamy wiec odwzorowanie f(*=1 .V — £F~1(E F). Definiujemy
k-tq pochodng (k-tq réziniczke Frécheta) odwzorowania f w punkcie a:

f® (@) = (f* VY (a) € L(B, LB, F)) ~ LK (E, F).

Aby uniknaé¢ nieporozumien ustalamy identyfikacje

LB, LY (B, F)) 5> A A€ LHE,F), Ex B3 (6n) s A€)n) € F, tr.
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FP (@) n) = fPa)(€)m), (& n) € ExEFL

Zbior wszystkich odwzorowan f : 2 — F, dla ktorych f*)(a) istnieje oznaczamy przez D*(2, F;a).
Jak zwykle D (02, F) := () D(2, F;z).

zeS?
Obserwacja 9.7.2 (CWICZENIE, por. Twierdzenie [9.6.14). (a) Jezeli W € L(Ey,...,E; F), to dla
1 <4 < k mamy

o(1 ot
W(Z)(a)(hl,...,he): Z W(al,...,ajl_l,hjl( ),ajl_‘_l,...,aje_l,hjﬂ( ),aj[+1,...,ak).

1<j1<<je<k
o€Sy

Ponadto, W =0 dla ¢ > k + 1.
(b) Jezeli Q € HX(E, F), to dla 1 < ¢ < k mamy

165

Q<f>(a)(h,...,h)=e!(k>@(a,...,a,h,...,h), a,h€ B, 1=0,....k
N—— V4 N—_——— N —
£x (k—£)x £x

w szczegolnosci, Q) (a) = k!Q, a € E, astad Q¥ =0dla £ >k + 1.

(c) Jezeli Q € Pu(E,F), to Q¥ =0dlal>k+1.

(d) Zatozmy, 7e D C E jest obszarem i f € D*(D, F). Wtedy f € P_1(E, F) < f*) = 0.
Twierdzenie 9.7.3.  (a) Jezeli f*) € DN, LF(E, F);a), to f € DR, Fia) oraz (%) (a) =
fE*0(a) (po utozsamieniu L(E, LF(E, F)) ~ LFY(E, F)).

(b) Jezeli f € D**4(2, F;a), to dla dowolnych hyy1, ..., hiye € E odwzorowanie

x— fO @) (hoyr,. .. hese)

ma {-tq pochodng w punkcie a oraz
FED (@) (hay . hire) = (@ — fE (@) (hegry - hige) D (@) (hay o he), by he € E.
(c) Jezeli f € D*(02,F;a), to dla dowolnych h1, ..., h, € E pochodna kierunkowa #_fahk(a) istnieje

k
oraz 78,“3'”’;% (a) = f*)(a)(hi,..., hy).
(d) Dla E =R mamy: f € D*(2,F;a) (w sensie Frécheta) wtedy i tylko wtedy, gdy f*)(a) istnieje
w sensie klasycznym oraz f*)(a)(hy, ..., h) = f®(a)hy - hg, ha, ... hi, € R.
(e) Jezeli E=R" i f € DF(Q, F;a), to
(k) — Y5
f (a)(hl, ceey hk) Z axil

i1,eyin=1

- 8% (a)hLil . "hk,ika h]‘ = (hj,h .. .,hj,n) < Rn, j =1,.. .,]{,‘.

Dowdd. We wszystkich dowodach bedziemy rozumowaé¢ indukcyjnie.
(a) Dla ¢ = 1 wystarczy skorzystaé¢ z definicji.

£ £ 1: () (a) = ((709))' (@) = (40 (a) = FO+41)(a),
(b) £ =1 (por. Twierdzenie [9.5.2): Wiemy, ze

F®a+hy) = fP(a) + fE*Y(a) (k1) + o||h1]]) pray by — 0 (rownosé w LF(E, F)).
Podstawiajac ho, ..., hiy1 dostajemy:
F® (a4 hi)(hay ... i) = FP (@) (hay .o higr) + FED (@) (B, ha, - oo hir) + o[ ])
przy hy — 0,
co daje zadany wynik.

0 ~ 0+ 1: Zalozmy, ze f € DFHY(U, F) dla pewnego otoczenia U punktu a. Ustalmy heyo, ...,
hi+e+1 € E. Na podstawie zalozenia indukcyjnego odwzorowanie U 2 z N f(k)(sr:)(hug, cos PEgot1)
jest £—krotnie rézniczkowalne w U oraz

(@) (ha, ... hep1) = FETO(@) (hay ..o hiser), 2 €U, ho,... hyyr € B.
Z drugiej strony, poniewaz f*T+1)(q) istnieje, wiec

f(kH)(a +hy) = f“”'e)(a) + f(kHH)(a)(hl) + o(||h1]]) przy hi — 0 (réwnosé w [:]“H(E7 F)).
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Podstawiajac he4o, ..., hitet1, dostajemy
g(@(a' + hl) = g(E)(a) + f(k+é+1)(a)(hlv B h€+27 sy hk+f+1) + O(thH)
przy hy — 0 (rownos¢ w L°(E, F) po stosownym utozsamieniu).
Wynika stad, ze g'“*1 (a) istnieje oraz g+ (a) = fFHFD(a)(-, ..., heya, ..., hiyer1), co konczy do-
wod.

(¢) Przypadek k = 1 jest oczywisty.
k ~~ k 4 1: Na podstawie (b) mamy

8k+1f B a 6kf _ 6 k)
Oy .. Ohprs " Ohy Oha ... 0hpis (a) = aTl(x —/ (w)(h”“’hk“))(“)
= (x— fB(@)(ha, ..., hieyr)) (@) () = fET (@) (ha, - hega)

(d) Przypadek k = 1 jest oczywisty.
k ~~ k + 1: Na podstawie (b) mamy

FE(a) (b, b)) = (@ — 8 (@)(he, ... hir)) () (Br)
= (@ — f®(@)ha - hpr1) (@) (h1) = FED(@)hy - by

(e) CWICZENIE. m

Twierdzenie 9.7.4 (Twierdzenie o symetrii wyzszych rozniczek). f*)(a) € LF(E, F). W szczegdlnosci,
jezeli E =R", to
k! (e @ n
fPlam =3 —Df(@h®, heR,

aeNy: lal=k
gdzie dla o = (a,...,a,) € NB i h = (hy,...,h,) € R": ol := aq! - a,!, R := A - RO (00 :=1),

D%f(a) = (0%1)0‘1 0---0 (%)O‘”f(a). Zauwazmy, Ze wobec symetrii rézniczki, operator D* (2, F;a) >

f—— D%f(a) jest poprawnie okreslony.

Dowdd. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na k. Przypadek k = 2 zostal rozwiazany w Twierdzeniu|9.5.6
Zalozmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla k — 1 i niech ¢ bedzie dowolna permutacja k elementows.
Przypadek o(1) =2, 0(2) =1, 0(j) =4, j = 3,..., k, redukuje sie do przypadku k = 2:
FE(a)(ha,hayhg, . hy) = (@ — FED (@) (s, ..., he))" (@) (ha, h1)
= (3? [— f(k_2) (.%‘)(hg” ey hk))”(a)(hl, hg) = f(k)(a)(hl, h2, h3, ey hk)

Przypadek o(1) = 1 wynika z zalozenia indukcyjnego:

FP (@) (i, ho@ys - howy) = (@ — FE (@) (hog@)s - - Pow)) (@) ()
= (2 — fO (@) (he, . ) () () = F O (a) (R, ho, o ).
Pozostate przypadki wynikaja z faktu, iz kazda permutacja jest ztozeniem pewnej liczby permutacji

powyzszych dwoch typow (por. dowdéd Wniosku [9.1.12)). (]

Twierdzenie 9.7.5 (Wzor Leibniza). Niech f € DF(2,F;a), g € D*(2,G;a) i B € L(F,G; H). Wtedy
B(f,g) € D¥(2,H;a) oraz

(h) (BUP@D) = 3 ()BUD @064 (@)1), b € E;
1) BUEDD @0, h) = 3 S BED @R 0@ oo,

j=00€S; k—j
hi,...,hi € E, gdzie przypomnijmy (Obserwacja Sik—j ={o €S :0(1) < <
o(j), o(j+1) <--- <o(k)}
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Dowdd. Rozumujemy indukcyjnie. Przypadek k = 1 jest dobrze znany.

k ~~ k+1: Wiemy, ze (B(f,9)) = B1(f’,9) + Ba2(f,q’), gdzie By i By sa operatorami dwuliniowymi
i cigglymi takimi, jak w dowodzie Twierdzenia [9.5.10] W takim razie, na podstawie zalozenia indukeyj-
nego, (B(f,9)) € DF(2,L(E, H);a), a stad B(f,g) € D*T1(§2, H;a). Indukcyjny dowdd pierwszego z
wzoréw pozostawiamy jako CWICZENIE.

Aby dostaé () mozemy oczywidcie zastosowa¢ wzor polaryzacyjny (Twierdzenie , ale mozna
prosciej. Wystarczy zastosowa¢ Obserwacje [0.6.6] do kazdego z odwzorowan k-liniowych

E¥ 5 (hy,... hy) - <I;>B(f(j)(a)(h1,...,hj),g(kj)(a)(hj+1,...,hk)) €F,

przy B := 7, B2 := k — j — CWICZENIE. O
Twierdzenie 9.7.6. Niech G bedzie przestrzeniq unormowang, niech U C G bedzie zbiorem otwartym,
niech ¢ : U — E i niech ty € U. Zatézimy, ze p € D¥(U, E;ty), f € DF(02, F;0(to)) i p(U) C 2. Wtedy
fope DHU, Fity).

Dowdd. Przypadek k =1 jest dobrze znany.

k ~ k + 1. Korzystamy ze wzoru (f o ¢)' = B(f' o ¢,¢’), gdzie B jest operatorem skladania
odwzorowan tak, jak w dowodzie Twierdzenia [9.5.11] Dalej rozumujemy standardowo. O

Definicja 9.7.7 (CWICZENIE). W standardowy sposéb definiujemy przestrzenie D* (02, F), D¥(2, F),
k .
Cy (2, F), CH(2, F), CE(2, F) oraz normy | || == ZO 1F DN, feDEE2F), [ flaka = fllex+
j:

|f®)|,, fe C{f’a(ﬂ, F). W przysztosci bedziemy rowniez korzystaé z przestrzeni
Ch(2,F) = {f € C*(2,F) : f*) spelnia lokalnie warunek Holdera z wyktadnikiem o}.
Obserwacja 9.7.8 (CWICZENIE).  (a) f' € CK~1 (0, L(E,F)) <= f € C*(2, F).

(b) Jezeli f € C*(02,F), g€ C*(2,G) i B € L(F,G;H), to B(f,g) € Ck(22, H).

(c) Jezeli ¢ € CK(U,E)i f € C*(2,F), to fop € CHU,F).

(d) Jezeli £2 jest ograniczony, to dla 0 < 8 < a < 1 mamy | |3 < C| |a, gdzie C := (diam £2)*~5.
W szczegolnosei, jezeli {2 jest ograniczony, to dla 0 < 8 < a < 1 mamy: C{f’o‘(Q,F) C C{f’ﬁ(Q,F) oraz
I l2xs < Cll lo.ka, gdzie C := max{1, (diam 2)*~F}.

(e) Jezeli 2 jest wypukly, to Dyt (02, F) C C{f’l((), F)oraz || ||o.k1 < || lle.k+1 (wystarczy skorzystac
z twierdzenia o przyrostach skoriczonych).

(f) Dla f € B(2,F) mamy: f € C;T(2,F) <= ' € C“(2,L(E, F)). Ponadto, ||f|lok+1,0 =
[fll20 + 1/ | 2.ka

(g) CH(02,F) = {f € C*(2, F) : Yaeq v, : flu, € CP*(Ua, F)}.

Twierdzenie 9.7.9. Zaldozmy, ze (2 jest ograniczony i wypukty.

(a) Niech B € L(F,G;H), [ € Cf’a(Q,F), g € Cf’a(Q,G) dla pewnego k € Ng. Wtedy B(f,g) €
CY(2,H).

(b) Niech U C G bedzie otwarty wypukty i ograniczony, f € Cf’a(Q,F), p € C{f’a(U, E) dla pewnego
keN, pU) C 2. Wtedy fopeCy®(U,F)

Dowdd. (a) Indukcja wrzgledem k (przy dowolnych pozostalych elementach). Dla k = 0 mamy:

1B(f(x),9(x)) = B(f(v): 9wl _ [I1BU(x) = () 9@l + B (y), 9(x) = 9(v)ll
[l —yll* h =yl

< |Bl[(|flallglleo0 + 1 flle0lgla)-
Dla dowodu k& ~~ k 4+ 1 mamy (B(f,g9)) = Bi(f',9) + Ba2(f,g’) przy standardowej interpretacji
operatoréow dwuliniowych
B, :L(E,F)xG— L(E,H), By:FxL(E,G)— L(E,H).
Zauwazmy, ze [’ € Cf’a(ﬂ, L(E,F)), g€ Cf’l((}, F)C Cf’a(ﬂ, F). Korzystajac z zalozenia indukeyjnego
wnioskujemy, 7e By (f’,g) € Cp*(£2, L(E,G)). Analogicznie dowodzimy, 7e By(f,g') € CF* (2, L(E, G)).
W takim razie (B(f,g)) € Cp**(2, L(E,G)), co daje B(f,g) € CFT1*(2,Q).
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(b) Niech B : L(E,F) x £(G,E) > (A, B) — Ao B € L(G, F).

Dla k = 1 mamy (fop) = (f'op)op’ = B(f'op,¢). Wiemy, ze f' € CY*(2, L(E, F)), ¢ € C;"' (U, E)
oraz ' € CY(U, L(G, E)). Latwo widaé, ze f' o ¢ € C*(U, L(E, F)) (por. Twierdzenie M@ Na
podstawie (a), B(f' o ¢,¢') € Cp*(U, L(G, F)), astad fop € Cp*(U, F).

Dla dowodu kroku indukcyjnego k ~~ k + 1 Wiemy, ze f' € Cf’a(Q,E(E,F)), pE C{f’l(U, E) oraz
o' e Cf’a(a L(G, E)). Na podstawie zalozenie indukcyjnego mamy f'op € C;f’a(U, L(E, F)), Wobec (a),
B(f' o p,¢') € CP*(U, L(G, F)), astad fopeCih(U,F). O

168

Whiosek 9.7.10.  (a) Niech B € L(F,G; H), f € C**(,F), g € C**(2,G) dla pewnego k € Ny.
Wtedy B(f,g) € Ck*(2, H).
(b) Niech f € C**(£2, F), p € CH*(U,E) dla pewnego k € N, o(U) C 2. Wtedy f o ¢ € C**(U, F)

Teraz przychodzi kolej na uogodlnienie twierdzenia o rozniczkowaniu szeregu wyraz po wyrazie (por.
Twierdzenie [6.10.1])).

Twierdzenie 9.7.11 (Twierdzenie o rézniczkowaniu szeregu wyraz po wyrazie). Niech D C E bedzie
obszarem takim, Ze o' jest funkcjq ograniczong (np. D jest ograniczonym obszarem gwiaZdzistym) i niech
F bedzie przestrzeniq Banacha.

(a) Zatoimy, ze mamy rodzine (f:;)ier C DF(D, F) takq, ze:

. (fi(k))ig jest rodzing jednostajnie sumowalng na D,

e dla dowolnego j € {0,...,k — 1} istnieje punkt c; € D taki, Ze rodzina (fi(J)(Cj))iej jest sumo-
walna. A
Wtedy dla dowolnego j € {0,...,k — 1} rodzina (fi(j))iel jest jednostajnie sumowalna na D i jezeli

gj = Zlfi(j), to go € D¥(D, F) oraz g((,j) =g;,7=1,...,k, czyli (z;fi)m = Z:Ifi(j), j=1,... k.
i€ i€ i€
(b) Zatozimy, ze ciag (fn)3y C D¥(D, F) jest taki, ze:

o0
o szereg ». f,(Lk) jest zbiezny jednostajnie na D,
e dla dowolnego j € {0, .. — 1} istnieje punkt c; € D taki, Ze szereg Z f(])(cj) jest zbiezny.

o0 .
Wtedy dla dowolnego j € {0, ..., k—1} szereg Z fn jest zbiezny jednostajnie na D i jezeli g; == fy(LJ),
n=0 n=0

o0 .
to go € D*(D, F) oraz g((f) =g;,7=1,...,k, czyli ( > fn)(J) Z f(J),j: 1,...,k.
n=0

(c) Zatdzimy, ze ciag (fn)3>, C DF(D, F) jest taki, ze:
e cigg (fT(Lk));’f:l jest zbiez’ny jednostajnie na D,
e dla dowolnego j € {0, .. — 1} istnieje punkt c; € D taki, Ze cigg ( (j)(c]))n 1 jest zbiezny.
Wtedy dla dowolnego j € {0, Jk — 1} cigg ( (j)) 1 Jest zbiezny jednostajnie na D i jezeli g; =
hm f,gj), to go € D¥(D, F) ongéj) =gj,J = 1,...,k, czyli ( hlf fn)(J) = 111_1: fn ,i=1,... k.
Dowdd. CWICZENIE. O
Whiosek 9.7.12. Jezeli F jest Banacha, to DF($2,F), Cf’a(Q,F), CF($2,F) sq Banacha.

Dowdd. CWICZENIE. O

9.8. Wzér Taylora

Niech F i F beda przestrzeniami unormowanymi nad K, niech {2 € topE, f : 2 — F, a € 2
i zalozmy, ze f € D¥(£2, F;a) (dla pewnego k € N).

Definicja 9.8.1. Definiujemy k-tq reszte odwzorowania f w punkcie a:
1., 1
Ri(f.0,2) = f(2) = (£(a) + (@)@ = 0) + 5/ (@@ =) + -+ = P(a)w — ), we

Ponadto przyjmujemy Ro(f,a,x) := f(z) — f(a).
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Obserwacja 9.8.2.  (a) f(a+h)= f(a)+ f'(a)(h)+3f"(a)(h)+ -+ & f®(a)(h) + R (f,a,a+h),
he2—a.
(b) Dla k > 2, funkcja R (f,a,-) jest rézniczkowalna w pewnym otoczeniu U punktu a oraz

Ri(f,a,) (x) = Re_1(f',a,2), z€U.
Istotnie, jezeli f € D(U, F), to na podstawie Obserwacji mamy:
Re(f. 0V ()() = F/(@)(B) ~ (F(@)() +2- 55" (@)(w — a,h) ++ 4 k- 2 f O (@)~ a,.z 0, h)
= Ri—1(f',a,2)(h), z€U.

169

Twierdzenie 9.8.3 (Wzor Taylora).  (a) (Wzor Taylora z reszta Peano.) Jezeli f*)(a) istnieje, to

. Rk(fa a, a + h)
lim L BETR)
i S T

(b) (Wzor Taylora dla funkcji klasy C*.) Jezeli f € C*(£2, F), to dla dowolnego zbioru zwartego K C 2
mamy:
|Ri(f,a,a+h)|
Dk

%in})sup{ :aEK,O<Hh||<5}:0.

(c) (Wzor Taylora dla funkcji klasy C*.)
Jezeli f € CF(2,F) i |f®)], < +oo, to

[ Be(f; a0+ R
[+

<fPa, [a,a+h] C Q.

W szczegolnoscei, dla dowolnego zbioru A C (2 takiego, ze A+ B(r) C 2 dla pewnego r > 0 (np. dla
dowolnego zbioru zwartego) mamy

, [Rx(f,a,a+h)|
: <op =0, .
T>16190+sup{ TS a€A 0<|h)<sb=0, 0<p<a

(d) (Wzor Taylora dla funkcji klasy D¥+1.) Zatozmy, ze §2 jest qwiazdzisty wzgledem a, f € D*1(2, F)
oraz ||f*H)(2)|| < M, x € 2. Wtedy

M|[h| "

< — -
||Rk?(f7aaa/+h)|| = (k’+1)’ ’

heQ—a, keN,.

Dowdd. We wszystkich przypadkach zastosujemy indukcje wzgledem k (przy dowolnych pozostalych
elementach).
(a) Przypadek k =1 jest oczywisty.
k ~» k + 1: Na podstawie twierdzenia o przyrostach skoriczonych, dla matych 0 # h € 2 — a mamy:
1

WIIRk+1(f,a,a+h)|

1
= ”}L”THHRkH(f’a,a +h) = Rey1(f, a,a)|

< WSUP{'|RI¢+1<JC7G,-)’($)H cx € la,a+ h]} = WSUP{HRk(f/,a,a—Ff)H £ (0]}

< sup { el Bl o+ €l s € € 0.A} = 0.

II€ h—0

(b) Przypadek k& = 1 wynika z twierdzenia o przyrostach skoniczonych. Istotnie, dla 0 < § <
dist(K, 02) mamy:
[R1(f,a,a+ )|
g
_ _ /
LR S0 = F@O e < 5)
172

<sup{||f'(z) — f'(a)]| :a € K, x € [a,a+h], 0 < |h|| <5} o 0

:aEK,O<||hH<6}

(ostatni fakt wynika z jednostajnej ciagtosci funkcji f/ na K — por. Twierdzenie [4.4.9)).
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k ~~ k + 1: Na podstawie dowodu (a), dla matych 6 > 0, mamy:

|Ri1(fra,a+h)||
sup { NEE '

aeK,o<||hH<5}

B (f', a,a 4§
€11

:aeK,O<||£||<5}—>O.

< s =

(c) Dla k = 0 wystarczy skorzystaé z definicji |f]q.
Dla dowodu k ~~ k + 1 mamy:

[Br41(f,a,a+ h)l| _ sup{|[R(f',a,a + )| : € € (0, h]}
[P+ S A+

< SOOI €O o,

(d) Przypadek k = 0 wynika z twierdzenia o przyrostach skoniczonych.
k
k ~ k+1: Mamy |Rg(f,a,a + h)|| < MIRITZ e 0 — a. Ustalmy h € £2 — a i niech

(k+1)! >
M| R|F+2ek+2
9(t) = Bia(fa,a+th),  ¢(t) = ”(I<:H+2)'

t e 0,1].

Wobec poprzedniej nieréwnosci mamy

M|[th |+
(k+1)!

Stad, na podstawie zwyklego twierdzenia o przyrostach skonczonych,

lg" N = [ Rk41(f, 0, ) (a+ th)(B)|| = R (f', 0, a + th) (R < 1Al = ¢'(t), te[0,1].

k+2
[Rus(Foaa )] = 9(0) — g0 < (1) — (0) = 2IHE

Wnhiosek 9.8.4 (Jednoznacznosé wzoru Taylora). Jezeli f*)(a) istnieje, Q = Qo+ -+ Q) € Pr(E, F)
oraz f(a+h) = Q(h) + o(||h||*), przy — 0, to Q; = %f(j)(a), j=0,...,k.

O

Dowdd. Na podstawie wzoru Taylora z reszta Peano, mamy:

1
f(a) + F(@)(h) + 3" (@)(h) + -+ 5 [P (@)(h)
= Qo(h) + Q1(h) + Qa(h) + - - + Qu(h) +o(|R]|*),  przy h — 0.
Ustalmy h € E. Zastepujac w powyzszym wzorze h przez th (t € R) dostajemy

f(a)+ f(a)(h)t + 5 f"(a)(h)E* + - - + %f(k) (a)(h)t*
= Qo(h) + Qu(M)t + Q2(M)t* + -+ + Qu(W)t* +o(t"),  pray t — 0,
skad natychmiast wynika, ze Q;(h) = %f(j)(a)(h), j=0,...,k (por. dowod Twierdzenia. O

Obserwacja 9.8.5. Jezeli f : 2 — [ jest taka, ze f(a + h) = Q(h) + o(||h]|¥), przy — 0, pewnego
wielomianu Q = Qo+ --+Qr € Pr(E, F) (k > 1), to Q; nazywamy j-tq rézniczkq Peano odwzorowania
f w punkcie a, j = 0,..., k. Oczywiscie, wtedy Qo = f(a), f'(a) istnieje i Q1 = f'(a). Wiemy réwniez,
f9(a) dla 1 < j < k nie musi istnie¢ (Obserwacja [5.6.6).

Twierdzenie 9.8.6 (Wzor na k—ta pochodna zlozenia). Niech E, F, G bedq przestrzeniami unormo-

wanymi, niech U C G, 2 C E bedq zbiorami otwartymi i niech to € U. Zatézmy, ze o € DF(U, E;ty),
o(U) C 2, f € DE(2, F; o(ty)). Wtedy (por. Twierdzenie :

M) Fop®i)©) =3 &

al
aclly
’ / (k) (k)
Y L1 B B 1 NI

o1 X o X

),feG;




Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej III, wersja z 21 maja 2021
9.9. Szereg Taylora

) (fo)®(to) (&, &) = > %
a€lly,
Z Do) 6oy)s (€15, 8k) € G*, gdzie
o€S3(a)

o [Bla):=(1,...,1,2,...,2,...,k,..., k) (z0b. Obserwacja|9.6.6]z ¢ =y + -+ o),
—_——— —— ——

aq X a2 X ag X
o Da(lr-. &) = FOTTT ((t0)) (¢ (F0) (61): - (B0) (€ )s -, 0 () En - 6)).-
Pamietamy, ze a; +2as + - - - + kay, = k. Oczywiscie, jezeli a; = 0, to w B(«) pomijamy odpowiednia
grupe. Jezeli ap # 0, to ay = -+ = ag_1 = 0, ag, = 1. Zauwazmy, ze #S3(0) = ﬁ — CWICZENIE.
=1 1%

Dowdd. Skorzystamy z Wniosku (podobnie, jak dla jednej zmiennej). Przyjmijmy oznaczenia:

171

1 . 1 . .
Yy = ‘F@O)(to)v a = <)0(t0)7 f] = ﬁf(])(a)v J = Oa"'ak'

Mamy: f(a+h) = Xk: fith)+am)|n]*, ¢(to+€) = Xk: i (&) + BN, gdzie lim a(h) =0, lim, () =

0. Korzystajac z Wmosku 4] wystarczy Wyznaczyc wielomian jednorodny stopnla k w rozwmlqcm
(f o @)(to + &) Liczymy:

(fow@)lto+€) = Z (Z% BEIEN®) + alelto + &) - w(to) HZ% )+ B lell||
2_: (Z% )) +olll)
k

=Y Y o A0 n @O eel©) + o)

a1 X o X

(Y Ot (0o €) () on(E) + ol

ap! - ag!
v=0 aq,..., a €Ny anx ar X
a1 +2oo+-+kap=v E k

Dla dowodu (%), postapimy podobnie jak w dowodzie wzoru Leibniza (Twierdzenie [9.7.5) i zastosu-
jemy Obserwacje do kazdego z odwzorowaii

k! ! ! a (k) e
kS (&1, &) LN af(oq—‘r-*-—%—ock)(<)0(l;/()))(‘:0 (t(i)‘(gl) . P (t01)'(§ V) . ¥ (tO)(Iii §k)> cF

przy 3 := B(a) — CWICZENIE. O
9.9. Szereg Taylora

Definicja 9.9.1. Niech F' bedzie przestrzenia Banacha i niech f : 2 — F. Zalézmy, ze dla pewnego
a € 2 pochodna f*)(a) istnieje dla dowolnego k& € N. Wtedy definiujemy szereq Taylora funkcji f

w punkcie a
o0 1 .
)= 3 @)~ a):
v=0
(T.f)(a + h) jest szeregiem wielomianéw jednorodnych zmiennej h.

Twierdzenie 9.9.2 (Borel, por. Twierdzenie|6.12.3)). Niech (E, (, )) bedzie rzeczywistq przestrzeniq uni-
tarng (np. R™ ze zwyktym iloczynem skalarnym), za$ F' — przestrzeniq Banacha. Wtedy, dla dowolnego
ciggu wielomiandw jednorodnych @, € HY(E, F), v € Ny, istnieje funkcja f € C*°(E, F) taka, zZe

1,
Tof(x ZQV » cayli ;f( )(0) = Qu, v €No.
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Dowdd. Na wstepie zauwazmy, ze

(*) wystarczy udowodnié, ze dla dowolnego N € Ny istnieje funkcja gy € C*®(E,F) N DY (E,F)
taka, ze gv = 0 w pewnym otoczeniu zera oraz ||Qn+1 — gnlle,N < QLN ((*) pozostaje prawdziwa dla
dowolnej przestrzeni unormowanej E).

Istotnie, jezeli gn, N € Ny, sa takie jak w (*), to definiujemy, f := Q¢+ Z (QN+1—9n). Szereg jest
zbiezny normalnie w C*(E, F) dla dowolnego k. W takim razie f € C*(E, F) Oczyw1s,01e7 £(0) = Qo.

Dla dowolnego v szereg Z (QnN+1 —gN)(”) jest zbiezny jednostajnie na E. Na podstawie twierdzenia

o rézniczkowaniu szeregu wyraz po wyrazie, wynika stad w szczeg6lnosci, ze

f(u Z QONt1— Z QS(;}H =v!Q,, v €N por. Obserwacja[9.7.2)(b).
N=0

Teraz pokazemy, ze dla znalezienia funkcji gy wystarczy mie¢ funkcje ¢ € Cp°(E,[0,1]) taka, ze
p(x) = 0dla ||z]] < 1/2, p(z) = 1 dla ||z|| = 1 (ta czes¢ dowodu réwniez pozostaje prawdziwa dla
dowolnej przestrzeni unormowane;j).

Istotnie, niech Cy, := sup{||o® (z)|| : |z|| < 1}, k € Ny. Ustalmy N € Ny. Przypomnijmy, ze

N+1
QS\I;ZA( )( ):/f“< )QNJrl( a, ..,a,X,...,X).
n H/—/ ———
(N+1—p)x uX
W srezegotnosc, QU (@)l < (V) [ Qs llall V414 Niech My i= (V) [ Qs lly = 0, .., N+
1. Potézmy h.(x) == ga(a:/e)QNH( ) x € E, ¢ >0. Wtedy dla 0 < € < 1, korzystajac ze wzoru Leibniza

(por. Twierdzenie [9.7.5)), mamy

@)
QN1 —

N
- thB(e),N = Z sup

v=o lIzll<e

(1= pt/en@ua) @)

N

- o\lu|<e |s|<1HZ( ) (/) (@) () QY (= )(S)H

N v—1

g el <e, lel<t |- (:) (/) (O QW @) + (1~ o/ () €
v=0 IITlIx&, < —0
N v—1 8 N

< Z (Z <V> Cyope" VM, eNtmr 4 MV€N+171/) <e Z Z (z/) Cy M, = e const(N).
v=0 pu=0 H v=0 pu=0 K

Teraz jako gy wystarczy wziaé¢ h. ze stosownie malym e.

Do znalezienia funkcji ¢ skorzystamy z unitarnoéci przestrzeni E. Niech £ 3 z -2, lz||?> = (z,z) € R.
Mamy &' (a)(X) = 2(a, X), ¢"(a)(X,X) = 2(X,X), ®#)(a) = 0, k > 3. Niech ¢ € C®(R,,[0,1]),
Y(t)=0dlat < 1/4,¢(t) =1dlat > 1. Zdefiniujmy p(z) := Y ((z,z)) = Yod(x),z € E. Wtedy ¢(x) =
dla ||z < 1/2, o(z) = 1 dla ||z|| > 1 oraz ¢ € C®(E,[0,1]). Niech C} := sup{||o® (z)|| : ||z| < 1},
k € Ny. Zauwazmy, ze Cy = 1 oraz Cj < +00, k € N. Istotnie, niech ¢, := sup{|/'“) (t)| : t € R} < +o0.
Dla z,h € E, ||z|| <1, ||h]] < 1, mamy

W @)0)] = (o) P )] = | 3 <a1+--~+ak>@(x)>(M)m...(M)%

! !
o=l 1! k!

k! o ton Jhyver r2(h, h)\ @ k!
:‘ Z 041!0(2!1/]( v 2)(@(x))( <a;' >> ( <2! >) 2 < Z aqlas lco‘1+°‘22 P <too. U

a1,a2€Ny ag,a2€Ny
a1+2a2=k a1+202=k
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Twierdzenie 9.9.3 (Twierdzenie Whitneya. Niech (E, (, )) bedzie dowolng osrodkowq przestrzeniq
unitarng (np. R™ ze standardowym iloczynem skalarnym). Wiedy dla dowolnego zbioru domknietego S C
E istnieje funkcja f € C°(E,R,) taka, ze S = f~1(0) oraz f9) =0 na S dla dowolnego j € Ny.

Dowdd. Mozemy zalozy¢, ze @ # S # E. Niech &(z) := (z,z), x € E i niech ¢ € C*(R4,][0,1])
bedzie dowolng funkcja taka ¢ = 1 na [0,1/2] oraz [0,1) = {x € Ry : ¢(z) > 0}. Zdefiniujmy ¢ =
¥ o @ (por. dowod Twierdzenia [9.9.2). Niech C; := sup{||¢V)(2)| : ||z|| < 1}, 7 € No. Poniewaz E
jest osrodkowa, zbior E \ S zawiera podzbior przeliczalny gesty, powiedzmy {q1,qo,...}. Niech dj :=
dist(gg, S), k € N.

173

1 {d?; <l @ i (%), cer
ap = —minq == :j < kv, x) = a , T .
kT ok c; Y 2P\
Sprawdzamy, ze f spelnia wszystkie wymagane warunki:

o ()
e f e C>(E,R,): Wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego j € Ny, szereg . ak‘ (cp(:lzk)) ‘ jest
k=1

zbiezny jednostajnie w E. Mamy

> ul((52)) 0] - Sl (G2 < TG s ZaG X v

e f(x) >0dlaxz e E\S: Ustalmy punkt 2o € E\ S i niech B(zo,2r) C E \ S dla pewnego
0 < r < 1. Wezmy dowolny punkt gqr, € B(xo,7). Wtedy di, > r, a stad o € B(qk,,dk,), & wiec

Flw) > ax, p(2582) > 0.
e f@ =0na S dla dowolnego j: Jezeli zg € S, to ||zo — qxl| > di, a wiec ) (Ze-% k) =0 dla
dowolnego k, a stad fU)(xq) = 0. O

7 nazwiskiem Whitneya czesto taczy sie nastepujace wazne twierdzenie.

Twierdzenie* 9.9.4 (Twierdzenie Whitneya, @ Niech S C R"™ bedzie zbiorem domknietym, k € N

i miech S 5 a P, € Pr(R™, F) bedzie odwzorowaniem takim, ze dla dowolnego zbioru zwartego K C S
mamy:

1P (@) — P (@) .
- : — <o0,7=0,..., .
sup{ To—alF— a,reK, 0<|lz—al| <4, j=0 k} o 0 (1)

Wtedy istnieje odwzorowanie f € C*(R™, F) takie, ze fU)(z) = ngj)(x), xeS, j=0,... k.

Warunek wystepujacy w powyzszym twierdzeniu mozna uznaé z definicje funkcji klasy C* na zbiorze
domknietym. Aby lepiej zrozumieé¢ ten warunek udowodnimy nastepujace elementarne twierdzenie.

Twierdzenie 9.9.5. Niech 2 € topR", k € N i f: 2 — F. Wtedy f € C* (2, F) wtedy i tylko wtedy,

gdy istnieje odwzorowanie 2 3 a i P, € Pp(R™, F) takie, ze dla dowolnego zbioru zwartego K C {2
zachodzi (T). Ponadto,

Pue) = Tuf @)= Y. - (@)~ a), w R )

W szezegolnosci, Py(x) = f(z), x € £2.

Dowdd. Niech f € C¥(£2,F). Dla a € 2 niech P, bedzie dane wzorem (*). Oczywiscie P, € Pr(R", F)
(k—1)
oraz P,(z) = f(x) — Ri(f;a,2) dla x € 2. W szczegdlnosei, Pl (x) = f/'(z) — Rk,l(f"a x)= T, f (x)

. (k—j)
i w konsekwencji Péj)(x) = T, fO®), z € 2, j =0,...,k Zauwazmy, ze pY ( ) = f9a), j =
0,...,k. Stad, dla = € 2, dostajemy
. (k—j) )
PP (2) = P () = fD(x) = T, fV(2) = Reej(fV;0,2).

8) Hassler Whitney (1907-1989).
9) Zob. H. Federer, Geometric measure theory, Springer Verlag, Berlin, 1969, Theorem 3.1.14.
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Teraz, wobec wzoru Taylora dla funkcji klasy C* (Twierdzenie [9.8.3([b))), dla K CC §2 dostajemy ().

Niech teraz odwzorowanie 2 3 a — P, € Py (R™, F') spetnia (T) dla dowolnego K CC (2. Pokazemy,

(k)
76 odwzorowanie 2 3 z - P,(z) € F jest klasy C* i T, f = P,, a € £2. Wobec (f) mamy

1P() = Pu)ll
o) = ol e — P,(z) - P,
i e = alF £ |Pa(e) = Pa(@)] =, 0,

1f (@) = fla)ll = |1 Pe(x) — Pa(a)]| <
skad wynika, ze f € C(£2, F). Przypusémy, ze juz wiemy, ze fU)(x) = Pagj)(x), ref2, j=0,...,4 dla
pewnego £ € {0, ..., k}. Teraz, korzystajac z (1), wnioskujemy, ze

nge) 7P(5€)
170@) ~ FO@] = 1PO @) - PO@) < | ||f)_ ank—e(m)

skad wynika, ze f*) jest odwzorowaniem ciagtym. Ponadto, jezeli £ < k — 1, to dla dowolnego a € 2
ih € (R™), mamy

Lja — a4 PO (@) - PO@) — o,

FOa+h) = fO@) = P (@) (h) Py a+h) = PO () — P (@) (h)

0] Tl
¢ YA

PO a+h) = PO a+h) o PO+ k) - Pa) — P (a)(h)

- Tl IR+ Tl -l

(rownosci w przestrzeni LY(R™, F). Oznacza to, ze f+1)(a) istnieje i f¢*TV(a) = P,g”l)(a). Teraz
skoniczona indukcja wzgledem ¢ koriczy tatwo dowod. O

9.10. Ekstrema lokalne

Niech F bedzie przestrzeniag unormowana nad K, niech 2 € top F, f : 2 — R, a € 2. Przypo-
mnijmy pewne definicje.

Definicja 9.10.1. Powiemy, ze f ma w punkcie a minimum lokalne (odp. silne minimum lokalne), jezeli
istnieje otoczenie U C {2 punktu a takie, ze f(x) > f(a) dla z € U (odp. f(z) > f(a) dla z € U\ {a}).

Zmieniajac kierunki nieréwnosci definiujemy maksimum lokalne i silne maksimum lokalne. Zamie-
niajac f na —f mozemy zawsze ograniczy¢ nasze rozwazania do minimow lokalnych.

Definicja 9.10.2. Niech Q € H*(E, R). Powiemy, ze:

e (Q jest nieujemnie okreslony (potokreslony dodatnio), jezeli Q(h) > 0, h € E,

e (@ jest dodatnio okreslony, jezeli Q(h) > 0, h € E,,

e (@ jest silnie dodatnio okreslony, jezeli istnieje stata ¢ > 0 taka, ze Q(h) > c||h||¥, h € E.

Zmieniajac kierunki nieréwnosci definiujemy pojecie niedodatniej okreslonosci (potokreslonosci ujem-
nej), ujemnej okreslonosci i silnej ujemnej okreslonosci Zamieniajac @ na —() mozemy zawsze
ograniczy¢ nasze rozwazania do dodatniej okreslonosci.

Obserwacja 9.10.3. (a) Jezeli k jest nieparzyste i ) # 0, to @ nie jest ani nieujemnie ani niedodat-
nio okreslony, czyli jest nieokreslony. Istotnie, jezeli k jest nieparzyste, to Q(—h) = —Q(h).

(b) Jezeli E jest skoriczenie wymiarowa, to dodatnia okreslonosé¢ jest rownowazna silnej dodatniej
okreslonosci. Tak nie musi byé gdy dim E = oo — CWICZENIE. Istotnie, jezeli E jest skoriczenie wymia-
rowa i @ jest dodatnio okreslony, to ¢ := inf{Q(h) : ||h|| = 1} > 0 (bo sfera jest zwarta) i dla h # 0
mamy Q(h) = ||h[|*Q(yy) = cllhll*.

(c) Jezeli E=R", k=21 Q = [Qi;lij=1,..n jest macierza symetryczna, to nastepujace warunki sa
rownowazne: .

(i) forma Q(h) = A'Qh = > Qi jhih;, h = (h1,...,h,) € R™ jest nieujemnie okreslona;
i,j=1
odnotujmy, ze Q(h) = @(h, h), h € R, gdzie @(aﬁ, y) == 2'Qy, x,y € R", oraz ze Q; ; = @(ei, e;),
,j=1,...,n.

(10) W tym ostatnim przypadku zadamy istnienia stalej c < 0 takiej, ze Q(h) < c||h||* dla dowolnego h € E.
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(ii) D(i1,...,is) = 0 dla dowolnych 1 < iy < -+ < is < n, gdzie

Qilyil’ tey Qilyis

D(il,...,is):zdet 5 1<i1<"'<is<n~
Qis,il’ . "Qisyis

(iii) wszystkie wartosci wlasne macierzy ) sa nieujemne.
Minor D(iy,...,1s) nosi nazwe minora gtdwnego rzedu s. Minor D(1,. .., s) nosi nazwe wiodgcego minora
gtownego rzedu s. 7 kryterium tego wynika oczywiscie, ze @) jest niedodatnio okreslona wtedy i tylko
wtedy, gdy (—1)°D(41,...,4s) > 0 dla dowolnych 1 < 4; < --- < is < n.

Istotnie, wiadomo, ze jezeli Q = Q?, to Q = P*AP, gdzie P jest macierza ortogonalna (PP! =1,,),
za$ A jest macierza diagonalna majaca na przekatnej wartosci wlasne dy, . . ., d,, macierzy A. Wynika stad,
ze forma @ jest dodatnio (nieujemnie) okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy forma skojarzona z macierza A
jest dodatnio (nieujemnie) okreslona, co z kolei jest rownowazne temu, ze dy,...,d, > 0 (d1,...,d, > 0).
W szczegolnosci, (1) < (iii).

Poniewaz det Q = det A = d; - - - d,,, wnioskujemy stad rowniez, ze jezeli @ jest dodatnio (nieujemnie)
okreslona, to det @ > 0 (det @ > 0). Ustalmy 1 < iy < -+ < is < n. Zauwazmy, ze D(i1,...,is) jest
wyznacznikiem reprezentacji macierzowej formy G, gdzie G : R® — R,

G(t) == Q(0,...,0,t1,0,...,0,5,0,...,0,45,0,...,0), t=(tr,...,L;) € R,
11 2 s

Jest jasne, ze jezeli @ jest dodatnio (nieujemnie) okreslona, to G jest dodatnio (nieujemnie) okreslona,
astad D(i1,...,i5) >0 (D(i1,...,%s) = 0).

Pozostaje wykazaé, ze (ii) = (iii). Wiadomo, ze réwnanie charakterystyczne det(A — AL,) = 0
macierzy A ma postaé

(—A)" + Zn: ( S D.... z)) (A"~ = 0.

s=1 1<ii<<is<n

Jezeli wiec D(iy,...,is) = 0 dla dowolnych 1 < i1 < -+ < is < n, to kazdy pierwiastek tego rownania
(czyli wartos¢ wlasna) musi by¢ > 0 (CWICZENIE).
CWICZENIE: Czy dla nieujemnej okreslonosci formy @ wystarczy, by D(1,...,s) >0,s=1,...,n?

(d) Jezeli E =R", k=21Q = [Qilij=1,. n jest macierza symetryczna, to nastgpujace warunki sg
réwnowazne:
(i) forma skojarzona z macierza @ jest dodatnio okreslona;

(i) D(1,...,8) >0, s=1,....n[(T)

(iii) wszystkie wartosci wlasne macierzy ) sa dodatnie.
Istotnie, wiemy juz, ze (i) <= (iii) = (ii). Pozostaje wykaza¢, ze (ii) = (i). Dowdd ten przeprowadzimy
indukcyjnie ze wzgledu na n. Przypadek n = 1 jest oczywisty. Zaldézmy, ze wynik zachodzi dla n — 1.
Oznacza to w szczegolnosci, ze Q((2/,0)) > 0 dla 2/ € (R™1),. Niech @(x,y) = 2'Qy, =,y € R",
oznacza dwuliniowe odwzorowanie symetryczne generujace forme Q. Wtedy istnieje w® = (w’,1) € R®
takie, ze @(wo, e;j)=0,j=1,...,n— 1. Istotnie problem polega na rozwiazaniu kwadratowego uktadu
rownan:

n—1
E Qs,jwj:_Qn,ja s=1,...,n—1,
s=1

ktérego wyznacznik to D(1,...,n—1) > 0.

Latwo rowniez stwierdzi¢, ze forma @Q jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Q((z’,0)) > 0
dla 2/ € (R" 1), oraz Q(w®) > 0. Istotnie, wektory (ei,...,e,_1,w") tworza baze. Forma Q jest
dodatnio okreslona <= V. cgn-1Vi20 : 0 < Q((2’,0) + tw’) = Q((2/,0)) + 20Q((a7,0), ) 4 12Q(w°) =
Q(+',0)) + Q).

Pozostaje wiec sprawdzenie, ze Q(w®) > 0. Niech R oznacza reprezentacje macierzowa formy Q
w bazie e1,...,e,_1,w". Wiemy, ze det R > 0. Pozostaje zauwazyé¢, ze det R = D(1,...,n — 1)Q(w")
(CWICZENIE).

(11) Q jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy (—1)*D(1,...,8) >0,s=1,...,n.
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Twierdzenie 9.10.4 (Warunki konieczne na ekstrema lokalne). Zatdzmy, Ze f ma w punkcie a minimum
lokalne i ) (a) istnieje. Wtedy:

e f'(a) =0, tzn. a jest punktem krytycznym f.

o jezelik>2, f'(a) =0, ..., f*V(a) =0if*(a) #0, to k jest parzyste i rézniczka f*)(a)
jest nieujemnie okreslona.

Dowdd. Ustalmy h € E,. Funkcja g(t) = f(a+th) jest poprawnie okreslona dla |¢t| < § (przy dostatecznie
malym §) i ma minimum lokalne w punkcie t = 0. Widac¢, ze g(®)(0) istnieje. Stad, na podstawie teorii
dla jednej zmiennej rzeczywistej, 0 = ¢’(0) = f'(a)(h).

Jezeli teraz f'(a) = 0, ..., f*V(a) =0, to ¢’(0) = 0, ..., g*=D(0) = 01 g®(0) = fF(a)(n).
7 klasycznej teorii funkeji jednej zmiennej rzeczywistej dostajemy teraz, ze f)(a)(h) > 0 oraz, ze k
musi by¢ parzyste. (|

Twierdzenie 9.10.5 (Warunki dostateczne na ekstrema lokalne).  (a) Przypusémy, ze ) (a) istnieje,
f'(a)=0,..., f*V(a) =0, aréiniczka f* (a) jest silnie dodatnio ok'reélona Wtedy f ma w punk-
cie a stlne minimum lokalne.

(b) Przypusémy, ze f € DF(U,R), gdzie U jest otwartym otoczeniem punktu a, f'(a) = 0, ...,
fE=D(a) =0, a rézniczka f*) (z) jest nieujemnie okreslona dla dowolnego = € U. Wtedy f ma w punkcie
a minimum lokalne.

Dowdd. (a) Niech ¢ > 0 bedzie takie, ze %" (a)(h) > c||h||¥, h € E. Wtedy, na podstawie wzoru
Taylora z reszta Peano, mamy

fla+h) = f(a) + %f““)(a)(h) +o([h]*) = f(a) + gllhll'c > f(a), 0 <[hl <1

(b) Niech B(a,r) C U. Dla dowolnego h € E, ||h|| < 7, niech g(t) := f(a +th), 0 < t < 1. Wtedy
g (t) = fU(a+th)(h),0 <t <1,j=1,...,k Korzystajac z jednowymiarowego wzoru Taylora z reszta
Lagrange’a, wnioskujemy, ze istnieje liczba 6(h) € [0, 1] taka, ze

Flat h) = fa) = g(1) = 9(0) = 13g®(O(R) = 717 ®(a+ BRI (R) > 0. .

Definicja 9.10.6. Powiemy, ze funkcja f : 2 — R jest wypukta, jezeli dla dowolnego segmentu [a,b] C
2, funkcja [0,1] 3 ¢t — f(a+ t(b—a)) € R jest wypukla (por. Definicja [5.9.1). Funkcje f : 2 — R
nazywamy wklestq, jezeli funkcja —f jest wypukla.

Cwiczenie 9.10.7 (Funkcje wypukte). Udowodnié, ze jezeli f € D?(£2), to f jest wypukta wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego x € 2, druga rozniczka f”(x) jest nieujemnie okreslona.

9.11. Odwzorowania analityczne
Niech F, F, G beda przestrzeniami Banacha.

Definicja 9.11.1. Niech {2 € top E. Powiemy, ze odwzorowanie f : {2 — F' jest analityczne (f €
C¥ (92, F)), jezeli dla dowolnego a € §2 istnieja r > 0 i ciag wielomianéw jednorodnych Q € H*(E, F),

k € No, taki 7e B(a,r) C 2 oraz fa+h) = > Qx(h), h € B(r).
k=0

Obserwacja 9.11.2. Jezeli E = R, to powyzsza definicja jest zgodna z Definicja

Rozpoczniemy od pewnej obserwacji dotyczacej wielomianéw jednorodnych.
Lemat 9.11.3. Niech E, F bedq przestrzeniami Banacha i niech Qy € H¥(E, F), k € Ng. Zatozimy, ze
dla pewnego r > 0, szereg i Qr(h) jest zbiezny dla dowolnego h € B(r). Wtedy istniejq state C, 0 > 0
takie, ze |04l < G, k € No.

W szczegdlnosci, dla dowolnego h € B(0p), 0 < 6 < 1, mamy ||Qx(h)|| < CO*, k € Ny, skad wynika,

ze szereg Y. Qy jest zbiezny normalnie w kazdej kuli B(6p), 0 < 6 < 1.
k=0

(12) W szczegoblnosci, k musi byé parzyste.
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Z powyzszego lematu wynika, ze w definicji odwzorowania analitycznego mozemy zawsze zakladac,
ze istnieje stala C' > 0 taka, ze ||Qx| < %, k € Np.

Dowdd. Niech Fy := {h € B(r) : Ypen : [|Qr(h)| < s}. Zbiory Fy sa oczywiscie domknigte, Fi C
Fyi1, oraz B(r) = J.—, Fs. Poniewaz B(r) jest przestrzenia zupelna, twierdzenie Baire’a implikuje, ze
istnieje so € N takie, ze int Fy, # @. Niech B(zg,7) C Fy,. Teraz na podstawie wzoru polaryzacyjnego
(Twierdzenie , dla hy,...,hy € B(t/k), dostajemy ||Qy(h1,...,he)|| < £52"s0, skad wynika, ze

1 2 So (Qk)k S0 2k SO S0

Qx| < H ) =" % Se A e k € N. 0

Obserwacja 9.11.4. Niech Q;, € H*(E, F), k € Ng. Wtedy, korzystajac z Twierdzenia |9.6.12|(a)), wnio-
skujemy, ze nastepujace warunki sg réownowazne:

(1) 3o, r>0 Yhen V), . T |1Qk(ha, ..., )|l < C

(i) 3, r>0 Yren : Qull < &
(i) 3, ro0 Vien 1 [Qull < S
(iV) de, r>0 Vien vheﬁ(r) |

KW < C.

Twierdzenie 9.11.5. Odwzorowanie Isom(E, F) > L N L(F, E) jest analityczne.

Dowdd. Ustalmy Lo € Isom(FE, F'). Na podstawie Twierdzenia6.5.4] dla dowolnego H € L(E, F) takiego,
ze | H|| <1/|[Lg "], mamy

ALy + H) = 3 (-1 (Ly o H) o Ly ZQk

Zauwazmy, ze Qr(H) = @k(H, ..., H), gdzie
Qr(Hy, ... Hy) = (=1)*(Lg o H))o---o(Lgto Hy) o Lyt, Hy,...,Hy € L(E,F).
Widaé, ze Qp € L¥(L(E, F), L(F, E)). 0

Twierdzenie 9.11.6. Niech f(a+h) := . Qr(h), h € B(r), gdzie Q) € H¥(E, F), ||@k|| < T%, k € Np.
k=0
Wtedy:
(a) fecC¥(B(a,r),F);
M) fO%a+h) = j!(k.)@k(h, coishy o)), h € B(r) (réwnosé w HI(E, F)), j € No; w szczegol-
k=j J —— Y~
(k—j)x Jx
nosci, C*(B(a,r), F) C C>*(B(a,r), F);
(¢) Qj = #/Y(a), j € No, czyli f(a+h) =Tuf(h), h € B(r);
(d) fU) ¥ (0, H(E, F)) dla dowolnego odwzorowania f € C¥(£2,F), j € N.

Dowdd. (a) Niech b € B(a,r) i niech p :=r —||b — al|. Dla ||h|| < g, policzmy formalnie

f(b+h):f(a+(h+b—a))=§)c2k(h+(b—a ZZ( ) vooshb—a,....b—a)

k=0 j=0

Jx (k=j)x
[e<BlNee] E\ ~ 0
— §:<,>Qk(h,...,h,ba,...,ba):E P;(h).
— — \J N—_—— N —— —
J=0k=j Jx (k=) 7=

Powyzsze formalne przeksztalcenia stana sie poprawne, jezeli rodzina

E\ ~
> (J,)Qk(h,...,h,ba,...,ba)

. 2. .
(k=])€N0~J<k jx (k—37)x
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bedzie sumowalna. Wynika to natychmiast z oszacowania

() tn ozl < (e(ty (i)

(k—j)x
Niech
Pi(hy, ... Z()Qkhl,...,hj,b—a,...,b—a)7 hi,...,h; € E.
———
h= (k—3)x
Mamy
N . _ k—j
H(’?)Qk(hl,...,hj,b—a,...,b—a)H<(’?)Ollhll,..Ihjll(llb aH) i
J e ] T T T
(k—)x
a stad
k\ A 1NG (KN f1|b— al|\*—
o b—ay.. . b— Hg 2\ () (el
Jx (k—j)x

Szereg definiujacy ﬁj jest zatem zbiezny w LI (E, F), a stad ISj € LI(E,F).
(b) W przestrzeni L(E, F') rozwazmy szereg

Qi(h) =S kQu(h,... R,

(zob. Twierdzenie |9.6.14([b])). Dla h € B(0r), 0 < § < 1, mamy

~ 1, C
Sup”k‘Qk(h,...,h,-)HE(E’F) Sk‘@k 1=,
keN r

Zauwazmy, ze lim {/kOk—1 % = 0 < 1. Teraz wystarczy juz tylko (CWICZENIE) skorzystaé z twierdzenia

k— o0

o rozniczkowaniu szeregu wyraz po wyrazie (Twierdzenie [9.4.9)) i Lematu [9.11.4
(c) i (d) wynika z (b). O

Twierdzenie 9.11.7 (Zasada identycznosci, por. Twierdzenie[6.9.3)). Jezeli (2 jest spdjny, f,g € C¥ (12, F)
i f = g na pewnym niepustym zbiorze otwartym U C §2, to f =g.

Dowdd. Zastepujac f, g przez f — g,0, sprowadzamy dowod do przypadku g = 0. Niech 2y := {29 € 2 :
f =0 w pewnym otoczeniu otwartym punktu zo}. Wiemy, ze 2y # &. Wprost z definicji wynika, ze 2y
jest otwarty. Pozostaje pokazaé, ze {2y jest domkniety w 2. Niech b bedzie punktem skupienia (29 w (2.
Wiemy, ze f € C* oraz f = 0 na (2y. Stad f*)(b) = 0, k € Ng. W takim razie T, f = 0, co oznacza, 7e
b e (2. O

Twierdzenie 9.11.8 (Por. Twierdzenie [6.11.3]). Niech 2 C E bedzie zbiorem otwartym i niech f €
C>®(2,F). Wtedy

} 1 C
fe€CY(2,F) <= Vacn >0, Bla,r)c2 TYheB(r) YreN, EHf(k)(a +h)| < s

Dowdd. (<=): Niech a € £2 i niech C, r > 0 beda takie, jak w warunku. Korzystajac ze wzoru Taylora
dla funkcji klasy D**! (Twierdzenie [9.8.3|(d)), dla h € B(r) mamy:

SUPzeB(a,r) ||f(k+1) (I)” ||th+1

&+ 1)
hllN k+1
<oy
T k—-+oco

(=): Niech a € 2. Przypusémy, ze f(a + h) = Z k(h), h € B(2r), gdzie Q. € H*(E,F),
j
-

| fla+m)- Z STO@ W) = 1R a0+ ) <

1Qkll < 2r)k7 k € No, B(a,2r) C (2. Niech ¢(t) := Korzystajac z Twierdzenia @ oraz
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z dowodu Twierdzenia [6.11.1)(¢)), dostajemy dla h € B(r):
; — . (k\, A (k) (1\ET 1N
D(a+n) <| '<) hooohyso )| < '<)() (52)
179+ 0l < | 3007 1 f<exa(5)GE) G
=j . ; =j
(k=j)x g%
1N\7 . 1N\7 . . 2C
—c(5-) e =c(5) it =2, jen O
5 ) ¢ (3) 5) I Mg g€

Majac Twierdzenie [0.11.8] mozemy skorzysta¢ z metody dowodu Twierdzenia [6.11.4] i dostaniemy
(CWICZENIE) nastepujace wazne twierdzenie.

Twierdzenie 9.11.9. Niech U € topG, {2 € top E, niech ¢ € C*(U, E), o(U) C 2, f € C¥(2, F).
Wtedy f o e CY(U, F).

9.12. Dyfeomorfizmy

Definicja 9.12.1. Zalézmy, ze E, F', G sa przestrzeniami Banacha, U € top E, V € top F' i niech
F € {Dk, ck ck>} dla pewnego k € NU {oo,w}, gdzie

Ch(02,G) = {f € C*(2,G) : Vuecq 3u, : flu € CF*(Ua, G)}.

Powiemy, ze bijekcja f : U — V jest dyfeomorfizmem klasy F, jezeli f € F(U,F) oraz g :== f~! €
F(V,E).

Obserwacja 9.12.2. Jezeli f : U — V jest dyfeomorfizmem klasy D!, to rézniczkujac zwiazki go f =
idy, fog = idy, tatwo wnioskujemy, ze f'(z) € Isom(E,F), x € U, oraz ¢'(y) = (f'(9(y))~! €
Isom(F, E), y € V. Innymi stowy, ¢’ = Ao [’ o g, gdzie A : Isom(E, F)) — Isom(F, E) oznacza operator
odwracania (Twierdzenie [6.5.4).

Twierdzenie 9.12.3. Zaldézmy, zeU € topE, V € topF i f : U — V jest homeomorfizmem takim, ze
feDF) i f'(z) €lsom(E,F), x € U. Wtedy:

(a) Jezeli f jest klasy D* dla pewnego k €N, to f jest dyfeomorfizmem klasy DF.

(b) Jezeli f jest klasy C* dla pewnego k € NU {oo}, to f jest dyfeomorfizmem klasy C*.

(c) Jezeli f jest klasy C¥, to f jest dyfeomorfizmem klasy C¥.

(d) Jezeli f jest klasy C** dla pewnego k € N, to f jest dyfeomorfizmem klasy C*.

Dowdd. (a) Na podstawie Twierdzenia f jest D'-dyfeomorfizmem oraz ¢’ = Ao f’og. Przypusémy,
ze g jest klasy Df dla £ < k — 1. Wtedy ze wzoru ¢’ = Ao f' o g wynika, ze ¢’ jest klasy D’. Znaczy to,
ze g jest klasy D1,

(b) Dowdd jest analogiczny jak w (a) — CWICZENIE.

(¢) Majac Twierdzenia [9.11.5] 19.11.8] 19.11.9]1(9.12.3] mozemy skorzysta¢ z metody dowodu Twier-
dzenia[6.11.5] — CwiczeNiE.

(d) Na podstawie (b) wiemy, ze g jest dyfeomorfizmem klasy C*. Wiemy, ze ¢’ = Ao f' o g. Wiemy
rowniez, ze dla dowolnego ¢ € N lokalnie A € C41.

k=1 Mamy ¢ = Ao f' og, gdzie A € C%, f' € C%% g € C%'. Stad ¢’ € CO(V,L(F,E))
(por. Twierdzenie [4.6.12|[B))). W konsekwencji, g € C1*(V, E).

Dalej rozumujemy tak jak w (a), korzystajac z Wniosku — CWICZENIE. O

9.13. Twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym i twierdzenie o odwzorowaniu uwiklanym

Twierdzenie 9.13.1 (Twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym). Zatézmy, ze E, F sq przestrzeniami
Banacha, 2 € top E i f € C*(£2, F) dla pewnego k € NU {oo,w}. Zatdzimy, ze punkt a € §2 jest taki, ze
f'(a) € Isom(E, F). Wtedy istnieje otoczenie otwarte U C {2 punktu a takie, ze:

V .= f(U) jest zbiorem otwartym,

flu : U — V jest dyfeomorfizmem klasy C*.
Ponadto, jezeli f € CH*(, F), to g € CH*(V, E).

Obserwacja 9.13.2. Rozwazmy dla treningu przypadek E = F = R. Zalozenie f'(a) € Isom(R,R)
oznacza oczywiscie, ze f'(a) # 0. Istnieje wiec przedzial otwarty U C {2 taki, ze a € U oraz f'(x) # 0 dla
dowolnego = € U (w szczegolnosei, funkcja f|y jest $cisle monotoniczna). Zbior V' := f(U) jest wtedy
przedzialem otwartym. Na podstawie Tvvierdzenia f|U jest dyfeomorfizmem klasy C* dla k < +oc.
Przypadek k = w wynika z Twierdzenia|6.11.5
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Twierdzenie 9.13.3 (Twierdzenie o odwzorowaniu uwikltanym). Zatdzmy, ze Ey, Ea, F sq przestrze-
niami Banacha, §2 € topEy x Ey i f € CF(2,F) dla pewnego k € N U {oo,w}. Zatdimy, ze punkt
a = (a1, a2) € 2 jest taki, ze ;—Ej;(a) € Isom(FEy, F). Wtedy istniejg otoczenia otwarte Uy C Ey, Uy C Fa
punktow ay i ay oraz odwzorowanie ¢ : Uy — Uy klasy C* takie, ze Uy x Uy C 2, {x € Uy x Uy : f(z) =
fla)} ={(t,¢(t) : t € Ur}.

Ponadto, jezeli f € CH(2, F), to p € CH*(Uy, Es).

—1
Obserwacja 9.13.4. Zauwazmy, ze ¢'(t) = _(68};{2 (t,go(t))) o a%cl(t,go(t)) dla t € U; takich, ze

aa—gz(t, ©(t)) € Isom(Fs, F). Istotnie, mamy f(¢,¢(t)) = f(a) dla dowolnego t € U;. Rozniczkujac dosta-
jemy
of of /

— (¢, o(t — (¢, (¢ t)=0.
St 1) + 5 (b, 6(0) 0 ()
Obserwacja 9.13.5. Rozwazmy dla treningu przypadek E; = E; = F = R. Niech (a,b) € §2 bedzie
ustalonym punktem takim, ze g—g(m b) # 0. Mozemy zalozy¢, ze g—]yc(a:,y) > 0 dla dowolnego (z,y) € {2
oraz, ze {2 jest prostokatem. Ustalmy € > 0 takie, ze (a,b £ ¢) € £2. Oczywiscie

fla,b—¢) < f(a,b) < f(a,b+e).

Niech § > 0 bedzie takie, ze f(z,b —¢) < f(a,b) < f(z,b+¢€), x € (a — d,a + §). Wynika stad, ze
dla dowolnego = € (a — d,a + ¢) istnieje doktadnie jeden punkt y = ¢(x) € (b —e,b + ¢) taki, ze
F (o, () = f(a,b).

Pozostaje sprawdzi¢, ze ¢ : (a — 6,a + §) — (b —¢&,b+ ¢) jest klasy C*. Na wstepie zauwazmy, ze
powtarzajac powyzsze rozumowanie dla dowolnego punktu (zg,yo) € P :=(a —d,a+ ) x (b—¢e,b+¢)
i dowolnego 0 < ¢* <« 1, wnioskujemy, ze istnieje 0* > 0 oraz funkcja

QO* : (IO - 6*7'I0 +5*) - (yO 76*73/0 +€*)

takie, ze P* := (xg — 0%, o + 0*) X (yo — €*,y0 + £*) C P oraz y = ¢*(x) jest jedynym rozwiazaniem
rownania f(z,y) = f(xo,y0) W prostokacie P*. Jezeli yo = ¢(x¢), to oczywiscie ¢* = ¢ na (zg — 0%, z¢ +
0*), co w szczegblnosci, wobec dowolnosci €*, oznacza, ze ¢ jest funkcja ciagla.

Zauwazmy, ze caly problem lezy w rézniczkowalnosci ¢. Jezeli bowiem ¢ jest rézniczkowalna, to
rownosé f(x, p(x)) = f(a,b) implikuje, ze

0 0
G (@) + (o 9(0) ¢ (0) =0, a stad e
of
SDI(x)Z_M’ xe(a—&,a—&—é),
5y (T, 0(2))
co z kolei pokazuje, ze ¢ jest funkcja ciagla, a wiec ¢ jest klasy C'. Jezeli juz wiemy, ze ¢ jest klasy C*
dla pewnego ¢ € {1,...,k — 1}, to powyzsza réwnosé pokazuje, ze ¢ jest klasy C*+1.
Przechodzimy do rézniczkowalnodci. Ustalmy zg € (a — §,a + §). Dla malych h € R mamy:
of

0= f(wo + h,o(zo + h)) — f(xo, p(20)) = 97 (&(h), e(zo + h))h + %(ffo,ﬂ(h))@(xo +h) — (o)),

gdzie £(h) € [zo,x0 + h] 1 n(h) € [¢(x0), ¢(xo + h)]. Wynika stad, ze

i

= I ey sptao + ) + 2L g, ey LT~ 200)

dy h

Teraz przechodzac z h do 0 (i korzystajac z ciaglodci ) otrzymujemy rozniczkowalnosé funkeji ¢ w punk-
cie xg.

Jezeli k > 2, to rézniczkujac (*), dostajemy

F o p(@)) + 2£7 (2, 0(x)) ¢ (2) + f (@, 0(@) (¢ () + £ (2, 0(2)) ¢ (x) = 0;
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stosujemy tu tradycyjne oznaczenia f, := of = g

o5 foy = 3a;gy itd. Stad, po uwzglednieniu (*), mamy (dla

uproszczenia zapisu pomijamy argument funkcji ¢):

e ) ) — 26 () o 9 @)+ (@) (Fs 0)?
o) =~ i@ )P

(CWICZENIE). W szezegolnosei, jezeli ¢’ (z9) = 0 dla pewnego zq, to

J/cl,ac(IO’ (p(l‘o))
f (@0, p(w0))

Prowadzi to do nastepujacego warunku dostatecznego na ekstrema lokalne funkcji y = ¢(z) uwiklanej
réwnaniem f(x,y) = 0, gdzie f € C*(02), 2 C R? (CWICZENIE):

Jezeli f,(a,b) # 0, fy(a,b) =0, f; (a,b) # 0, to réwnanie f(z,y) = 0 da si¢ w otoczeniu punktu
(a,b) rozwildac’ oraz funkcja vwiktana y = (), ¢(a) = b, ma w punkcie a ekstremum lokalne; ponadto,
jezeli f. (a b)f (a,b) <0, to jest to minimum, a w przypadku przeciwnym — maksimum.

¢"(x0) = —

Cwiczenie 9.13.6. Korzystajac z metody uzytej w poprzedniej obserwacji, przeprowadzi¢ dowod twier-
dzenia o odwzorowaniu uwiklanym w przypadku, gdy E; = R", F; = F = R. W przypadku, gdy

k > 2, wyprowadzi¢ wzor na 5 0% 890 . Korzystajac z tych wzoréw, sformutowaé¢ warunek dostateczny na

ekstrema lokalne funkcji y = cp(xl, ..., x,) uwiklanej rownaniem f(z1,...,7,,y) = 0, gdzie f € C*(12),
2 CR" xR.

Dowad tego, ze tunerdzenie o odwzorowaniu uwiktanym implikuje twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym.
Niech E, F, £2, f,a beda takie, jak w zalozeniach twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym. Zdefiniujmy

E :=F, Ey:=FE, Q:=Fx, a:= (f(a),a), f:02—F f(y,a:) = f(z) —
Zauwazmy, ze f jest klasy C*, f(@) = 0 oraz 66—}52(&') = f'(a) € Isom(Es, F). Niech Uy, U, i g beda takie,
Jak w twierdzeniu o odwzorowaniu uwiklanym dla Ey, Es, F, (~2, f,'ci tzn. Uy C F, Us C 02 sa otwarte,
g : Uy — U, jest klasy C* oraz

{(,2) €Uy x U 1y = f()} = {(y,9(v)) : y € Ur}. (1)
Niech U : [72 N f_l(ﬁl), V = U;. Wobec (1) wnioskujemy, ze fly : U — V jest bijekcja oraz
(flo)~t =g O

Dowdd tego, ze twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym implikuje twierdzenie o odwzorowaniu uwikta-
nym. Niech Ey, Fs, F, (2, f,a beda takie, jak w zalozeniach twierdzenia o odwzorowaniu uwiklanym.
Zdefiniujmy

E:=FE; x Es, F=E; x F, f: 2 — ﬁ, f(xl,:cQ) = (a1, f(z1,22)).
Oczywiscie, fvjest klasy C¥, f(a) = (a1, f(a)) oraz

P01, %2) = (Xi, @00 + 22 (0)(X2)) = (X1, A@)(X0) + B@)(Xa)). (X1, X2) € By x B

OFs
W szczegolnosei, f’(a) € Isom(E, ﬁ) poniewaz
(f(a) 71 (Y1, Y2) = (Y1, (B(a)) "' (Y2 — A(a)(V1)), (Y1,Y2) € By x F.

Niech teraz U Vdead takie Jakwtvvlerdzenluoodwzorowamu odwrotnym dlaE F 0, f ia, tzn. Uc
jest otwartym otoczeniem a, VCF jest otwarty i f \ U — V jest dyfeomorfizmem klasy C*.

Oczywiscie f(z) € Isom(E, F) dla dowolnego = € U. Wynika stad, ze a—bfz(a:) € Isom(Ey, F), zeU.
Istotnie, poniewaz

F@) (1, %3) = (X0, 5 )00 + 51 0)0x))

= (Xl,A(.CL‘)(Xl) + B(LL‘)(XQ)), (X],Xg) (S E]_ X E27
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zatem dla o € U mamy: (B(x))~'(Y) = pry, ((f'(2))1(0,Y)), ¥ € F. Niech § = (f|5)~. Z postaci

odwzorowania f wynika, ze 9(z1,y) = (x1,h(z1,9)), (z1,y) € V, gdzie h : V. — E, jest pewnym
odwzorowaniem klasy C*, dla ktorego h(a1, f(a)) = az. Zdefiniujmy

W= {21 € Er: (21, f(a) €V}, (@) = (a1, f(a)).

Zauwazmy, ze p(a1) = az. Dobierzmy teraz otoczenia otwarte U; C Fy i Uy C Eo punktow aq i ag tak,
72Uy xUs CU, Uy CWip(Up) C Us. Liczymy

{(t, o) : t € Ur} = {(z1, h(x1, f(a))) : 21 € Ur} = {g(21, f(a)) : 21 € Ur}
= {(z1,22) € U:a €U, flxr,22) = f(a)} ={zx €Uy x Uy : f(z) = f(a)}. O

Dowaod twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym.

Lemat 9.13.7. Niech E, F bedqg przestrzeniami Banacha, niech 2 C E bedzie zbiorem otwartym i niech
[+ 2 — F bedzie odwzorowaniem rézniczkowalnym takim, ze [’ jest cigglta w xo oraz f'(xg) €
Isom(E, F) dla pewnego xo € 2. Wtedy, dla dostatecznie matych 7 > 0, zbior f(B(xo,7)) jest oto-
czeniem punktu f(xg).

Dowéd. Niech P : E — E,Q:F — F beda dowolnymi dyfeomorfizmami klasy C', gdzie EiF S8
przestrzeniami Banacha. Zdefiniujmy

(~2::P_1((2)7 fi=QofoP:02—F, To = P! (x0).

Zauwazmy, ze ]?’(9?0) € Isom(E,ﬁ ). Jest rzecza widoczna, ze wystarczy pokazaé, ze dla dostatecznie
malych 7 > 0 zbior f(B(Zo,7)) zawiera pewne otoczenie punktu f(Zo).

Powyzsza uwaga pozwala najpierw zredukowaé problem do przypadku xg = 01 f(z¢) = 0 (poprzez
translacje: E = E, P(x ) =z 41, F = =F Qly) =y— (xo)), a nastepnie do przypadku F = F
i f/(0) = —idg (biorac E := E, P:=idg, F := E, Q := —(f(0))~ )

Ustalmy 7 > 0 takie, ze X := B(7) C 2 oraz ||f'(x )+1dE | <3, =z € X. Pokazemy, ze B(3) C
f(X). Ustalmy y* € B()iniech T : X — E, T(z) := f(x) —y* +z. Zauwazmy, ze jezeli T'(z*) = x*, to
f(z*) = y*. Bedziemy chcieli zastosowaé twierdzenie Banacha o punkcie staltym Na podstawie twierdzenia
o przyrostach skonczonych, dla z’, 2" € X, mamy

IT(2") = T(")|| = [If(2") = F(&") + (2" — 2"
<sup{||f'(z) +idp || s @ € [2, 2" [}H|2" — 2" < 3l — =

/I||

Stad, dla = € X, mamy [T ()| < [|T(z) — T(0)[| + | T(0)]| < 5ll=ll + lly*[| < 7. U

Przechodzimy do zasadniczego dowodu twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym. Niech E, F, {2, f, a
beda takie, jak w zalozeniach. Poniewaz zbior Isom(FE, F') jest otwarty w L(F, F), a operator odwracania
A jest homeomorfizmem, mozemy zalozy¢, ze f'(x) € Isom(FE, F') dla dowolnego x € 2. Niech A := f'(a),
n:=1/||A7||. Ustalmy dowolng kul¢ B(a,r) C {2 tak mala, by ||f'(z) — A|| < %, € B(a,r). Teraz, na
podstawie twierdzenia o przyrostach skoriczonych, dla dowolnych z’, 2" € B(a, r) mamy:

1£") = Fa) > [AG — 2" = 1) — F(a") = A’ — ")
> lla’ — 2" = sup{Lf () — A]|: = € [o', 2" Ha’ — "] > D)a’ — 2",

Wynika stad, ze f|p(a,r) jest odwzorowaniem injektywnym oraz, ze odwzorowanie

g:= (f|B(a,r))71 : f(B(a,r)) - B(a’T)

jest ciagte (spelnia warunek Lipschitza). Wobec Twierdzenia9.2.9] pozostaje jeszcze zauwazyé, ze f(B(a,r))
jest zbiorem otwartym, co wynika z Lematu O O

W przypadku, gdy £ = F = R"”, twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym mozna istotnie wzmocni¢.
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Twierdzenie 9.13.8 (Twierdzenie o odwzorowaniu odwrotuym). Zatdzmy, Ze 2 € topR"™, a € {2
i f: 2 — R"” jest odwzorowaniem rézniczkowalnym takim, zZe:

e pochodna f' jest ciggta w punkcie a € §2,

e f'(a) € Isom(R™,R") (tzn. det Jf(a) #0).
Wtedy istnieje otoczenie otwarte U C {2 punktu a takie, Ze

o V:= f(U) jest zbiorem otwartym,

o fly:U —V jest Di-dyfeomorfizmem.

Dowdd. Zachowajmy oznaczenia z dowodu Twierdzenia [9.13.1] Tak jak poprzednio, znajdujemy r > 0
takie, ze det J f(x) # 0 dla dowolnego x € B(a,r) CC {2 oraz

n
1£(z") = f@)] = Flla" = 2", a',2" € B(a,7)

(wszystkie obliczenia wykonujemy w normie euklidesowej), gdzie 0 < n < min{1/||A7, 1}, A =
f'(a). W szczegolnosci, flg(q,r) jest odwzorowaniem injektywnym oraz odwzorowanie g := (f|B(a7T))’1
f(B(a,r)) — B(a,r) jest ciagte. Podobnie jak poprzednio, pozostaje jeszcze pokazaé, ze zbior f(B(a,r))
jest otwarty. Poprzednio robiliémy to w oparciu o Lemat (ktorego uzycie wymagalo zalozenia, ze
f! jest ciagta w kazdym punkcie g € B(a,r)). Obecnie zastosujemy inna metode.

Ustalmy punkt z¢ € B(a,r). Wystarczy pokazaé, ze B(f(zg),7) C f(B(xo,70)), gdzie

ro:=1r—|lzog—al, T:={n/ro.

Ustalmy y* € B(f(zo), 7). Szukamy z* € B(xzg,ro) tak, by f(z*) = y*.
Niech T'(z) := || f(x) — y*||, z € £2. Odnotujmy, ze T? jest odwzorowaniem rézniczkowalnym oraz

(T?)(2)(X) = 2(f(z) —y", f(2)(X)), =€, X R

Wynika stad w szczegolnosei, ze jezeli (T2) (z) = 0 i det J f(x) # 0, to f(z) = y*.

Ustalmy 0 < s < 79 tak, by y* € B(f(x0), (n/4)s). Poniewaz B(zq,s) jest zbiorem zwartym (tu
korzystamy istotnie z zalozenia, iz E = F = R"), zatem istnieje punkt 2* € B(xg, s) taki, ze T(z*) =
min{7(z) : € B(xo,s)}. Zauwazmy, ze T(z) < (n/4)s, a wiec T(z*) < (n/4)s. Pokazemy, ze z* €
B(zo, s). Przypusémy, ze ||z* — zo|| = s. Wtedy

T(2*) = £ (@)= f(wo)=(y" = f(zo)) | = [[f (&)= f(xo)[=lly" = f (xo) | > (n/2)[|2" —xol[—(n/4)s = (n/4)s;

sprzecznos¢.
Tak wiec z* € B(zo, s), a stad (T?)'(x*) = 0, co wobec poprzedniej obserwacji, daje f(z*) =y*. O

9.14. Twierdzenie o rzedzie

Twierdzenie 9.14.1 (Twierdzenie o rzedzie). Niech 2 € topR™ i niech f € C¥(£2,R™), k € NU{o0, w},
bedzie odwzorowaniem takim, zZe rank f'(z) = r, x € 2, dla pewnego r € {0,...,min{n, m}}. Niech
A:=(—1,1) C R. Wtedy dla dowolnego punktu a € §2 istnieje:

e otoczenie otwarte U C §2 punktu a,

o otoczenie otwarte V.C R™ punktu f(a), f(U) C V,

o dyfeomorfizm klasy C* & : A™ — U, ¢(0) = a,
dyfeomorfizm klasy C* W : V. — A™ W¥(f(a)) =0,
takie, ze (Wo fo®)(ty,...,tn) = (t1,.--,tr,0,...,0), (t1,...,t,) € A™.

U#V

2| |»

A" (pr]RT 70) Am

Dowdd. Przypadek r = 0: Wtedy f = f(a) = const w skltadowej spojnej zbioru (2, do ktorej nalezy
punkt a. Dobierzmy 7 > 0 takie, ze U := a + 7A"™ C 2 i zdefiniujmy V := f(a) + A™, &(t) := a + 7t,
U(u) :==u— f(a).

Przypadek r > 1: Niech P : R — R" i @ : R™ — R™ beda dowolnymi izomorfizmami afinicznymi.
Zdefiniujmy 2 := P71(2), f:= Qo fo P : 2 — R™, G := P~'(a). Zauwazmy, ze odwzorowanie |

jest klasy C* oraz rank f’(z) = r dla dowolnego = € §2. Przypusémy, ze twierdzenie o rzedzie zachodzi
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dla odwzorowania f w punkcie a i niech U V Oiv beda dobrane do odwzorowania f zgodnie z tym
twierdzeniem. Niech U := P(U), V := Q *(V), ®:= Po®, ¥ := Vo Q.

/

v — V

An (pr[RT’O) Am
Mamy (Wo fo®)(t) = (FoQ)o fo(Pod))(t)= (o fod)(t)=(ty,...,tr,0,...,0), czyli twierdzenie
o rzedzie zachodzi dla odwzorowania f w punkcie a.

Stosujac powyzsze rozumowanie do P(z) := z+aiQ(y) := y— f(a), redukujemy dowdd do przypadku
a=01i f(0) = 0. Z algebry liniowej wiadomo, ze istnieja izomorfizmy liniowe P : R" — R" i Q : R™ —
R™ takie, ze Qo f'(0)o P = [Hg (ﬂ (*3).| Dowod redukuje si¢ wiec do przypadku, gdy f/(0) = [HS (ﬂ
Niech g : 2 — R", g(x) = (fi(x),..., fr(x),Zr41,...,7,). Oczywiscie g jest klasy C*, g(0) = 0
oraz ¢'(0) = I,,. Na podstawie twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym istnieje otoczenie otwarte zera
U C 2 oraz 7 > 0 takie, ze odwzorowanie gy : U — TA" jest dyfeomorfizmem klasy C*. Niech
P = = (glv)"t A" — U, ¢ = f od : TA" — R™, Zauwazmy, ze ¢ jest klasy C*, ©(0) = 0
oraz rank¢’(t) = r dla dowolnego ¢t € 7A™. Ponadto, ¢(t) = (t1,...,tr, pry1(t), ..., om(t)), a wiec
w szczegblnosci ¢(1A™) C (TA)" x R™™" oraz

]Ir Or,n—r
/ — 0
PO=lsmrr [320]umrirrm
v=r+1,...,n

Poniewaz rank ¢’ (t) = r, wnioskujemy stad, ze af“( )y=0,tetA™ u=r+1,....om,v=r+1,...,n
Innymi stowy, funkcje ¢,11, ..., @ zaleza jedynie od tq,...,t,.. Niech
U (TAT) X R — (FAT) X R™ 7 W Uy, -yt 2= (U Upg1 — Prg (W), -+ - U — o (U)).
Widaé, ze ¥ jest dyfeomorfizmem klasy C* i @(0) = 0. Ponadto,
(Fop)(t)=(Tofod)(t)=(t',0), t=(t',t")€ (TA")x (1A"").
Niech teraz @ : A" — U, &(t) := &(rt), V := UL (rA™), ¥ : V — A™ ¥(y) := 1¥(y). Odwzoro-

T

wania @ i ¥ sg dyfeomorfizmami klasy C* oraz

(Wofod)(t)= %(@ofog)(ﬁ) = %(Tt/,()) = (t,0), t=({,t")eA" x A" ", O

(13) I, oznacza (r X r)-wymiarowa macierz jednostkowa.

(14) ‘;71(”,7 Ur41,--- 7'Um) = ('Ulvv'r+1 + <P'r+1(vl)7 ce,Um T+ </7m(’Ul))-
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Podrozmaitosci

10.1. Podrozmaitosci lokalne

Definicja 10.1.1. Niech & # M C R, d € Ny N [0,n], ¥k € NU {co, w}. Mowimy, ze zbior M jest
d-wymiarowq podrozmaitoicig lokalng klasy C* w R™ [] jezeli:

— dlad =0: M jest zbiorem dyskretnym, tzn. dowolny punkt a € M ma otoczenie otwarte U C R”
takie, ze M NU = {a}; zauwazmy, ze #M < Ry — CWICZENIE; w szczegolnosci, dla d = 0 klasa C* jest
obojetna;

—dla1l<d<n: speliony jest nastepujacy warunek: Voens Ipetopre IUctop M: actU Ip:P—U:

e p: P— U jest homeomorfizmem,
* p€CH(P,R"),
e rankp/(t) =d, t € P.

Zwykle bedziemy pomija¢ stowo ,lokalna” i bedziemy mowié¢ o d-wymiarowej podrozmaitosci klasy C*
w R™ lub tez pisaé¢ krotko M € ME(R™) (oznaczenie to ma charakter lokalny).

W powyzszej sytuacji moéwimy, ze p : P — U jest lokalng parametryzacjq (dlaU), za§ p~t : U — P
jest mapa (na U). Kazda rodzine map p; ' : U; — P, i € I, taka ze |J U; = M nazywamy atlasem

i€l

na M. Zauwazmy, ze na podstawie twierdzenia Lindel6fa [] z dowolnego atlasu na M mozna wybraé
podatlas przeliczalny.

Dla d = n, na podstawie twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym, powyzsze warunki oznaczaja, ze
M € topR"™. W szczegélnosci, dla d = n klasa C* jest obojetna.

Obserwacja 10.1.2.  (a) W R nie ma nietrywialnych podrozmaitosci.

(b) Jezeli M € M%(R™) i @ # N € top M, to N € ME(R").

(¢) Jezeli p: P — U jest lokalng parametryzacja, za$ ¢ : Q — P jest dowolnym dyfeomorfizmem
klasy C* (Q € topR?), to po ¢ : Q — U jest réwniez lokalng parametryzacja.

(d) Jezeli M € MHR"), d > 1, to dla kazdego punktu a € M istnieje lokalna parametryzacja
p: A — U (A:=(-1,1)) taka, ze p(0) = a.

(e) Kazda podrozmaitosé¢ klasy C* jest klasy C* dla dowolnego 1 < £ < k — 1.

(f) Jezeli M = {(t,¢(t)) : t € P}, gdzie 1 < d < n—1, P € topR? i ¢ € CK(P,R"9), to
M e ME(R™).

(g) Jezeli M € ME(R™) oraz @ : 2 — (2 jest dyfeomorfizmem klasy C*, gdzie M C 2, to #(M) €
ME(R™).

Istotnie, przypadki d = 0 i d = n sa trywialne. Dla 1 < d < n — 1, wystarczy pokazaé, ze jezeli
p: P — U jest lokalng parametryzacja dla U € top M, to Pop : P — P(U) jest lokalng parametryzacja
dla ¢(U). Jedyna watpliwosé moze budzié ostatni warunek z rzedem. Mamy: (Pop)'(t) = &'(p(t)) op'(t).
Ponadto, ¢'(z) jest macierza nieosobliwa dla dowolnego = € £2. Stad rank(® o p)'(t) = rank p'(t) = d dla
dowolnego t € P.

(h) Kazda d—wymiarowa plaszczyzna afiniczna M C R™ jest d—wymiarowa podrozmaitoscia w R"™
klasy C“. Istotnie, przypadki d = 0 i d = n sa trywialne. Dla 1 < d < n —1, jezeli M = x¢ + V,
gdzie V jest d—wymiarowa podprzestrzenia wektorowa R”, to dla dowolnej bazy v1,...,vq przestrzeni V'
odwzorowanie R? 3 (ty,...,tq) — 2o + t1v1 + -+ + tqvg € M jest (globalng) parametryzacja M klasy
C¥ — CWICZENIE.

1) Mozna réwniez moéwié¢ o rozmaitosciach klasy CF»e.
2) Ernst Lindelsf (1870-1946).
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(i) (n —1)-wymiarowa jednostkowa sfera euklidesowa S,,_1 S,,—1 := {& € R" : ||z| = 1} = IB,, jest
(n — 1)-wymiarowa podrozmaitoscia w R" klasy C*. Istotnie, jezeli np. U, := {z € S,_1 : z,, > 0}, to
odwzorowanie B,,_1 3 2’ — (2, /1 — ||2'[|2) € U,I jest lokalna parametryzacja U, klasy C*. Podobnie
mozemy sparametryzowaé kazdy z 2n zbioréw Uji ={reS,1:xz; >0}, j=1,...,n

Zauwazmy, do parametryzacji S wystarczg dwa rzuty stereograficzne z przeciwnych biegunéw.

(j) Zbior M := {(x,y) € R? : 2% = y?} nie jest jednowymiarowa podrozmaitoicia klasy C* w R?, ale
odwzorowanie p : R — M, p(t) := (t?,#3), jest homeomorfizmem klasy C¥. Zauwazmy, Ze p’(0) = (0,0),
a wiec p nie jest lokalng parametryzacja.

Istotnie, przypusémy, ze ¢ = (f,g) : A — M jest odwzorowaniem rézniczkowalnym w ¢ = 0
takim, ze q(0) = (0,0). Wtedy f2 = g2. Po podzieleniu przez t? i przejsciu z t do zera dostajemy
(f'(0))2£(0) = (¢'(0))?, co daje ¢'(0) = 0. Dzielac z kolei przez t*> mamy: (f(t)/t)* = (g(t)/t)*(1). Przy
t — 0 lewa strona zmierza do (f/(0))3, zas prawa jest < 0 dlat < 0i > 0dlat > 0. Stad: f/(0) = 0.
Tak wiec ¢'(0) = (0,0), a zatem ¢ nie moze by¢ parametryzacja.

Twierdzenie 10.1.3. Niech {2 C R"™ bedzie zbiorem otwartym i niech f: 2 — R™ bedzie odwzorowa-
niem klasy C* (k € NU {oo, w}) o statym rzedzie d. Wtedy dowolny punkt a € £2 ma otoczenie otwarte
U C 12 takie, ze f(U) jest d—wymiarowq podrozmaitosciq klasy C* w R™.

Dowdd. Przypadek d = 0 jest trywialny, bowiem wtedy f jest stale na kazdej sktadowej zbioru {2. Niech
1 < d < min{m,n}. Ustalmy a € 2. Na podstawie twierdzenia o rzedzie istnieja zbiory otwarte U C {2,
V C R™ i dyfeomorfizmy klasy C* o : A" — U, 3 : V — A™ takie, ze a(0) = a, 3(f(a)) = 0,
f(U) C V, ﬂofoa(tl,...,tn) = (tl,...7td,07...,0), t= (tl,...,tn) € A™.

——

(m—d)x
U _r, 1%
] g
An (prga,0) Am
W tej sytuacji f(U) = B71(A4 x {0}™~%), a zatem odwzorowanie A > t — B71(ty,...,t4,0,...,0)
jest parametryzacja f(U) klasy C*. O

Twierdzenie 10.1.4 (Opisy podrozmaitosci). Niech M CR", 1 <d<n—1, k € NU{oo, w}. Wtedy
nastepujgce warunki sqg rownowazne:
(i) M jest d~wymiarowq podrozmaitosciq klasy C* w R™;
(i) Vaem Jarsd Ipetopra’ IUetop M: ac Ipp—v = p 1 P — U jest odwzorowaniem otwartym
p(P)=U, p € CF(P,R"), rankp/(t) =d, t € P;
(ill) Yeem Toctoprr: aco Jo:0—an: @ jest dyfeomorfizmem klasy Ck, (M N N2) = A% x {0}
(iv) Yaem Joctoprn: aco JQctoprr Ivcrr Ja0——q 1V jest d—wymiarowq podprzestrzeniq wektorowq
R", & jest dyfeomorfizmem klasy C*, ®(M N N2) =V NQ;
(V) Yaenm Fezn—d Foctoprr: ac Ipecr(orey - M N L = f71(0), rank f'(x) =n —d, x € £2;
(Vi) Vaenm Jactoprr: ae peck(orn-ay : M N2 = f71(0), rank f'(z) =n —d, z € £2;
(Vii) Yaenm JoctopRr: ac IPetopRe Jpeck(Prn—4) Joes, : P jest wypukly, o(M N 2) = {(t,p(t)) : t €
P}, gdzie 0 : R" — R", 0(z1,...,2n) = (To(1), -+, To(n));
(vil)) Vaem Joctoprr: ac2 Ipctoprd IpP—mng Iso—p @ P jest wypukly, p € CF(P,R"), s €
Ck(Q,Rd), Mn§2=p(P), sop=idp.
Zauwazmy, ze w warunku odwzorowanie r :=po s : 2 —s M N (2 jest retrakcja klasy C*.

Dowdd. Implikacje - , == sa oczywiste. Implikacja == wynika z dowodu
Twierdzenia

(iv) = (v): Niech L : R® — R™ bedzie izomorfizmem liniowym takim, ze L(V) = {0}"~% x R<.
Zdefiniujmy g := Lo ®, f:= (g1,...,gn_a) : 2 — R""4 = R¢,

3) Tzn. p(top P) C topU.

E‘lg Takie odwzorowanie ¢ bedziemy nazywaé odwzorowaniem rozptaszczajgcym.
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(v) = (vi): Na podstawie twierdzenia o rzedzie istnieja zbiory otwarte A C R", B C R’ oraz
dyfeomorfizmy klasy C* o : A" — A, 3: B — A’ takie, ze a € A C £2, a(0) = a, f(A) C B, 5(0) =0,
Bofoa(t)=(t1,...,tn—-a,0,...,0),t € A™.

A AN B

] |?

An (ernfd 70) Am
Niech g := a™!, h == (g1, ,9n-a) : A — R""% Oczywiscie rank h/(z) = n —d, z € A", oraz
MNA={ze€A: f(z)=0}={rcA:Bof(x)=0}={z € A: (prgn-a,0) 0cat(z) =0} = h=1(0).

(vi) = (vii): Po permutacji zmiennych, mozna zalozy¢, ze det [82&: (a’)]ijfl g 7 0. Teraz
J Ly

wystarczy tylko skorzysta¢ z twierdzenia o odwzorowaniu uwiktanym (zbiér U; w twierdzeniu o odwzo-
rowaniu uwiklanym (a wiec P w (vii)) mozna zawsze wybra¢ w klasie obszarow wypuktych).

(vil) = (viii): Niech p(t) := o7 (t, (1)), t € P, s(z) := prga(c(z)), € R™. Oczywiscie, M N 2 =
p(P) oraz s op = idp. Pozostaje tylko zmodyfikowaé zbior §2 i zastapi¢ go przez s~ (P).

(viii) = (i): Niech U := M N 2. Oczywiscie p : P — U jest homeomorfizmem (p~1 = s|y).
Pozostaje zauwazy¢, ze ze zwiazku s'(p(t)) o p'(t) = idga, t € P, wynika tatwo, ze rankp’(t) = d dla
te P. O

Przyktad 10.1.5. Niech 2 := (R"),, f(z) := [|z]|> — 1, z € 2. Wtedy rank f'(z) = 1, z € {2, oraz
f740) = S,_1, a zatem na podstawie Twierdzenia .10'1'4|‘ vi), Sp—1 jest (n — 1)-wymiarowa podrozma-
itoscia klasy C¥ (por. Obserwacja [10.1.2(1)).

Odnotujmy, ze prawdziwe jest nastepujace wysoce nietrywialne twierdzenie (zob. rowniez Twierdzenie

10.1.22)).

Twierdzenie* 10.1.6 (Twierdzenie o retrakcji [nﬁ‘ . Niech M C R™ bedzie niepustym zbiorem spdj-
nym i niech k € NU{oo}. Wtedy M jest podrozmaitoscig klasy C* w R™ wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq
zbiér otwarty 2 O M oraz retrakcja v : 2 — M klasy C*.

Dowdd implikacji (<=) w Twierdzeniu[10.1.6 Niech d := max{ranks'(z) : z € 2}. Jezeli d = 0, to
r jest odwzorowaniem stalym na sktadowej spojnej zbioru {2 zawierajacej M, a wtedy M musi byé
punktem.

Zalozmy, ze 1 < d < n. Poniewaz, r o r = r, zatem 7/(r(a)) o r'(a) = r’(a) dla dowolnego a € f2.
W szczegolnoscei, 1/ (a) or’'(a) = r'(a) dla dowolnego a € M, a stad r’(a)(X) = X dla dowolnego wektora
X €V, :=7"(a)(R"™), a € M. Niech 2y := {z € 2 : rankr'(x) = d}, My := M N §2y. Zauwazmy, ze {2
jest niepustym zbiorem otwartym. Na wstepie zauwazmy, ze 7(£20) = M. Istotnie, dla a € 2y mamy
d = rank 7’ (r(a)) = dim¢/(r(a))(R™) > dimr'(r(a)) (' (a)(R")) = dim 7' (a)(R™) = d.

Na podstawie Twierdzenia kazdy punkt a € My posiada otoczenie U C (2 takie, ze r(U) jest
d-wymiarows podrozmaitoscig klasy C¥. Wtedy rowniez U N 7(U) jest d-wymiarows rozmaitoscig klasy
C* w R™. Z drugiej strony, U N r(U) = U N My, co pokazuje, ze U Nr(U) jest otwarty w My. W takim
razie My jest d-wymiarowa podrozmaitoscig klasy C* w R™.

Teraz pokazemy, ze My = M (co zakoriczy dowdd). Poniewaz My jest niepustym podzbiorem otwar-
tym M, a M jest spOjne, wiec wystarczy pokazac, ze My jest domkniete w M. Przypomnijmy, ze
r(a)(Vy) = Va, a € M, oraz dimV, = d, a € My. Dla a € My niech L, : R* — R™ bedzie izo-
metria (L, L, =1, taka, ze L,(V,) = R% x {0}"~¢ i niech W, := L,7"(a)L; . Wtedy W,(X) = X dla
X € R? x {0}"%, co oznacza, ze W, = Lo ) Fdx(n—d)

O—dyxd » *(n-d)x(n—-d)

Niech teraz My 3 as — ag € M. Poniewaz macierze L, sa ortogonalne, mozemy (przechodzac do
podciagu) zatozyé, ze L,, — L, gdzie L jest ortogonalna. Wtedy W, = Lasr’(aS)L;S1 — Lr'(a)L 7Y,
co oznacza, ze rank V, = d, a wiec a € M. O

Twierdzenie 10.1.7. Niech M € MYR"), d > 1 i niechp : P — U, q : Q — V beda dwiema
lokalnymi parametryzacjami takimi, ze U NV # &. Wtedy odwzorowanie ¢ :=p~toq:q H({UNV) —
p~ YU NYV) jest dyfeomorfizmem klasy C*; odwzorowanie ¢ nosi nazwe funkcji przejicia.

5) Zob. H. Federer, Geometric measure theory, Springer Verlag, Berlin, 1969, Theorem 3.1.20.
6) Herbert Federer (1920-2010).
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Dowdd. Przypadek d = n jest oczywisty. Zalézmy, ze d < n — 1. Oczywiscie, ¢ jest homeomorfizmem.
Wystarczy wiec sprawdzi¢, ze jest klasy C* (a nastepnie zamieni¢ rolami p i ¢). Problem ma teraz
charakter lokalny. Ustalmy a € U NV i niech p(tp) = a = ¢q(up). Na podstawie twierdzenia o rzedzie
istnieja otoczenie A; punktu tg w P, otoczenie Ay punktu ug w @, otoczenia Bi, Bo punktu ¢ w R"™,
dyfeomorfizmy klasy C* o : AT — A;, 8; : B; — A", j = 1,2, takie, ze: p(A;1) C Bi, q(A2) C Ba,
a1(0) = tg, a2(0) = ug, Bi(a) =0, j =1,2, Bropoa; () = (£,0), £ € AL, Byogoas(n) = (n,0), n € A%

A1L>3132<LA2

O‘IT ﬁll[b TOQ
Ad 40 4 (40 g
Stad wynika, ze na zbiorze ¢~ !(p(A1) N By) zachodzi réwnosé

¢p=p log=aioprgaofiofy o(ay’,0),

ktora dowodzi, ze ¢ jest klasy C* w otoczeniu ug. (]

Definicja 10.1.8. Niech M € M%(R"), d > 1 i niech F bedzie dowolna przestrzenia unormowana. Po-
wiemy, ze odwzorowanie f : M — F jest k—krotnie rézniczkowalne w punkcie a € M (f € DF(M, F;a)),
jezeli dla dowolnej parametryzacji lokalnej p : P — U takiej, ze a € U, mamy fop € D¥(P, F;p~'(a)).
Podobnie, powiemy, ze odwzorowanie f : M — F jest klasy C* na M (f € C*(M, I)), jezeli dla dowolnej
parametryzacji lokalnej p : P — U odwzorowanie f o p jest klasy C*(P, F).

Obserwacja 10.1.9. (a) Zauwazmy, ze definiujemy tylko pojecie rézniczkowalnosci, ale nie definu-
jemy f*)(a).

(b) Dla d = n wprowadzone powyzej pojecia sa zgodne ze standardowymi definicjami.

(c) D¥(M, F;a) i C*(M, F) sa przestrzeniami wektorowymi.

(d) Jezeli f € D*(M, F;a) iy € D*(02,G; f(a)), gdzie 2 jest zbiorem otwartym w F, G jest prze-
strzenia unormowana i f(M) C £2, to ¢ o f € D¥(M, G;a).

(e) Jezeli f € C*(M,F), f(M)C i €C*(2,G), topofeCkM,QG).

Twierdzenie 10.1.10. Dla dowolnego odwzorowania f: M — F i punktu a € M nastepujgce warunksi
$G TOwnowazne:
(i) f e D*(M,F;a);
(i) istnieje lokalna parametryzacja p: P — U taka, e a € U i fop € D¥(P, F;p~'(a));
(iil) istnieje otoczenie 2 C R™ punktu a oraz f: 2 — F takie, ze fe DF($2, F;a) oraz f: f na
Mn.

Dowdd. To, ze (i) <= (ii) wynika wprost z Twierdzenia [10.1.7}

(i) = (iii): Niech 2, P, p, s beda takie, jak w Tw1erdzen1u 10 1.4)(viii). Przypomnijmy, ze p :
P — M N {2 jest lokalna parametryzaqq (por dowdd 1mphkac31 q w Twierdzeniu .
Zdefiniujmy f (f op) os. Oczywiscie, f f na M N {2 oraz f € @k 2,F;a)

(iii) = (i): Rozwazmy dowolng parametryzacje lokalng p : P — U (a ev ) i niech p(tp) = a. Niech

0, f beda jak w (iii). Mozemy zalozy¢, ze U C 2. Wtedy fop = f op, a stad oczywiscie wynika, ze
fOPEDk(P7F7tO)- D

W ten sam spos6b mozna wykazaé nastepujacy wynik (CWICZENIE).

Twierdzenie 10.1.11. Dla dowolnego odwzorowania f : M — F nastepujgce warunki sg rownowazne:
(i) f€CHM,F);
(ii) dla dowolnego punktu a € M istnieje lokalna parametryzacja p: P — U taka, 2e a € U i fop €
CH(P, F);
(iii) dla dowolnego punktu a € M istnieje otoczenie 2 C R™ oraz f € CF (0, F) takie, ze f = f na
MnN 1.

Obserwacja 10.1.12. (a) Jezeli p : P — U jest lokalna parametryzacja klasy C*, to p~! €
CF(U,RY).
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(b) Jezeli ¢ € D(2,R";ug) (2 € top E, zas E jest przestrzenia unormowana), ¢(2) C M i f €
ka(M,F,(p(UQ)), to f opE Dk(QaFv uO)'
Istotnie, wystarczy wykorzystaé Twierdzenie i zauwazy¢, ze w otoczeniu punktu ug mamy
fop=fop
(c) Jezeli ¢ € CF(2,R™), p(2) C M i f€CF(M,F), to fopcCFI,F).
Istotnie, wystarczy wykorzystaé¢ lokalnie Twierdzenie .

Definicja 10.1.13. Niech M bedzie d-wymiarowa podrozmaitoscia klasy C! w R™ (1 < d < n). Niech
a € M iniech p: P — U bedzie dowolna lokalng parametryzacja taka, ze a € U. Przyjmijmy, ze
a = p(to). Przestrzen T,M := p'(ty)(R?) nazywamy przestrzeniq styczng do M w punkcie a.

Oczywiscie, jezeli d = n, to T,M = R"™.

Zauwazmy, ze definicja jest poprawna, bowiem na podstawie Twierdzenia jezeliq: Q — V
jest jaka$ inng parametryzacja taka, ze q(ug) = a, to ¢ = p o @, gdzie ¢ jest dyfeomorfizmem klasy C!,
©(ug) = to. W szczegdlnosci, poniewaz ¢ (ug) jest izomorfizmem, zatem ¢’ (ug)(R%) = p/(to) (¢’ (uo)(RY)) =
P (o) (R9).

Przyjmujemy ponadto, ze T,M := {0}, jezeli d = 0.

Oczywiscie dim T, M = d.

Twierdzenie 10.1.14. Niech M bedzie d—wymiarowq podrozmaitoscig klasy Ct w R™ (1 <d<n—1),
a € M i niech 2 € topR", f € C1(£2,R") bedzie takie, ze a € 2, M N 2 = f~1(0) i rank f'(x) = n —d,
z € 2[(7)] Wtedy T, M = Ker f'(a).

Dowdd. Niech V := Ker f'(a). Odnotujmy, ze dimV = d. Niech p: P — U, U C {2, bedzie dowolna
lokalna parametryzacja, p(tg) = a. Poniewaz f op = 0, zatem f'(a) o p/(ty) = 0, a stad T,M C V, co
wobec réwnosci wymiaréw, daje zadang réwnosé. (I

Twierdzenie 10.1.15 (Réwnowazne opisy przestrzeni stycznej). Niech M bedzie d—wymiarowq podroz-
maitosciq klasy C¥ wR™ (1<d<n-—1),a € M, X € R". Nastepujace warunki sq réwnowazne:
(i) X e T,M;
(ii) istnieje € > 0 oraz odwzorowanie vy : (—e,&) — M klasy C* takie, ze v(0) = a, 7v/(0) = X;
(ii) istniejg ciggi (a,)oey C M, (r,)o2; C (0,400) takie, ze a, — a, ro(a, —a) — X

Dowdd. Dla X = 0 réwnowaznosé¢ warunkow jest oczywista. Przyjmujemy dalej, ze X # 0.

(i) = (ii): Niech p : P — U bedzie lokalng parametryzacja, p(to) = a. Niech Y € R¢ bedzie taki,
ze X =p'(to)(Y). Wtedy X = +/(0), gdzie v(7) := p(to + 7Y), |7| < € (¢ male).

(ii) = (iil): Wystarczy przyjaé a, := 'y(%), r,i=v, v> 1.

(iii) = (i): Niech p : P — U bedzie lokalna parametryzacja, p(tp) = a. Mozemy zalozy¢, ze
a, = p(t,), t, € P, v > 1. Oczywiscie t, — g @Moéemy rowniez zalozy¢, ze t, # to, v > 1, oraz

(przechodzac do podciagu), ze Y, := ﬁ — Y dla pewnego Y € R
Zauwazmy, ze 1ylla, — al| — [|X]|, a zatem =ty — Hﬁ—” Niech p(t) = p(to) + p'(to)(t — to) +

a(t)||t — tol|, gdzie a(t) — 0 przy t — to. Ostatecznie mamy:

X Pl ralt) o))
IXT = o= T/ (o) (V) + alt)] ~ T/ (o) (V)T

co koriczy dowod (bo T, M jest przestrzenia wektorowa). O

Twierdzenie 10.1.16. Niech M bedzie d—wymiarowq podrozmaitoscig klasy C* w R™ (1 < d < n —
1), a € M i niech f € D(M,F;a). Wtedy f'(a)|r,amr nie zalezy od wyboru lokalnego przedtuzenia f
rozniczkowalnego w punkcie a []

7) Por. Twierdzenie [10.1.4/v).

8) Jako odwzorowanie (—¢,&) — R™.
9) Odnotujmy czysto geometryczny charakter warunku (iii).

10; Poniewaz p jest homeomorfizmem.

1) Przedltuzenie takie istnieje na mocy Twierdzenia [10.1.10( ().
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Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze jezeli g : {2 — F jest odwzorowaniem roézniczkowalnym w punkcie a
i takim, ze g = 0 na M N2, to ¢’'(a)|7,m = 0.

Istotnie, niech p : P — U bedzie dowolna parametryzacja lokalna, a = p(tp) € U C (2. Mamy
gop=0. Zatem ¢’'(a) o p'(t9) = 0, co daje zadang réwnosc. O

Definicja 10.1.17. W powyzszej sytuacji ktadziemy

fl(a): TuM — F, f'(a) = f'(a)|r, -

Odnotujmy, ze f'(a) € L(TyM, F). Odwzorowanie f'(a) nazywamy rdzniczkq odwzorowania f w punkcie
a.

Twierdzenie 10.1.18. Niech M bedzie d—wymiarowq podrozmaitoscig klasy C' w R™ i niech M’ bedzie
d' ~wymiarowq podrozmaitosciq klasy C' w R™ . Niech f: M — M’ bedzie rézniczkowalne w punkcie
a € M. Wtedy f'(a)(ToeM) C TyyM'. W szczegdlnosci, f'(a) € L(T,M, Ty M').

Jezeli ponadto f jest bijektywne i f~ jest klasy C (tzn. f jest dyfeomorfizmem klasy C!), to f'(a) €
Isom(T, M, Tyq)M').

Dowdd. Zatézmy, ze M' N 2 = ¢g—1(0), gdzie 2’ ¢ topR"/ geCH 2 RV~ rankg' (y) = n' — d,
y € 2, f(a) € 2 (por. Twierdzenie . Niech f bedzie lokalnym przedhuzeniem odwzorowania f
na otoczenie {2 punktu a. Mozemy zalozyc ze f(02) C (2. Wtedy gof =0na MnN 2, zatem (go f)'(a) = 0
na T M (por. Twierdzenie . Oznacza to, ze ¢'(f(a)) o f’(a) = 0 na T,M, co wobec Twierdzenia
[[0.1.14] daje zadany wynik. O

Prawdziwe jest nastepujace fundamentalne twierdzenie

Twierdzenie* 10.1.19 (Whitney, . Dla dowolnej d-wymiarowej (d > 1) podrozmaitosci M C R™
Klasy C*, k € NU {oo}, istnieje d-wymiarowa podrozmaitosé M’ C R?*"*1 klasy C¥ taka, ze M i M’ sq
Ck-dyfeomorficzne.

Uwaga 10.1.20. Dla rozmaitosci klasy C? i odwzorowan f : M — F majacych druga pochodna
w punkcie a nalezy oprze¢ sie pokusie zdefiniowania drugiej rézniczki w punkcie a jako odwzorowania
f"(a) : TuM xTyM — F danego wzorem f”(a) = f”(a)|1, a1 x1, 1, gdzie f jest lokalnym przeduzeniem
f takim, ze f”(a) istnieje.

Istotnie, }T“( )1, MxT, M moze zaleze¢ od wyboru przedluzenia.

Niech np. M = {(t,#?) e R? : t e R}, F :=R, f := 0, a := (0,0). Zauwazmy, ze T,M = R x {0}.
Niech f(z,y) := 2% —y. Oczywiscie f jest przedtuzeniem f, ale f”(a)((h1,0), (h2,0)) = 2h1ha, hy, he € R.

Lemat 10.1.21 (Lemat o jednoczesnej parametryzacji). Niech M bedzie d—wymiarowq podrozmaito$cig
klasy C* w R™ i niech M' bedzie d' ~wymiarowq podrozmaitoscig klasy C* w R™ takq, ze M’ C M. Wtedy

(a) d' < d;

(b) jezeli d' = d, to M’ jest podzbiorem otwartym w M ;

(c) jezeli d' < d < m, to dla dowolnego punktu a € M’ istnieje lokalna parametryzacja p : A4 — U
podrozmaitosci M, a € U, taka, ze p(0) = a ip(Ad/ X {O}d_d,) =MnNU “

W szczegolnosci, jezeli d' > 1, to odwzorowanie p : A4 — M'NU, p(v) := p(v,0), jest lokalng

parametryzacjq dla M’

Dowdd. Dla d’ = 0 twierdzenie jest oczywiste. Zalozmy, ze d’ > 1. W szczegbdlnosei, d > 1.

(a) Wobec Twierdzenia mamy: T,M' C T,M,a € M’'. Stad d' = dimT,M’ < dimT,M =
d.

(b) Wezmy dowolny punkt ¢ € M’ i niech p : P — U, ¢ : @ — V beda parametryzacjami
lokalnymi dla M i M’ takimi, ze a € UNV (P, Q € top R%). Mozemy zalozy¢, ze V = UNM'. Rozwazmy
homeomorfizm ¢ := p~tog: Q — p~!(V). Na podstawie Obserwacji[10.1.12]jest to odwzorowanie klasy
CF. Mamy po ¢ = q. W szczegolnosci, p'(p(u)) o ¢’ (u) = ¢'(u), skad wynika, ze rank ¢’ (u) = d, u € Q.

12) Zob. H. Whitney, Differentiable manifolds, Annals Math. 37 (1936), 645-680, Ch. II, § 8.
13) Dla d’ = 0 warunek ten oznacza, ze p(0) = M’ N U.
14) Uwaga na warunek: rankg?’(v) =d,ve A
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Teraz, na podstawie np. twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym, p~(V) jest podzbiorem otwartym
w P, a wiec UN M’ jest zbiorem otwartym w M.

(c) Wezmy dowolna parametryzacje lokalna p : P — U podrozmaitosci M taka, ze a = p(to) € U.
Niech N :=p~'(M'NU). Zauwazmy, ze N jest d'~wymiarowa podrozmaitoscia klasy C¥ w R?. Istotnie,
dla dowolnego ug € N, niech ¢ : Q — V bedzie lokalna parametryzacja klasy C* podrozmaitosci
M’ iplug) € VC M'NU. Niech ¢ := p~toqg: Q — p~ (V). Oczywiscie, tak jak w (b), ¢ jest
homeomorfizmem klasy C* i p/(p(u)) o ¢'(u) = ¢'(u), u € Q. Stad rank ¢’(u) = d’, u € Q. Tak wigc ¢
jest lokalna parametryzacja podrozmaito$ci N w otoczeniu ug.

Teraz, na podstawie Twierdzenia (zastosowanego do podrozmaitosci N) istniejg zbior
otwarty {2 € top P, to € £2, oraz C*—dyfeomorfizm & : 2 — A? takie, ze (NN N2) = A% x {O}d_d/.

Poszukiwana parametryzacja bedzie: po &~! : AY — p(£2). d

Obecnie pokazemy nastepujaca prostszg wersje twierdzenia o globalnej retrakcji.

Twierdzenie 10.1.22. Dla dowolnej d-wymiarowej podrozmaitosci M klasy C* (k € Ny U {oo,w})
istnieje otoczenie otwarte M C 2 C R™ oraz globalna retrakcja 7 : 2 — M klasy C*~1 taka, ze dla
dowolnego x € 2 mamy ||z —7(x)|| = dist(z, M), przy czy punkt w(x) jest jedynym punktem realizujgcym
te odlegtosé (norma i odlegtosé sq euklidesowe).

Dowdd. Mozemy zatozyé, ze 1 < d < n — 1. Rozpocznijmy od elementarnej obserwacji, ze dla a € M
oraz x € B(a,r) mamy dist(z, M) = dist(x, M N B(a,3r)) (CWICZENIE). Pozwala to na lokalizacje
problemu. Ponadto, problem jest oczywiscie niezmienniczy wzgledem izometrii euklidesowych. Pozwala to
dla dowolnego a € M na przejscie do nastepujacego zagadnienia lokalnego. Najpierw redukujemy sytuacje
do a = 0 oraz T,M = R? x {0}"~%. Niech p : P — U bedzie dowolng lokalna parametryzacja, 0 € P,

p(0) = 0 € U. Warunek p’(0)(R?) = R? x {0}"~? oznacza, ze gﬁi 0)=0,j=d+1,...,n, k=1,....d.

Wynika stad, ze det[ap 2(0)],5=1,....a # 0. Wobec twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym, mozemy wiec

zatozyé, ze 1 = (p1,...,pq) : P — Q jest dyfeomorfizmem klasy C*. Wtedy q := poyp™! : Q — U
oraz q(t) = (t, f(t)), przy czym f(0) =0 oraz f'(0) =0 Ostatecznie wiec mamy:

M = {(t, f(t)) : t € A%(r)}, gdzie AX(r) = (—r,7)" C RY, f: Ad(r) — R % jest klasy C* oraz
f(0) =0, f/(0) =0

W konsekwencji, dla x = (2/,2") € Ad(s) x A"~%(s) przy 0 < s < 1 mamy

dist?(x, M) = min{||[t — '||> + || f(t) — 2"||* : t € A%r)} =: min{g(z,t) : t € A%r)}.

Jedynego punktu realizujacego odlegtosé¢ bedziemy szukaé¢ w postaci (p(x), f(p(x))), gdzie ¢ : A™(s) —
Ad(r) jest klasy C*~1 (wtedy bedziemy mogli przyja¢ 7(z) := (¢(), f(p(z))), € A™(s), 0 < s < 1).
Zauwazmy, ze

9g af;
atk(x t)—2<tk—xk+z £i(®) xdﬂ)a—t]z

(t)) — 2B (z,t), k=1,....d.
Tak wiec, w otoczeniu punktu (0,0), t = ¢(x) powinno byé¢ jedynym rozwigzaniem ukladu réwnan
Fy(x,t) =0, k=1,...,d. Oczywiscie F}, jest klasy C*~!. Ponadto, F(0,0) = 0 oraz

oF} B af; af 82f»
P @) = 6M+Z( EORR] >+<fj<t>—wdm—atea;k(t)).

W szczegolnodcei,

OF},

[81%@ ©, )}k,le,...,d = la.
W takim razie, na podstawie twierdzenia o odwzorowaniu uwiklanym, istnieja 0 < s1,7; < 1 oraz
odwzorowanie ¢ : A"(s1) — A%(r1) klasy C*~1 takie, ze t = ¢(z) jest jedynym rozwigzaniem naszego
uktadu dla (z,t) € A"(s1) x A%(ry). Teraz wystarczy jeszcze tylko dobra¢ 0 < s < s; tak by dla
x € A™(s) bylo dist(x, M) = dist(z, M N (A%(ry) x R*~9)). O

(15) Zauwazmy, ze nasza konstrukcja pokazuje, ze lokalnie M jest wykresem nad afiniczna przestrzenia styczna a+7q M
(dla dowolnego k € NU {oo,w}).
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Przyklad 10.1.23. Twierdzenie [10.1.22| nie jest prawdziwe dla k = 1. Niech 6 € (0, 1),
M= {(t, |t : t € R};

192

M jest jednowymiarowa podrozmaitoscia klasy C', przy czym ToM = R x {0} (CWICZENIE). Pokazemy,
ze dla dowolnego y > 0 istnieje ¢ > 0 takie, ze

dist*((0,), M) < [[(0,) — (£,"*9) > = 2 + (y — t149)? < ¢® = [ (0,9) — (0,0)].

Oznacza to, ze istnieja co najmniej dwa punkty rozmaitosci M realizujace odlegtosé. W konsekwencji
ciggla retrakcja m : 2 — M taka, jak w Twierdzeniu [10.1.22| nie moze istniec.
Istotnie, warunek > + (y — t19)2 < 2 oznacza, ze y > 1(t' =% 4+ ¢'*9), co pozwala zawsze dobrac t.

10.2. Ekstrema warunkowe

Rozwazmy nastepujacy problem. Dane sa: M € MS(R") (1 <d<n-1), punkt a € M i funkcja
f € D¥(M;a). Problem polega na znalezieniu (rézniczkowych) warunkéw koniecznych i dostatecznych
na to, by f miala w punkcie a ekstremum lokalne, zwane ekstremum warunkowym. Nazwa bierze sie
stad, ze poniewaz problem ma charakter lokalny, to mozemy zalozy¢ (korzystajac z Twierdzenia
i zmniejszajac ewentualnie M), ze f = ﬂM, gdzie f: N — R M C 2 € topR™ i fjest k—krotnie

rozniczkowalne w punkcie a, a zatem szukamy ekstremoéw lokalnych funkcji f przy warunku ,,punkt lezy
na M”.

Twierdzenie 10.2.1 (Warunek konieczny na ekstremum warunkowe). Jezeli f ma w punkcie a ekstre-
mum warunkowe, to f'(a) = 0.

Dowdd. Niech p: P — U bedzie lokalng parametryzacja, p(tg) = a. Wtedy fo p ma ekstremum lokalne
w punkcie tg, a zatem f'(a) o p’(t9) = 0, co daje zadany wynik. O

Twierdzenie 10.2.2 (Warunek dostateczny na ekstremum warunkowe). Zatdzmy, zZe dla pewnego k > 2
mamy:

f’(a) =0naR" ..., f(k_l)(a) =0 na R", f(k)(a) Z0 na T,M.
Wtedy:
(a) jezeli f*)(a)(X) >0 dla X € (T,M). to f ma w punkcie a silne minimum warunkowe;
(b) jezeli f*)(a)(X) <0 dla X € (T,M)s, to f ma w punkcie a silne maksimum warunkowe;
(c) jezeli f(k) (a) przyymuje na T, M wartosci réznych znako’w to f mie ma w punkcie a lokalnego

ekstremum warunkowego.

Dowdd. Niech p: P — U bedzie dowolna lokalna parametryzacja, p(to) = a. Niech g := f o p. Musimy
zbadaé ekstremum lokalne (w sensie klasycznym) funkcji g w punkcie ¢o. Ze wzoru na pochodna ztozenia

(Twierdzenie [9.8.6)), dla j = 1,..., k, mamy
99 (t0) (V) = (f o p) P (t0) (V)

-y (JJ;!'J;(MJF...JF%)(G)(p'(ti)'(Y)’_._’p’(ti)'(Y),.”’p(j)(?;?)(y),m’p(j)(?;?)(y)) Y eRY,

a1 X aj X

agll;

co wobec naszych zalozen daje
gD (t0) =0, j=1,... k=1,  ¢¥t)(Y)=FP @@ (t)(Y)), Y eR"

Przypomnijmy, ze p'(to)(Y) € (T,M), dla Y € (R%),, a zatem ¢*)(ty) zachowuje sie (w sensie okreslo-
nosci) tak, jak f (k) (a) na T, M. Teraz wystarczy juz tylko zastosowaé klasyczne twierdzenie o ekstremach
lokalnych. (]

Em; W szczegoblnosci, k musi byé parzyste.
17

W szczegoblnosci, gdy k jest nieparzyste.
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Obserwacja 10.2.3.  (a) Z dowodu Twierdzenia [10.2.2) wynika, ze odwzorowanie f(k)(a)kTaM)k nie

zalezy od wyboru rozszerzenia f (w klasie rozszerzen spelniajacych zalozenia twierdzenia). Tak wiec

193

wystarczy zbadaé¢ okreslonosé f(k)(a) na T, M dla jednego ustalonego rozszerzenia f funkcji f takiego,
ze f(j)(a) =0,j=1,...,k—1 (k parzyste).

(b) Niech k = 2. Zauwazmy, ze warunek f'(a) = 0 nie moze zostaé zastapiony warunkiem f’ (a) = 0.
Niech np. n = 2, M := {(z,2?) : z € R}, a = (0,0), f(z,2?) := 2® (oczywiscie f nie ma ekstremum
warunkowego w punkcie a). Niech ]F”v(ac7 y) = 2% —y + 3. Widag, ze f: f na M. Ponadto, f'(a) =0 na
T,M =R x {0} i f(a)((h,0)) = 2h%, h € R (a wicc spelniony jest warunek (a) z Twierdzenia

(¢) Patrzac na Twierdzenie (i pamietajac o (a))) widzimy, iz przeszkoda w stosowaniu Twier-
dzenia [10.2.2| bedzie nastepujaca sytuacja: Dla pewnego 1 < m < k — 1 znalezliSmy rozszerzenie ftakie,
ze:

JE jest k—krotnie rézniczkowalne w punkcie a,
fU(a)=0,j=1,...,m —1 (warunek ten jest pusty dla m = 1),
£ (a) # 0,
f(m)(a) =0na T, M (dlam =1 jest to po prostu warunek konieczny na ekstremum warunkowe).
Rozszerzenie takie na nic sie¢ nam nie przyda. Pytamy wiec, czy mozemy znalezé inne rozszerzenie
takie, ze f(j)(a) =0,j =1,...,m. Jezeli tak, to bedziemy mieli pewng szanse, ze Twierdzenie
rozstrzygnie o ekstremum.
Mozemy zawsze zatozyé, ze M N 2 = g—1(0), gdzie g € CF(2,RY) i rankg'(x) = n —d, € 0.
Zauwazmy, ze dla dowolnego odwzorowania ¢ = (1, .., @) € C*(£2,RY), odwzorowanie

fo:=F—p191 = —wuge
jest przedhuzeniem f oraz, ze jest ono k—krotnie rozniczkowalne w punkcie a.

Twierdzenie 10.2.4 (Metoda mnoznikow Lagrange’a).  (a) Dia m =1, jezeli f'(a) =0 na ToM, to
istnieje A = (\1,...,M\) € RY takie, ze dla funkcji f)\ = f— A191 — -+ — Aege spetniony jest zwigzek
ﬂ(a) =0 na R™. Liczby A1, ..., ¢ nosz¢ nazwe mnoznikow Lagrange’a.
(b) Dia 2 <m < k-1, jezeli

° fjest k—krotnie rozniczkowalne w punkcie a,

o fW(a)=0,j=1,....m—1,

o f™M(a) =0 naT,M,
to istniejq wielomiany jednorodne Q1,...,Q, € H™ 1(R™, R) takie, ze dla odwzorowania

0
Fo(@) = Flw) = =3 Qule — a)gi(w). v 2,

mamy: fg)(a) =0,7=1,...,m.

Dowdd. (a) Przypomnijmy, ze T, M = Ker ¢'(a) (Twierdzenie. W tej sytuacji warunek f’(a) =0
na T, M oznacza, ze Ker g; (a)N- - -NKer gy(a) C Ker f’(a), a to, na podstawie znanych wynikow z algebry,
implikuje istnienie A (zob. dowod (b)).

(b) Na wstepie zauwazmy, ze dla dowolnych Q1,...,Q, € H™ 1(R",R), na podstawie wzoru Leib-
niza, mamy:

m! s
i=1 s=0

U U 1 L\ s i—s "o

@) = @) - 2533 (D)0 @h. her j=1.m.
Przypomnijmy, ze QZ(-S) € Hm=1=5(R", L5(R",R)). W szczegolnosei, mamy QES)(O) =0dlas=0,...,m—
2. Z drugiej strony g;(a) = 0. Tak wiec dla j = 1,...,m — 1, otrzymujemy ]?g)(a)(h) = 0. Wiemy, ze

ng_l)(()) = (m — 1)!Q;. Stad dla j = m mamy:

14 0
R @m = F@ - 35" el Vo = Fr @ m - 3 i)
i=1 3

m!
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Tak wiec caly problem sprowadza si¢ do doboru Q; € H™ 1(R" R), i = 1,...,¢, w ten sposéb by

14

Frm(@)(h) =" Qi(h)gi(a)(h), heR™,

=1

Poniewaz W := f(m) (a) € H™(R™,R) i W = 0 na T,M, zatem wystarczy juz tylko wykorzystaé
znane wyniki z algebry, aby stwierdzi¢, ze W da sie przedstawi¢ w zadanej postaci. Mozemy skorzy-
sta¢ np. z takiego rozumowania: Niech L4, ..., L,_4 bedzie dowolnym liniowo niezaleznym poduktadem
uktadu ¢/ (a),...,g;(a). Wybierzmy d form liniowych L,_g41,...,L, W ten sposob, ze odwzorowanie
L:=(Ly,...,Ly,): R" — R" jest izomorfizmem. Niech V := W o L=t Wtedy V € H™(R",R)iV =0
na {0}"~¢xR<. Oznacza to, ze wielomian V mozna zapisa¢ w postaci V (z) = z1 V3 (2)+ - -+2p_qgVi_a(z),

gdzie V; € H™L(R™",R), i = 1,...,n — d (postaé te latwo uzyskaé przez zwykle grupowanie wyrazéw
z wykorzystaniem warunku V(0,...,0,Zn—g41,-..,2,) = 0). Zdefiniujmy @Q; :=V;o L, i=1,...,n—d.
Ostatecznie W = QL1 + -+ + Qn_qLn_g. O

Przyktad 10.2.5. Niech M := {(z1,...,z,) € R" 21+ -+ 2, = ¢, 21,...,2, > 0}, gdzie n > 2
ic > 0jest ustalona stala (M jest (n—1)-wymiarows podrozmaitosciag w R™). Niech dalej f(xl, ey Ty) =
1+ Xy Szukamy ekstremoéw warunkowych fna M.

Stosujemy metode mnoznikoéw Lagrange’a. Niech f)\(:v) = f(x) — M1+ -+ 2, — ¢). Punkt podej-
rzany o ekstremum warunkowe, to punkt a € M taki, ze

O .
%j(a) = H-ak—/\:(), ji=1,...,n.
k#j
Dostajemy stad tatwo a = (¢/n,...,c/n) i A = (¢/n)" L. Teraz przechodzimy do badania zachowania sie

(a) na T,M. Oczywiscie ToM = {(X1,...,X,) e R": X3 +---+ X,, =0}, za$

~ c\n—2
Ta)x) =" (E) X;Xp, XeR™
J#k
Wynika stad, ze

~ c\n—2
{@)X) =—=(2) IXIP <0, X e (TuM).,

a wiec f ma w punkcie a maksimum warunkowe, czyli

c\" $1++x n
xl~~~xn§(ﬁ> :(Tn), T1,...,Tn = 0.

10.3. Orientacja

Definicja 10.3.1. Niech E bedzie n—wymiarowa rzeczywista przestrzenia wektorows (1 < n < 0o) i niech
B(FE) oznacza rodzine wszystkich baz E. Dla dowolnych dwoch baz e = (e1,...,en), f = (f1,.-., fn) €
n

B(E) niech A = A(e, f) oznacza macierz przejscia od e do f, tzn. f; = > Ay jer, j=1,...,n.
=1

k=

Oczywiscie A(e,e) =id, A(f,e) = A(e, ), A(e,g) = A(e, f) - A(f,g). W zbiorze B(E) wprowa-
dzamy relacje e ~ f <= det A(e, f) > 0. Jest to relacja rownowaznosciowa. Niech O(E) := B(E)/ ~.
Kazda klase rownowaznosci z O(E) nazywamy orientacjg E.

Dla bazy e = (e1,...,e,) niech € := (—ey,ea,...e,). Zauwazmy, ze det A(e,€) = —1 < 0, a wiec
e €, czyli [e]~ # [€]~. Ponadto, dla dowolnej bazy f € B(E) albo f ~ e albo f ~ e. Oznacza to, ze
na F istnieja doktadnie dwie orientacje. Zadna z nich nie jest wyrézniona. Jezeli ustalimy jedna, np. O,
to drugg oznaczamy przez —O.

W przypadku gdy F = R", mozemy wyrdznié¢ orientacje wyznaczona przez baze kanoniczng. Orien-
tacje te oznaczamy przez [R"|; i nazywamy orientacjg kanoniczng. Niech [R"]_ := —[R"];. Dla e =
(e1,...,en) € B(R"), e =(€j1,...,€5n), j =1,...,n mamy: [e]. = [R"]; <= detle; ] > 0.

Jest oczywiste, ze dowolny izomorfizm L : E — F generuje bijekcje O(E) — O(F), [e]~ —

[L(e)]~
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Jezeli E = F®& G, dimF = p, dimG = ¢q, p,q = 1, p + ¢ = n, to mamy naturalne odwzorowanie
© : B(F) x B(G) — B(FE) dane wzorem O((f1,..., fp),(91,---,9¢)) == (e1,...,ep, f1,..., fq). Jezeli
ustalimy jaka$ orientacje Oy € O(E), to © indukuje odwzorowanie @ : O(F) — O(G) poprzez relacje

!
¢<[f]~) = [g]N N [8(f7g)]~ = OO' Zauwa?m}@ ze A(Q(f>g))@(f/7g/)) = A(fdf) A(g(::g/) 9
a wiec @ jest dobrze okreslone i injektywne. Ponadto, dla dowolnych f € B(F) i f € B(G) albo
®([f]~) = [g]~ albo &([f]~) = [g]~, a wiec ® jest bijekcja. W tym sensie ,zadaé orientacje F” to to
samo, co ,zadaé orientacje G” (przy ustalonej orientacji Op).

Powyzsza konstrukcje bedziemy stosowaé¢ do sytuacji: £ =R, F =V, 1 <dmV =d<n-1,
G=V!t:={aeR" :Vyey : (a,7) = 0}, gdzie (, ) oznacza standardowy iloczyn skalarny, Oy = [R"] .
Dla O € O(V) bedziemy krétko pisaé O+ := &(0).

Definicja 10.3.2. Niech teraz M € Mb(R"). Jezeli d = 0, to przez orientacje M rozumiemy dowolne
odwzorowanie O : M — {—1,+1}.

Jezeli d > 1, to przez orientacje M rozumiemy dowolne odwzorowanie M > z -2, O(z) € O(T,M)
takie, ze dla dowolnego punktu a € M istnieje lokalna parametryzacja p : P — U, a € U, taka, ze
O(p(t)) = p'(t)([RY4), t € P. W tej sytuacji méwimy, ze parametryzacja p : P — U jest zgodna
z orientacjg O.

Niech O(M) oznacza zbioér wszystkich orientacji M. Powiemy, ze rozmaitos¢ jest orientowalna, jezeli
O(M) # 2. Dalej zajmowa¢ sie bedziemy jedynie przypadkiem d > 1.

Obserwacja 10.3.3. (a) Niech p: P — U, ¢ : Q — U beda dwiema parametryzacjami i niech
p:=pltog:Q — P. Wiadomo, ze det ¢'(u) # 0, u € Q. Niech e(u) := sgn(det ¢’ (u)), u € Q. Poniewaz
q =£ o, zatem ¢'(u)([R7]1) = p'(¢(u))(¢' (W) ([R]+)) = p'(o(w)(e(W)[R]4) = e(u)p'(p(w))([R]4),
u € .

(b) Dla dowolnej parametryzacji p : P — U niech p : P—U bedzie dane wzorem: p := po :f,
P = f’l(P), gdzie T:RE— R, f(t) =1:= (=ty,t2,...,tq). Widaé, ze p : P—U jest rowniez
lokalng parametryzacja. Ponadto, na podstawie (a), jezeli p : P — U jest zgodna z O, to p'(t)([R%],) =
—p' (D(RY4) = —0(p(1)), t € P. Wynika stad, ze —O € O(M), gdzie (—O)(z) := —O(x), = € M.

(c) Jezeli p: P — U jest parametryzacja zgodna z O taka, ze P jest obszarem, to, na podstawie (a),
dowolna parametryzacja g : @ — U jest zgodna albo z O albo z —O (bowiem funkcja €, jako funkcja
ciagla o wartosciach w {—1,+1}, jest stala).

Definicja 10.3.4. Niech A = (p; : P, — U,);cs bedzie dowolnym atlasem na M. Jezeli kazda z para-
metryzacji p; : P; — Uj; jest zgodna z orientacja O, to méwimy, ze atlas A jest zgodny z O.

Na podstawie Obserwacji [10.3.3|(a) otrzymujemy bez trudu nastepujacy wynik.
Twierdzenie 10.3.5. Jezeli A = (p; : P — U,;)ier jest atlasem zgodnym z orientacjg O, to dla
odwzorowar przejscia o; ; = p; ' op; : p]l(Ui NU;) — p; " (U; N U;) mamy:
det ¢} ;(u) >0, wep; (U;NUy), ijel 1)
Twierdzenie 10.3.6. Niech A = (p; : P, — Uj;)icr bedzie atlasem na M takim, ze dla wszystkich
odwzorowari przejscia mamy (1). Wiedy na M istnieje orientacja O taka, ze atlas A jest zgodny z O.
Oznacza to, ze ,zada¢ orientacje M” to to samo, co ,zadaé¢ atlas speliajacy (1)”. Takie atlasy
bedziemy nazywaé orientujgcymi.
Dowdd. Niech O(x) := p)(p; ' (z))([R%] 1) o ile 2 € U;. Jedyny problem to poprawnosé definicji. Przypu-
sémy, ze x € Uy NU; i« = p;i(t) = pj(u), zatem t = ¢, ;(u). Wtedy
P () ([R+) = pi(pi; (W) (@} ; (@) ([RY4)) = pi()([RY]+). 0
Twierdzenie 10.3.7. Jezeli M jest podrozmaito$cig spdjng i orientowalng, to na M istniejq dokladnie
dwie rozne orientacje. W szczegdlnosci, jezeli M ma s sktadowych spdjnych i jest orientowalna, to na M
istnieje doktadnie 2° roznych orientacyi.
Dowdd. Niech O bedzie ustalong orientacja M. Wtedy —O jest rowniez orientacja i —O # O. Pozostaje
pokazaé, ze dla kazdej innej orientacji O’ mamy albo O’ = O albo O’ = —O. Niech

Mi={zeM:0(z)=0()}, M_:={xeM:0'(z)=-0(z)}.
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Oczywiscie My NM_ =@ i M = M, UM_. Na podstawie Obserwacji 10.3.3@ oba te zbiory sg otwarte.
Stad, wobec sp6jnosci, albo M = M albo M_ = M. O

196

Twierdzenie 10.3.8. Jezelid = 1, to M jest orientowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odwzorowanie
ciggte s : M — S,,_1 takie, ze s(x) € T,M, x € M. Ponadto, dla dowolnej orientacji O rozmaitosci M
istnieje odwzorowanie cigglte s : M — S,,_1 takie, ze s(x) € T,M i O(z) = [s(x)]~, z € M.

W powyzszej sytuacji mowimy, ze s jest orientujgcym polem wektorow stycznych.

Mozna pokazaé, ze dowolna jednowymiarowa podrozmaito$é jest orientowalna. Z tego tez powodu,
powyzsza propozycja mie stanowi, w gruncie rzeczy, kryterium na orientowalnosé, ale daje jedynie opis
orientacyi.

Dowdéd. Niech O bedzie pewna orientacja na podrozmaitosci M. Jezeli A = (p; : P — Uy;)ser jest
atlasem zgodnym z O, to definiujemy s(z) := v(p}(p; ' (z))), gdy = € U;, gdzie v(X) := X/||X|| oznacza
wersor wektora X € (R™),. Jedyny problem to, czy definicja jest poprawna. Rozumujemy lokalnie: jezeli
p: P—Uigq:Q — U sg parametryzacjami zgodnymi z O oraz ¢ = p o ¢, to (korzystajac z tego, ze
¢ () > 0, u € Q) mamy: v(g' () = v(p (p(w))¢' () = v(p'($(w).

W druga strone: ktadziemy O(zx) := [s(x)]~ € O(T, M), x € M. Trzeba sprawdzié¢, ze O jest orien-
tacja. Ustalmy punkt a € M oraz dowolna parametryzacje p : P — U, a = p(to), taka, ze P jest
przedziatem i p/(t9)([R];) = O(a) (taka parametryzacja zawsze istnieje — pamietajmy, ze mozemy
zastapié wyjSciowa parametryzacje przez p : P — U). Mamy s(p(t)) = e(t)v(p'(t)), t € P, gdzie
g: P — {—1,+1} jest funkcja ciagta (bo s jest odwzorowaniem cigglym) i e(tg) = +1. Zatem e = +1,
co konczy dowdd. O

Twierdzenie 10.3.9. Jezelid =n—1, to M jest orientowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odwzoro-
wanie ciggte n : M — S,,_1 takie, ze n(x) € (I,M)*, x € M. Ponadto, dla dowolnej orientacji O roz-
maitosci M istnieje odwzorowanie ciggte n : M — S, takie, ze n(x) € (T,M)* i O(x) = ([n(z)]~)"*,
reM.

W powyzszej sytuacji méwimy, ze n jest orientujgcym polem wektorow normalnych.
Przypadek podrozmaitosci wymiaru 2 < d < n — 2 zostanie scharakteryzowany w Obserwacji 77.

Dowdd. Niech O bedzie pewna orientacja na M. Ustalmy z € M. Zauwazmy, ze uklad warunkow:
weR, |lwl|=1,w L T,M i (w].)t = O(z) wyznacza jednoznacznie wektor w. Ktadziemy n(z) := w.
Pozostaje sprawdzi¢ ciaglosé odwzorowania x —— n(z). Ustalmy punkt a € M oraz parametryzacje
p: P — U, a=p(ty), zgodna z O. Zauwazmy, ze dla t € P wektor w = n(p(t)) jest wyznaczony (jed-
noznacznie) przez uklad Warunk(’)ww eR", lwl| =1, w L Ty M, det [w, %(t)’ el atilil (t)} > 0.
Niech teraz t, — to i praypusémy, ze w, := n(p(t,)) — wo. Wtedy wq spetnia powyzszy uktad z t = to,
a wigc wo = n(p(to)).

W druga strone: kladziemy O(z) := ([n(z)]~)* € O(T. M), x € M. Trzeba sprawdzi¢, ze O jest
orientacja. Ustalmy punkt a € M oraz dowolna parametryzacje p : P — U, a = p(to), taka, ze P jest
obszarem i p/(to)([R"7!]4) = O(a). Mamy p'(t)([R"1]4) = e(t)O(p(t)), t € P, gdzie e : P — {—1,+1}
i e(tg) = +1. Pozostaje wykazaé, ze € jest funkcja ciaglta. W tym celu wystarczy tylko zauwazy¢, ze

wprost z definicji ([n(z)]~)+ mamy:
10) 0
e(t) = sgn (det [n(p(), 5, (1), 5~ (1)), teP 0
oty Otp—_1
Obserwacja 10.3.10 (Iloczyn wektorowy). Niech a; € R", j =1,...,n—1. Z wektoréow tych utworzmy
(n—1) xn—wymiarowa macierz A poprzez ustawienie ich jako wiersze. Dla k € {1,...,n} niech Ay oznacza
podmacierz macierzy A powstala poprzez opuszczenie k-tej kolumny. Niech wy, := (—1)**!det Ay, w =
(w1, ..., wy). Zauwazmy, ze wektory ai, ..., a,—1 sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy w = 0.
Dla j € {1,...,n—1} niech B; oznacza n X n-wymiarowa macierz postala z A poprzez dolozenie a; jako

pierwszego wiersza. Stosujac do tej macierzy rozwiniecie Laplace’a wzglqdem plerwszego wiersza)

(18) Uwaga: jezeli w € R™, ||w||=1, w LT}, M, to det [w, %(t), e %(t)] #0.
(1°) Pierre Simon de Laplace (1749-1827).
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wnioskujemy, ze:
n
(w,aj) = Z(—l)k“aﬂk det Ay =det B; =0,
k=1
tak wiecw L a;, j =1,...,n — 1. Dalej mamy:
n n
det[w, ay,...,an—1] = Z(—l)k+1wk det Ay, = Z(det Ap)? = v
k=1 k=1
Wektor w nazywamy iloczynem wektorowym wektoréw aj,...,a,—1 i oznaczamy aj X --- X an_1. Za-
uwazmy, ze operacja (R")"~1 3> (a1,...,ap_1) — a3 X -+ X a,_1 € R" jest (n — 1)-liniowa.
Jezeli uklad (ay,...,an—1) jest baza pewnej podprzestrzeni V przestrzeni R", wyznaczajaca na V

orientacje O, to ([W].)*t = O. W szczegodlnosci, w sytuacji opisanej w Twierdzeniu [10.3.9[ mamy:
Ip 9p
1) = (7 ) 5 ¢ )
n(p(t) = oG (0) x -+ x (D)

Obserwacja 10.3.11. Istnieja podrozmaitosci nieorientowalne, np. wstega Mdbiusa
M := p((—1,1) x [0,7]), gdzie p : R? — R3, p(t,u) := ((2 + tcosu) cos2u, (2 + tcosu)sin 2u, tsinu).
Mamy

cosucos2u, —4sin2u — t(sinwcos2u + 2 cos usin 2u)
p'(t,u) = |cosusin2u, 4cos2u — t(sinusin2u — 2 cosu cos 2u)
sin u, tcosu

Zauwazmy, ze

0 0 susi 90 (i g B . )
p(t )Xfp(t,u): ( cosusin2u, 4 cos2u — t(sinusin 2u — 2 cos u cos 2u)

ot ou sin u, tcosu ’
cosucos2u, —4sin2u — t(sinu cos 2u + 2 cos u sin 2u)

sin u, tcosu ’
cosucos2u, —4sin2u — t(sinwcos2u + 2 cos usin 2u)

)

= (—4sinu cos 2u + t sin 2u(1 4 cos 2u), —4 sin usin 2u — t(cos 2u + sin® 2u), 4 cos u + 2t cos® u).
Stad

cosusin2u, 4 cos2u — t(sinusin 2u — 2 cos u cos 2u)

2
H%(t,u) X %(t,u)“ = 16 + 16t cosu + 4t*(1 + cos® u).

W szczegolnoscei, H%f(t,u) X g—Z(t,u)H >0, -1<t<1,0<u< 7w Wynika stad w szczegdlnosci, ze M
jest 2-wymiarows podrozmaitoscia w R? klasy C°° (por. Twierdzenie |[10.1.3). Dla ¢ = 0 dostajemy

n(p(0,u)) = n(2 cos 2u, 2 sin 2u, 0) := v(%(o,u) X g—p((),u)> = (—sinu cos 2u, — sin u sin 2u, cos u).
u

Zauwazmy, ze (2,0,0) = p(0,0) = p(0, ), ale n(p(0,0)) = (0,0, 1), zas n(p(0,7)) = (0,0, —1). Oznacza

to, Ze nie istnieje ciagle pole wersorow normalnych M D p({0} x [0,7]) 3 (x,y, z) — n(z,y, 2), a wiec,

na podstawie Twierdzenia [10.3.9) M nie jest orientowalna.

Obserwacja 10.3.12. Zalézmy, ze M jest d-wymiarows orientowalng podrozmaitoécig klasy C! w R™
iniech D C M bedzie obszarem (w sensie topologii indukowanej) takim, ze intps(clps D) = D, tzn. D jest
ttusty (caly czas w sensie topologii indukowanej). Zalozmy dalej, ze Opy D =: M’ jest (d — 1)—wymiarowa
podrozmaitosécia klasy C' w R™. Ustalmy pewna orientacje O € O(M). Pokazemy, Ze orientacja ta
indukuje w sposob naturalny pewna orientacje O’ rozmaitosci M’.

Postepujemy nastepujgco: ustalmy punkt a € M’. Na podstawie Lematu istnieje parametry-
zacja p : P — U podrozmaitosci M, a € U, taka, ze P jest otwarta kostka w R? i jezeli P:= prra-1(P),
to {0} x P C Pip({0} x P) = M'NU. Dla d = 1 oznacza to, ze P C R jest przedzialem otwartym,
0ePi{p(0)}=MnNU.

Na wstepie rozwazymy przypadek d > 2. Zbior {0} x P dzieli P na dwie sktadowe spojne P_ := PN
{t1 < 0} i P} := PnN{t; > 0}. Poniewaz p jest homeomorfizmem, zatem M’'NU dzieli U na dwie sktadowe

(2°) August Mdbius (1790-1868).
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Vi := p(P1). Kazdy punkt sktadowej Vi nalezy albo do D_ := DNU albo do Dy := (M \clyy D)NU.
Zauwazmy, ze ttusto$é¢ zbioru gwarantuje, ze Dy # &. Wobec spojnosci, oznacza to, ze mamy jedna
z dwoch mozliwoscei:

(a) V. =D_1iV, =Dy,

(b) V_ = D4 iV, = D_: w tym przypadku zastepujemy wyjsciows parametryzacje przez parame-
tryzacje t — p(—ty,ta,...,tq) 1 sprowadzamy sytuacje do (a).

Tak wiec mozemy przyjaé, ze Vo = D.. Teraz, zastepujac ewentualnie wyjéciows parametryzacje
przez t — p(ty, —ta,ts,...,tq) (tu jest istotne, ze d > 2), mozemy zalozy¢, ze parametryzacja jest
zgodna z O (wystarczy ja uzgodni¢ w jednym punkcie i skorzystac¢ ze spojnosci P). Dostajemy w ten
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sposéb pewng parametryzacje p: P — M’ N U, p(u) := p(0, u).

Przypu$émy teraz, ze analogiczng konstrukcje przeprowadzilismy dla jakiejs innej parametryzacji
q: Q — U, ktora spelnia te same warunki, co p i w efekcie konstrukeji dostaliSmy nowa parametryzacje
q: @ — M'NU. Wiemy, ze ¢ =po p idety'(u) >0, u € Q (bo obie parametryzacje sa zgodne z O).
Niech @ :=plog: Q —> P. Pokazemy, ze det @' (v)>0dlave Q. Mamy: q(v) = q(0,v) = p(p(0,v)) =
p(p(v)) = p(0,8(v)), a wiec 1(0,v) = 01 @(v) = (¥2(0,0),...,904(0,v)). Zauwazmy, ze p(Q+) = Px,

9p1
a stad: g—ii(o, v) = 0. Ponadto, ¢'(0,v) = [Tmio’v) 35’(()11) , a stad det ¢'(0,v) = g—ﬁi(O,v) det &' (v), co
koniczy dowdd.

Oznacza to, ze potrafimy skonstruowaé rodzine lokalnych parametryzacji (p; : P; — U, )ier zgodna
z O taka, ze rodzina (p; : P, — M'N Us)icr jest atlasem orientujacym na M’. Atlas ten wprowadza na
M’ pewng orientacje O’. Z konstrukcji wynika, ze O’ zalezy wyltacznie od O. Orientacje O’ nazywamy
orientacjq indukowang przez O.

Teraz przypadek d = 1. W tej sytuacji nie zajmujemy sie uzyskaniem zgodnosci Vi = D, ale jedynie,
poprzez ewentualna zamiane parametryzacji p na parametryzacje t — p(—t), uzyskujemy zgodnosé
parametryzacji z orientacja O. Mamy dwa mozliwe przypadki:

(a) Vo = D_ iV = Dy: wtedy przyjmujemy O’(p(0)) := +1,

(b) V- = D4 i V4 = D_: wtedy przyjmujemy O'(p(0)) := —1.

Musimy jeszcze sprawdzié, ze O’ nie zalezy od wyboru parametryzacji. Niech ¢ : Q@ — U bedazie
inna parametryzacja zgodna z O. Wiemy, ze ¢ = po @, ¢ : @ — P, ¢'(u) > 0, u € Q. Oznacza to, ze
o(Py) = Q+, skad od razu wynika, ze (a) zachodzi dla p wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi dla q.

Ponownie uzyskaliémy orientacje indukowang przez O na M'.



ROZDZIAL 11

Calka Riemanna

Zasadniczym celem rozdzialu jest przeniesienie wynikéw przedstawionych w Rozdziale [7] na przypa-
dek wielowymiarowy. Te dowody, ktore sa prostym uogélnieniem przypadku jednowymiarowego pozosta-
wiamy jako CWICZENIE.

11.1. Calka Riemanna na kostce

Definicja 11.1.1. Kostkq (domknieta) nazywamy dowolny zbiér postaci P := [a1,b1] X -+ X [ap, bs] C
R™, gdzie a; < b;, j =1,...,n (rozwazamy tylko kostki niezdegenerowane).

Objetoscig kostki P nazywamy liczbe |P| := (by — ay) - - (b, — a,,); zauwazmy, ze |P| > 0 oraz, ze
|:L'0+P| = |P|, xo € R™

Podziatem kostki P nazywamy dowolng skoriczona rodzine kostek m = {Py,..., P, } taka, ze P =
Py U---UP,, oraz int P; Nint P, = & dla j # k; dla n = 1 podzial kostki P = [a, b] mozemy utozsamiaé

z clagiem m = (Zg,...,Tm), gdzie a =29 < 21 < -+ < Ty, = b.
Podziatem prostym kostki P nazywamy podzial postaci {Py, .k, : 1 < k;j < my, < j < n}y
gdzie Py, .k, = [T1—1, Tk ] X 0 X [Trky—1, Tk, )y 288 (T4,05- -5 Tjm,) jest podzmlem [aj,b l,j=

1,...,n. Podzial ten sklada si¢ z mq - --m, kostek. Typowym przypadkiem jest sytuacja, gdy x; 1 :=
+ (k/m;)(b; — a;) (tzn. dzielimy krawedzie na réwne czesci).

Niech my = {Py,..., Pn}, m2 = {Q1, ..., Q:} beda podziatami kostki P. Powiemy, ze 7o jest wpisany
w my lub tez, ze my jest zageszczeniem i, jezeli dla dowolnego j € {1,...,m} rodzina {Q : Qx C P;}
jest podziatem Pj; innymi stowy, jezeli int P; Nint Qi # &, to Qi C Pj. W tej sytuacji piszemy mp < 1.

Srednicq podziatu m = { P, ..., Py} nazywamy liczbe diam 7 := max{diam Py, ..., diam P,,}.

Niech (7)$2 ; bedzie ciagiem podziatéw kostki P. Powiemy, ze jest to normalny cigg podziatéw, jezeli
diam 7, — 0.

Obserwacja 11.1.2.  (a) Relacja < jest przechodnia.
(b) Dla dowolnych podziatéw 71, 75 kostki P istnieje podziat prosty 7 taki, ze 7 < 7, j = 1,2, tzn.
jest wspdlnym zageszczeniem podziatdow 1 @ Ta.
(c¢) Dla dowolnego podzialtu m = {Pi,..., Py} mamy |P| = |P| + - + | Pnl.
Istotnie, najpierw sprawdzamy przypadek podziatu prostego:

my My mi My n n m; n

S Pkl = D> T @ik, —zim—1) =[] Z @)k, — 2jp;—1) = [ [ (05 — a;) = |P.
Ei=1 kn,=1 ki=1 k,=1j=1 j=1k;=1 j=1
Dla dowolnego podzialu znajdujemy najpierw wpisany podzial prosty #’ = {Q1,..., @}, a nastepnie

T m m
rozumujemy nastepujaco: |[P| = > |Qk| = > > |Qkl =X P
k=1 j=1ke{l,...,r}: Jj=1
QkCPj

Definicja 11.1.3. Niech f: P — R bedzie dowolna funkcja ograniczona. Zdefiniujmy:

m(f, P) :=inf f(P), M(f,P):=sup f(P).
Niech teraz m = { P, ..., Py} bedzie dowolnym podziatem kostki P. Pol6zmy:

m m

L(fvﬂ-) ::Zm(fapj)‘PjL f7 ZM |P‘

Jj=1 Jj=1

199
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Liczbe L(f,m) nazywamy sumgq aproksymacyjng dolng dla funkcji f przy podziale 7. Analogicznie, U(f, )
nazywamy sumgq aproksymacyjng gorng. Czasami méwi si¢ o sumach Darbouz. Niech

/f—bupo, /f inf U(f, )

gdzie supremum i infimum bierzemy po wszystkich podziatach kostki P. Liczbe f* p | nazywamy catkq
dolng z funkcji f po kostce P. Analogicznie, liczbe | ; f nazywamy catkq gorng.

Powiemy, ze funkcja f jest catkowalna w sensie Riemanna na kostce P (f € R(P)), jezeli f*P f=
I} ; f. Wtedy wspolng wartos¢ tych calek oznaczamy przez [ p [ 1nazywamy catkq Riemanna z funkcji f
po kostce P.

Niech teraz ¢ : P — C bedzie funkcja ograniczona. Powiemy, ze ¢ jest catkowalna w sensie Rie-
manna na P (p € R(P,C)), jezeli Rep, Imp € R(P). Kladziemy wtedy [, ¢ := [pRep+i [, Imgp
i nazywamy te liczbe catkq Riemanna z funkcji ¢ po kostce P.

Oczywiscie kazda funkcja stala ¢ € C jest calkowalna w sensie Riemanna i [, ¢ = c|P)|.

Przyklad 11.1.4. Niech f := xpngr. Przypomnijmy, ze xa oznacza funkcje charakterystyczng zbioru
A C P. Funkcje f nazywamy funkcjq Dirichleta w kostce P. Wtedy L(f,7) = 0 oraz U(f,n) = |P| dla
dowolnego podziatu 7. Tak wiec [, f = 0 oraz f;f = |P|, czyli f ¢ R(P).

Ponizej przedstawimy szereg (mniej lub bardziej elementarnych) wlasnosci catki Riemanna; f, g
P — R, p,9 : P — C oznaczaja funkcje ograniczone, 7w, 71, my — podzialy kostki P. Wiekszos¢
dowodow przebiega analogicznie, jak dla n = 1 i te pozostawiamy jako CWICZENIE.

Obserwacja 11.1.5.  (a) Dla dowolnego ¢ € R mamy: L(f+c¢,m) = L(f,7)+c|P|oraz U(f +¢,m) =
U(f,m) + c|P|. Wynika stad natychmiast, ze [, ,(f +¢) = [, f+c|P| oraz [,(f +¢) = [p f+c|P|
W szczegolnosci, f € R(P) <= f+c € R(P) oraz [,(f+c) = [, f+ [p c. Wynik przenosi sie natychmiast
na funkcje ograniczone p: P—Cic e C: p € R(P,C) <= ¢+c € R(P,C) oraz [,(p+c) = [p o+ [pc.
(b) Jezeli f < g, to L(f,m) < L(g,m) i U(f,m) < Ulg,m). W szczegélnosci, [, f < [,pg oraz
Jp £ < [pg. Jezeli ponadto f,g € R(P), to [, f < [pg (monotonicznosé catki).
(¢) L(—f, ) = —U(f, 7). W szczegolnoscei,
Jop=H ==[pt,
o chfR(P(C) (—¢) € R(P,C) oraz [,(—¢) = — [pe.
peRP,C)<=peRPOC)i [p,7= fpgo
(d) Jezeli m1 < 72, to L(f,m1) = L(f,m2), U(f,m) < U(f,m2). W szczegdlnosci,
o L(f,m) < U(f,m) dla dowolnych 7y, o,
o [pf< f; f
(e) f € iR(P) <:>V€>O 371' : U(fvﬂ) - L(f,ﬂ') <e
(f) Dla kazdego normalnego ciagu podzialow (7)., mamy: L(f,m) — f*P [ Ufme) — [pf
Ograniczymy sie do sum gornych Morzna zaltozyé, ze f > 0. Wezmy € > 0 i niech 7 = {Q1,...,Qm}
bedzie podziatem takim, ze U(f, ) fP f <e. Niech mp = {Px1,.-, Pem, - Wtedy

Ufm) = D>, M Py)lPosl+ Y M(f, Puy)|Pryl SUf,7) + M(f, Py, gdzie

JE{1,...,mi} Je{1,...,mi}
Jieq1,....my Pr,; CQ: Vie{1,..., m}:Pk,j§ZQ1:
M = § |Pk,j|’ k >1
Je{1,...,mp}
Vie{1,...,m}
Py i ZQi
Zauwazmy, ze 1 — 0. Istotnie, jezeli P, ; ¢ @, 1 = 1,...,m, to P ; musi przecina¢ ktéras ze $cian

ktorejs z kostek Q1,..., Q. Stad np < cdiammy, k > 1, gdzie ¢ > 0 jest pewna stata (CWICZENIE).
Ostatecznie

/fglkimJirnfU(f,wk) limsup U(f, ) < /f—i—e
P —+oo

k— 400
co, wobec dowolnosci € > 0, koriczy dowod.
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Definicja 11.1.6. Niech 7 = {Pi,..., P,,} bedzie podzialem kostki P i niech { = {&1,...,&m}, & € Py,

m
j=1,...,m Dla ¢ : P — C, sume M(p, 7, &) := > ¢(&)|P;| nazywamy sumg aproksymacyjna
j=1
posredniq dla funkcji @ przy podziale w i punktach posrednich &. Czasami méwimy o sumie Cauchy’ego—
Riemanna.

Obserwacja 11.1.7. (a) Jest rzecza widoczna, iz:
o M(ap+py,m¢) =aM(p,m &)+ M@, m,8), a8 €C.
o M(p,m&) =MRep,mE&) +iMImop,,§).
o [M(p,m, &)l < M(|pl,m, ).
e dla f: P— Rmamy: L(f,7) < M(f,m,&) <U(f,x).
(b) Nastepujace warunki sa rownowazne:
(i) wE R(P7 C)§
(ii) istnieje ¢ € C takie, ze dla dowolnego normalnego ciagu podziatow ()32, oraz dla dowol-
nego wyboru punktéw posrednich (€;)72; (tzn. & jest zbiorem punktéw posrednich dla 7y) mamy
M(p, e, &) — ¢
réwnowaznie: dla dowolnego normalnego ciagu podziatow (m)72 | oraz dla dowolnego wyboru punk-
tow posrednich (§;)72 ; istnieje ¢ € C takie, ze M (p, T, k) — ¢
(iii) istnieje ¢ € C takie, ze dla dowolnego € > 0 istnieje § > 0 taka, ze dla dowolnego podziatu 7
o érednicy < 6 oraz dla dowolnego wyboru punktéw posrednich £ mamy |M (¢, 7,&) — c| < &
(iv) istnieje ¢ € C oraz normalny ciag podzialow (m)72 , takie, ze dla dowolnego wyboru punktow
posrednich (£x)%2, mamy M (p, g, &) — ¢
rownowaznie: istnieje normalny cigg podziatow (m)72, taki, ze dla dowolnego wyboru punktow
posrednich (£x)52,, istnieje ¢ € C takie, ze M (p, m, &) — c.

(c) R(P,C) jest zespolong przestrzenia wektorowa, a operator R(P,C) 3 ¢ +— [,¢ € C jest C-
liniowy.

(d) Jezeli ¢ € R(P,C) oraz |p(z') — o(z")| < |¢(z') — ¥(z")|, 2',2" € P, to p € R(P,C).

(e) Jezeli p € R(P,C), to |¢| € R(P) oraz ‘ I <p‘ < folel.

(f) Jezeli p, ¥ € R(P,C), to ¢ -9 € R(P,C).

(g) Operator R(P,C)xR(P,C) > (¢, 1) w2, fp 1) € C jest semi-iloczynem skalarnym. W szczegélno-
éci, na podstawie nierownosci Schwarza, mamy| [, @@’2 < (fplel®) ([p1¥1?), ¢, ¢ € R(P,C). Ponadto,
funkcja R(P,C) 3 ¢ — ([, \<p|2)1/2 jest seminormg.

(h) C(P,C) C R(P,C).

(i) (Twierdzenie o wartosci Sredniej) Dla dowolnej funkeji f € C(P) istnieje & € P taki, ze f(&§) =
S
Definicja 11.1.8. Mowimy, ze zbior A C R™ ma objetosé zero (JA| = 0), jezeli dla dowolnego € > 0
istnieje skoniczona rodzina kostek Py, ..., P, taka, ze AC PyU---UP, i |Pi|+ -+ |Py| <e.
Obserwacja 11.1.9. (a) Kazdy zbior o objetosci zero jest ograniczony.

(b) Kazdy zbior skoriczony ma objetosé zero.

(c) Jezeli |A] =0, to [A] = 0.

(d) Podzbiér zbioru o objetosci zero ma objetosé zero.

(e)

(f) Jezeli R™ 3 a, — ag € R™, to zbiér {a, : ¥ > 0} ma objetosé zero.

(g) Jezeli A C R™ ma objetosé¢ zero, to dla dowolnego zbioru ograniczonego B C R™ zbiér A x B ma
objetos¢ zero.

Twierdzenie 11.1.10. (a) Niech Q@ C R? bedzie kostkq i niech ¢ : Q — R"™% bedzie dowolnym
odwzorowaniem ciggtym, 1 < d < n — 1. Wtedy wykres A := {(%t)) 1t € Q} ma objetosé zero.

Suma skonczonej liczby zbioréw o objetosci zero ma objetosé zero.

W szczegdlnosci, dla dowolnej kostki ograniczonej R C R™ [] mamy |OR| = 0.

(b) Niech Q C R bedzie kostkq i niech p : Q — R™ bedzie odwzorowaniem spetniajgcym warunek
Héldera z wyktadnikiem a. Wowczas:

(1) Tzn. zbioru R takiego, ze istnieje kostka P, dla ktérej int P C R C P.
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(by) Jezeli an > d, to zbior A := p(Q) ma objetosé zero.
(ba) Jezeli an > d, to zbior A := p(Z) ma objetosé zero dla dowolnego zbioru Z C Q o objetosci zero.
(b3) Jezeli p spetnia warunek Lipschitza (np. p € C1(2,R"), gdzie 2 jest otoczeniem Q), to:
o jezelin > d, to |p(Q)] =0,
o jezelin = d, to |p(Z)] =0 dla dowolnego zbioru Z C Q o objetosci zero.
(c) Jezeli M € ML(R™), 0 < d < n—1, to kaizdy zwarty podzbior A C M ma objetosé zero @

Dowdd. (a) Ustalmy € > 0. Wobec jednostajnej ciagtosci odwzorowania ¢ istnieje § > 0 taka, ze

[o(t) = p(t")loo < eoile [t —t"|| <0
Niech 7 = {Q1,...,Qm} bedzie podzialem kostki @ takim, ze diamm < 6. Ustalmy ¢; € Q; i niech

Py = Qj x (p(ty) + [~e.e]" ™).

Oczywiscie A C Py U---U Py, oraz |Py| + - -+ + |Pp| = |Q1](28)" % 4 - - + |Qun|(26)" 4 = |Q|(2¢)" .

(b) Przypusémy, ze ||p(t") —p(t"))|leo < C||t' —t"||*, ', ¢" € Q. Ustalmy € > 0. Przypadki (by) i (b2)
rozpatrzymy jednoczesnie. Niech X := @ (odp. X := Z) i niech » := 2|Q| (odp. s > 0, gdzie » jest
dowolne). Niech 7 = {Q1, ..., Qm} bedzie ukladem kostek takim, ze

e Q;=u;+[-nn? gdzie u; e R j=1,...,m,n € (0,1],

e XCQU---UQn,Q;NQ#d,j=1,....m

o« MR = Qi+t Q] < .

Niech § := C(2V/dn)®. Ustalmy t; € Q; N Q i niech P; := p(t;) + [~6,6]", j = 1,...,m. Oczywiscie
ACP U---UP,, oraz |Pi|+ -+ |Pn| = m(2C(2Vdn)*)" < (2(a+1)"_d%(0d0‘/2)”)n"”_d.

Gdy an > d, to dla malych n > 0 ostatnia liczba bedzie dowolnie mata (odp. gdy an = d, to
dobierajac 3 > 0 stosownie male, mozemy uczynié¢ te ostatnia liczbe dowolnie mala).

(bg) Wynika VA (bl) i (bg)

(c) wynika z (b). d

Obserwacja 11.1.11.  (a) Jezeli zbiér Np(p) := {a € P : ¢ nie jest ciagla w punkcie a} ma obje-
tos¢ zero, to ¢ € R(P,C) (por. Obserwacja [11.1.7|g)).

(b) Niech 7 = {Pi,..., Py} bedzie ustalonym podzialem. Wtedy ¢ € R(P,C) <= ¢|p, € R(P},C),
j=1,...,m. Ponadto, fPL,O: fplgo—i—-“-l-fpmgp.

(c) Jezeli zbior Dp(p,v) := {a € P : v(a) # ¥(a)} ma objetos¢ zero, to p € R(P,C) <= ¢ €
R(P,C). Ponadto, [,¢ = [p0

(d) Jezeli ¢ € R(P,C), to ¢|g € R(Q,C) dla dowolnej kostki Q) C P oraz fQ © = [p o, gdzie pg == ¢
na @Qieo:=0naP\Q.

(e) Relacja ¢ ~ 9 LI |Dp(p, )| = 0 jest relacja rownowaznosciowa w R(P, C); catka Riemanna jest
dobrze okreslonym operatorem liniowym R(P,C)/~ — C.

(f) Jezeli R(P,C) > goy — ¢ jednostajnie na P, to ¢ € R(P,C) i [p 0, — [p e

(g) Jezeli 0 < f e C(P fp =0, to f = 0. W szczego6lnosci, odwzorowanie

C(P,C) x C(P,C) > (¢, 1) — /P T

jest iloczynem skalarnym. Niestety przestrzeri C(P,C) z tym iloczynem skalarnym nie jest przestrzenia
Hilberta.

(h) Jezeli 0 < f € R(P fP =0, to zbior Z; := {x € P: f(z) > 0} jest przeliczalng suma zbioréw
0 objetosci zero. Zbior Z + moze nie mie¢ objetodci zero.

Definicja 11.1.12. Mowimy, ze zbior ograniczony A C R™ jest mierzalny w sensie Jordana (regularny
dla calki Riemanna) (A € J(R™)), jezeli x4 € R(P) dla pewnej kostki P O A. Liczbe |A] := [, xa
nazywamy miarg Jordana (objetosciq) zbioru A

(2) Warto w tym miejscu przypomnieé o istnieniu krzywej « : [0, 1] — R2 takiej, ze v([0,1]) = [0,1] x [0,1]. Z (b1)
wynika, ze v nie moze spelnia¢ warunku Holdera z wykladnikiem o > 1/2.

(3) Jezeli n < d, to biorac jako p projekcje prra—n, za$ jako Z zbiér postaci A x B C R™ x R, gdzie |A| =0, a B
jest ograniczony, widzimy, ze p(Z) = B nie musi by¢ zbiorem o objetosci zero nawet, gdy p jest liniowe.

(4) Dla przyktadu, [S,—1| = 0.
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Obserwacja 11.1.13.  (a) Jezeli x4 € R(P) dla pewnej kostki P D A, to x4 € R(Q) dla dowolnej
kostki @ D A. Ponadto, fP XA = fQ xa (por. Obserwacja [11.1.11|[D])).

(b) Dla zbioru ograniczonego A C R™ mamy: A € J(R") wtedy i tylko wtedy, gdy |0A| = 0.

Niech P bedzie dowolng kostka taka, ze A CC P. Poniewaz Np(xa) C 0A, implikacja (<=) wynika
z Obserwacji [[L.1.11J(a)).
Dla dowodu (=), przypusémy, ze xa € R(P). Checemy pokazaé, ze |0A| = 0. Ustalmy dowolne
e > 0. Z catkowalnosci funkcji x4 wynika, ze istnieje podzial 7 = {Py,..., P, } kostki P taki, ze
U(xa,m)— L(xa,n) < €/2. Warunek ten oznacza, ze > |Pj| <¢/2,gdzie I :=={ie {1,...,m}: PNA#
icl
@, Py ¢ A}. Niech B := |J 0P;. Wiemy, ze |B| = 0. W szczegolnosci, istnieje skoniczone pokrycie zbioru
j=1
B kostkami @1, ..., Q, takie, ze |Q1]|+- - -+ |Q-| < €/2. Wystarczy jeszcze pokazaé, ze (0A)\ B C |J P;.
icl

Niech a € (0A) \ B. Wtedy istnieje ig takie, ze a € int P;,. Stad P;,, N A # @. Gdyby P, C A, to
mielibysmy a € int A. Tak wiec ig € I, co koniczy dowod.

(c) Jezeli |A] = 0 w sensie Definicji [11.1.8) to A € J(R™) oraz |A| = 0 (wystarczy skorzysta¢
z Obserwacji [[1.1.11J(a)).

(d) Kazda kostka jest regularna.
(e) Jezeli A € J(R"™), to int A € J(R™); implikacja przeciwna nie jest prawdziwa (CWICZENIE).
(f) Jezeli A € J(R™), to zbior A € J(R™); implikacja przeciwna nie jest prawdziwa (CWICZENIE).
(g) Jezeli A,B e J(R™),to AUB, ANB,A\ B € J(R"), tzn. J(R"™) jest algebrg zbiordw.
(h) Jezeli A € J(R"), B € J(R™), to A x B € J(R""™) (por. Obserwacja [11.1.9(g))).

11.2. Calka Riemanna na zbiorze mierzalnym w sensie Jordana

Naszym najblizszym celem jest zbudowanie teorii catki Riemanna na zbiorach regularnych.

Definicja 11.2.1. Niech A € J(R™), A C P, gdzie P jest kostka. Dla funkcji ograniczonej ¢ : A — C

A
niech ¢ := {5’ EZ P\A Powiemy, ze ¢ jest catkowalna w sensie Riemanna na A (p € R(A,C)),

jezeli o € R(P,C). Ktadziemy wtedy [, ¢ := [, ¢o. Jak zwykle, R(A) := {p € R(A4,C) : ¢(A) C R}.
Bez trudu wida¢, ze taka definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od wyboru kostki P D A.

Ponizej przedstawimy liste podstawowych wtasnosci tak zdefiniowanej catki Riemanna. Dowody po-
szczegblnych wlasnosci polegaja na wykorzystaniu znanych wlasnosci catki Riemanna na kostce.

Obserwacja 11.2.2.  (a) Jezeli |A| = 0, to kazda funkcja ograniczona ¢ : A — C jest calkowalna
oraz [, ¢ = 0.

(b) Jezeli zbior Na(p) := {a € A : ¢ nie jest ciagla w a} ma objetosé zero, to ¢ € R(A,C).
W szezegolnosei, Cp(A, C) C R(A, C).

(¢c) 1€ R(A) oraz [, 1=|A|, gdzie |A| oznacza miare Jordana zbioru A (w sensie Definicji .

(d) R(A,C) jest algebra, operator R(A) 5 ¢ — fA p € C jest liniowy i monotoniczny. W szczegol-
nosci, jezeli A C B, gdzie B jest takze regularny, to |A| < |B| (tzn. miara Jordana jest monotoniczna).

(e) Jezeli p € R(A,C), to |¢| € R(A) oraz | [, o| < [, |l

(f) Operator R(A,C) x R(A,C) 3 (¢,¢) — [, ¢ € C jest semi-iloczynem skalarnym. W szczegol-
nosci, zachodzi nieréwno$é Schwarza: | [, w@ﬁ < (S4lel®) ([ 10]?), o, 0 € R(A,C).

(g) Dla funkcji ograniczonych ¢, : A — C, jezeli zbior Da(p,v) == {a € A : p(a) # ¥(a)} ma
objetosc zero, to ¢ € R(A,C) <= 1) € R(A,C). Ponadto, [, ¢ = [, 9.

(h) Jezeli B C A jest zbiorem regularnym, to dla funkcji ¢ : A — C mamy: ¢|g € R(B,C) <=
v-xB € R(A,C).

(i) Jezeli A = AyU Ay, gdzie Ay, Ay € J(R"),1i|A1NAz| =0,to g € R(A,C) <= ¢la, € R(A4;,C),
j=1,2. Ponadto [, o= [, ¢+ [, ¢. W szczegolnosci,

e miara Jordana jest skoriczenie addytywna, tzn. |AU B| = |A| + |B| dla A, B € J(R"™) takich, ze

ANB=g;
e jezeli B C A jest zbiorem regularnym i ¢ € R(A,C), to ¢|p € R(B,C);
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e dla dowolnej funkcji ograniczonej ¢ : A — C mamy: ¢ € R(A,C) <= ¢ € R(A,C) oraz

Jav = Jz%i
e dla dowolnej funkcji ograniczonej ¢ : A — C mamy: ¢ € R(A4,C) <= ¢ € R(int 4,C) oraz
Ja#= Jinya ¥

Twierdzenie 11.2.3. Niech A € J(R"™Y), niech f € R(A) i niech B oznacza wykres funkcji f, tzn. zbior
B:={(z, f(z)) : x € A} C R". Wtedy |B| = 0.

Dowdd. Niech A C P, gdzie P jest kostka, niech fy oznacza standardowe przedtuzenie funkcji f i niech
By := {(z, fo(x)) : * € P}. Zauwazmy, ze |B| = 0 <= |By| = 0 (CWICZENIE). Wynika stad w szczegdl-
nosci, ze mozemy zalozy¢, ze A = P jest kostka.

Dla € > 0, niech # = {Py,..., Py} bedzie podziatem kostki P takim, ze U(f,7) — L(f,7) < e.
Polozmy, Q; := P; x [m(f, P;),M(f,P;)],7=1,...,m. Wtedy BC Q1 U---UQ,, oraz

Qul + - +1Qul = Y 1P I(M(f, F}) = m(f, F)) <e. O
j=1

Twierdzenie 11.2.4 (Twierdzenie o calkach iterowanych). Niech A € J(R™), B € J(R™) i niech
¢ € R(A x B,C) (por. Obserwacja|11.1.150)). Zatéimy, ze o(z,-) € R(B,C) dla dowolnego z € A

Wtedy funkcjo A > x — [z o(z,y)dy € R jest catkowalna na A oraz

/AXBSO(x,y)dmdyZ/A(/Bgo(x,y)dy>dm 6)

W szezegolnosci, powyzszy wzor stosuje sie dla funkcji klasy Cy(A x B, C).

—

Dowdéd. W oczywisty sposob dowod sprowadza sie do przypadku, gdy A = P i B = @ sa kostkami
oraz ¢ = [ ma wartoSci rzeczywiste. Ustalmy dowolne podziaty n’ = {Py, ..., P.} kostki P i n” =
{@1,...,Qs} kostki Q. Wtedy rodzina 7 :={P; x Qr:j=1,...,r, k=1,...,s} jest podziatem kostki
P x Q. Wybierzmy dowolne punkty posrednie £ dla podziatu n’. Wtedy

m(f, Py x Qu)|Qil < /Q F(& )y < M(f, Py x QulQxl, | (7)

skad po pomnozeniu przez |P;|, zsumowaniu najpierw wzgledem k, a potem wzgledem j, mamy:
Lhm < [ 16 aip| <Uim.
j=1"@

Pozostaje rozwazy¢ normalne ciagi podzialéw i zastosowaé Obserwacje |[11.1.7|(b)). O

Whiosek 11.2.5. Niech A € J(R™), B € J(R™) i niech ¢ € R(A,C), ¢ € R(B,C). Wtedy o @ ¢ €

R(A x B,C) omz
[ ctwdsdy = [ o) ( [ vei).

Dowdd. Jedynym problemem jest catkowalno$é¢ ¢ @ 1 na A x B. Mozemy zaltozy¢, ze A = P, B = Q
sa kostkami oraz, ze p = f i ¢ = g maja wartosci rzeczywiste (CWICZENIE). Ustalmy dowolne podziaty
7 ={Py,...,P.} kostki P i7" ={Q1,...,Qs} kostki @ i niech 7 bedzie jak w dowodzie Twierdzenia
11.2.4] Zatozmy, ze |f|, |g| < c. Wtedy

U(f ©g.m) = L(f © g,m) < o((U(f.7) = L(£.7)IQI + (U(g,7") = L(g.7"))|P|)

i dalej mozemy rozumowaé standardowo. [l

(5) Odnotujmy, ze nie wynika to z catkowalnosci ¢ na A x B. Dla przykladu: A = B = [0,1], ¥(0,-) = xgnio,1]»
o(z,-) :=0dlaz € (0,1].
6) Stosujemy tu wygodny tradycyjny zapis calki Riemanna z uwidocznieniem zmiennych.
7) Z caltkowalnosci funkcji f(&;,-) na Q wynika jej catkowalno$¢ na Q.

8) (f ® 9)(z,y) = f(x)g(y)
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Twierdzenie 11.2.6 (Calka jako miara objetosci). Niech A € J(R™™1) i niech o, 8 € Cy(A), a < f.
Potézmy B := {(z,y) € AXxR : alz) <y < B(x)}. Wtedy B € J(R"™) oraz dla dowolnej funkcji
© € R(B,C) takiej, ze f(z, ) € R([a(z), B(2)],C), z € A, (9) funkcja A > x — f (z) o(z,y)dy € C

jest catkowalna © mamy:
B(x)
/ o(x, y)dxdy =/ (/ w(w,y)dy)dw-
B A a(x)

W szczegdlnosci, |B| = [,(8 — ) (por. Przyktad|7.5.1 -.)

Dowdd. Niech |af, |8] € ¢. Zauwazmy, ze

OB C ((04) x [—¢,c]) U{(z,a(z)) :x € AU {(z,8(x)) :x € A} =: Z1 U Zy U Zs.

205

Istotnie, niech B 3 (zs,ys) — (zo,y0) € OB. Jezeli g € JA, to oczywiscie (zo,y0) € Z1. Jezeli
Zo € int A, to wobec ciaglosci funkcji a i 8, mamy a(xo) < yo < B(xo). Ponownie korzystajac z ciagtosci
tych funkcji, wnioskujemy, ze wykluczone jest, aby a(xg) < yo < B(xo).

Teraz regularno$é¢ zbioru wynika z Obserwacji oraz Twierdzenia

Niech ¢g : A X [—¢,¢] — R bedzie trywialnym rozszerzeniem funkcji ¢ (poprzez wartosci zerowe).
Wtedy na podstawie twierdzenia o catkach iterowanych (Twierdzenie mamy:

B(x)
/s@(x,y)dwdy=/ wo(fc,y)dwdy=/ (/ soo(w,y)dy)d:v=/ (/ @(w,y)dy)dw. O
B Ax[—c,c] A [—e,c] A a(x)

Twierdzenie* 11.2.7 (Twierdzenie o zmianie zmiennych w calce Riemanna). Niech @ : U — V bedzie
dyfeomorfizmem klasy C* zbioréw otwartych U,V C R™ i niech A € J(R"), A CC U. Wtedy:

e P(A) e J(RM),

e dla dowolnej funkcji f € R(P(A)) funkcja (f o D) - |P'| jest catkowalna na A, gdzie |P'| oznacza
modul wyznacznika macierzy Jacobiego odwzorowania ®

° f@(Af Ju(fo®)- |2, feR(D(A)).

Dowdd zostanie podany pozniej (Wniosek ?7?). Teraz tylko zauwazmy, ze regularnosé @¢(A) wynika
z Twierdzenia[11.1.10[(bs) (A = int AUZ, gdzie | Z| = 0) oraz ze twierdzenie jest prawdziwe dla translacji.

Cwiczenie 11.2.8. Wyznaczy¢ det @', sprawdzié¢ czy ®|y jest dyfeomorfizmem oraz wyznaczyé V :=
&(U) dla nastepujacych transformacji i obszaréw U (a, b, ¢ > 0 oznaczaja stale):

o (wspolrzedne biegunowe) @ : R? — R2, &(r, @) := (arcos,brsing), U := R+q x (0,27);

o (wspohrzedne walcowe) @ : R? — R3, &(r, ¢, 2) := (ar cos @, brsin p, cz), U := Ry x (0,27) x R;

o (wsporzedne sferyczne) @ : R — R, &(r,¢,0) := (arcospcosf,brsinpcosf,crsind), U =
]R>O X (0727T) X (_%7 %)7
o (wspolrzedne sferyczne w R") ¢ : R — R,
@1 (r,w) =T COS W1 COS W COS W3 . . . COS Wp_2 COSWp_1,
Do (r,w) =T Sin Wy COS W COSW3 . . . COS Wy g COS Wp—1,

@3 (r,w) :=rsinws COSW3 . .. COS Wy, —2 COS Wp_1,

D,,_1(r,w) :=rsinw,_o coswy_1,

b, (r,w) :=rsinw,_1,

U:=Rso x (0,27m) x (-7, g)"‘?

D‘H
IR W

Cwiczenie 11.2.9. Niech ay,...,a, >0, E:= {(ml, cooy ) ER™ Z—; +- 4 1}. Obliczy¢ |E|.
1

(9) Np. ¢ € Cy(B,C).
(10) Ton. |&'|(2) := Idet[ L (@)]j,k=1,...,nl-
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11.3. Funkcje dane caltka

Twierdzenie 11.3.1 (Twierdzenie o funkcjach danych caltka). Niech {2 bedzie zbiorem otwartym w R™,
niech A C R™ bedzie regularnym zbiorem zwartym Eﬂz niech f: 2 x A — R bedzie odwzorowaniem
takim, ze dla pewnego k € No U {c0} mamy:

o f(,t) € Ck(2) dla dowolnego t € A,

e odwzorowanie 2 X A3 (z,t) — DSf(x,t) € R jest ciggte dla |a| k|(*%).]

Wtedy odwzorowanie 2 > x — [, f(x,t)dt jest klasy C*(£2) oraz D%(z) = [, Df(z,t)dt, x € 2, |a| <
k.
Dowdd. CWICZENIE— por. Twierdzenie [7.7.1 (I

Twierdzenie 11.3.2 (Twierdzenie o funkcjach danych calka niewlasciwa). Niech {2 bedzie zbiorem
otwartym w R™, niech —o00 < a < b < 400 i niech f : 2 X [a,b) — R bedzie odwzorowaniem ta-
kim, ze dla pewnego k € Ng U {c0} mamy:

o f(-,t) €Ck(2) dla dowolnego t € [a,b),

o odwzorowanie 2 X [a,b) > (z,t) — DSf(x,t) € R jest ciggte dla |a| < k

e dla dowolnego |a| < k istnieje odwzorowanie go € R([a,b)) takie, ze |Df(z,t)| < ga(t) dla
(x,t) € 2 % [a,b).
Wtedy odwzorowanie 2 3 x — f f(z, t)dt jest klasy C*(£2) oraz D%( f Dof(x,t)dt, z € 2, |a| <
k[]]

Odnotujmy, ze analogiczny wynik zachodzi, gdy przedzial [a, b) zastapimy przedzialem (a,b] (—oo <
a < b < +00) lub tez przedziatem (a,b) (—oo < a < b < +00).

Dowéd. CWICZENIE— por. Twierdzenie [7.7.2 ]

11.4. Twierdzenie Morse’a

Twierdzenie 11.4.1. Niech D C R"™ bedzie obszarem gwiaZdzistym wzgledem punktu a = (ay,...,a,) €
D z' niech f € C*(D) (k € NU{oo}). Wtedy istniejq funkcje fi,..., fn € C¥=1(D) takie, ze

n

flz) = fla) = Z(xj —a;)fi(x), == (x1,...,2,) € D.

j=1
Zauwazmy, ze musi by¢ f;(a) = %(a), j=1,...,n. Istotnie,
flat heé) — f(a) = fila+ he;) — fi(a), j=1,...,n.
Dowdd Twierdzenia[I1.].1 Mozemy zalozy¢, ze a = 0. Niech
fi(z) = ; ;2;( x)dt, z € D.

Wtedy f; € C*~Y(D), j =1,...,n (zob. Twierdzenie [11.3.1)). Ponadto, mamy:

n

Zx]fj /Z%a (ta)dt = /Oif(tx)dtzf(x)—f(o). O

Whiosek 11.4.2. Niech D C R" bedzie obszarem gwiazdzistym wzgledem punktu 0 i niech f € C*(D)
(k € NoU {oc}), f(0) =0, grad f(0) = 0. Wtedy istniejq funkcje fjr € C¥=2(D), j,k =1,...,n, takie,
ze

T) = Z zjxgfin(®), = (x1,...,20) €D, pray czym fjr = fr;-
k=1

1) Np. A = P — kostka.

12) Dla k = 0 warunek ten oznacza po prostu ciaglosé f.

13) Zauwazmy, ze nasze zalozenia gwarantuja zbieznosé wszystkich wystepujacych w tezie catek niewtasciwych.

14 Tzn. a+t(x —a)e Ddlaz e Di0<t<1.
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2

Zauwazmy, ze musi by¢ f;;(0) = %%(0), j,k =1,... n. Istotnie, na podstawie wzoru Taylora
J

mamy:

n 2 n
1@ =5 Y aod e tollel?) = Y wymefia(e), @0, astad

O0x:0x
3Tk k=1

3w (550 O = (@) =ollal). = — o0

W szczegolnosci, biorac x = x(t) := te; + teg dla j # k, lub tez = x(t) := te; dla j = k, dostajemy

tz(l o*f
2 0x;0xy,

(0) = fi(@(t)) = o(t?), t—0,

skad natychmiast wynika zadany wzor.

n
Dowdéd Wniosku[I1.4.74 Na podstawie Twierdzenia [11.4.1l mamy f(z) = > z; f;j(z), z € D, gdzie f; €

Jj=1
CF*=1(D) oraz f;(0) = ngj(O) =0, j=1,...,n. Stosujac to samo twierdzenie do funkcji f;, dostajemy

flx) = Z zjxkfi(x), x €D,

Ji.k=1
gdzie f;r € C*=2(D), j,k = 1,...,n. Zastepujac funkcje fik przez %(fjk + fr,j) zapewniamy sobie
symetrie. (I

Definicja 11.4.3. Niech {2 € topR", niech f € C%(£2) i niech a € 2. Zalézmy, ze f'(a) = 0 (tzn. a jest
punktem krytycznym funkcji f). Powiemy, ze jest to punkt krytyczny nieosobliwy, jezeli odwzorowanie
f"(a) (rozumiane jako n x n—wymiarowa macierz symetryczna) ma rzad n. W przeciwnym przypadku
moéwimy, ze punkt krytyczny jest osobliwy.

Przyklad 11.4.4 (Punkty krytyczne osobliwe).  (a) f(z) = 2% f/(z) = 322, f"’(x) = 6z. Punkt
x = 0 jest jedynym punktem krytycznym; jest to punkt osobliwy.

(b) f(z) = {e—l/xz sin®(1/z),  jezeliz #0

0, jezeliz =0
lowanym (CWICZENIE).

(¢) fla,y) =2’ =3ay®: f'(x,y) = [32° =3y, —6zy], f"(x,y) = [

£'(0) = f(0) = 0, 0 jest punktem krytycznym nieizo-

6x

—6y|. _ " o
S oo =0.0.0 -

0.

(d) f(z,y) = 22 f'(x,y) = [22,0], f'(z,y) = B 8} Zbior punktoéw krytycznych to prosta z = 0;
wszystkie punkty krytyczne sa osobliwe.

() flry) = a2 Flay) = (202 20, f(x,y) = [

dwie proste xy = 0; wszystkie punkty krytyczne sa osobliwe.

292 dxy

Azy 23:2]' Zbior punktow krytycznych to

Obserwacja 11.4.5 (Diagonalizacja form kwadratowych). Rozwazmy forme kwadratowa f : R” — R,
n
[ #0, postaci f(z) = Y ajrz;z, = x' Az, gdzie A := [a; k] jest macierzg symetryczng. Jezeli z = Pz’
jok=1
zadaje zmiane wspotrzednych (P jest macierza nieosobliwa), to w nowych wspoétrzednych macierz formy
f ma posta¢ P'AP (jest to macierz przystajaca do macierzy A). Proces diagonalizacji formy f polega
na znalezieniu takich wspohrzednych z’, w ktorych forma f ma postaé

FPE) =4 bl g — o )
dla pewnych 0 < & < r < n. Wiadomo, ze taka diagonalizacja jest zawsze mozliwa. Jest oczywiste, ze
r = rank A (w szczegolnosci, r = n, o ile A jest nieosobliwa). Wiadomo rowniez, ze liczby k,r zaleza
wylacznie od f.
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Twierdzenie 11.4.6 (Twierdzenie Morse’a . Niech 2 C R™ bedzie zbiorem otwartym, niech f €
C>®(02) i niech a € 2 bedzie punktem krytycznym nieosobliwym z f(a) = 0. Wtedy istnieje dyfeomorfizm
& .U — d(U) C 2 klasy C*, gdzie U jest pewnym otoczeniem zera, taki ze #(0) = a oraz

fo@(t)zt?+-~-+ti—ti+1—~-~—ti, t=(t1,...,tn) € U, dla pewnego k € {0,...,n}.

Obserwacja 11.4.7. grad(f o ®)(t) = 0 <= t = 0, skad w szczegolnosci wynika, ze punkty krytyczne
nieosobliwe odwzorowan klasy C™ sg izolowane.

Dowdd Twierdzenia Morse’a. Mozemy zalozyé, ze a = 0. Zastosujemy indukcje. Pokazemy, ze dla dowol-
nego r € {1,...,n+ 1} istnieje lokalna C>°—dyfeomorficzna zmiana uktadu wspohzednych @,., @,.(0) = 0,
po ktorej, dla x w pewnym otoczeniu zera, mamy:

Zalx + Z zjeyfie(x

J,k=r

gdzie 01,...,0,_1 € {—1,1}, f;, sa klasy C* oraz f;r = fr;, j, k =r,...,n. Zauwazmy, ze przypadek
r =1, to Wniosek[I1.4.2] zas$ r = n+1, to teza Twierdzenia Morse’a. Przechodzimy do kroku indukcyjnego
rasr 41

Niech g := f o @.. Wiemy, ze ¢"(0)(h) = f"(0)(®,.(0)(h)) + f'(0)(®;(0)(h)) = f"(0)(2,.(0)(h)),
skad, w szczegolnosci, wynika, ze macierz ¢'’(0) jest nieosobliwa. Zauwazmy, ze dla p € {1,...,r — 1}
ige{r,...,n} mamy

d%g 0 Ofjk
0 (2 ) —0.
5‘:Cp3wq( )= Bz, \ 0Pt Z TiTk o, (@) 2=0
J,k=r
Stad
207 ... 0 0 - 0
0 . 20,_ 0 ... 0
" 0) = r—1
g°(0) 0 ... 0 frrl0) ..o fron(0)
| 0 . 0 fmT(O) ... fn)n(O)_
Poniewaz macierz ¢”(0) jest nieosobliwa, zatem macierz [f; x(0)]; k=r,...,, musi by¢ réwniez nieosobliwa.
Po liniowej zmianie wspolrzednych z,, ..., x, mozemy uzyskaé¢ sytuacje, w ktorej fr,(0) # 0. Oznaczmy

przez 5,» dyfeomorfizm powstaly ze zlozenia tej zmiany wspélrzednych z dyfeomorfizmem @,.. Niech
oy :=sgn(fr,(0)) i niech U bedzie otoczeniem zera takim, ze sgn( f, T(:c)) =o,, € U. Zdefiniujmy

f'rj
x. = ) i= /| frr(@)] + On x ’ zeU.
> j\/lf” I

j=r+1

Odnotujmy, ze ¥,.(0) = 0 oraz

12 2
orx’, =z} fr () + 2 E 2 fr (2 E z;xg;k (T

j=r+1 J,k=r+1
gdzie g; 1 : f"fjﬁl € C>(U). Rozwazmy odwzorowanie
¥ =¥(z):=(21,..., 0 1,% (), Try1,...,Tpn), x€U.

Mamy ¥(0) = 0. Ponadto,

ov, - fr(0)
751”7" r,r Or 5]',5,7-
go. () = 0/ Ifrr O 400 TR0

Jj=r+1

(1%) Harold Morse (1892-1977).
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W szczeg6lnoscei, gfr (0) =0dlas<r—1,awiec det ¥/ (0) = gTW,:(O) = /| frr(0)| # 0. W konsekwencji
¥ jest C*°—dyfeomorfizmem V — ¥(V) w pewnym otoczeniu zera V C U. Ostatecznie mamy

209

n

r—1 n
f 057"(7:) = ZO’;Z‘? + xzfr,r(x) +2 Z T2 frj(T) + Z zjx fie(@)

i=1 j=r+1 Jk=r+1
r—1 n n
= Zaiaﬁ? +ox’ - Z Tz 6(x) + Z z, 2 fr ()
i=1 Jok=r+1 Jj=r+1
= Z 0T, 24 Z x' xkhj k(2. O
J,k=r+1

11.5. Calki krzywoliniowe II

Twierdzenie 11.5.1 (Niezaleznos¢ catki krzywoliniowej od drogi catkowania). Niech D C R™ bedzie
obszarem i niech V : D — R™ bedzie odwzorowaniem ciggtym. Wtedy nastepujgce warunki sg réwno-
wazne:
(i) dla dowolnej drogi v : [0,1] — D catka fv Vdx zalezy jedynie od koricow tej drogi;
(i) pole V jest potencjalne, tzn. istnieje funkcja ® € C1(D) (2wana potencjatem) taka, ze
0P

Vi=—, 7=1,...,n
J 6]}]‘ J "

Warunek (i) pozwala zdefiniowa¢ dla A, B € D calke ff Vdx rozumiang jako catka po dowolnej
drodze laczacej A i B wewnatrz obszaru D. W szczegolnosci, catka po dowolnej drodze zamknietej jest
réwna zero.

Zauwazmy, ze potencjal pola jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscia do statej.

Dowdd. (ii) = (i): Na podstawie Twierdzenia dostajemy
L viz = [ V). )it = / (@ o) (dt = D(3(1)) — D(+(0)).
(i) = (ii): Ustalmy A € D i niech
B(z) = /gﬂ Vdz, z€D.

A
Wtedy dlaa € Didlaj € {1,...,n}, korzystajac z niezaleznosci catki od drogi, mamy

N 1
D(a + he;) Qs(a)_vj(a)‘:‘,/ Vdr — V: ‘_‘/ i(a+ thej)dt — V;(a)
h h la,a+he;]
< max{|Vj(a + the;) — Vj(a)| : 0 <t < 1} 0 =

Twierdzenie 11.5.2 (Lemat Poincarégo ED Niech D C R"™ bedzie obszarem gwiaZdzistym wzgledem
punktu a i niech V € CY(D,R™). Wtedy V jest polem potencjalnym wtedy i tylko wtedy, gdy
oy _ OV
8(Ek o 8xj’

jk=1...,n. (17) (%)

Przyklad 11.5.3. Powinni$my zawsze pamietaé¢ o nastepujacym przyktadzie obszaru, w ktéorym Lemat
Poincarégo nie zachodzi.

Niech D := (R?), = R*\{(0,0)}, (m y) = l111(962+112) (#,9) € D, P(z,y) = =35 (2,y) = — =¥y,
Qz,y) = gi (z,y) = 2j_y Wtedy S — % = ax2 + ay = 0 (CWICZENIE), a wiec pole V := (P, Q)

spelnia warunek (*). Gdyby to pole bylo potencjalne w obszarze D, to na podstawie Twierdzenia|11.5.1

Em; Jules Henri Poincaré (1854-1912).

7) Mamy (g) nietrywialnych warunkéw.
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calka z tego pola po dowolnej drodze zamknietej lezacej w D byltaby réwna zero. Z drugiej strony, biorac
jako droge okrag jednostkowy mamy

2
/ Pdx 4+ Qdy = / (P(cost,sint)(—sint) + Q(cost,sint) cost)dt = 2,
¥ 0

co daje sprzecznosé.

Dowdd Twierdzenia [[1.5.3. Oczywiscie, jezeli pole V jest potencjalne i & jest jego potencjatem, to &
musi by¢ klasy C2, a zatem:

[ I
Ory,  Oxypdx; Ox;0z)  Oxj’

W druga strone: mozemy zalozy¢, ze a = 0. Niech

1 1 n
&(x) = / Vdx = / (V(tx), z)dt = / > Vi(taw)aidt, € D.
[0,2] 0 0 =1

Na podstawie twierdzenia o funkcjach danych catka funkcja @ jest klasy C'. Ponadto dla x € D i j €
{1,...,n} mamy:

5 k=1,...,n.

n

oD . ! a‘/; na mocy () ! - aij

i=1 v

= [ (vt + viten) )it = [ Leviie = el = ViGo) 0

11.6. Wzo6r Greena

Przypomnijmy (Definicja , ze krzywa Jordana na plaszczyznie to homemorficzny obraz okregu
o : T — R?, ktory utozsamiamy z krzywa zamknieta 7 : [0,1] — R? (y(¢) := o(e**)). Wiadomo, ze
kazda krzywa Jordana v : [0, 1] — R? dzieli ptaszczyzne na dwa obszary:

e ograniczony, zwany wnetrzem krzywej v i oznaczany int -y,

e nieograniczony, zwany zewnetrzem krzywej -y i oznaczany ext -y,
takie, ze O(inty) = d(exty) = v*.

Definicja 11.6.1. Niech D C R? bedzie obszarem ograniczonym takim, ze dla pewnego N € Ny mamy:
(1) 0D = A5 U --- Uk, gdzie v; : [0,1] — R? jest droga Jordan zorientowang dodatnio
wzgledem D, tzn. ,gdy idziemy po v} zgodnie z przebiegiem parametru, to obszar D mamy po
lewej rece”, 5 =0,..., N,
v; Cintyo, j=1,..., N,
v; Cextyy dlajk=1,....N, j#k.
Powiemy, ze dla obszaru ograniczonego D C R? spelniajacego warunek () zachodzi wzdr Greena
jezeli dla dowolnych funkcji P, Q € C'(§2), gdzie §2 jest pewnym otoczeniem D, zachodzi wzor:

9Q o
/aDPd:chQdy:/D(%fa—];).

Zauwazmy, ze na mocy Twierdzenia [11.1.10] obszar D jest regularny oraz, ze calki po obu stronach
powyzszego wzoru istnieja. Problemem jest réwnosé.

—

20)

Obserwacja 11.6.2. (a) Przypus$émy, ze D jest normalny wzgledem osi x, tzn.
D ={(z,y) € (a,0) x R: p(z) <y < ¢(x)},

18) Tzn. drogg bedaca krzywa Jordana.

19) George Green (1793-1841).

N
(20) Stosujemy tu tradycyjne oznaczenia: IBD Pdx + Qdy := E:O f’yj Pdzx + Qdy.
=
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gdzie p,¢ € C([a,b]) N C"([a,b]) i p(z) < ¢(z) dla z € (a,b) [(*').| Niech dalej @ := 0. Wtedy, na
podstawie twierdzenia o calkach iterowanych, mamy:

[ ([ = [ -

= / Pdz + 0dy + / Pdx +0dy = | Pdx + 0dy.
[a,b15t— (t,(t) o ([ab)3t—(t.p (1)) oD

211

(b) Jezeli D jest normalny wzgledem osi y, to [}, (% - g—g) = [,p 0dz + Qdy.

(¢c) Wzor Greena zachodzi dla obszaréw normalnych wzgledem obu osi (np. dla prostokatow, trojkatow,
elips, wielokatow wypuktych itd).

(d) Wzor Greena zachodzi dla obszaréw, ktore dajg sie podzieli¢ na skoriczong liczbe obszaréw nor-
malnych wzgledem obu osi (np. dla wielokatow (mogacych mieé ,dziury”)).

(e) Jezeli dla obszaru D zachodzi wzor Greena, to |D| = 5 [, —ydz + xdy. Wzor ten byl podstawa
budowy planimetru.

Definicja 11.6.3. Aby poznaé ogdlniejsza klase obszarow, dla ktorych zachodzi wzor Greena, rozwazmy
nastepujaca konstrukcje. Niech v : [0,1] — R? bedzie krzywa Jordana. Dla dowolnego podziatu 7 =
(to,...,tm) odcinka [0, 1], niech 7, : [0, 1] — R? oznacza lamana wpisana w v wyznaczona przez podzial
T, tzn. yx = [7(t0)7 s af}/(tm)]'
Obserwacja 11.6.4. Niech (m)7 ; bedzie normalnym ciagiem podzialéw odcinka [0, 1].

(a) Yx, — 7y jednostajnie na [0, 1].

(b) Wobec (@), jezeli krzywe Yo.r,, .- -, Vn,x, sa Jordana, to dla k > 1 spelniaja one (1) dla pewnego
obszaru D, . Ponadto, jezeli D C §2, to D, C 2, k> 1.

(c) (CwiczeNIE*) Istnieje droga Jordana v taka, ze pewnego normalnego ciagu podzialéw ~,, nie
jest Jordana dla dowolnego k.

(d) Jezeli v jest klasy C' oraz ~}(t) # 0, t € [0,1], to 7x, jest Jordana dla k> 1.

Istotnie, przypusémy, ze istnieje normalny ciag podziatow (m)52, oraz punkty u},u) € [0,1], k =
1,2,..., takie ze |uj, — u}| < 1 oraz v, (u}) = V=, (u}), k = 1,2,.... Mozemy zalozy¢, ze uj, — uy,
u}l — ufj. Na podstawie (a) wnioskujemy, ze y(uf) = y(u).

Odwzorowanie 7 przedtuza sie w sposéb naturalny do odwzorowania v : R — R?, klasy C', okre-
sowego o okresie 1 i takiego, ze v/(t) # 0 dla dowolnego ¢t € R. Korzystajac z twierdzenia o funkcji
uwiklanej, widzimy, ze dla dowolnego u € [0, 1] istnieje ograniczony prostokat otwarty P, = Py » X P, ,
o srodku w punkcie y(u) taki, ze v* N P, jest wykresem (wzgledem ktorejs osi) funkcji klasy C!. Niech
dla przykladu v* N P, = {(t,p(t)) : t € Py}, gdzie ¢ : P, — P, jest klasy C'. Wezmy dowolne
prostokatne otoczenie Q, CC P, punktu 7(u). Zauwazmy, ze vy, N @, musi byé¢ tukiem Jordana dla
k > k(u) > 1. Dobierzmy us,...,uy € [0,1] tak, ze v* C Qu, U+ U Quy-

W przypadku, gdy ug = ug =: to, niech y(to) € Qu,,- Wtedy vz, (uy), Vo, (uy) € Qu,, dla k> 1,
a wiec Vr, (uy,) # Vr,. (uy) dla k> 1 — sprzecznos¢. W przypadku, gdy np. ug = 0, uy = 1, wystarczy
skorzystaé z okresowosci.

Twierdzenie 11.6.5 (Wzor Greena). Niech D C R? bedzie obszarem spetniajacym (1) i niech (my)52,
bedzie normalnym ciggiem podziatow takim, ze dla dowolnych k € N i j € {0,..., N} mamy:

® Y jest krzywq Jordana,

L] jez'eli Tk = (tk,07 e 7tk7mk)7 to i [th,im1,th,i] S Cl([tk7i_1,tk7d), 1= 1, e, M.
Wtedy wzdr Greena zachodzi. W szczegdlnosci, jezeli v; : [0,1] — R? jest krzywq Jordana klasy C',

v;(t) #0,t€[0,1], j =0,..., N, to wzér Greena zachodzi (Obserwacja|11.6.4(d) ).

W przysztosci pokazemy, ze powyzsze dodatkowe zalozenia mozna pominaé, a wiec wzdr Greena
zachodzi dla dowolnego obszaru spetniajgcego (1) — zob. § ?7.

Dowdd. Niech £2, P i@ beda jak w Definicji[11.6.1. Wobec Obserwacji[11.6.4{|b]), mozemy zatozy¢, ze dla
dowolnego k € N, krzywe v, ., 7 =0,..., N, spelniaja (1) 1 ograniczaja pewien obszar D, CC 2. Na

podstawie Obserwacji 11.6.2|1: , wzor Greena zachodzi dla Dy, , tzn. faDW Pdx+Qdy = fDm (% - %),

(21) Nie wykluczamy réwnosci na koncach przedziatu.
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k > 1. Jezeli pokazemy zbieznosé¢ do siebie odpowiednich calek gdy k — 400, to uzyskamy wzér Greena
dla D.

Ustalmy k € Nij € {0,..., N}. Dla uproszczenia oznaczeri niech V = (P, Q), m := 7 = (to, ..., tm),
v = ;. Mozemy zalozy¢ (zmniejszajac 2), ze V jest odwzorowaniem ograniczonym i jednostajnie ciagtym

na {2 oraz ze f := % — %—5 jest funkcja ograniczona na 2. Mamy:
Y (t) = y(tim1) + %(’Y(E) —(ti—1)), tici <t<t;, i=1,...,m.
Liczymy:
| / Vi - / v <3 / (VG220 = (Vo). ()]
= i / (Vete, L= (o)) at
< il / e e L
3 [ (Ve - Ve w)

i=1Yti-1

< (sup V) i ) + (max o o (tiam ).
Wynika stad natychmiast, ze [,,, Pdx+ Qdy — [, Pdx + Qdy.
Tk

Niech | f| < ¢ na 2. Wtedy ‘ I =1, f‘ < &(|D\ Dr, | + | Dy, \ D|); zauwazmy, ze zbiory D\ Dy, ,

Tk
D,, \ D sa regularne. Pozostaje udowodnié, ze |D\ Dy, |+ |Dx, \D| — 0, gdy k — +o0. Istotnie, niech
€ > 01 niech Q,...,Q, beda kwadratami takimi, ze 0D C intQ; U---Uint Q, i |Q1|+ -+ Q] < ¢
(por. dowdd Twierdzenia|l1.1.10). Wtedy, jezeli k > 1, to (D\ Dy, )U(Dr, \D) C Q1U---UQ;, a zatem
|D\ D, | + [Dr, \ D < Q1] + -+ Qs <& O
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