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Wstep

Wyktad ten opiera sie w duzej mierze na ogdlnie dostepnych podrecznikach, w szczegolnosci [7] i [4] i zbiorze [§].
Nie ma w nim oryginalnych ujeé¢ pewnych tematéw albo dowodéw. Jest pomyslany jako pomoc dla studenta, ktoéry
spotyka sie z teoriag mnogo$ci w zasadzie po raz pierwszy, stad duzo dowodéw nawet prostych faktow. Catosé
sktada sie z pietnastu czesci — o objetosci odpowiadajacej mniej wiecej dwugodzinnym wyktadom. Cze$¢ pierwsza
poswiecona jest pewnym fragmentom logiki matematycznej, niezbednym w dalszych matematycznych rozwazaniach.
W kolejnych wyktadach omawiane sa podstawy teorii zbiorow, relacje (w tym relacje rownowaznosci i klasy abstrakeji),
funkcje, relacje porzadku i teoria mocy — zbiory skonczone, przeliczalne i nieprzeliczalne. Nastepnie omawiamy
lemat Kuratowskiego—Zorna, jego zastosowania oraz twierdzenie Zermelo. Ostatnia cze$¢ poswiecona jest podstawom
aksjomatycznej konstrukeji liczb naturalnych.



Rozdzial 1

Podstawowe pojecia logiczne

Na tym wyktadzie oméwimy zdania logiczne, tautologie, tabelki wartosci logicznych, formy zdaniowe, kwantyfikatory
oraz wspomnimy o dowodach formalnych.

Zanim przejdziemy do wyktadu, pare stow wstepnych. Kazda dyscyplina naukowa postuguje sie charakterystycz-
nym dla niej jezykiem. Jezyk ten jest specyficzny przede wszystkim dlatego, ze stowa zaczerpniete z jezyka méwionego
w slowniku danej dyscypliny maja czesto znaczenie bardzo zawezone, a czasem catkiem odmienne od znaczenia pier-
wotnego. Przyktadem takiej zmiany znaczenia moze by¢ stowo ,cialto”, ktére ma inne znaczenie w medycynie, inne
w fizyce, i jeszcze inne w matematyce. Takie zawezenie znaczenia, czy nadanie znaczenia catkiem nowego jakiemus
pojeciu nazywamy definiowaniem. Jest rzecza zrozumiala, ze nalezy ustali¢ reguty poshugiwania sie jezykiem méwio-
nym w nauce, by nie dochodzito do nieporozumien. Konieczno$é rozpoczynania wszelkiej nauki od ustalenia takich
regul zostata dostrzezona juz przez ArystotelesaE], dajac poczatek dyscyplinie naukowej zwanej dzi§ logika (logos
oznacza po grecku stowo). Glownym zadaniem logiki jest ustalenie (stworzenie) regul wnioskowania dla danej dzie-
dziny nauki — na przyktad matematyki, prawa, badz filozofii. Na tym wyktadzie zajmiemy si¢ pewnymi fragmentami
logiki matematycznej. Na poczatku wprowadzimy pewne podstawowe pojecia logiczne, ktorymi bedziemy postugiwaé
sie w dalszych czesciach wyktadu.

Zacznijmy od pojecia zdania logicznego.

W jezyku moéwionym zdaniami nazywamy wypowiedzi typu: dzis jest pigtek, czy juz wrdcitas do domu?, nie lubie
szarlotki, wchodzisz czy wychodzisz? dwa dzieli siedem, Krakdw jest miastem.

Zauwazmy, ze nie o kazdym z tych zdari mozna powiedzieé¢, ze jest prawdziwe lub fatszywe.

Takie zdanie oznajmujace, ktoremu (przynajmniej potencjalnie) mozemy przyporzadkowaé¢ ocene - prawda lub
falsz, czyli mozemy powiedzieé, czy zdanie jest prawdziwe czy falszywe, nazywamy zdaniem logicznym.

A zatem, zdanie czy wrdcitas juz do domu? nie jest zdaniem logicznym, zdanie dwa dzieli siedem jest zdaniem
logicznym (falszywym), Krakow jest miastem jest zdaniem logicznym prawdziwym, a prawdziwos$¢ zdania logicznego
dzis jest pigtek zalezy od dnia tygodnia, w ktéorym je wypowiadamy. Ciekawym przykladem jest zdanie podczas
bitwy pod Grunwaldem jednego z rycerzy bolato prawe ucho. Nikt obecnie nie jest w stanie powiedzie¢, czy byto
tak rzeczywiscie, niemniej, potencjalnie, gdybysmy mogli cofnaé¢ sie w czasie i zapytaé rycerzy o stan uszu, zdanie
uzyskaloby status prawdziwego badz falszywego. To zdanie jest zatem zdaniem logicznym.

Zdania logiczne oznaczamy najczedciej matymi literami p, ¢, r.... Majac dane zdanie logiczne p, mozemy przypo-
rzadkowaé mu wartosé logiczng, w(p), gdzie w(p) = 1, jesli p jest zdaniem prawdziwym, w(p) = 0, gdy p jest zdaniem
fatszywym.

Jedli za litery p, ¢, r, . .. podstawiamy dowolne zdanie logiczne, to méwimy, ze p, q, 7, ... sa zmiennymi zdaniowyms.

Jesli mamy dane zdania logiczne, mozemy tworzy¢ nowe zdania logiczne (zwane tez formutami zdaniowymi),
za pomoca spojnikow logicznych, zwanych spdjnikami zdaniotworczymi. W jezyku moéwionym tez tak, oczywiscie,
postepujemy, mowiac na przyklad: dzis jest niedziela i dzis na obiad bedq kotlety schabowe (spojnik ,i”), czy tez:
sprzedajemy auta na benzyne lub sprzedajemy auta na olej napedowy (spojnik ,lub”).

Przy tworzeniu zdan logicznych uzywamy najczesciej nastepujacych spojnikéw: jednoargumentowego spdjnika
zaprzeczenia, spojnikow dwuargumentowych: i, lub, albo, wynika (implikuje), jest réwnowazne. Oznaczamy (i nazy-
wamy) je nastepujaco:

e — zaprzeczenie, czyli negacja

o A i, czyli koniunkcja

! Arystoteles (384-322 p.n.e.), filozof grecki.
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e V lub, czyli alternatywa

e V albo, czyli alternatywa roztgczna

= wynikanie, czyli implikacja
& — Townowaznosc.

Jedli ze zdan logicznych utworzymy za pomoca spéjnikéw nowe zdanie logiczne, to musimy tym nowym zdaniom
przypisa¢ wartosé logiczng.

Mowiac bardziej formalnie, spojniki logiczne n-argumentowe mozemy traktowaé jako funkcje, ktére uktadowi
(e1,...ep), gdzie e; € {0,1} przypisuja wartosé 0 lub 1.

Trzeba zatem okresli¢ jakie wartodci przyjmuja zdania z wypisanymi wyzej spdjnikami. Najwygodniej bedzie to
zrobi¢ za pomoca tabelek wartosci logicznych. Zdanie p moze mieé¢ wartos¢ logiczna 0 lub 1, zapisujemy to nastepujaco

p
0
1

Jesli p ma wartos¢ logiczna 1 (wzglednie 0), to jego zaprzeczenie, —p ma wartosc logiczna 0 (wzglednie 1). Zapisujemy
to w tabelce nastepujaco:

-p
1
0

=k

Przyktad 1.1. Zdanie —p czytamy jako nieprawda, zZe p. Zdanie Krakow jest miastem jest prawdziwe, zdanie
nieprawda, ze Krakow jest miastem jest falszywe.

Koniunkcja p A ¢ dwoch zdan p i q, jest prawdziwa, tylko jesli oba sg prawdziwe:

Przyklad 1.2. Zdania dwa dzieli sze$¢ oraz trzy dzieli sze$é sy oba prawdziwe, zatem prawdziwe tez jest zdanie dwa
dzieli szesé i trzy dzieli szesé.

Alternatywa p V ¢ dwoch zdan p i ¢, jest prawdziwa, jesli chociaz jedno ze zdan jest prawdziwe:

Przyktad 1.3. Zdania dwa dzieli szesé oraz trzy dzieli sze$é sa oba prawdziwe, zdanie cztery dzieli szeSé jest
nieprawdziwe. Alternatywy dwa dzieli szes¢ lub trzy dzieli sze$é oraz dwa dzieli sze$é lub cztery dzieli sze$é sa obie
prawdziwe.

Alternatywa roztgczna p V ¢ dwoch zdani p i q, jest prawdziwa, jesli dokladnie jedno ze zdan jest prawdziwe:
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Przyktad 1.4. Zdanie pV q czytamy jako p albo q. Tak jak w poprzednim przyktadzie, zdania dwa dzieli szesé oraz
trzy dzieli szesé sa prawdziwe, a zdanie cztery dzieli sze$c¢ jest nieprawdziwe, zatem zdanie dwa dzieli szesé albo trzy
dzieli szesé jest nieprawdziwe, natomiast dwa dzieli szesé albo cztery dzieli sze$¢ jest prawdziwe.

Zdanie p = ¢ nazywamy implikacja. Czytamy z p wynika ¢ lub p implikuje q. Zdanie p nazywamy poprzed-
nikiem, a zdanie q nastepnikiem implikacji. Implikacja jest falszywa, tylko jesli zdanie p jest prawdziwe, a zdanie ¢
falszywe (co odzwierciedla rozsadng zasade, ze z prawdziwych przestanek nie powinny wynikaé falszywe wnioski).

plalp=q]|
0jo0| 1
1o o
01 1
1)1 1

Przykltad 1.5. Zdanie Moskwa lezy na zachdd od Warszawy jest nieprawdziwe, ale oba zdania: jesli Moskwa lezy
na zachod od Warszawy, to Berlin lezy na wschod od Warszawy oraz jesli Moskwa lezy na zachod od Warszawy, to
Berlin lezy na zachod od Warszawy sa prawdziwe. Falszywe natomiast bedzie zdanie jesli Moskwa lezy na wschod
od Warszawy, to Berlin lezy na wschéd od Warszawy (poprzednik implikacji jest prawdziwy a nastepnik falszywy,
implikacja jest wtedy zdaniem falszywym).

Zdanie p <= ¢ nazywamy réwnowaznos$cig, czytamy je p jest réwnowazne q lub p wtedy i tylko wtedy, gdy q.
Rownowaznosé jest prawdziwa, gdy oba zdania majg te sama wartosé logiczna.

plalp <= ¢
010 1
1]0 0
01 0
1)1 1

Przyklad 1.6. Zdanie dwa dzielt sze$é wtedy 1 tylko wtedy gdy trzy dzieli szesé jest prawdziwe, zaréwno jak zdanie
nieprawda, ze dwa dzieli szes¢ wtedy i tylko wtedy, gdy nieprawda, ze trzy dzieli sze$é.

Definicja 1.7. Formuta zdaniowa to wyrazenie utworzone z symboli oznaczajacych zdania (liter p, ¢, r najczesciej)
i spéjnikéw logicznych.

Przyktadowo, wyrazenia p V q, p = p, p A ¢ A1 to formuly zdaniowe. Formuly zdaniowe staja sie zdaniami gdy
za symbole podstawimy konkretne zdania.

Definicja 1.8. Formute zdaniowg nazywamy

e spetniong, jesli dla danego wartosciowania logicznego zmiennych (zdan w tej formule) jest ona prawdziwa (ma
wartosé logiczng 1);

e spetnialng, jesli dla pewnego wartosciowania logicznego zmiennych (zdan w tej formule) jest ona prawdziwa;
e tautologig, jesli dla kazdego wartosciowania logicznego zmiennych (zdaii w tej formule) jest ona prawdziwa;
o falszywa, jesli dla kazdego warto$ciowania logicznego zmiennych (zdan w tej formule) jest ona falszywa.

Przyktad 1.9. Formutla p A ¢ jest spelialna (bo jest spelmiona gdy w(p) = w(q) = 1), ale nie jest tautologia (bo
jest fatszywa na przyktad gdy w(p) = 1,w(q) = 0).

W nastepnym stwierdzeniu zobaczymy wybrane tautologie rachunku zdan, niektére z nich maja specjalne nazwy:

Stwierdzenie 1.10.
1. (=(=p)) < p zasada podwdjnej negacji

2. (pNq) <= (q A p) przemiennosé koniunkcji
3. (pVq) < (qVp) przemienno$é alternatywy
4 (

p < q) < (¢ < p)
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< (qV (pVr)) tgcznosé alternatywy

)
A (p AT)) tgecznosé koniunkcyi

)

(PA@)AT) =
) p V1)) rozdzielnosé alternatywy wzgledem koniunkcji
)

(
(q
= ((pVa) A (
= ( (

p AT)) rozdzielnosé koniunkcji wzgledem alternatywy

5. (
6. (
7. (
8. ( (pAq)V
9

—(p A —p) prawo wytgczonej sprzecznosci
10. pV —p prawo wytgczonego Srodka
11. (p = q) < (—q = —p) prawo kontrapozycji

12. (-(p = q)) <= (p A —q) zaprzeczenie implikacji.

Czytelnik moze samodzielnie sprawdzi¢ (na przyktad za pomoca tabelek), ze wszystkie powyzsze zdania sa tau-
tologiami. My sprawdzimy tylko wybrane przyktady. Warto moze w tym miejscu zwréci¢é uwage, ze nasze warto-
Sciowanie logiczne jest dwuwartosciowe (przyjmuje tylko wartosci 0 i 1), czyli zdania moga by¢ tylko albo falszywe,
albo prawdziwe. W zyciu oczywidcie tak nie jest, zainteresowani moga poczytaé¢ o teorii zbioréw rozmytych i logice
wielowartosciowej na przyktad w ksiazce [I]. W stosowanej do naszych potrzeb logice dwuwartosciowej tautologia 9.
moéwi, ze nie moze byé rownocze$nie prawdziwe zdanie i jego zaprzeczenie, a 10., ze zawsze zachodzi zdanie lub jego
zaprzeczenie. Sprawdzmy, ze rzeczywiscie mamy do czynienia z tautologiami:

pl-p|A-D) | ~(pA-D) |
0] 1 0 1
pl-p|(pV-p |
0] 1 1

Tautologia 11. stuzy do dowodzenia nie wprost (zaktadamy, ze zdanie p jest prawdziwe; zamiast dowodzi¢, ze ze
zdania p wynika zdanie ¢, mozemy zalozy¢, ze zachodzi zdanie —q i wykazacé, ze wtedy zachodzi zdanie —p; niektoérzy
by¢ moze spotkali sie z podobnym rozumowaniem przy dowodzie, ze pierwiastek z 2 jest liczba niewymierna.)

pla|lv|v|lp=q| 9= v|p=14q <= (~¢q= )|
0lo0| 11 1 1 1
1lolo |1 0 0 1
ol1]1]o0 1 1 1
111010 1 1 1

Sprawdzmy jeszcze, ze zaprzeczenie implikacji rownowazne jest koniunkcji poprzednika i zaprzeczenia nastepnika tej
implikacji:

Q) | pA-q]| (=lp=q) <= (pA—q) |

— O = O3
== O O
J
OO.—!»—AQ
s

1
1
1
1

O O = O

Osobno wypiszemy dwie wazne tautologie, zwane prawami de Morganaﬂ
Stwierdzenie 1.11 (Prawa de Morgana). Dla dowolnych zdari p,q nastepujgce formuty sq zawsze prawdziwe

1. (=(pVaq) = (-pA—q)

(zaprzeczenie alternatywy jest rownowazne koniunkcji zaprzeczeri)
(=

2. (=(pANgq) = (-pV —q)

(zaprzeczenie koniunkcji jest rownowazne alternatywie zaprzeczen)

2 Augustus de Morgan (1806-1871), angielski matematyk i logik.
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Dowdd. Faktycznie,

plag|p|-q|pVg|-(pVq | pA-q| (=(pVq) < (-pA—q)
0]0] 1 |1 0 1 1 1
1{o] o] 1 1 0 0 1
ol1] 1o 1 0 0 1
1/1] 010 1 0 0 1
plag|lp|-q|prqg| ~ANg | pVq| (-(pAq) < (—pV —q)
ojlo| 1 |1 0 1 1 1
1{o] o] 1 0 1 1 1
ol1l1]lo]| o 1 1 1
11/ 010 1 0 0 1

O

Wprowadzimy teraz pojecie funkcji zdaniowej. Aby je wprowadzié formalnie potrzebujemy pojecia zbioru, ktore
pojawi sie na nastepnym wyktadzie. Poniewaz jednak pojecie zbioru jest pojeciem pierwotnym — czyli nie definiuje
sie go — zakladajac, ze kazdy ,jintuicyjnie wie co to jest”, mozemy juz teraz powiedzie¢, ze bierzemy dowolny niepusty
zbior X.

Definicja 1.12. Funkcjg zdaniowqg jednej zmiennej x nazywamy wyrazenie ¢(x), ktore staje sie zdaniem logicznym
jesli za zmienng x podstawimy element zbioru X. Zbiér X nazywamy zakresem zmiennosci funkcji .

Mowimy, ze x spetnia ¢(x), jesli w(e(x)) = 1. Sbior x speliajacych ¢(x) zapisujemy jako {x € X : p(z)}.

W Zyciu dosé czesto spotykamy funkcje zdaniowe. Na przyktad w tescie z historii mozemy zobaczy¢ wyrazenie:
W roku 1656 krolem Polski byt ......... 7 1 w zaleznosci od tego, czy wpiszemy zamiast kropek Jana Kazimierza
czy Jana III Sobieskiego, dostajemy zdanie prawdziwe albo falszywe. Naturalnym zakresem zmiennosci tej funkcji
zdaniowej jest oczywiscie zbior krolow Polski.

Oto bardziej matematyczny przyktad:

Przyktad 1.13. Niech X = R. Jedli napiszemy z? > 1, to mamy funkcje zdaniowa (o zakresie zmiennosci R),
o wyrazeniu 2 > 1 nie mozemy powiedzieé¢, czy jest prawdziwe, czy falszywe, poki nie podstawimy za = konkretnej
liczby rzeczywistej. Zbior x spelniajacych 22 > 1, czyli {x € R : 2% > 1}, to R\ [~1, 1] i faktycznie, podstawiajac
z tego zbioru do wyrazenia x? > 1, dostajemy zdanie prawdziwe.

Funkcje zdaniowe (o tym samym zakresie zmiennosci) mozemy laczy¢ omoéwionymi wyzej spojnikami logicz-
nymi. Innym rodzajem operacji logicznych, ktére mozemy zastosowaé¢ do funkcji zdaniowych, sa kwantyfikatory.
Kwantyfikatory mozemy traktowaé jako operacje, ktore z funkcji zdaniowej tworza zdanie, czyli tak zwane funktory
zdaniotworcze. Kwantyfikatory, ktorych bedziemy uzywaé, sa nastepujace.

Definicja 1.14. Niech ¢(x) bedzie funkcja zdaniowa o zakresie zmiennosci X.

e V.ex ¢(x) oznacza: dla kazdego x € X zachodzi ¢(x); kwantyfikator V nazywa sie czasem duzym kwantyfikato-
rem albo kwantyfikatorem ogdlnym, uniwersalnym.

e J.cx ¢(x) oznacza: istnieje x € X, takie, Ze zachodzi p(x); kwantyfikator 3 nazywamy matym kwantyfikatorem
albo kwantyfikatorem szczegétowym, egzystencjalnym.

Przyktad 1.15. Wyrazenie 22 > 1 nie jest zdaniem, ale wyrazenie V,cr 22 > 1 jest juz zdaniem logicznym (falszy-
wym). Podobnie, 22 > 0 nie jest zdaniem logicznym, ale ¥ er 22 > 0 jest zdaniem prawdziwym.

Uwaga 1.16. 1. Nieformalnie méwiac, mozemy patrzeé¢ na kwantyfikatory jako na pewnego rodzaju skrocony zapis:
Veex ¢(x) zastepuje p(z1) Ap(x2)A. . ., gdzie z; przebiega wszystkie z w X, a Jzex ¢(x) zastepuje o(z1)Ve(z2)V. . .,
gdzie znow x; przebiega wszystkie z w X. Dlatego tez spotyka sie zapis /\ jako V oraz \/ jako 3.

2. Wiele kwantyfikatoréw tego samego rodzaju czesto taczy si¢ w jeden. Tak wigc zapis V, yer znaczy to samo, co
vxeRvyER-

3. Jesli zbior A C X i chcemy powiedzie¢, ze dla kazdego elementu z A zachodzi ¢(x), to zamiast zapisu Vyex x €
A = () stosujemy skrocony zapis Viyca ¢(x). Podobnie postepujemy dla pozostatych kwantyfikatorow. Niekiedy
brak kwantyfikatora rozumiemy jako duzy kwantyfikator, na przyktad w wyrazeniu 22 = 3> = (r =y Vo = —y)
opuszczone jest Vi ,cR.
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4. Oczywiscie, zdania mozemy tworzy¢ przy pomocy wiecej niz jednego kwantyfikatora, na przyktad: V,eny dyen z <y
to zdanie logiczne (prawdziwe).

5. Tworzac zdania z kwantyfikatorami, nalezy zwracaé¢ uwage na kolejno$é kwantyfikatorow. Zdanie dla kazdego
studenta istniejg spodnie, ktdre nosi znaczy zupelnie cos innego, niz zdanie istniejg spodnie, ktdre nosi kazdy student.

6. Uzywa sie rowniez zapisu V!, cx 1 3l ex. Ten pierwszy czytamy ,dla prawie wszystkich € X (czyli dla wszystkich
poza skonczona liczba), V!.cxp(z) jest skrocona forma zapisu ,istnieje zbior S taki, ze S ma skornczenie wiele
elementow i dla kazdego x € X \ S zachodzi ¢(z). Natomiast zapis 3l,cxp(z) oznacza, ze istnieje doktadnie jeden
x € X taki, ze zachodzi ¢(x). Jest to skrocony zapis zdania ,istnieje x € X taki, ze zachodzi ¢(x) i dla dowolnego
y € X jesli zachodzi ¢(y) to y = x. Piszemy tez J.cx : ¢(x) 1 czytamy: istnieje z nalezacy do X, taki, ze zachodzi
p(x).

Zaprzeczeniami zdani z kwantyfikatorami rzadza prawa zwane prawami de Morgana dla kwantyfikatorow:

Stwierdzenie 1.17 (Prawa de Morgana dla kwantyfikatorow). Niech p(z) bedzie forma zdaniowq o zakresie zmien-
nosct X .

o (Vaex (7)) <= (Faex —p(z))
* (Faex (7)) = (Vaex —p(z))

Przyktad 1.18. Zaprzeczajac zdaniu V,cr 22 > 0, dostajemy zdanie J,cr 22 < 0.
Ponizsze stwierdzenie podaje pewne prawa dla zdan z kwantyfikatorami.

Stwierdzenie 1.19. Niech ¢(x) i ¥(x) beda formami zdaniowymi o zakresie zmiennosci X .
1. Fpex (p(2) V(2)) <= Feex () V Jeex Y(x)
2. Veex (p(x) ANP(z)) <= Veex @(x) AVoex ()
8. Jzex (p(x) ANp(z)) = Foex ©(z) A zex P(z)

4 Vaex () VVeex () = Veex (p(2) V()

Uwaga 1.20. Zwréémy uwage, ze w punktach 3. i 4. mamy wynikanie tylko w jedna strone. Wynikanie w druga
strone nie musi zachodzi¢. Wezmy zdanie istnieje cztowiek, ktory jest mezem Malgost i istnieje cztowiek, ktory jest
mezem Kasi (to prawa strona 3.). Nie wynika z tego jednak, ze istnieje cztowiek, ktory jest mezem Matgosi i mezem
Kasi (lewa strona 3.). Podobnie dla 4., wezmy zdanie kazda liczba rzeczywista jest wieksza od 2 lub mniejsza lub
réowna od 2, z tego nie wynika, ze kazda liczba rzeczywista jest wieksza od 2 lub kazda liczba rzeczywista jest mniejsza
lub rowna 2.

Na zakonczenie tego wykladu powiedzmy kilka stoéw o dowodach formalnych. Niech dane beda zdania p1, ..., py,
ktore nazwiemy zatozeniami, i zdanie g, ktore nazwiemy tezq. Postaé¢ twierdzen matematycznych to najczesciej
implikacja postaci (p1 Apa A -+ A pp) => q. Chcemy udowodnié prawdziwosé tej implikacji. Oczywiscie dowod jest
interesujacy tylko w przypadku, gdy kazde ze zdani p; jest prawdziwe. Dowdd formalny tej implikacji to ciag sktadajacy
sic ze zdan, z ktorych kazde jest zatozeniem lub tautologia lub wnioskiem z poprzednich wyrazen powstalym przy
pomocy regut wnioskowania. Regulty wnioskowania to pewne tautologie, przyktadowo:

e reguta zwana modus ponendo ponens, czyli sposdb potwierdzajacy przez potwierdzenie, to (p A (p = q)) = ¢q
e reguta zwana modus tollendo tollens, czyli sposdb zaprzeczajgcy przez zaprzeczenie, to ((p = q) A—q) = (—p)
e sylogizm hipotetyczny to ((p = ¢) A (g = 1)) = (p =71)
e sylogizm alternatywny ((pV ¢) A (—p)) = ¢
e dowod nie wprost ((p A —q) = (r A —r))
Warto, jako éwiczenie, sprawdzié, ze powyzsze reguly sa tautologiami. Trzecia z tautologii to inaczej prawo prze-
chodnio$ci implikacyi.
Uwaga 1.21. Warto tez przyjrzeé sie ostatniej z tych regut. Opisuje ona sposéb rozumowania przy dowodzeniu nie
wprost. W dowodzie prowadzonym nie wprost przypuszczamy, ze implikacja p = ¢ nie zachodzi. Zachodzi zatem

jej zaprzeczenie, p A —q. Jesli z tego zaprzeczenia wyniknie sprzecznosé (r A —r), to znaczy, ze przypuszczenie nie
mogto by¢ prawdziwe.



Rozdzial 2

Zbiory 1 dzialania na zbiorach

Na tym wykladzie oméwimy pojecia zbioru i elementu zbioru, operacje na zbiorach, dowody réwnosci zbioréw,
uzupetnienie, prawa de Morgana, zbiér pusty; wspomnimy o aksjomatach teorii mnogosci.

Pojecie zbioru i pojecie nalezenia do zbioru to pojecia pierwotne, nie definiujemy ich, przyjmujac, ze kazdy
intuicyjnie je rozumie. (Z wyrazeniem pojecie pierwotne czytelnik prawdopodobnie juz sie spotkal na szkolnych
lekcjach geometrii — pojeciami pierwotnymi byly prosta lub punkt). Zbiory najczesciej oznaczamy duzymi literami
A, B,C,...X,Y, Z. Pojawia sie tez w dalszych wyktadach szczegélne zbiory — zbidr liczb naturalnych, catkowitych,
wymiernych i rzeczywistych, oznaczane odpowiednio N, Z, Q,R. Fakt, ze element a nalezy do zbioru A, zapisujemy
a € A. Jesli a nie nalezy do A, piszemy —(a € A) albo (czesciej) a ¢ A. Jesli z jaki§ powodow chcemy napisaé
najpierw zbiér, a potem element do niego nalezacy, piszemy A > a.

Symbolem @ oznaczamy zbidr pusty, czyli taki, do ktorego nie nalezy zaden element. Dla dzialari na zbiorach
(zobacz ponizej) zbiér pusty odgrywa role podobna jak zero w arytmetyce.

Zbiory zwane byly dawniej mnogosciami, stad teoria mnogosci to inaczej nazwana teoria zbioréow.

Zacznijmy od definicji pewnych operacji na zbiorach i zaleznosci miedzy zbiorami:
Definicja 2.1. Niech A, B beda zbiorami.

e Suma zbioréw A i B to zbiér AU B, do ktérego nalezg wszystkie elementy zbioru A, wszystkie elementy zbioru
B i 7zadne inne.

e [lloczyn (przeciecie, czes¢é wspdlna) zbiorow A i B to zbior AN B zlozony z tych elementéow zbioréw A i B, ktore
nalezg i do A i do B.

e Roznica zbiorow A i B to zbior A\ B, zlozony z tych i tylko tych elementéw zbioru A, ktore nie naleza do B.

o Mowimy, ze zbior A zawiera sie w zbiorze B, co zapisujemy A C B jesli kazdy element zbioru A jest tez
elementem zbioru B.

e Zbiory A i B sa réwne (co zapisujemy A = B), jesli A C Bi B C A.
Mozemy powyzsza definicje zapisa¢ takze nastepujaco:

r€AUB < zxc€AVzxeB
r€ANB < zxc ANz €eB
r€A\B < x€ AN—(z € B)
ACB < (r€ A==z €B)
A=B < (reA=z2eB)N(zreB=2z€A)

Ostatnia formuta dla réwnosci nie jest $cisle formalna (patrz aksjomat ekstensjonalnosci na koricu rozdziatu), ale
uzyteczna.
Wypiszemy teraz pewne wlasnosci operacji N, U, \

Stwierdzenie 2.2. Niech A, B, C bedg zbiorami.
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1. ANB = BN A (przemienno$é iloczynu zbioréw)

2. AUB = BUA (przemienno$é sumy zbioréw)

3. AU(BUC)=(AUB)UC (lgcznosé sumy zbiordw)

4. AN(BNC)= (AN B)NC (tacznosé iloczynu zbioréw)

5. AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (rozdzielnosé iloczynu wzgledem sumy zbioréw)
6. AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC) (rozdzielno$é sumy wzgledem iloczynu zbioréw)
7. AnNB=A\(A\B)

8. AUB=AU(B\A)

9. A\(AnB)=A\B

10. AN(B\C)=(ANB)\C

Dowod. W kazdej z réwnosci bedziemy wykazywaé, ze x nalezy do prawej strony wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do
lewej. Bez dodatkowych wyjasnien korzystamy z definicji sumy, przeciecia, réznicy zbioréw. Warto zwrdcié uwage,
ze dowody powyzszych wlasnodci sg analogiczne do dowodéw wlasnosci ze stwierdzenia [1.10

adl. z€ ANB <= (r€ A AN(x€B) el (reB)N(reA) < x€BNA

ad2. € AUB < (z€A)v(zeB) B zeB)v(zed) «— zcBUA

ad 3. x € AU(BUC) <= z€ AV(z € BUC) <= :reA\/(xeB\/xEC)@i (re AVz e B)Vz € C —
(e AUB)Vz e C <= z€ (AUB)UC

ad4d. € AN(BNC) <= z€ AN(z € BN(C) <= :nEA/\(:EEB/\xEC)@? (re ANz e B)ANz e C —
(xe ANB)ANzeC < xz€ (ANB)NC

adb. z € AN(BUC) < z€ AN(r € BUC) — :UEA/\(QSEB\/$EC)@§ (xe ANz e B)V(z e
ANz e() < ze€(ANB)U(ANCQC)

ad6. 2 € AU(BNC) < 2€AV(z€BNC) < z€AV(@eBANz€C) EE zeAVvaeB)A(z e
Avze() < ze€(AUB)N(AUCQC)

ad7. € ANB < x€ ANz €B <= (x € AAN~(x € A))V(x € AAN—(=(x € B)) <= z € AN—(z € AN—(z €
B)) < xz € AAN—(x € (A\B)) < x € A\ (A\ B), gdzie druga réwnowazno$¢ wynika z faktu, ze zdanie
(x € AN—(x € A)) jest zawsze falszywe (prawo wylaczonej sprzecznosci .9.), zatem prawdziwosé alternatywy
zalezy od drugiego ze zdan alternatywy, a zdanie =(—(z € B)) jest rownowazne zdaniu x € B.

ad8. z€ AU(B\A) < z€ AVax e (B\A) < z€ AV (x € BA~(z € A)) LALLIC (xre AVex e B)A(z €
AV(=(r € A))) < (x€ AVzx € B) < z € AU B, gdzie przedostatnia rownowaznos¢ wynika z faktu, ze zdanie
x € AV (—(z € A)) jest zawsze prawdziwe (por. zasada wylaczonego srodka 10.).

ad9. z € AN-(x € ANB) <= v € AN(x ¢ AVar ¢ B) < (r€ ANz ¢ A)V(reANr ¢ B) < =x ¢
ANz ¢ B < x € A\ B, gdzie przedostatnia rownowaznos¢ uzasadniamy tak jak w punkcie 8.

ad 10. x € AN(B\C) <= z€ AN(r € B\(C) < xeA/\(xeB/\xgéC)@ (xre ANz eB)ANz ¢
C < z€ANBAz¢(C < z€(ANDB)\C. O

Uwaga 2.3. Do obrazowania pewnych zaleznosci miedzy zbiorami mozna uzywaé diagramdw Vennaﬂ Przyktad
takiego diagramu dla dwdch zbioréw A, B widzimy na rysunku Na rysunku zbiory sa w potozeniu ogélnym
ogolne, moga wiec na przyklad postuzyé¢ do graficznego dowodu, ze A\ B = A\ (AN B) oraz do zobrazowania
przyktadu, ze AU(A\ B) # A\ (AN B). Wiecej o ogdlnym polozeniu i dowodzeniu przy pomocy diagramoéw Venna
Czytelnik moze znalez¢ w [4] albo na stronie

http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_mnogosci/2011/02/12/Diagramy_Venna/

Wykazemy teraz, ze zbiér pusty jest tylko jeden. Przypomnijmy, ze zbior pusty to taki zbior, w ktérym nie ma
zadnego elementu. Réwnowaznie, mozemy postawié¢ definicje

!John Venn (1834-1923), angielski matematyk, logik i filozof.


http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_mnogosci/2011/02/12/Diagramy_Venna/
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Rysunek 2.1:

Definicja 2.4. Zbior pusty to zbiodr, ktory zawiera sie w kazdym zbiorze.

Te dwa sposoby zdefiniowania zbioru pustego sa rownowazne. Faktycznie, jesli w & nie ma zadnego elementu, to
spelniona jest implikacja x € @ = = € A (poprzednik jest falszywy). Niech teraz zbior @ zawiera sie¢ w kazdym
zbiorze. Gdyby istnial x € &, to biorac zbior A = {y}, gdzie y # x, dostajemy x € A, czyli x = y, sprzecznosc.

Stwierdzenie 2.5. Jest tylko jeden zbior pusty.

Dowadd. Przypuéémy, ze sa dwa zbiory puste @1 1 @o. Wykazemy, ze sa réwne. Poniewaz @ jest zbiorem pustym,
@1 C D9 (bo zbior pusty zawiera sie¢ w kazdym zbiorze). Analogicznie, skoro @9 jest zbiorem pustym, to @y C .
Stad dostajemy, ze &1 = . O

Sformutujemy teraz i wykazemy prawa de Morgana dla zbioréw.

Stwierdzenie 2.6 (Prawa de Morgana dla zbioréw). Niech dane bedq zbiory A, B, X. Wowczas
1. X\ (AuB)=(X\A)N(X\B)
2. X\(ANnB)=(X\A)U(X\B)

Dowad. Dla kazdej z réwnosci wykazemy, ze x nalezy do lewej strony wtedy i tylko wtedy, gdy = nalezy do prawej.
adl. 2 € X\(AUB) < 2z XA-(z€ AUB) 2 s e XA~z € A)A~(z€B) — zc X\AAx €
X\B < ze€(X\A)N(X\DB).

ad2. 1€ X\ (ANB) « 2€XA-(z€ANB) 2B ze XA (~(z €A V-(z€B)) — z€(X\A)Vze
(X\B) — z€(X\A)U(X\DB). 0

Rozwazmy teraz nastepujaca sytuacje. Mamy dany, ustalony zbior X (zwany czasem przestrzeniq). Zbiory A, B
sg podzbiorami zbioru X.

Definicja 2.7. Uzupetnieniem zbioru A nazywamy zbior A°:= X\ A={z e X :2 ¢ A}.

Uwaga 2.8.
g¢=X, X°=0o

Prawa de Morgana mozemy teraz zapisaé nastepujaco:
Stwierdzenie 2.9. Niech dane bedg zbiory A, B, X. Wowczas

1. (AUB)¢ = A°nB°

2. (AN B)¢= A°U B¢

Powiemy teraz kilka stéw o aksjomatach teorii mnogosci. Poczatkowo teorie mnogosci rozwijano intuicyjnie (tak,
jak my w tym wyktadzie). Pod koniec XIX wieku zaczelo sie stawaé oczywiste, ze takie intuicyjne podejsécie do tej
teorii nie wystarczy. Intuicyjnie chcieliby$my na przyklad definiowaé zbiory przez podanie jaks wtasnosé spetniaja
jego elementy, przyktadowo {z € R : z > 1} to zbior liczb rzeczywistych wigkszych od 1. Ogolnie {x : ¢(z)} to zbior
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x speliajacych wlasno$é . Wyglada to na pozoér w porzadku, ale wezmy teraz zbior Z zdefiniowany jako zbiér tych
zbioréw, ktore nie sg swoimi elementami:

Z={A:A¢ A}

Czy sam zbior Z jest elementem zbioru Z7 Jesli zbior Z nalezy do Z, to z okreslenia zbioru Z mamy Z ¢ Z. Jesli
natomiast Z ¢ Z, to znowu z okreslenia zbioru Z mamy Z € Z. Zatem dostajemy:

Zel < Z¢1Z,

sprzeczno$¢. Powyzszy problem zwany jest antynomiq Russelaﬂ By¢ moze niektérym czytelnikom ta antynomia
znana jest w wers;ji:

Fryzjer z pewnego miasta strzyze tych jego mieszkaricow, ktorzy sami sie nie strzygq. Czy fryzjer strzyze sie sam?
Ta antynomia (jak i inne, o ktorych wspomnimy w dalszych wykladach) data impuls do stworzenia teorii mnogosci
opartej na aksjomatach. Obecnie jako aksjomaty teorii mnogosci przyjmuje sie zestaw aksjomatow zaproponowanych
w I potowie XX wieku przez Zermeloﬂi Fraenklaﬂ Podamy tylko niektére z nich, zaznaczajac, ze nie jest to tez
zestaw minimalny (to znaczy mozemy niektore aksjomaty wywnioskowaé z innych).

o Aksjomat istnienia: Istnieje co najmniej jeden zbior.
o Aksjomat ekstensjonalnosci (jednoznacznosei): Jesli A i B maja te same elementy, to sa identyczne.
o Aksjomat zbioru pustego: Istnieje zbior, ktory nie ma zadnego elementu.

o Aksjomat sumy: Dla dowolnych zbioréw A i B istnieje zbior, ktorego elementami sa wszystkie elementy zbioru
A, wszystkie elementy zbioru B i zadne inne.

o Aksjomat réznicy: Dla dowolnych zbioréw A i B istnieje zbior, ktorego elementami sg te i tylko te elementy
zbioru A, ktore nie sg elementami zbioru B.

o Aksjomat zbioru potegowego: Dla kazdego zbioru X istnieje zbior, oznaczany P(X) (albo 2%), ktérego elemen-
tami sa podzbiory zbioru X, czyli P(X) ={Z:Z C X}.

o Aksjomat wyrdzniania: Dla kazdej formuly o(z) i dla kazdego zbioru A istnieje zbior zlozony doktadnie z tych
elementow zbioru A, ktore spetniaja ¢(x). (Zauwazmy, ze stad wynika istnienie zbioru jednoelementowego {a},

bo{a}={zx:z€ ANz =a}.)

Pézniej poznamy jeszcze aksjomat zwany aksjomatem nieskonczonosci. Ponizej, osobno wypiszemy jeszcze jeden
aksjomat, z ktorego bedziemy korzystaé wielokrotnie. Jest aksjomat wyboru, zwany takze pewnikiem wyboru.

e Pewnik wyboru: Dla kazdej rodziny R zbioréw niepustych i parami roztacznych istnieje zbior, ktéry ma z kazdym
ze zbiorow z rodziny R doktadnie jeden element wspolny (czyli z kazdego z tych zbior6w mozemy wybraé¢ po jednym
elemencie).
Wybiegajac naprzod powiedzmy, ze aksjomatu tego bedziemy uzywaé w nastepujacej wersji:
Dla kazdej rodziny R zbioréw niepustych istnieje funkcja g : R — U R, taka, ze dla kazdego R € R mamy g(R) € R.
Pojecia funkcji i sumy rodziny zbiorow | J R pojawia sie¢ wkrotce.

2Bertrand Russell (1872-1970), brytyjski filozof, logik, matematyk
3Ernst Zermelo (1871-1953), niemiecki matematyk.
4Abraham Fraenkel (1891-1965), niemiecko-izraelski matematyk.



Rozdzial 3

Dzialania uogoélnione, rodziny indeksowane

Na tym wyktadzie wprowadzimy pojecie rodziny zbioréw i indeksowanej rodziny zbioréw. Zdefiniujemy sume i przecie-
cie rodzin zbioréw oraz przedstawimy pewne wtasnosci tych operacji. Powiemy tez pare stow o iloczynie kartezjaniskim
dwéch zbioréow.

W zasadzie ten wyklad powinien zostaé przedstawiony po formalnym wprowadzeniu pojecia funkcji. Czytelnik,
ktory nie zna tego pojecia, moze pominaé ten wyktad i wréci¢é do niego po definicji

Niech dany bedzie niepusty zbior T' (zwany zbiorem wskaznikéw). Niech Y bedzie dowolnym zbiorem. Przypo-
mnijmy, ze przez P(Y') oznaczamy zbior podzbioréw zbioru Y.

Niech dana bedzie funkcja F : T — P(Y). Zwyczajowo F(t) zapisujemy jako Fy, gdzie t € T.

Definicja 3.1. Zbior {F; : t € T} nazywamy indeksowang rodzing zbioréw.
Przyklad 3.2. Niech T' = {2,3,4}. Zbior F; zdefiniujmy jako przedzial [1,t) C R, gdzie t € T, czyli
FF=Lt)={zeR: 1<z <t}
Rodzina sklada si¢ z trzech zbiorow: [1,2),[1,3),[1,4).
Zdefiniujmy teraz sume i przeciecie (iloczyn) takiej rodziny.
Definicja 3.3. |J,cp F to suma zbiorow Fy gdzie t € T zdefiniowana nastepujaco:
T E UFt — dier x € F.
teT
Ta definicja moéwi, ze x nalezy do sumy zbioréw F; jesli nalezy do przynajmniej jednego z nich.
Definicja 3.4. (,cp F to przeciecie zbiorow Fy, gdzie t € T zdefiniowane nastepujaco:
T € ﬂFt — Vier x € F}.
teT

Ta definicja mowi, ze x nalezy do przeciecia zbiorow Fy, t € T, jesli nalezy do kazdego z nich.

W przykladzie 3.2l mamy Uyer Fr = Ugeqasa,...311:1) = [1,+00) oraz (e Fr = Nieqa34,...311:1) = [1,2).

Uwaga 3.5. 1. Czytelnik moze spotkaé sie tez z pojeciem rodziny zbioréw — czyli zbioru, ktérego elementami sa
zbiory z P(Y). Ze wzgledow, ktore wyjasnimy poédzniej, matematycy unikaja okreslenia ,zbior zbiorow”. Warto
zdawaé sobie sprawe z roznicy pomiedzy rodzing zbiorow a indeksowana rodzing zbioréw. Niech przyktadowo rodzina
zbiorow R sklada sie z jednego zbioru A, czyli R = {A}. Na indeksowana rodzine zbioréw natomiast patrzymy jak
na funkcje F' : T' >t — {A} taka, ze F} = A dla wszystkich t € T, a T' jest naszym zbiorem indekséw, na przyklad
T ={2,3,4} albo T'=N albo T'=R.

2. Dla (niepustej) rodziny zbioréw réwniez mozemy zdefiniowaé sume i przecigcie, ktore zapisujemy (JR Iub .z 4
oraz (1R lub 4 A:

ze|JR < Tuer z€ A

z€[|R < Yaer z € A.

Zdanie po prawej mozemy zapisaé tez tak: V4 A € R = = € A. Gdyby rodzina R byta pusta, wynikanie bytoby
zawsze spetnione. Tu zatem przydaje si¢ warunek niepustosci rodziny.

13
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3. Jesli zbior indeksow T = N, to stosujemy zapis: | Jo7 , Fy, oraz (., Fy

Wypiszemy teraz i udowodnimy pewne wlasnosci dziatann uogédlnionych. We wszystkich ponizszych punktach
stwierdzenia mamy rodzine indeksowana zbiorow F, gdzie t € T

Stwierdzenie 3.6.

1. Dla dowolnego tg € T mamy:

ﬂFtCFtOCUFt-

teT teT
2. Prawa de Morgana
(Urr=Nr.
teT teT
(" Foe=JFr.
teT teT

3. Zatézmy, ze mamy rodzine indeksowang Gy takg, Ze dla kazdego t € T zachodzi Fy C Gy. Wiedy

UFtC UGt’

teT teT
ﬂ F, C ﬂ Gy.
teT teT

4. Jesli dla kazdego t € T mamy Fy C A, dla pewnego zbioru A, to

U F, C A
teT

5. Jesli dla kazdego t € T mamy A C Fy, dla pewnego zbioru A, to

Ac()F.
teT

Dowdd. 1. Niech x € (\,cp Fy, czyli Vier © € Fy. 7 tego wynika, ze x € Iy, dla wybranego to. Stad, z definicji sumy
xr € UtET Ft.

2. Najpierw wykazemy, ze (U,er F1)¢ = (e F¥, pokazujac, ze x jest elementem lewej strony rownosci wtedy i tylko
wtedy, gdy jest elementem prawej strony. Zaprzeczajac zdaniom z kwantyfikatorami, korzystamy z [L.17]

Zatem © € (Uyep F1t)¢ <= ~(r € Uier Ft) &= ~(Grer v € Ft) <= Vier "(2 € F) <= Vier v € Ff = 2z €
Mier Ft-

Teraz analogicznie wykazemy, ze ((,er F1)¢ = Uier FY- Mamy © € ((er F1)¢ = (2 € (er Fr)
ﬁ(VtET T € Ft) < E]tET ﬁ(ﬂ? € Ft) < EItET T € Ftc < I € UtET Ftc.

3. Mamy © € Uyer Fr <= Jier v € I} th Jier x € Gt <= x € Jyer G-

Podobnie, x € ﬂteT F, < Vierz € F; th Vier t € Gy < x € ﬂteT Gy.

4. Mamy = € Uyer Fr <= Ficr 2 € I} Bed € A.

5. MamyxeAgt Vier x € Iy <= = € e Fr- O

Zdefiniujemy teraz iloczyn kartezjanski dwoch zbioréow i wykazemy niektore jego wlasnosci. Do tego pojecia
wrécimy na nastepnym wyktadzie.

Przypomnijmy, ze zbior ztozony z jednego elementu a, oznaczamy przez {a}. Zbior majacy dwa elementy a i b
oznaczamy {a,b}. Pamietamy, ze element a to nie to samo co zbior jednoelementowy (singleton) {a}.

Definicja 3.7 (Para uporzadkowana). Para, nazywana tez parq uporzqdkowang, to zbior {{a},{a,b}}. Pare upo-
rzadkowana oznaczamy (a,b), pierwszym elementem pary jest a, drugim b.

W definicji pary mamy zbior {a,b} (z tych elementéow sktada si¢ para) oraz wskazujemy, przez zbior jednoele-
mentowy {a}, ktory element jest pierwszy w parze. Zauwazmy, ze para (a,a) to zbior {{a}}.
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Uwaga 3.8. Zauwazmy, ze dwie pary sg rowne, gdy ich pierwsze i drugie elementy sa odpowiednio réwne, czyli
(a,b) = (¢,d) <= a=cAb=d.

Dowdd. Faktycznie, jesli {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}}, to albo {a} = {c}, i wtedy {a, b} = {¢,d} = {a,d}, czyli b = d,
albo {a} = {c,d}, czyli ¢ € {a} Nd € {a}, skad ¢ = d = a, skad {{a},{a,b}} = {{a}}, czyli b = a, co konczy
dowod. O

WezZmy teraz dwa dowolne zbiory X i Y.

Definicja 3.9. Iloczyn kartezjariski zbiorow X 1Y to zbior
XxY ={(z,y):xeX,yeY}.

Uwaga 3.10. Oznaczenie := czytamy jako z definicji. Stosuje sie rowniez oznaczenie déf.
Przyktad 3.11. e Plaszczyzne mozemy traktowaé jako iloczyn kartezjanski R x R = R2,
e Walec mozemy traktowaé jako iloczyn kartezjanski kota i odcinka.
e Torus (torusem jest np. detka rowerowa) to iloczyn kartezjarniski dwoch okregow.
e Prostokat mozemy traktowaé jako iloczyn kartezjanski dwoch odcinkéw.
e Warto zauwazy¢, ze najczesciej zbior X x Y nie jest rowny zbiorowi Y x X (¢éwiczenie: kiedy zachodzi réwnosc?)

Do definicji iloczynu kartezjainiskiego wrocimy na nastepnym wykladzie, omoéwimy tam szerzej jego wlasnosci.

Niech teraz dana bedzie indeksowana rodzina zbioréw dana przez funkcje F' : T — P(Y). Jesli T = S x Q to
rodzing {F} }rer mozemy zapisac jako {F 4 }ses qcq. Taka rodzing nazywamy podwdjnie indeksowang rodzing zbiordw.
Analogicznie jak poprzednio (definicja i mozemy zdefiniowaé sume i przeciecie takiej rodziny:

LJ Fog=A{x: Js.a)esxq © € Fsq}
(5,9)€SXQ

ﬂ Fyg={2:V(s9esxq ¥ € Foq}
(5,9)€S%Q

Mozemy tez rozwazaé sumy iterowane:

i analogicznie przeciecia iterowane

a takze sumy przecie¢ i przeciecia sum:

Zachodzi nastepujace stwierdzenie:
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Stwierdzenie 3.12. Dla dowolnej podwdjnie indeksowanej rodziny zbiorow {F 4}ses.qeq 2achodzq rownosci:
1.

U F.=U (U Fs,q> -U (U F

(5,9)€S%Q qeQ \s€S seS \¢eQ

(| Fao=() <ﬂ Fs,q> =N N Fea

(5,0)€S%Q qeQ \scS s€S \qeQ
Dowdd. Dla potrzeb dowodu oznaczmy By := quQ F, 4 oraz Cy := ﬂqu Fsq
ad 1. Mamy z € U(s,q)ESXQFqu — EI(SO,CIO)GSXQ T € Fsq0 <= FsoesTgeq @ € Fspqp <= Fspes ¢ €
quQ Fyq <= Jspes € Byy <= 1€ U,egBs <= x € Uyeq (quQ Fs,q).
ad 2. z € ﬂ(s’q)est&q = VigesxQ T € Fsq <= VeesVyeq ¢ € Fsq < Vses x € ﬂqu Fyy <—
Vies 1€ Cs <= 7€ (yegCs == T €[ \yes (ﬂquFs,q). O
Ze stwierdzenia |3.12| wynika, ze mozemy dowolnie przestawia¢ sumowanie po ¢ z sumowaniem po s, jak tez

przeciecia po g z przecieciami po s. Nie mozemy jednak ,bezkarnie” wymienia¢ sumowania i przeciecia ze soba.
Zobaczmy nastepujacy przyktad:

Przyktad 3.13. Niech Fs, = {r € R: 2z < s + ¢}, gdzie S = Q = R. Wowezas (. Fsq = @, bo dla dowolnego
z € R zachodzi & ¢ Fy_qq. Zatem U,cq(ses Fsqg = @ Zarazem, dla dowolnego s mamy J,cq Fsq = R, bo dla

danego s mamy x € F§ z41—5. A zatem quQ Nses Fsg # Nses quQ F 4

Jak wida¢ z powyzszego przykladu nie musi by¢ réwnosci pomiedzy U,ecqMNses Fog @ Nses Ugeq Fog- Zachodzi
natomiast zawieranie:

Stwierdzenie 3.14. Dla dowolnej rodziny podwdjnie indeksowanej Fs 4 mamy

UNEac N U Fa

qeQ s€S s€S qe@

Dowdd. Oznaczmy Cy := (yeq Foge Mamy z € Uyeqses Fsg < Fpeq © € Cgp = e Vses T €
zob
Fsq0 stes Jpeq T € Fsgy <= 7 €[ yeq quQ Fiq [

Cwiczenie 3.15. Dla S = Q = {1,2} niech Fy; = {1,2,3}, F1» = {2}, Fb1 = {1}, Fb2 = {3}. Sprawdzi¢ dla te]
rodziny Fj , stwierdzenie



Rozdzial 4

Iloczyn kartezjanski zbioré6w. Relacje 1 ich
wlasnosci

Na tym wykladzie oméwimy raz jeszcze iloczyn kartezjariski zbioréw, relacje, dziedzine, przeciwdziedzine i sktadanie
relacji, relacje odwrotna, pewne wlasnosci relacji (zwrotnosé, przechodniosé etc).

Przypomnijmy z poprzedniego wyktadu, ze para uporzadkowana (a,b) nazywamy zbior {{a}, {a,b}}. Jednym
z pierwszych matematykow, ktorzy podali formalng definicje pary, byt Kazimierz Kuratowski.

Przypomnijmy, ze iloczynem kartezjanskim zbioréw X i Y nazywamy zbiér

XxY ={(z,y):zeX,yeY}

Nazwa ,iloczyn kartezjariski” pochodzi od nazwiska francuskiego matematyka, René Descartesa, ktorego spolszczone
nazwisko to Kartezjus7l]
Ponizsze stwierdzenie podaje pewne wtasnosci iloczynu kartezjanskiego.

Stwierdzenie 4.1. Niech X,Y, X1, Xo, Y1, Y5 bedq zbiorami.

~

(X1 UXa) XY = (X1 x Y)U (Xa x V).

2. X x(Y1UYs) = (X x Y1) U (X x Ya).

3. (X1 \ X)) xY =(X; xY)\ (Xg xY).

4o (X1NX2) x (Y1NYs) = (X1 x Y1) N (X3 x Va).

5. Jesli X1, Xo,Y1,Ya sq niepuste, to (X1 x Y1 = Xa x Ys) < (X1 =X2AY] =Y2).

Dowdd. Dla kazdego z przypadkow 1-4 wykazemy, ze para (a, b) nalezy do lewej strony rownosci wtedy i tylko wtedy,
gdy nalezy do prawej. Podczas dowodu korzystamy z odpowiednich praw dla dziatari logicznych oraz z definicji sumy;,
roznicy, iloczynu zbioréw.

ad 1. (a,0) € (X1UXy) XY <= a€ (X1UX)A(BEY) < (acX1VacX)A(beY) ZX ae X, AbE
Y)\/(GEXQ/\Z)EY) <— (a,b) € X XY\/(OL,b)EXQ XY <— (CL,b) S (X1 XY)U(X2 XY).

ad 2. (a,b) € X x (Y1UYs) = (@€ X)ABEYIUYy) < (a€ X)A(beV1VbeYy) Z2 (ae X Abe
YI)V(ee X NbeYs) < (a,b) € (X x Y1) U (X x Ya).

ad 3. (a,b) € (X1 \ Xo) XY <= (a e X1\ X)ADEY <= (ae X1 AN-(a€X2))AbEY <— (a€e XjANbE
Y)A(=(a € X3)) < ((ae XinbeY)A(=(a € X)) V(@€ XiAbeYA-(beY)) BB se XyAbe Y A(-(ac
Xo)Va(beY)) < (a,b) € X1 xY A=((a,b) € XaxY) <= (a,b) € (X1 xY)\ (X2 xY), gdzie rownowaznosé
* wynika z faktu, ze zdanie (a € X1 Ab€ Y A=(beY)) jest zawsze falszywe.

ad 4. (a,b) € (X1NX2)x(Y1NY2) <= (a € XiNX2)A (b€ Y1NY2) <= (a € X1Aa € Xo)A(bEYINDEY)) <—
(aeXinbeY)N(ae XaNbeYr) < (a,b) € X1 x Y1 A(a,b) € Xa XYy <= (a,b) € (X1 xY1)N (X2 xY>).

ad 5. Wynikanie (<=) jest oczywiste. Wynikanie (=>): Skoro oba iloczyny kartezjanskie sa rowne (i niepuste), to
(a,0) e X1 xY1 <= (a,b) e XaxYoczyiae X1ANbeY] <= acXogANbeYsyczylia € X; <= a€ Xy oraz
beY, < beYs, astad mamy zadang réwnosé zbiorow.

'René Descartes (1596-1650), francuski filozof, matematyk i fizyk.

17
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Zauwazmy, ze piszac powyzej ,czyli”, korzystamy z wynikania (w dwie strony) ((pAq) = (r A s)) = ((p =
s) A (g = r)), ktore zachodzi, gdy wszystkie zdania sa prawdziwe. Tu wlasnie wykorzystujemy fakt, ze zbiory sa
niepuste, zatem np. a € X3 jest zdaniem prawdziwym. ]

Zdefiniujemy teraz pojecie ogdlniejsze niz pojecie pary — pojecie s-ki uporzadkowanej. Podamy definicje rekuren-
cyjna (choé¢ formalnie ten sposob definiowania pojawi sie poéZniej na wyktadzie).

Definicja 4.2 (s-ka uporzadkowana). Niech s € N,s > 2 i niech dane beda elementy aq,...,as (niekoniecznie
rozne) pewnego zbioru A. Dla s = 2 s-ka uporzadkowana jest para uporzadkowana (ai,a2). Zalézmy, ze mamy
zdefiniowana (s — 1)-tke uporzadkowana (ay,...,as—1) dla pewnego s > 2. Wtedy s-ke uporzadkowana definiujemy
jako (a1,...,as) := ((a1,...,as-1),as).

Niech teraz Xy, ..., X, beda zbiorami.

Definicja 4.3. lloczyn kartezjariski zbiorow X1, ..., X to zbioér
Xy X x Xg:= {(al,...,as) tap € Xq,..., a4 EXS}.

Uwaga 4.4. Jedli wszystkie zbiory X1, ..., X, sa réwne pewnemu zbiorowi X, to stosujemy zapis X x --- x X = X?.
———

s razy

Zapis ten jest zapewne wszystkim znany w przypadku R> = R x R albo R? =R x R x R.
Gdy mamy indeksowang rodzine zbioréw, mozemy wprowadzi¢ pojecie uogdlnionego iloczynu kartezjanskiego.

Definicja 4.5. Niech {F},t € T} bedzie indeksowang rodzing zbioréw, niech Y = J,cp Ft. Uogdlniony iloczyn
kartezjariski definiujemy nastepujaco:

[[E={f:T—>Y:f1t)eF}

teT

Uwaga 4.6. Latwo zauwazy¢, ze gdy zbior T jest zbiorem {1,...,s}, powyzsza definicja jest rownowazna z defini-
cja[l3

Wezmy w szezegolnosci T = {1,2} i niech Fi,F, C Y i wezmy funkcje f : {1,2} — Y spelniajace warunek
f(1) € F1, f(2) € F». Elementy iloczynu kartezjanskiego (a1,a2) € Fy x Fy mozemy traktowaé jako pary (ai,as2),
gdzie a; € F1, a9 € Fy lub tez jako funkcje f : T — Y speliajace warunek ay := f(1) € Fi, a9 := f(2) € Fb.

Przejdziemy teraz do definicji relacji. Niech dane beda zbiory X1, Xo, ..., X;,.

Definicja 4.7. Relacjq (dwuargumentowq) nazywamy dowolny podzbior R iloczynu kartezjanskiego Xj x Xo.
Podzbiér iloczynu kartezjariskiego m zbioréw X; X --- X X, nazywamy relacjg m-argumentowq.

Dla relacji dwuargumentowej R i pary (z1,22) € R stosujemy tez zapis x1 R xo. Mowimy wtedy, ze x1 jest w relacji
R z x5. Relacje oznaczamy tez literami S, T albo jako Ry, Ro,. ...

Przyklad 4.8. e Niech X7 = X3 = R. Okreslamy podzbiér S C R? nastepujaco: S = {(z,y) € R? : 224+y? = 2}.
Jak widaé¢, z jest w relacji S z y wtedy i tylko wtedy, gdy punkt (z,y) lezy na okregu o promieniu v/2, zobacz

rysunek [4.1]

e Niech X; = Xy = N. Okreslamy podzbiér R C N? nastepujaco: R = {(z,y) € N2 : z|y}, gdzie zapis x|y
oznacza, ze r dzieli y. Mamy wowczas 2 R4, ale (4,2) ¢ R, podobnie (5,12) ¢ R.

e Niech X; = X5 = R. Okreslamy podzbior S C R? nastepujaco: S = {(z,y) € R? : y — 22 > 0}. Para (z,%)
jest w relacji R, gdy punkt (z,y) lezy na wykresie albo nad wykresem paraboli y = 22 ($rodkowy rysunek).

e 7biér z prawej na rysunku takze przedstawia relacje w R2.

e Czytelnikowi znane sa tez zapewne relacje rownoleglosci prostych albo podobienistwa trojkatow, oméwimy je
doktadniej na dalszych wyktadach.
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Rysunek 4.1:
Yy Yy Y

4 4 4

3 3 3+

2 1 2 2 1

11 1 14

x x T
—4 -3 —2\10 1/ 2 3 4 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

11 -1 -1
—2 1 —2 4 —2
-3 -3 1 -3
—4 —4 ] —4

Definicja 4.9 (Dziedzina i przeciwdziedzina relacji). Dziedzing relacji R C X1 x Xo nazywamy zbior
Domp :={z1 € X1 : Jp,ex, 1 Rx2}.

Przeciwdziedzing relacji R C X1 X X9 nazywamy zbior
Domp, := {z2 € X2 : 3,ex, 71 Rx2}.

Przyklad 4.10. Niech X; = {2,3,5}, Xo = {4,6,7}. Niech z Ry <= =z|y. Wowczas R = {(2,4),(2,6),(3,6)},
Domp = {2, 3}, Dom} = {4,6}.

Uwaga 4.11. Dwie relacje sg réwne, jesli sa rowne jako podzbiory iloczynu kartezjanskiego.

Zdefiniujemy teraz zlozenie relacji, i wykazemy, ze skladanie relacji jest dziataniem tgcznym. Niech zatem
X1, X9, X3 beda zbiorami, niech Ry C X7 X X9 i Ro C X5 X X3.

Definicja 4.12. Ztozeniem relacji Ry z relacjg Ry nazywamy relacje Ry o Ry C X1 X X3, zdefiniowang jako zbior
Ryo Ry := {(1'171'3) € X1 x X3: axgeXg (1‘1,1‘2) € R A ($2,$3) € RQ}

Warto zwrocié uwage na kolejnosé zapisu sktadanych relacji i fakt, ze niektérych podrecznikach Ro o R nazywa
sie ztozeniem Ry z R;.

Przyktad 4.13. Rozpatrzmy nastepujaca, dosé szczegdlng, sytuacje. Niech X7 = Xo = X3 = R, niech R = Rs = R,
gdzie R = {(z,y) € R? : y = 2%}, Wtedy RoR = {(x,2) € R?: 3, : 2 Ry Ay Rz}, co oznacza, 7e (z,2) € Ro R jesli
istnieje y takie, ze y = 2% oraz z = y?, a stad mamy, ze (z,2) € Ro R wtedy i tylko wtedy, gdy z = 2*.

Wiecej o sktadaniu relacji powiemy przy okazji sktadania funkcji.

Teraz wykazemy nastepujace stwierdzenie, mowiace, ze skladanie relacji jest laczne. Warto to twierdzenie za-
pamietaé, bo méwi w szczegdlnosci, ze sktadanie funkcji jest dziataniem tacznym. Przydaje sie takze na algebrze
liniowej, jako jedna z mozliwosci wykazania tacznosci mnozenia macierzy.

Stwierdzenie 4.14. Niech X1, Xo, X3, X4 bedg zbiorami, niech R C X1 x Xo, Ro C Xo X X3 oraz Ry C X3 x Xy4.
Wowczas
(R3o Ry)o Ry = R3o (R0 Ry).

Dowdd. Niech (z1,z4) € (R3 o Rg) o Ry1. Wykorzystujac definicje ztozenia nastepujacy ciag rownowaznosci, mamy:
(a:l,a:4) c (RgORQ)ORl < EI:CQGXQ : (Cl?l,.’L'Q) S Rl/\(m,m) c R30R2 <~ ElxgeXQ : (a;l,wg) c Rl/\5|x3ex3($2,$3) S
Ry A (x3,74) € R3 <= FJpiexy(x3,24) € Ry A Jpyex,(v1,22) € Ri A (x2,23) € Ro <=  Jpgexs(3,24) €
Rg/\(&?l,a,’?)) € Roo Ry <— (1'1,.%'4) ERgO(RQORl).

O

Dla danej relacji R C X1 x Xo wprowadzimy pojecie relacji odwrotne;j.

Definicja 4.15. Niech R C X; x Xo. Relacja odwrotna, zapisywana jako R™! to zbiér zawarty w X x X1, zdefinio-

wany jako
R_1 = {(.7}2,.1‘1) € X9 x Xy: (xl,:vg) S R}
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Przyktad 4.16. Niech X; = Xy = R.

1. Niech x Ry <= y=a+2. Wowczas R"' = {(y,2) :y=2+2} = {(z + 2,7),7 € R} = {(z,2 — 2) € R?}.

2. Niech x Ry <= y =22 Wowczas R™' = {(y,2) : y = 2%} = {(2?,2), 2 € R} = {(2,Z) : 2 > 0} U {(z, —/Z) :
x>0},

Skupimy sie teraz na sytuacji, gdy relacja R jest podzbiorem X x X.
Definicja 4.17 (Relacja zwrotna). Mowimy, ze relacja R C X? jest zwrotna, gdy
Vieex x Rx.

Przyktlad 4.18. Relacja podzielnosci w liczbach naturalnych (X = N,z Ry <= z|y) jest relacja zwrotna, bo kazda
liczba naturalna dzieli sama siebie (liczby naturalne rozwazamy bez zera).

Relacja rownolegtosci prostych na plaszezyznie (dwie proste sa w relacji, jesli sa do siebie rownolegte, czyli albo nie
maja punktow wspolnych, albo maja wszystkie punkty wspoélne) jest relacja zwrotna (bo kazda prosta jest rownolegta
do siebie).

Relacja ,,<” dla liczb rzeczywistych nie jest relacja zwrotna.

Definicja 4.19 (Relacja przeciwzwrotna). Méwimy, ze relacja R C X? jest przeciwzwrotna, gdy
Veex —(x Rzx).
Przyklad 4.20. Relacja ,,<” dla liczb rzeczywistych (x Ry <= x < y) jest relacja przeciwzwrotna.
Definicja 4.21 (Relacja symetryczna). Méwimy, ze relacja R C X? jest symetryczna, gdy
Veyex TRy=—yRux.
Przyktad 4.22. Relacja réwnolegtosci prostych na plaszczyznie jest relacja symetryczna.
Definicja 4.23 (Relacja antysymetryczna). Mowimy, ze relacja R C X? jest antysymetryczna, gdy
Veyex ©Ry = —(y Rx).
Przyklad 4.24. Relacja ,,<” dla liczb rzeczywistych jest relacja antysymetryczna.

Definicja 4.25 (Relacja stabo antysymetryczna). Méwimy, ze relacja R C X2 jest stabo antysymetryczna, gdy
Voyex (tRyANyRz)=x=1y.

Przyktad 4.26. Relacja podzielnosci w liczbach naturalnych jest relacja stabo antysymetryczna, bo jesli x|y A y|z,
to mamy x = y (¢wiczenie).

Relacja ,,<” dla liczb rzeczywistych (z Ry <= x < y) jest relacja stabo antysymetryczna (bo z < y Ay < z =
x=1y).

Warto zauwazy¢, ze relacja ,,<” dla liczb rzeczywistych jest tez relacja stabo antysymetryczna, bo warunek x RyAy Rz
jest zawsze falszywy, zatem implikacja (z Ry Ay Rx) = = = y jest prawdziwa. Analogiczne rozumowanie pozwala
og0lnie wykazaé, ze relacja antysymetryczna jest tez stabo antysymetryczna.

Definicja 4.27 (Relacja przechodnia). Méwimy, ze relacja R C X? jest przechodnia, gdy
Vaoyzex (x RyAyRz) = zRz.

Przyklad 4.28. Relacja podzielnosci w liczbach naturalnych jest relacja przechodnia (bo tatwo sprawdzi¢ (¢wicze-
nie), ze jesli z|y A y|z to z|z.)
Relacja réwnolegtodci prostych na plaszczyznie jest relacja przechodnia

Definicja 4.29 (Relacja sp6jna). Mowimy, ze relacja R C X? jest spdjna, gdy
Veyex TRyVyRxzVx=y.

Przyktad 4.30. Spdjnosé relacji oznacza, ze kazde dwa elementy zbioru X sa ze soba w relacji, ewentualnie sa sobie
réwne.

Relacja podzielnosci w liczbach naturalnych nie jest relacja spojna (wystarczy np. rozwazy¢ elementy 5 i 7.)
Relacja < w R jest relacja spojna (dla kazdych dwoch liczb rzeczywistych z,y: ¢ <y lub y < z lub y = z).



Rozdzial 5

Funkcje, przyklady. Injekcja, surjekcja, bijekcja,
funkcja odwrotna

Na tym wykladzie zajmiemy sie pewnymi szczegélnymi relacjami, zwanymi funkcjami. Zdefiniujemy injekcje, surjekcje
i bijekcje, zdefiniujemy funkcje odwrotna i wykazemy twierdzenie o istnieniu funkcji odwrotnej.

Niech X, Y beda zbiorami. Wezmy relacje (czyli podzbior X x Y') tym razem oznaczona przez f.

Definicja 5.1. Relacje f C X x Y nazywamy funkcjg wtedy i tylko wtedy, gdy speliony jest warunek

Vaeex yey (z,y) € f.

Rownowaznie ten warunek mozemy zapisa¢ jako koniunkcje dwoch warunkow:
L Veex Jyey (2,y) € f
2. Voex gy ((2,y1) € fA(z,92) € f) = y1 = v

Uwaga 5.2. 1. Dla funkcji (jak juz zapewne wszyscy wiedza) nie stosujemy zwyczajowo zapisu (z,y) € f ani zfy,
tylko piszemy f(x) = y. Niemniej, na tym wyktadzie bedzie pojawial sie niekiedy zapis (x,y) € f. Nie piszemy tez

fCcXxY, ale f: X - Y, ewentualnie X Ly,
2. Zbiér wszystkich funkeji f : X — Y oznaczamy YX, czyli YX = {f: X - Y}.

3. Zauwazmy, ze w powyzszej definicji dziedzina relacji (funkcji) f jest caly zbior X. Czesto spotykamy sie jednak
z sytuacja, gdy dziedzina funkcji jest zbior A istotnie zawarty w X (co zapisujemy A C X). Przykladowo, gdy
mamy zadanie ,wyznacz dziedzine funkcji f : R — R, danej wzorem f(z) = I—\/jg”, formalnie powinnismy najpierw
te dziedzine wyznaczyé¢, bo f : R — R zadane tym wzorem, nie jest funkcja w sensie definicji Dlatego albo
wprowadzamy pojecie funkcji czedciowej, czyli prowadzacej z pewnego podzbioru X, co zapisujemy tak: f: X —» Y,

albo pomijamy ten problem, przyjmujac, ze zapis f : X — Y oznacza réowniez funkcje czesciows.

4. O dwoch funkcjach f € X xY i g C X x Y powiemy, ze sa réwne, jesli sa rowne jako relacje (czyli sa takimi
samymi podzbiorami X x Y'). W szczegolnosci oznacza to, ze dziedziny funkcji sa takie same, ale tez, ze zbior Y do
ktorego funkcje prowadza ma byé ten sam. Na przykltad, funkcja f(x) = 22 bedzie inng funkcja, jesli rozwazamy ja
jako funkcje z X =R do Y = R, a inna, jesli rozwazamy ja jako funkcje z X =R do Y = [0, +00).

Przypomnijmy, ze przeciwdziedzing relacji (a zatem i funkcji f) jest zbior Dom} = {y € Y : Jpex(z,y) € f} =
{yeY :Fexy = f(2)}.

Przyktad 5.3. Niech f bedzie relacja w R x R. Latwo sprawdzié¢, ze:

1. Relacja zadana warunkiem (z,y) € f <= y = 22 jest funkcja.

2. Relacja zadana warunkiem (x,y) € f <= y? = x nie jest funkcja.

3. Relacja zadana warunkiem (x,7y) € f <= 22+ y? = 1 nie jest funkcja.
4. Relacja zadana warunkiem (z,y) € f <= y =1 jest funkcja.

5. Relacja zadana warunkiem (x,y) € f <= x = 1 nie jest funkcja.

Rysunek ilustruje te relacje.
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Rysunek 5.1:

1. Yy

Przyklad 5.4. Niech teraz X = N a Y niech bedzie dowolnym zbiorem. Funkcje f : N — Y nazywamy ciggiem
o wartosciach w Y. Wiekszosci znane sg juz zapewne ciggi o wyrazach rzeczywistych, czyli funkcje f : N — R. Dla
ciagow stosuje sie specjalne oznaczenia, zapisujac te funkcje maltymi literami a, b, ... i piszac a,, zamiast a(n).

Funkcje mozemy tez zada¢ graficznie, tak jak na rysunku Strzatka od elementu zbioru X do elementu zbioru
Y pokazuje, ze te elementy sg w relacji. Relacja na rysunku po lewej jest funkcjg, a na rysunkach w $rodku i po
prawej nie jest funkcja. Relacja na rysunku w §rodku nie spetnia warunku 1. z definicji jest natomiast funkcja
czeSciowa, relacja na rysunku po prawej nie spelnia warunku 2. tej definicji.

Rysunek 5.2:

Jeszcze jeden sposob definiowania funkeji (ogodlniej, relacji) to tabelka relacji. Stosuje sie go, jesli elementow
zbioréw X i1 Y jest niezbyt duzo. Wowczas pionowo wypisujemy elementy zbioru X, poziomo elementy zbioru Y
a kropka w tabelce oznacza, ze dane dwa elementy sa w relacji.

Zobaczmy nastepujacy przyklad.

Przyktad 5.5. Niech X = {a,b,c}, Y ={1,2,3,4}.

12 4
a °
b| e
cle

Ktora z relacji z rysunku jest zadana przez te tabelke?

W szczegolnym przypadku, gdy mamy funkcje f : X — Y i gbiér X jest iloczynem kartezjanskim s zbioréw
X =X; x -+ x Xg, to piszemy
f:Xix - xX;—>Y
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i f nazywamy funkcjg s zmiennych.
Najczesciej zapisujemy f(x1,...,2s) zamiast (jak formalnie powinnismy) f((z1,...,2s)).

Przyktad 5.6. Wezmy f : R? — R. Przyktadowa funkcja dwoch zmiennych (o wartoéciach w Y = R) to f(x1,22) =
r1x2.
Inny, dosé¢ wazny przyktad, to projekcja: funkcje z R™ w R, ktora jest dana wzorem

flxi, 22, ., 2n) = 25

nazywamy projekcjq (rzutowaniem) na i-ta zmienna, ¢ = 1,...,n.
Wezmy teraz f : R?> — R3. Przykladowa funkcja dwoch zmiennych o wartosciach w Y = R3 to f(zy,22) =
(2%, 71 + @2, cOS T2).

Zajmiemy sie teraz ztozeniem funkcji, zwanym inaczej superpozycjq funkcji.

Definicja 5.7. Niech X, Y, Z,V beda zbiorami, i niech Y C V. Niech dane beda dwie funkcje f: X - Yig:V — Z.
Te dwie funkcje sa relacjami, zatem ztozenie funkcji f i g to ztozenie relacji oznaczane przez g o f. Przypomnijmy,
ze go f C X X Z, oraz (z,z) € go f <= Fyey : (z,y) € fA(y,2) € g.

Pozostaje pytanie, czy zlozenie funkcji jest takze funkcja. Twierdzaca odpowiedZ na to pytanie podaje ponizsze
stwierdzenie.

Stwierdzenie 5.8. Zaldzmy, ze mamy takq sytuacje jak w definicji[5.7 Wowczas ztozenie funkeji f i g, czyli go f
jest funkcjaq.

Dowdd. Sprawdzmy pierwszy warunek definicji [5.1] Pytamy, czy dla kazdego x € X istnieje z € Z takie, ze para
(x,2z) € go f. Wezmy zatem dowolne € X. Poniewaz f jest funkcja, istnieje y € Y takie, ze (z,y) € f. Wezmy
teraz wlasnie to y. Poniewaz g jest funkcja, istnieje z € Z takie, ze (y,z) € g. Skoro (z,y) € f i (y,2) € g, to
(z,2) € go f, a zatem pierwszy warunek jest speliony.
Sprawdzmy drugi warunek definicji[5.1] Niech z1 i 25 beda takie, ze (z,21) € go f i (z, 22) € go f. Z definicji zlozenia
mamy

ey (Tp1) € fA(y1,21) €9
oraz

Jypey (T, 92) € [ A (y2,22) € g

Skoro f jest funkcja, i z powyzszego (z,y1) € fi(x,y2) € f, toy1 = ya. W takim razie mamy (y1,21) € g1 (y1,22) € g.
Poniewaz g jest funkcja, dostajemy z; = z3. Zatem drugi warunek definicji funkcji tez jest spetniony. O

Skoro g o f jest funkcja, to mozemy napisac, ze (go f)(z) =2z <= Fyey : f(x) =y AN g(y) = 2.
Zdefiniujemy teraz pewne szczeg6lne rodzaje funkcji. Niech dane beda dwa zbiory X,Y i funkcja f: X — Y.

Definicja 5.9 (Injekcja). Funkcja f: X — Y jest injekcjg wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi nastepujacy warunek:
vm,ZQGX : f(l‘l) = f(l'?) — X1 = T2.

Rownowaznie (prawo kontrapozycji) mozemy warunek sformutowaé jako:

le,acgEX I 7é Ty = f(xl) 7é f(xQ)

Definicja 5.10 (Surjekcja). Funkcja f : X — Y jest surjekcjg wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi nastepujacy
warunek:
ver Teex ty = f(x)
Injekcje znane sa tez pod nazwa funkcje réznowarto$ciowe a surjekcje nazywa sie czasami funkcjami na. Stosowana

jest tez pisownia iniekcja.

Przyktad 5.11. 1. Wezmy f : N — N dana wzorem f(n) = 3n. Latwo sprawdzi¢, ze ta funkcja jest injekcja
(faktycznie, f(n1) = f(n2) <= 3n; = 3ng = n; = n2), natomiast nie jest surjekcja (bo, biorac na przyktad y = 1,
widzimy, ze nie istnieje n € N, dla ktorego 3n = 1).
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2. Niech funkcja f : Q — Q bedzie dana wzorem f(z) = z3. Funkcja ta jest injekcja, bo 23 = 23 <= 23 — 23 =
0 <= (71 —x2)(z}+ 2122 + 23) = 0. Wyrazenie w drugim nawiasie (niepelny kwadrat dwumianu) jest zerem tylko
wtedy, gdy x1 = 9 = 0. Jesli 1 lub a2 sa rézne od zera, to zerem musi by¢ wyrazenie w pierwszym nawiasie, zatem
Ir1 = X9.

Funkcja ta nie jest surjekcja, bo, przyktadowo, dla y = 2 nie istnieje = € Q, takie, ze x> = 2.

3. Niech f: Q — Q bedzie dana wzorem f(z) = 2. Funkcja ta nie jest ani injekcja, ani surjekcja. Sprawdzenie tego
faktu zostawiamy jako proste ¢wiczenie.

4. Niech f: R — R bedzie dana jako f(z) = z3. Funkcja ta jest zaréwno injekcja jak i surjekcja. Sprawdzenie tego
faktu zostawiamy jako proste ¢wiczenie (dowod injektywnosci przebiega tak, jak w punkcie 2.)

Definicja 5.12. Funkcje f : X — Y nazywamy bijekcjg jesli f jest injekcja i f jest surjekcja.
Funkcja z punktu 4. przyktadu jest bijekcja.

Uwaga 5.13. Chcac zaznaczyé¢, ze funkcja f miedzy zbiorami X i Y jest bijekcjg, bedziemy uzywaé oznaczenia
X <= Y. Stosuje sie tez oznaczenia X — Y dla surjekcji i X — Y dla injekcji.

Przypomnijmy teraz, ze relacje odwrotna do relacji R oznaczamy R~! i definiujemy poprzez warunek (y,z) €
R™!' < (x,y) € R. W przypadku gdy f jest funkcja, relacje odwrotng oznaczamy przez f~!.

Uwaga 5.14. Relacja odwrotna do funkcji nie musi byé¢ funkcja. WeZmy przyktadowo f : R — R danag jako
f(z) = 22 Zatem f~! = {(y,z) : (x,y) € f} = {(z%,2),x € R}, por. przyklad Skoro tak, to w szczegolnosci
(1,1) € f~t oraz (1,—1) € f~1, co oznacza, ze f~! nie jest funkcja.

Nastepujace twierdzenie odpowiada na pytanie kiedy relacja odwrotna do funkcji jest funkcjg.

Twierdzenie 5.15. Niech f : X — Y bedzie funkcjq. Relacja odwrotna f~1 jest funkcjg wtedy i tylko wtedy, gdy f
jest bijekcjq.

Dowdd. (=). Zakladamy, ze f~! jest funkcja. Chcemy sprawdzi¢, czy f jest bijekcja.

1. Najpierw sprawdzamy, czy f jest injekcja. Dla dowodu nie wprost, przypusémy, ze f nie jest injekcja. Wtedy
istniejg x1,20 € X, 11 # 9, takie, ze (w1,y) € f i (x2,y) € f. Stad i z definicji f~! mamy (y,z;) € f!
i (y,22) € f71, czyli f~! nie jest funkcja. Zatem f musi by¢ injekcja.

2. Przypusémy teraz, ze f nie jest surjekcja. Wowczas istnieje y € Y taki, ze dla kazdego x € X para (z,y) ¢ f. To
oznacza, ze dla kazdego x € X para (y,z) ¢ f~!. To oznacza, ze f~! nie spetnia warunku 1. z definicji funkcji, czyli
otrzymalismy sprzeczno$c.

(<=) Wykazemy, ze jesli f jest bijekcja, to f~! jest funkcja.
1. Jesli f jest surjekcja to dla kazdego y € Y istnieje x € X takie, ze (z,y) € f. Stad dla kazdego y € Y istnieje
r € X takie, ze (y,z) € f~1, zatem f~! spelnia warunek 1. definicji

2. Jesli f jest injekcja, to mamy nastepujaca implikacje ((z1,y) € f A (z2,y) € f) = x1 = w2, co jest rownowazne
implikacji ((y,71) € f~' A (y,22) € f~') = 21 = 22 a to oznacza, ze f speknia 2. z deﬁnicji. O

Kolejne stwierdzenie mowi, ze jedli f jest bijekcja (wtedy f~! jest funkcja), to funkcja f~! jest tez bijekcja.
Stwierdzenie 5.16. Niech f : X < Y bedzie bijekcjg. Wowczas funkcja = jest takze bijekcjq.

Dowdd. 1. Sprawdzamy, czy f~! jest injekcja. Niech (yi,x) € f=1i (yo,x) € f~1. Wowezas (x,91) € fi (x,92) € f.
Skoro f jest funkcja, to musi byé¢ y; = 9o, zatem f~! jest injekcja.

2. Sprawdzamy, czy funkcja f~! jest surjekcja, to znaczy chcemy wiedzieé¢, czy dla dowolnego x € X istnieje y € YV
takie, ze (y,x) € f~'. Wezmy zatem dowolne x € X. Skoro f jest funkcja, to istnieje y € Y takie, ze (x,y) € f
(warunek 1. deﬁnicji, skad (y,z) € f~1. O

Niech teraz Z bedzie zbiorem. Zdefiniujemy funkcje identycznosciows na zbiorze Z.

Definicja 5.17. Niech Idy : Z — Z bedzie funkcja taka, ze Idz(z) = z dla kazdego z € Z. Idz nazywamy funkcjq
identycznosciowq (albo identycznoscig) na zbiorze Z.

Zachodzi nastepujace stwierdzenie,
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Stwierdzenie 5.18. Niech f: X < Y bedzie bijekcjg. Wiowczas:
f~Yof=1Idx oraz fo f~' = Idy.

Dowdd. 1. Ztozenie f~'o f przeprowadza zbiér X w zbiér X, zatem dla dowolnego x; € X istnieje o € X spelniajace
(f~Yo f)(z1) = xa. Jedli wykazemy teraz, ze x1 = xo, to wykazemy f~!o f = Idx. Z definicji ztozenia, (21, 22) €

flof <= Fyev i (v1,y) € fA(y,22) € 1. Skoro (x1,y) € f i (y,22) € ' zatem (y,x1) € f~1. 71 jest
bijekcja, zatem x1 = x9, czyli dla dowolnego x1 € X zachodzi (f~!o f)(z1) = 1.

2. Rozumowanie jest analogicznie jak to w punkcie 1. Zlozenie f o f~! przeprowadza zbiér Y w zbiér Y, zatem
dla dowolnego y; € Y mamy (f o f71)(y1) = 2, dla pewnego yo € Y. Jedli wykazemy, ze y1 = y2, to wykazemy
fof~! =1Idy. Z definicji zlozenia, (y1,12) € fo f7! <= Fpex : (y,z) € [P A (2,0) € f <= (y1,2) €
fYA(y2,2) € f~1. Skoro f~! jest bijekcja (twierdzenie , to y1 = yo. Zatem (f o f~1)(y1) = 1 dla dowolnego
y1, czyli fo f~1 =1Idy. O

Na zakonczenie tego wyktadu wypiszemy dwa ¢wiczenia, ktére warto zrobi¢ samodzielnie.

Cwiczenie 5.19. Wezmy dwie funkcje f: X =Y ig:Y — Z oraz ich zlozenie go f : X — Z.
1. Wykazaé, ze jesli f i g sg surjekcjami, to g o f tez.

2. Wykazaé, ze jesli f i g sa injekcjami, to g o f tez.

3. Jesli go f jest injekcja i f jest injekcja, to co mozna powiedzieé o injektywnosci g?

4. Jesli f jest injekcja a g surjekcja (lub na odwrot), to co mozna powiedzie¢ o g o f7

Cwiczenie 5.20. Wezmy dwie bijekcje f: X — Y ig:Y — Z oraz ich zlozenie go f : X — Z. Wiemy, ze go f tez
jest bijekcja. Wykazaé, ze zachodzi nastepujacy wzor na odwrotnosé ztozenia funkcji:

(gof) ' =flogh.



Rozdzial 6

Obrazy, przeciwobrazy 1 pewne operacje na
funkcjach

Na tym wykladzie oméwimy definicje i wiasnosci obrazu i przeciwobrazu zbioru przez funkcje oraz operacje restrykcji,
sklejenia, zestawienia i iloczynu kartezjariskiego funkcji.

Definicja 6.1. Niech X, X1,Y beda zbiorami, takimi, ze X C X;. Wezmy funkcje f1 : X1 —» Y oraz f: X - Y.
Jesli dla kazdego = € X zachodzi f(x) = fi(z) to

1. fi nazywamy przedtuzeniem funkcji f (do zbioru Xji),

2. natomiast f nazywamy restrykcjg (albo zaciesnieniem) fi do zbioru X. Zapisujemy wtedy f = fi|x
Przyktad 6.2. Czgsto rozwaza si¢ zaciesnienie funkcji okresowej do jednego okresu, np. (sinz)|(g -

Definicja 6.3. Niech X, Xs,Y beda zbiorami a f; : X1 = Y, fo : Xo = Y funkcjami. Zdefiniujmy relacje sklejenia
okreslona na (X7 U X2) x Y jako f1 U fo.

Stwierdzenie 6.4. Przy oznaczeniach jak w powyzszej definicji, relacja f = f1 U fo jest funkcjg (zwang sklejeniem
funkcji f1 i fa) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x € X1 N Xa zachodzi fi(x) = fo(x).

Dowdd. Warunek pierwszy z definicji jest oczywiscie spelniony. Sprawdzmy warunek drugi. Niech (z,y1) € f
i(x,y2) € f. Jesli x € X7\ Xa to (x,y1) € f11(x,y2) € f1, a stad (skoro fi jest funkcja) y1 = y2. Analogicznie
rozumujemy w przypadku, gdy x € Xo \ X;. Pozostaje do sprawdzenia przypadek, gdy z € X; N Xo. Wtedy
y1 = f(x) = fi(z) (box € X1)iys = f(z) = fa(z) (bo z € X2) ale dla z € X; N Xy mamy fi1(z) = fa(z), to
Y1 = Y2. O

Przyktad 6.5. Funkcja
—z2, <0
)= {

:EQ,:E>O

jest zadana na R jako sklejenie funkcji fi(x) = —2%, 2 € (—00,0] i fo(x) = 22,2 € [0,00). Obie te funkcje sg réwne
na czesci wspolnej swoich dziedzin, czyli na zbiorze {0}.

Definicja 6.6. Niech X, Y7,Y5 bedg zbiorami a f1 : X — Y7, fo : X — Y5 funkcjami. Niech Y :=Y] x V5.
Zestawieniem funkcji fi1 1 fo nazywamy funkcje f: X — Y zdefiniowana nastepujaco: f(x) = (fi(z), fa(x)).

Uwaga 6.7. Zestawienie funkcji jest funkcja. Faktycznie, warunek pierwszy definicji jest speliony. Niech
zatem (z,z) € f oraz (r,w) € f dla pewnych z,w € Y, zatem z = (21,22), w = (wi,w2). Z definicji f mamy
(x,21) € f1 D (z,w1) oraz (z,22) € fo > (x,ws), skad 21 = wy 1 29 = we, czyli z = w, czyli f jest funkcja.

Przyklad 6.8. Jesli f1(z) = cosz, fo(x) = sinzx, z € [0, 27], to zestawienie tych funkcji (cos z, sin z) jest przyktadem
parametryzacji okregu jednostkowego.

Definicja 6.9. Niech X, Xo,Y1,Ys beda zbiorami. Wezmy funkcje f1 : X1 — Y7 oraz fo : Xo — Y5. [lloczyn
kartezjaniski funkcji f1 1 fo jest funkcja (to sprawdzimy ponizej), zdefiniowana jako

fleQ:X1XX2—>1/1XY2,
(f1 x fo)(w1,22) = (fi(z1), fa(22)), (21,22) € X1 x Xo.

26
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Uwaga 6.10. Iloczyn kartezjanski funkcji jest funkcja.

Dowdd. Faktycznie, fi X fa jest okreslony na calym iloczynie X; x Xs. Niech zatem ((z1,x2), (21,22)) € fi1 X f2 2
((x,x2), (w1,w2)). Z okreslenia fi x fo mamy 2z = fi(z1) = w1 i 22 = fa(x2) = wa, czyli (21, 22) = (w1, w2), zatem
f1 X fo jest funkcjg. O

Przejdziemy teraz do zdefiniowania pojeé¢ obrazu i przeciwobrazu zbioru przez funkcje oraz wykazemy pewne
wlasnosci operacji brania obrazu i przeciwobrazu.
Niech X,Y, A, B beda zbiorami, niech ponadto A C X, B C Y iniech f: X — Y bedzie funkcja.

Definicja 6.11. Obrazem zbioru A C X przez funkcje f nazywamy zbioér
flA)={yeY |TreA:y=f(2)}

Przyktad 6.12.

e Niech f: R — R, f(x) = 2%. Niech A = [~1,1]. Wéwczas f(A) = [0,1].

e Niech f: X — P(X), f(x) = {z}. Niech A= X. Wtedy f(A4) = {{z}: 2 € X}.

e Niech f: R — R, f(z) =5. Niech A =R. Wowczas f(A) = {5}.
Definicja 6.13. Przeciwobrazem zbioru B C Y nazywamy zbior

fH(B)={re X: f(x) € B}.

Uwaga 6.14. Symbol f~! nie jest jednoznaczny, moze oznaczaé przeciwobraz (jak powyzej), funkcje odwrotna

(definicja , relacje odwrotna, albo tez %
Przyktad 6.15. e Niech f: R — R, f(z) = 2% Niech B = [0,1]. Woéwczas f~1(B) = [-1,1]. Jesli B = {4}, to
f7HB) ={-2,2}.
: : R, jesli5 € B
. _ - -1 _ )
e Niech f: R — R, f(z) =5. Niech B C R. Woéwczas f~'(B) = {@7 iesli 5 ¢ B.

Ponizsze stwierdzenie zbiera wtasnosci operacji brania obrazéw i przeciwobrazéw.

Stwierdzenie 6.16. Niech X,Y, Ay, Aa, By, B2, T bedg zbiorami (T jest zbiorem wskaznikow), niech Ay, Ay C X,
B1,By C Y, niech {Aiher @ {Bilier bedq rodzinami zbioréw indeksowanymi przez T, przy czym Ay C X, By C Y
dla kazdego t € T. Niech f: X — Y bedzie funkcjg. Wowczas

~

f(A1U Ag) = f(A1) U f(A2).
fUser At) = User f(Ar).
f(AD)\ f(A2) C f(A1\ Ag).
f(A1N Az) C f(A1) N f(Az).
F(Dier At) € Nier f(Ar).

© 2 RN S & e

~
S

Dowdd. Dowod wymaga tylko konsekwentnego uzycia definicji obrazu (badz przeciwobrazu), bedziemy korzystaé tez
z wlasnosci formul logicznych i kwantyfikatoréw. Warto zwroéci¢ uwage na przyklady pokazujace, ze w punktach
3,4,5 zawieranie w drugg strone nie musi zachodzié.
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ad. 1. y € f(A1UAy) <= Tr € AjUAy:y=f(x) < Tz € A;vIxr € Ay :y= f(z) < Jr € A :y=
f)vIr e Ay y = f(z) <= y€ f(A1)Vy € f(A2) & y € f(A1)U f(A2).

ad. 2. y € f(UperAt) <= Fx € Uper At ry = flz) <= o ecT3v:vc Ay Ny = [f(z) < TtgcTyc
f(Ay) = y € User f(Ar).

ad. 3. y € f(A1)\ f(A2) <= ye f(A)A-(y e f(Ay)) <— (FreX:zec A Ny=fe)A-(Fre X :z€
ANy=f(z) <= EreX:zcAiNny=fa) ANVreXy#flx)Ve g Ay) = (FreX:xecAhNy=
fENAN(y# f(x)Vax ¢ Ay) < (FxeX:ze Ahny=fe)Ny# f(z))V(Erxe X:x € Ay Ny = f(z) Nz & Ay).

Pierwsze z dwoch ostatnich zdan jest zawsze falszywe, zatem alternatywa jest réwnowazna drugiemu z nich:

JreX:xeAiANy=f(x) ANz ¢ A9, a to zdanie mowi, ze y € f(A; \ Aa).

Zauwazmy, ze wystepujacej w powyzszym rozumowaniu implikacji nie mozna zastapi¢ przez rownowaznosé (jesli
jakis warunek nie jest spelniony dla pewnego x, to nie znaczy, ze nie jest spetniony dla kazdego x).

Aby zobaczy¢ przyklad funkeji, dla ktorej f(A1)\f(A2) B f(A1\Az2) wystarczy wziaé¢ funkcje stala, np. f: R — R,
f(z) =Toraz Ay = [1,2], Ay = [3,4]. Wtedy f(A1\ A2) = f(A1) = {7}, podczas gdy f(A1)\ f(A2) ={T}\{7} = 2.
ad. 4. y € f(A1NAy) <= TreX:x e AANAsNy=f(z) < TxeX:z €Ay Nz €A Ny=f(x) = (3x €
XizeA Ny=fle)ANFrxeX:zecly Ny=f(zr) < ye f(A)Ny€ f(A2) < y € f(A)N f(A2).

Zauwazmy znowu, ze wynikania w powyzszym dowodzie nie mozna zastapi¢ przez rownowaznosé (dla kwantyfi-
katora ,istnieje” zachodzi wynikanie 3z : p(x) A ¢(z) = Jx : p(x) A Iz : q(z), ale nie musi zachodzi¢ wynikanie
w druga strone, por.|1.19).

Aby zobaczy¢ przyktad funkeji, dla ktorej f(A1 N Ag2) 2 f(A1)N f(Az), znowu wystarczy wzia¢ funkcje stata, np.
f:R =R, f(z) =7 dla kazdego = € R, oraz A; = [1,2], A2 = [3,4]. Wtedy f(A1 N A2) = f(@) = &, podczas gdy
f(A) N f(A2) = {7} n{7} = {7}.
ad. 5. y € f((herAt) &= e Xz e (Lt Ny=fz) < e X :ViecTorec A4 Ny = f(z)=Vlc
TIxeX:zcAihy=f(z) <= VteTyc f(A) < y € er f(4).

Zauwazmy, ze implikacji w tym dowodzie tez nie mozemy odwrdcié, por. uwaga [1.16

Przyktad funkcji, dla ktorej f((,cr A¢) 2 (ier f(At), moze by¢ doktadnie taki sam jak powyzej, czyli f : R — R,
f(z) =7, zbior T = {1,2} oraz A; = [1,2], Ay = [3,4].

Mozna tez wzia¢ nieskoriczona rodzine zbioréow, niech T' =N, A; = (1,2), A2 = (2,3), Az = (3,4).... Latwo
sobacayt, se Moy f(Ar) = {7} a f(her(Ar) = £(2) = 2.
ad. 6. * € f7Y(B1UBy) <= f(z) € BiUBy <= f(x) € BV f(x)€By > x€ f}(B1)Va e f 1B <
ze [TH(B)Uf(Ba).
ad. 7. 2 € [T Uier Br) <= f(x) € Uper Bt <= o €T : f(z) €Byy < o €T € fTHBy,) < z €
UteT f_l(Bt)'
ad. 8. v € fTYB1NBy) <= f(r) €B1NBy <= f(r) EBIA f(x) €EBy — x€ f Y Bi)Ax€ f 1B <=
z e f~HB1)N f(By).
ad. 9. 2 € [T ey Bt) <= f(&) € ey Bt <= VteT: f(z)€EB — VteT:z€ f1(B) < z¢€
mteT fﬁl(Bt)'
ad. 10. x € f7Y(B1\ B2) <= f(z) € B1\ By < f(z) € BiA~(f(z) € Bs) <= z € fYB)A~(z €
f7H(B2) == w € fTH(B1)\ [H(B). O

Uwaga 6.17. Warto zauwazy¢, ze jesli funkcja f : X — Y jest bijekcja, to obraz przez f~! zbioru B C Y jest réwny
przeciwobrazowi tego zbioru przez funkcje f. Dowdd pozostawiamy czytelnikowi jako proste (ale wazne) ¢wiczenie.
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Relacje r6wnowaznoSci, klasy abstrakcji, zbior
1lorazowy

Na tym wyktadzie zdefiniujemy pewien szczegélny typ relacji — relacje rownowaznosci, podamy przyklady i wilasnosci
tych relacji. Pojawi sie pojecie klasy abstrakcji i zbioru ilorazowego. Warto przypomnie¢ sobie wtasnosci relacji,

zwlaszcza definicje[4.17, [4.21), [4.27

Definicja 7.1. Niech dany bedzie zbiér niepusty X irelacja R C X x X. Relacje R nazywamy relacjg réwnowaznosci,
gdy jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.

Przyktad 7.2.

e Niech X = NU{0}. Zadajmy relacje R warunkiem z Ry <= 2|(z +vy) (dwa dzieli x + y). Faktycznie, jest to
relacja rownowaznosci: jest zwrotna, bo 2|2z; symetryczna, bo 2|(x 4+ y) = 2|(y + x); oraz przechodnia — bo
jesli 2|(z +y) A2|(y + 2), to x +y = 2s, y + z = 2t dla pewnych s, ¢ naturalnych, zatem = + 2y + z = 2(s + ),
czyliz + 2z = 2(s + t — y), zatem 2|(z + 2).

e Relacja rownoleglosci w zbiorze prostych na plaszezyznie jest relacja rownowaznosei (¢wiczenie).
e Relacja podobienstwa w zbiorze trojkatow na plaszcezyznie tez jest relacja rownowaznosci (¢wiczenie).
e Relacja podzielnosci w zbiorze N nie jest relacja rownowaznosci (bo nie jest symetryczna).

Definicja 7.3. Niech R C X x X bedzie relacja rownowaznosci. Klasq abstrakcji [x|r elementu x € X w relacji R
nazywamy zbior wszystkich elementéw y € X, ktore sa w relacji R z elementem x:

[z]lr ={y € X : 2 Ry}.

Uwaga 7.4. Zauwazmy, ze klasa abstrakcji elementu x € X jest zawsze zbiorem niepustym. Poniewaz relacja
rownowaznosci jest zwrotna, to zawsze x R x, a zatem = € [z]g.

Rozwazmy teraz relacje réwnowaznosci z przyktadu

Przyktad 7.5.
e Pierwsza relacja ma dwie klasy abstrakcji — jedna sa wszystkie liczby parzyste, a druga wszystkie nieparzyste
(bo dwie liczby sa ze soba w relacji gdy maja te sama reszte z dzielenia przez dwa).

o W relacji rownoleglosci w zbiorze prostych na ptaszczyzZnie klasa abstrakcji danej prostej sa wszystkie proste
réwnolegte do danej prostej.

e Klasg abstrakcji danego trojkata w relacji podobieristwa w zbiorze trojkatow na ptaszczyznie jest zbior wszyst-
kich tréjkatéw podobnych do danego.

Zdefiniujemy teraz pojecie podziatu zbioru.

Definicja 7.6.
e Mowimy, ze rodzina zbiorow {A;}jes pokrywa zbior X jesli X = J;c; A;. Mowimy tez, Ze rodzina {A;}jecs
jest pokryciem zbioru X.

29
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e Rodzina zbiorow {A;},cs nazywa sie podziatem zbioru X, jesli
(a) rodzina {A;} e jest pokryciem X,
(b) zbiory Aj; sa parami rozlaczne: A; NA; = @, VY, jes 11 # 7,
(c) zbiory A; sa niepuste: A; # @ Vj € J.

Uwaga 7.7. Nietrudno sprawdzi¢ ze klasy abstrakcji z przyktadu tworza podzial zbioru, na ktérym dana relacja
jest okreslona. Nie jest to przypadek, jak zobaczymy w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 7.8. Niech X bedzie zbiorem niepustym, a R relacjg rownowaznosci na X. Wowczas klasy abstrakcyi
relacji R tworzq podziat zbioru X.

Dowadd. 1. Zauwazmy, ze dla dowolnego = € X zachodzi (ze zwrotnosci relacji R) = € [x]g. Wynika stad, ze
wszystkie klasy abstrakcji sa zbiorami niepustymi, zatem warunek (c) definicji podziatu jest spelniony.

2. Poniewaz = € [z]g, to {z} C [z]r, a zatem, skoro mamy J,.x[z]r C X (bo klasy abstrakcji sa wszystkie
podzbiorami X) oraz mamy X = J . x{z} C U,cx[7]r, a wiec {[z]r}+cx jest pokryciem X, warunek (a) jest zatem
spetniony.

3. Pozostaje sprawdzi¢ warunek (b). Wykazemy najpierw lemat.

Lemat 7.9. Dla dowolnych x1,x9 € X zachodzi

[x1]r = [x2]r <= 71 Rx2.

Dowdd lematu[79. (=): [x1]r = [12]r = 71 € [v2]r = 1 Rxs.

(<=): Przypusémy, ze [z1]gr # [r2]r. Zatem, mozemy bez zmniejszenia ogdlnosci, przypuscié, ze istnieje y € [z1]g,
takie, ze y ¢ [x2]g. Skoro y € [z1]R, to y R x1. Zarazem, z zalozenia, 1 R x2. Z przechodniosci relacji R mamy, ze
y R xa, czyli y € [x2]|R, sprzecznosé. O

Kolejny fakt rowniez sformutujemy jako lemat.

Lemat 7.10. Klasy abstrakcyi relacji rownowaznosci sq rowne albo roztgczne, czyli:
[21]r N [22]r # @ = [71]R = [22]R.

Dowdd lematu [710 Jesli [x1]rN[z2]r # @ to istnieje y € [x1]grN[z2]r, skad 21 Ry i y Rxa, a zatem, z przechodniosci
relacji R, 1 R z2. Stad, na podstawie lematu mamy [z1]g = [x2]R- O

Ostatni lemat pokazuje, ze warunek (b) z definicji jest spelniony (dwie rozne klasy abstrakeji sa roztaczne),
a zatem klasy abstrakcji daja podziat zbioru X. O

Wykazemy teraz stwierdzenie w pewnym sensie odwrotne do twierdzenia [7.8] mianowicie mowiace, ze jesli mamy
dany podzial zbioru, to istnieje relacja rownowaznosci, ktérej klasy abstrakcji sa doktadnie zbiorami z tego podziatu.

Stwierdzenie 7.11. Niech X bedzie zbiorem niepustym, a {A;}jes podziatem zbioru X. Wtedy istnieje relacja
rownowaznosci R4, dla ktorej klasy rownowaznosci to zbiory z podziatu.

Dowdd. Zdefiniujmy relacje R4 w taki sposob:
V1,20 € X, 21 Raxo <— JjeJ:x € Aj Nxo € Aj.

Aby zakonczy¢ dowod wystarczy sprawdzi¢, ze R4 jest relacja rownowaznosci (wtedy zbiory A; sa jej klasami abs-
trakeji).

Relacja R4 jest zwrotna, bo dla dowolnego =z € X, skoro X = |
a zatem x R4 x.

Relacja R4 jest oczywiscie symetryczna, bo x Ry y <= Jjej:z,y € Aj <= Jjcj:y,2€Aj &< yRax.

Sprawdzimy teraz przechodnios¢ relacji R4. Niech x Ray iy Ra z, dla pewnych z,y, z € X. Z definicji R4 mamy
istnienie j; takiego, ze z,y € Aj;, iistnienie jo takiego, ze y,z € A;,. Zatem y € A;, N Aj,, ale dla ji # jo z definicji
podzialu mamy Aj; N Aj, = &, zatem musi by¢ j; = jo. Stad, z,y,z € Aj,, a zatem x R4 2. O

e Aj, mamy istnienie jo takiego, ze x € A},
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Zdefiniujemy teraz pojecie zbioru ilorazowego.
Niech X bedzie zbiorem niepustym a R relacja rownowaznosci na tym zbiorze.

Definicja 7.12. Zbiorem ilorazowym relacji R (albo ilorazem zbioru X przez relacje R) nazywamy zbior wszystkich
klas abstrakcji tej relacji.
X/R={[z]p:z € X}

Przyktad 7.13.
e Niech X =N x N. Zdefiniujmy relacje R nastepujaco. Dla dowolnych (m,n1), (mg,n2) € X

(ml,nl) R (mg,ng) <= m1+ng = mg + Nnj.

Jako ¢wiczenie zostawiamy sprawdzenie, ze R jest faktycznie relacjg rownowaznosci, a zbior klas abstrakcji tej
relacji mozna utozsamia¢ ze zbiorem liczb catkowitych (Wskazowka: z = mg — ny).

e Niech X =7 x N*. Zdefiniujmy relacje R nastepujaco. Dla dowolnych (mq,ny), (me,n2) € X
(ml,nl) R (mz,ng) < M1 -Ng =MmM9-Nq.

Jako ¢wiczenie zostawiamy tu tez sprawdzenie, ze R jest faktycznie relacjg rownowaznosci, a zbior klas abstrakeji

tej relacji mozna utozsamiaé ze zbiorem liczb wymiernych (Wskazowka: ¢ = 7:—11)

Na zakonczenie tego wyktadu powiemy kilka stow o zgodnosci funkcji z relacja réwnowaznosci.

Definicja 7.14.
e Jesli mamy relacje réwnowaznosci R na zbiorze X i funkcje f : X — X, to moéwimy, ze ta funkcja f jest zgodna
z relacjg R, jesli dla dowolnych z,y € X zachodzi z Ry = f(x) R f(y).

e Podobnie, jesli mamy relacje rownowaznosci R na zbiorze X i funkcje f : X x X — X, to moéwimy, ze ta funkcja
f jest zgodna z relacjq R, jesli dla dowolnych x,y,z1,y1 € X zachodzi x Rx1 Ay Ryr = f(z,y) R f(x1,y1)-

Przyktad 7.15. (Dodawanie liczb catkowitych). Niech [(m,n)]r bedzie klasa abstrakeji w relacji R zdefiniowanej
w pierwszym punkcie przykladu [7.13] zatem liczba calkowita. Zdefiniujmy funkcje dodawania f : X x X — X
nastepujaco: f((m,n), (a,b)) = (m + a,n + b). Sprawdzimy, ze tak zdefiniowane dodawanie jest zgodne z relacja R.
Jesli (m,n) R (mi,n1), to z definicji R mamy m +n; = n+mq, tak samo (a,b) R (a1,b1) gdy a+b1 = a1 +b. Zatem:
m+ny+a+b =n+my+a; + b czyli wrelacji sa pary (m + a,n + b), (my + a1,n; + b1), czyli tak okreslone
dodawanie jest zgodne z relacja definiujaca liczby catkowite.
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Relacje porzadku 1 elementy wyréznione.

Zdefiniujemy teraz kolejny rodzaj relacji — relacje porzadku. Warto powtoérzyé wlasnosci relacji z definicji
, Podamy definicje i wlasnosci elementéw wyréznionych (np. elementu maksymalnego, najwickszego). Oméwimy
pewne rodzaje porzadkéw, w tym dobry porzadek, i podamy twierdzenie Zermelo o dobrym uporzadkowaniu (na razie
bez dowodu).

Definicja 8.1. Niech X bedzie niepustym zbiorem a R C X x X relacja na tym zbiorze. Relacje te nazywamy
relacjq porzqdku (czesciowego), jesli relacja R jest zwrotna, przechodnia i stabo antysymetryczna. Zbior X z relacja
(czesciowego) porzadku R zapisujemy (X, R) i mowimy, ze X jest zbiorem czesciowo uporzgdkowanym.

Relacje porzadku czesto oznaczmy symbolem < albo <, a zapis z < y czytamy standardowo x jest mniejsze lub
rowne od y lub tez y jest wieksze lub réwne od x.

Mowiac x jest mniejsze od y, mamy na mysli, ze x jest mniejsze lub réwne od y i = jest rézne od y.

Stowo czesciowy pojawia sie w powyzszej definicji jako podkreslenie faktu, ze w danym porzadku moga sie zdarzy¢
elementy, ktérych nie mozemy poréwnaé — jak w ponizszym przyktadzie w punkcie 3.

Przyktad 8.2. 1. Zbiorem uporzadkowanym jest (N, <), gdzie < oznacza standardowa nieréwnosé¢ pomiedzy
liczbami naturalnymi.

2. Podobnie, zbiorem uporzadkowanym jest (R, <), ale nie (R, <) — relacja < nie jest zwrotna.

3. Niech X = N*. Relacje porzadku oznaczona jako < zdefiniujmy nastepujaco: n  m <= n|m. Latwo
sprawdzi¢, ze < jest faktycznie relacja porzadku. Faktycznie, relacja jest zwrotna, bo dla kazdego n € N n dzieli
n; jest przechodnia, bo jesli n|m i m|p to m = kn i p = Im dla pewnych naturalnych k i [, skad p = lkn, wiec n|p
czyli n < p. Relacja jest tez stabo antysymetryczna, to znaczy m < n Am < n = m = n. Rzeczywiscie, mamy
m = kn A n = Im dla pewnych naturalnych k,[, skad m = klm a zatem k = [ = 1 a zatem m = n. W tej relacji
mamy na przyktad 3 < 613 <9, ale elementy 6 i 9 sg nieporéwnywalne, bo ani 6 nie dzieli 9, ani 9 nie dzieli 6.

4. Na zbiorze takim, jak ,drzewko” na rysunku definiujemy porzadek tak, ze wieksze sg elementy lezace ,wyzej
na gatezi”. Elementy na roznych gateziach sa nieporéwnywalne.

Uwaga 8.3. Jesli mamy dane zbiory czesciowo uporzadkowane (X1, <1),..., (X, <g), to w iloczynie kartezjanskim
X1 %X -+ x X mozemy zdefiniowa¢ porzadek przykladowo tak: (x1,...,2x) = (y1,...,9k) <= (z1 <t y1 Ax1 #
y1)V(zr =y1 Aze <o o Axa #y2) V- V(x1 =y1 A Axp_1 = Yp—1 N T <k Yk). = nazywamy porzqdkiem
leksykograficznym (na takiej zasadzie uktada sie wyrazy alfabetycznie).

Uwaga 8.4. Jesli mamy podzbior A zawarty w zbiorze czesciowo uporzadkowanym (X, <), to zbior A z relacja po-
rzadku zaciesniona do tego zbioru, zapisywany jako (A, <4), tez jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym. Zazwyczaj
piszemy tez (A, <), pomijajac oznaczenie zacie$nienia.

Niektore elementy w zbiorze czesciowo uporzadkowanym maja, ze wzgledu na porzadek, pewne interesujace wta-
snosci. Nazywamy je elementami wyréznionymi. Ponizej zdefiniujemy i oméwimy rodzaje elementéw wyrdznionych
— elementy maksymalne, minimalne, najwieksze i najmniejsze.

Definicja 8.5. Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym.
e Element zg € X nazywamy elementem maksymalnym zbioru X, jesli dla dowolnego x € X zachodzi wynikanie
To KT = Tg=21T.
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Rysunek 8.1:

e Element x¢g € X nazywamy elementem minimalnym zbioru X, jesli dla dowolnego x € X zachodzi wynikanie
T < xg = To=21=T.

Moéwiac stowami, element zq jest elementem maksymalnym, jesli z tego, ze jaki$ element z jest od niego wiekszy
lub réwny wynika, ze  musi byé rowne xg, czyli, nie ma elementéw, ktore sa wieksze od xg — natomiast moga by¢
takie, ktoére sa z nim nieporéwnywalne.

Analogicznie, element x( jest elementem minimalnym, jesli z tego, ze jakis element x jest od niego mniejszy lub
rowny wynika, ze x musi byé réwne xg, czyli, nie ma elementéw, ktére sg mniejsze od xg — natomiast moga by¢ takie,
ktore sa z nim nieporéwnywalne.

Przyktad 8.6. 1. Niech A bedzie zbiorem niepustym i niech X = P(A) bedzie jego zbiorem podzbioréw upo-
rzadkowanym przez relacje inkluzji. Wtedy A jest (jedynym) elementem maksymalnym w X a & jedynym elementem
minimalnym.

2. Wezmy (N*, x) jak w przykladzie [8.2]3. Wezmy podzbior A = {4,8,12,7,3} C N z relacja < [4a. Wowczas ele-
mentami maksymalnymi w A sa 8,12, 7 a elementami minimalnymi 3,4, 7. (7 jest elementem, ktory jest rownoczesnie
maksymalny jak i minimalny.)

3. Niech teraz X = {2,3,4,...} z relacja porzadku =< zdefiniowana nastepujaco: = < y <= ylx. Jako
proste ¢wiczenie zostawiamy sprawdzenie, ze tak okreslona relacja < jest faktycznie relacja porzadku. Zbior (X, <)
ma nieskonczenie wiele elementéw maksymalnych, sa to liczby pierwsze. Gdy p jest liczba pierwsza a n € X, to
nlp = n = p.

Zdefiniujemy teraz element najwickszy i najmniejszy.

Definicja 8.7. Niech (X, <) bedzie zbiorem czeSciowo uporzadkowanym.
e Element zg € X jest elementem najwiekszym zbioru X, jesli dla kazdego x € X zachodzi x < zg.
e Element g € X jest elementem najmniejszym zbioru X, jesli dla kazdego = € X zachodzi xp < x.

Warto zwroci¢ uwage, ze kazdy element zbioru X musi by¢ poréwnywalny z elementem najwiekszym (lub naj-
mniejszym) — o ile taki istnieje.
Przyjrzymy sie teraz zbiorom uporzadkowanym z przyktadu [8.6

Przyktad 8.8. 1. Niech A bedzie zbiorem niepustym i niech X = P(A) bedzie jego zbiorem podzbioréw uporzad-
kowanym przez relacje inkluzji. Zbior A jest (jedynym) elementem najwiekszym w X (zawiera kazdy jego podzbior),
& elementem najmniejszym w X (zawiera sie w kazdym podzbiorze).

2. Niech (X, <) = (N*, 5). Ten zbiér ma element najmniejszy (1 dzieli kazda liczbe naturalna) i nie ma elementu
najwiekszego (nie ma liczby naturalnej podzielnej przez wszystkie inne).

3. Niech (X, <) = (N>, <). Ten zbiér nie ma elementu najmniejszego (nie ma w nim liczby naturalnej, ktora
dzieli wszystkie w tym zbiorze), nie ma tez elementu najwiekszego.
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Wykazemy teraz pewne wtasnosci poznanych elementéw wyrdznionych.

Stwierdzenie 8.9. Niech (X, <) bedzie zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym. Wowcezas w X istnieje co najwyzej
jeden element najwiekszy. Jesli istnieje, to jest tez jedynym elementem maksymalnym.

Dowdd. Niech xg i z1 beda najwiekszymi elementami w zbiorze X. Skoro xzq jest elementem najwiekszym, to 21 < zg.
Skoro x1 jest elementem najwiekszym to xg < x1. Ze stabej antysymetrii relacji porzadku dostajemy, ze zg = x1,
a zatem element najwiekszy jest jedyny.

Wykazemy teraz, ze xg — element najwiekszy, jest tez elementem maksymalnym. Musimy sprawdzi¢, ze dla
dowolnego x1 € X, g < 1 = x¢ = x1 Przypudémy zatem, ze jest jakis element x; € X taki, ze x¢o < x1. Zarazem
xo jest elementem najwiekszym, czyli z1 < zo. Stad (staba antysymetria) mamy xg = x;. Zatem sprawdziliémy,
ze xq jest elementem maksymalnym. Gdyby istnial inny element maksymalny, powiedzmy xo to, poniewaz xg jest
najwiekszym elementem, mamy xo < z¢ skad, poniewaz zo mial byé¢ maksymalny, o = xg. O

Kolejne stwierdzenie dotyczy elementu najmniejszego:

Stwierdzenie 8.10. Niech (X, <) bedzie zbiorem czeSciowo uporzadkowanym. Wiwczas w X istnieje co najwyzej
jeden element najmniejszy. Jesli istnieje, to jest tez jedynym elementem minimalnym.

Dowdd tego stwierdzenia, analogiczny do dowodu stwierdzenia zostawiamy czytelnikowi jako éwiczenie.
Przejdziemy teraz do zdefiniowania majoranty (ograniczenia gornego) i minoranty (ograniczenia dolnego) zbioru
uporzadkowanego.

Definicja 8.11. Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym. Niech A bedzie podzbiorem zbioru X.
e Element M € X nazywamy majorantg zbioru A, jesli dla kazdego a € A zachodzi a < M.
e Element m € X nazywamy minorantg zbioru A, jesli dla kazdego a € A zachodzi m < a.

Przyktad 8.12. e Niech X = R z naturalnym porzadkiem <. Niech A = {1, %, %, ... }. Majorantami tego
zbioru sa na przyktad 2, /7, 158.5, 1 a minorantami —v/2, —30, 0.

e Dla X jak poprzednio, niech A = [—1,1]. Majorantami A sa na przyklad 2,4/17,1 a minorantami —3, —2,
—V/17, —1. Zauwazmy, ze 1 jest specjalna majoranta A (nie ma mniejszej) a —1 specjalna minoranta A (nie ma
wigkszej).

Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym. Niech A bedzie podzbiorem zbioru X. Zdefiniujmy
dwa zbiory:
Ay ={M € X : M jest majoranta A},

zbiér majorant zbioru A oraz
Ap, ={m € X : M jest minoranta A},

zbiér minorant zbioru A.
Definicja 8.13. Dla (X, <) jak powyzej i podzbioru A C X definiujemy

e kres gorny zbioru A, inaczej supremum A, jako najmniejszy element zbioru Ajs (o ile istnieje). Supremum
zbioru A oznaczamy sup A.

e kres dolny zbioru A, inaczej infimum A, jako najwiekszy element zbioru 4,, (o ile istnieje). Infimum zbioru A
oznaczamy inf A.

O jedynosci supremum (infimum) moéwi nastepujace stwierdzenie:

Stwierdzenie 8.14. Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzgdkowanym i niech A bedzie podzbiorem zbioru X .
Jesli istnieje element X bedgcy supremum (infimum) zbioru A, to jest on jedyny.

Dowdd. Dowod jest natychmiastowy ze stwierdzen [8.9]1 o jedynosci elementu najwiekszego badZ najmniejszego.
O

Kolejne stwierdzenie mowi, ze w niektorych przypadkach tatwo zidentyfikowaé supremum (infimum) zbioru A.

Stwierdzenie 8.15. Niech (X, <) bedzie zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym i niech A bedzie podzbiorem zbioru X .



ROZDZIAL 8. RELACJE PORZADKU I ELEMENTY WYROZNIONE. 35

1. Jesli xg jest elementem najwickszym zbioru A, to xg = sup A.
2. Jesli xg jest elementem najmniejszym zbioru A, to xg = inf A.

Dowad. ad. 1. Po pierwsze, xg jest majoranta zbioru A, bo z definicji elementu najwiekszego mamy dla kazdego
a € A: a < xg. Po drugie, jesli 21 € X jest najmniejsza majoranta zbioru A to w szczegolnoscei xg < 1 (bo g € A),
ale tez 1 < xg bo xg jest majorantg a x1 najmniejsza z majorant. Stad zg = x1.

ad. 2. Dowod jest analogiczny. Po pierwsze, g jest minorantg zbioru A, bo z definicji elementu najmniejszego
mamy dla kazdego a € A: xy < a. Po drugie, jesli 1 € X jest najwieksza minorantg zbioru A, to w szczegdlnosei
x1 < xg (bo xg € A), ale tez x¢g < 1, bo x( jest minoranta a x1 najwieksza z minorant. Stad zg = 7. O

Zajmiemy sie teraz zdefiniowaniem i omoéwieniem pewnych specjalnych relacji porzadku. Niech zbior (X, <)
bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym.

Definicja 8.16. Zbior (X, <) jest uporzadkowany liniowo, jesli relacja porzadku < jest relacja spojna, czyli
Vayex <yVy<azVe=y.

Przyktad 8.17.
e 7bioér R z naturalnym porzadkiem < jest uporzadkowany liniowo.

e 7Zbior N* 7z relacja porzadku < jak z przykitadu 3. nie jest liniowo uporzadkowany (np. elementy 2 i 3 nie
sa porownywalne).

e Zbior {2", n € N} z relacja porzadku < jak powyzej jest uporzadkowany liniowo.

Uwaga 8.18. Jesli zbior (X, <) jest liniowo uporzadkowany, to kazdy jego podzbiorow A C X z relacja < |4 tez jest
liniowo uporzadkowany.

Definicja 8.19. Niech zbior (X, <) bedzie czesciowo uporzadkowany. Podzbior A C X nazywamy {aricuchem, jesli
(A, <4) jest uporzadkowany liniowo.

Przyktad 8.20.
e 7Zbior N* 7z relacja porzadku < jak w przykladzie|8.17 powyzej nie jest liniowo uporzadkowany, ale jego podzbior
A = {2",n € N} z relacja porzadku <4 jest uporzadkowany liniowo, czyli jest tanicuchem.

e Zbior {3,6,12,18} z powyzsza relacja < ma tancuchy: {3,6,18},{3,6,12}.
Kolejny rodzaj uporzadkowania zbioru to uporzadkowanie geste.

Definicja 8.21. Niech zbior (X, <) bedzie uporzadkowany liniowo. Méwimy, ze ten zbior jest uporzqadkowany gesto,
jesli
Veyzex T <YNT#ydiex 2 <2AN2<y N # 2Ny # 2,

tzn. pomiedzy kazde dwa rézne elementy tego mozemy wstawié¢ trzeci element tego zbioru, rézny od nich.

Przyktad 8.22.

e Zbior Q z relacja naturalnego porzadku < jest uporzadkowany gesto (wystarczy wziaé z = L‘gy)

e 7bidr N z relacja naturalnego porzadku < nie jest uporzadkowany gesto.

Przejdziemy teraz do pojecia dobrego porzqdku. Zaldézmy, ze rozwazany ponizej zbior X jest niepusty. Zdefiniujmy
dobry porzadek:

Definicja 8.23. Niech (X, <) bedzie zbiorem uporzadkowanym liniowo. Moéwimy, ze (X, <) jest uporzadkowany
dobrze (albo, ze < jest dobrym porzadkiem), gdy kazdy niepusty podzbior zbioru X ma element najmniejszy (w
sensie porzadku <), czyli

Vacx A# @ = Jyea Veea a < 7.

Przyklad 8.24. Zbior liczb naturalnych (N, <) jest dobrze uporzadkowany (formalny dowod Czytelnik znajdzie,
czytajac wyklad 15), zbior (Z,<) nie jest dobrze uporzadkowany. Zbior ({1 — 1jn € N} U {1},<) jest dobrze
uporzadkowany.
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Na wyktadzie 14 udowodnimy wazne twierdzenie, pochodzace od niemieckiego matematyka Ernesta Zermelo.
Twierdzenie to moéwi, ze kazdy zbiér mozna dobrze uporzadkowaé. Ponizej podamy (na razie bez dowodu) pewna
wersje tego twierdzenia. Zaczniemy od definicji odcinka poczatkowego zbioru.

Definicja 8.25. Niech X bedzie zbiorem uporzadkowanym liniowo. Podzbiér O C X nazywamy odcinkiem poczqt-
kowym, jesli spelniony jest warunek
yeONer<y=z€O.

Odcinkiem poczgtkowym wyznaczonym przez element a € X nazywamy
O(a)={re X :z<aAz#a}.
Domknietym odcinkiem poczgtkowym wyznaczonym przez element a € X nazywamy
D(a) = O(a) U {a}.
Przyklad 8.26. Jesli (X, <) jest zbiorem liczb rzeczywistych z naturalnym porzadkiem, to dla a € R odcinek
poczatkowy O(a) jest rowny (—oo,a).
Niech teraz (X, <) bedzie zbiorem dobrze uporzadkowanym. Wezmy funkcje
fPX\{X} =X
taks, ze
f(A) e X\ A.
Definicja 8.27. Niech (X, <) bedzie zbiorem dobrze uporzadkowanym a f : P(X)\ {X} — X funkcja jak powyzej.
Mowimy, ze porzqdek < jest zgodny z f, jesli dla kazdego a € X zachodzi
a= f(O(a)).
Mozemy teraz sformutowaé twierdzenie Zermelo.

Twierdzenie 8.28 (Zermelo). Niech X bedzie dowolnym zbiorem (niepustym). Niech f: P(X)\ {X} — X bedzie
funkcjq taka, ze f(A) € X \ A. Wowczas istnieje doktadnie jeden porzqdek na X, dobry i zgodny z f.

Jako proste éwiczenie dla czytelnika proponujemy znalezé dobre uporzadkowanie zbioru Z.

Powiemy teraz par¢ stow na temat podobienstwa zbioréw liniowo uporzadkowanych (te¢ czes¢ materialu mozna
traktowa¢ jako nieobowiazkowa).
Niech (X, <) 1 (X*, <*) beda dwoma liniowo uporzadkowanymi zbiorami.

Definicja 8.29. Mowimy, ze (X, <) i (X*, <*) sa podobne, jesli istnieje bijekcja f : X < X* taka, ze dla wszystkich
z,y € X zachodzi z < y <= f(x) <* f(y).
Przyktad 8.30. Niech (X, <) = (Z,<) i (X*, <) = (N, <), gdzie dla m,n € N mamy

m parzyste, n nieparzyste

m <*n <= { m parzyste, n parzyste in < m

m nieparzyste, n nieparzyste i m < n.

Latwo sprawdzi¢, ze <* jest liniowym porzadkiem na N. Jesli zdefiniujemy bijekcje f : Z < N wzorem
2k+1, k>0

Fk) = {—2k:, k <0,

to nietrudno sprawdzi¢, ze m < n <= f(m) <* f(n), a zatem (Z, <) i (N, <*) sa podobne.

Przyklad 8.31. 1. Wspomniany wyzej zbiér ({1 — 1|n € N} U {1}, <) jest dobrze uporzadkowany, jest réwnoliczny
z N (zobacz wyklad 9), ale nie jest podobny do N, bo 1 jest najwiekszym elementem tego zbioru, a w N nie ma
najwickszego elementu.

2. Zbiory Z i Q z naturalnym porzadkiem nie sg podobne — porzadek na Q jest gesty, a na Z nie.
Uwaga 8.32. Nietrudno sprawdzi¢, ze relacja podobienistwa zbioréw liniowo uporzadkowanych jest relacja réwno-
Waznosci.

Zbiorom liniowo uporzadkowanym przypisujemy ten sam typ porzgdkowy, jesli sa podobne.

Zainteresowany czytelnik o typach porzadkowych zbioréw moze poczytac¢ na przyktad w 9] 3].



Rozdzial 9

Teoria mocy, zbiory przeliczalne

Na tym wykladzie przechodzimy do podstaw teorii mocy. Zdefiniujemy relacje rownolicznosci zbioréw, moc zbioréw,
nastepnie powiemy co to znaczy, ze zbior jest skoriczony, przeliczalny, oraz wykazemy pewne twierdzenia o zbiorach
przeliczalnych.

Definicja 9.1. Niech dane bedsg dwa zbiory A i B. Mowimy, ze zbiory A i B sg rdwnoliczne, jesli istnieje miedzy
nimi bijekcja

f: A< B.
Piszemy A ~ B.

Definicja 9.2. Moéwimy, ze zbior A jest skoriczony i ma n elementow (gdzie n jest liczba 0,1,2,...), jesli
e A jest zbiorem pustym, i wtedy n = 0 albo

e A~{1,2,...,n}.

Uwaga 9.3. W powyzszej sytuacji piszemy #A = n albo cardA = n, albo |A| = n, albo A = n oraz moéwimy, ze
moc zbioru A jest réwna n.

Uwaga 9.4. Zauwazmy, ze powyzsza definicja wymaga znajomog$ci zbioru liczb naturalnych. Formalna konstrukcja
tego zbioru bedzie przedstawiona na ostatnim wyktadzie. Mozna jednak zdefiniowaé pojecie zbioru skoriczonego
bez uzywania liczb naturalnych. Ot6z moéwimy, ze zbior jest skoriczony, gdy nie jest réwnoliczny z zadnym swoim
podzbiorem wtasciwym (ta definicja pochodzi od Richarda Dedekinda@. Jesli wsréd aksjomatdéw teorii mnogosci
mamy pewnik wyboru, to te definicje sa rownowazne. Wiecej na temat réznych definicji zbioréw skonczonych mozna
przeczyta¢ w [4].

Przyktad 9.5. {1,2,3,4} ~ {a,b,c,d} ~ {5,7,—11,3}, wszystkie te zbiory sa skonczone i maja cztery elementy,
piszemy np. #{5,7,—11,3} = 4.

Wykazemy teraz kilka, intuicyjnie do$¢ oczywistych, faktéw o zbiorach skoriczonych. W dowodach postuzymy sie
zasada indukcji w wersji znanej ze szkoty. Wiecej o zasadzie indukcji w wyktadzie 15.

Stwierdzenie 9.6. Niech A, B bedqg zbiorami skoviczonymi. Niech A C B i niech #B = n. Wtedy
o #A<n,

e AC B=— #A<n.

Dowdd. Dowdd prowadzimy indukcja ze wzgledu na n = #B.
1. Jeslin =0, to #B =0 czyli B = @, skad, skoro A C B, to A =&, czyli #A =0=n.

2. Niech n > 0 i zal6zmy, ze nasze twierdzenie zachodzi dla zbioréw B takich, ze #B < n. Wezmy teraz zbiér B
taki, ze #B =n + 1.

Jesli A = B, to wtedy #4 =n + 1.

Jesli A # B (ale z zalozenia A C B), to mamy A C B, zatem istnieje b€ B : b ¢ A. Stad A C B\ {b}. Wystarczy

teraz wykaza¢ ponizszy lemat.

'Richarda Dedekind (1831-1916), niemiecki matematyk.

37



ROZDZIAL 9. TEORIA MOCY, ZBIORY PRZELICZALNE 38

Lemat 9.7.
#(B\{b}) =#B - 1.

Faktycznie, jesli wykazemy lemat, to skoro A C B\ {b}, to z zalozenia indukcyjnego mamy #A < n (i przy okazji
#A < #B).

Dowdd lematu[97. Mamy wykaza¢, ze jesli f : B < {1,2,...,n + 1}, to dla dowolnego b € B istnieje bijekcja
g: B\ {b} = {1,2,...,n}.
1. Niech b bedzie takie, ze f(b) = n + 1. Wowczas g definiujemy jako f|p\ (5}

2. Niechdlab € {1,2,...,n} bedzie f(b) = a € {1,2,...,n}. Niech f ! (n+1) = ¢ (zauwazmy, ze ¢ # b). Definiujemy

g nastepujaco:
_ [ f@), v #c
9(w) = {a, T =c.

Latwo sprawdzié, ze tak zdefiniowana funkcja g jest bijekcja. O

Stwierdzenie 9.8. Niech A i B bedg zbiorami i niech #A =n i #B = m. Wiwczas
A~B < m=n.
Dowdd. (<=). Jesli m = n to istnieja bijekcje f i g takie, ze
F:A>{1,2,...,n}ig: B {1,2,...,n},

a zatem g~ ! o f jest bijekcja A na B, zatem A ~ B.
(=). Mamy nastepujace bijekcje: f: A< {1,2,...,n},g: A< B,h: B {1,2,...,m}, a zatem mamy bijekcje

hogo f~t:{1,2,...,n} = {1,2,...,m},

zatem {1,2,...,n} C {1,2,...,m}i{1,2,...,m} C {1,2,...,n}. Stad, na podstawie stwierdzenia[9.6| mamy n < m
im< n, czylim=n. O

Jako wniosek z poprzednich stwierdzen dostajemy:
Stwierdzenie 9.9. Jesli zbior A zawiera sie w zbiorze B i zbidr B jest skoticzony, to zbior A tez jest skoriczony.
Dowdd. Faktycznie, skoro A C Bi B < {1,...,n} to #A =k < n. O
Kolejnym wnioskiem jest nastepujaca uwaga.
Uwaga 9.10. Zbior liczb naturalnych nie jest zbiorem skoriczonym.

Dowdd. Gdyby zbior liczb naturalnych byt zbiorem skonczonym, to dla pewnego n € N mielibySmy
N~{1,...,n}.

Zarazem jednak
{1,...,n,n+ 1} CN,

a zatem, ze stwierdzenia [0.6] mieliby$my n + 1 < n, sprzecznosc. O
Zbidér nazwiemy przeliczalnym, jesli jest rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych.

Definicja 9.11. Zbiér A nazywamy zbiorem przeliczalnym, jesli
A~ N.
Uwaga 9.12. O zbiorach przeliczalnych moéwimy, ze maja moc Ry (czytamyalef-zero).

Uwaga 9.13. W niektorych podrecznikach zbiorami przeliczalnymi nazywa sie zbiory, ktére sa rownoliczne ze zbiorem
skoniczonym lub réwnoliczne z N, warto sie upewnié¢ jaks definicje stosuje autor. W tych wyktadach przyjmujemy,
ze zbioér przeliczalny jest zbiorem nieskoriczonym, réwnolicznym z N. Zbior, ktory jest skoniczony lub przeliczalny
nazywamy zbiorem co najwyzej przeliczalnym.
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Przyktad 9.14. e Zbior liczb parzystych 2N jest przeliczalny. Faktycznie, f : N — 2N, dana wzorem f(k) = 2k
jest bijekcja pomiedzy zbiorem liczb naturalnych a zbiorem liczb parzystych.

e 7Zbior liczb calkowitych Z jest zbiorem przeliczalnym. Nietrudno sprawdzié¢, ze funkcja dana wzorem f(k) =
(—1)F [%1 jest bijekcja N na Z.

Przy dowodzeniu przeliczalnosci zbiorow bedziemy postugiwaé sie czesto nastepujgcym faktem.

Uwaga 9.15. Mozna powiedzie¢, ze zbiér nieskoniczony A jest przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy jego wyrazy
mozna ustawi¢ w ciag. Faktycznie, jesli zbidr A jest przeliczalny, to istnieje bijekcja f : N — A. Ustawiamy wtedy
wyrazy zbioru A w ciag nastepujaco:

a; = f(l),ag = f(2>, e
I na odwrot, jesli wyrazy zbioru A sa ustawione w ciag (nieskoriczony i roznowartosciowy) ai,as,as, ..., to bijekcje
f N < A definiujemy przez f(k) = a, k € N.

Ponizsze stwierdzenie charakteryzuje podzbiory zbioru przeliczalnego.
Stwierdzenie 9.16. Podzbior zbioru przeliczalnego jest skoriczony lub przeliczalny.

Dowdd. Niech A bedzie zbiorem przeliczalnym a B jego podzbiorem. Je§li B jest zbiorem skoriczonym, lub jesli
B = A, to B spehia teze stwierdzenia. Przypusémy zatem, ze B # A i B jest zbiorem nieskoriczonym. Niech f
bedzie bijekcja f : N <» A, ktora istnieje, bo A jest przeliczalny. Definiujemy bijekcje g : N <» B nastepujgco. Niech
k1 bedzie najmniejsza z liczb k takich, ze f(k) € B. Bierzemy ¢(1) := f(k1). (Formalnie stosujemy tu tzw. zasade
minimum, zob. wyklad 15). Nastepnie niech k9 bedzie najmniejsza z liczb k, réznych od ky takich, ze f(k) € B.
Bierzemy ¢(2) := f(k2), ogélnie definiujemy

gdzie
kp =min{k : k ¢ {ki,...,kn_1} A f(k) € B}.

Latwo zobaczy¢, ze g jest bijekcja z N na B. Faktycznie, g jest injekcja bo f jest injekcja. Niech b € B. Wtedy
b= f(k) dla pewnego k. Niech n:=#{{: £ <k A f({) € B} + 1. Wowczas k =k, i b= g(n). O

Twierdzenie 9.17. Niech A, B, bedq zbiorami przeliczalnymi. Wowczas AU B tez jest zbiorem przeliczalnym.
Dowdd. Skoro zbior A jest przeliczalny, to istnieje bijekcja
h:N<— A.

Wezmy B’ = B\ A. Jesli B jest pusty, twierdzenie jest oczywiscie prawdziwe. Jesli B” jest niepusty ale skonczony,
czyli f:{1,...,k} — B’ dla pewnego k € N, to definiujemy bijekcje z AU B = AU B’ w N wzorem

_Jfm), m<k
g(m)_{h(m—k), m> k41

7 takiego okredlenia g od razu wynika, ze g jest bijekcja.
Przypuéémy teraz, ze zbior B’ jest nieskonczony. Zatem jest nieskoriczonym podzbiorem zbioru przeliczalnego,
czyli, na podstawie stwierdzenia [0.16] jest zbiorem przeliczalnym. Istnieje zatem bijekcja

f:Nes B.
Definiujemy bijekcje N < AU B’ = A U B nastepujaco:

_ [h(k), dlam =2k -1
(m) = {f(k), dla m = 2k,

gdzie k =1,2,... O
Uwaga 9.18. Powyzszy dow6d mozemy bardziej obrazowo zapisaé tak. Zbiér A U B ustawiamy w ciag
bi,...,bg,a1,0a0,...,
gdy zbior B’ jest skoniczony i ma k elementow, oraz w ciag
a1,bi,ag,ba,. ..

a; € A,b; € B', gdy zbiér B’ jest nieskoriczony.
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Jako prosty wniosek (¢wiczenie) z powyzszego mamy nastepujace stwierdzenie.
Stwierdzenie 9.19. Skoriczona suma zbiordw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.

Kolejne stwierdzenie méwi o przeliczalnoéci iloczynu kartezjanskiego zbioréw przeliczalnych.
Stwierdzenie 9.20. Niech A, B bedq zbiorami przeliczalnymi. Wiedy zbior A x B jest zbiorem przeliczalnym.

Dowdd. Wykazemy najpierw, ze zbior N x N jest zbiorem przeliczalnym. Faktycznie, jesli (k, m) € N x N, to funkcja
f N x N — N zdefiniowana wzorem

(k+m+)(ktm)

f(kam): 2

jest bijekcja (prosze to sprawdzi¢ jako proste ¢wiczenie).
Jesli teraz wezmiemy bijekcje g1 : A < Ni go : B <» N, to zestawienie fo(gi, g2) jest bijekcja Ax B na NxN. [

Kolejny lemat dotyczy sumowania zbioréw skonczonych.
Lemat 9.21. Suma przeliczalnej rodziny zbiordw skoniczonych jest zbiorem przeliczalnym lub skoriczonym.

Dowad. 1. Zauwazmy, ze sume |J, .y A, mozemy zamieni¢ na sume zbioréw roztacznych. Niech A} = Ay, niech
h = A\ A, Ay = A3\ (AJUA)) ... itd. Zbiory A] sa parami roztaczne i mozemy zatozy¢ bez zmniejszenia ogélnosci,

ze sa one sa niepuste (puste pomijamy). Niepustych zbioréw A, moze by¢ skonczenie lub przeliczalnie wiele.
2. Zakladamy zatem, ze mamy zbiory A;, roztaczne i niepuste, gdzie albo i nalezy do zbioru skonczonego

{1,2,...,n}, albo i € N. Skoro zbiory A; sa skoniczone, to kazdy z tych zbiorow jest rownoliczny ze zbiorem
{1,2,...,k}, czyli A; = {ai1, ..., ai, }. Wtedy, jesli ¢ € {1,2,...,n}, to elementy sumy |J, A; sa nastepujace

A11,Q12y+ -+ 5 Alky, 215+ -+ y A2kgy - - - Anly - - 5 Ak,

i suma ta jest zbiorem skoniczonym. Jesli i € N, to elementy sumy (J,cy Ai ustawiamy w cigg (nieskoriczony)

A11, Q125+« 5 A1k, A215 + + + 5 Q2o A31 5 - -« y A3kgy - - -
co konczy dowdd. O

Podobnie jak przeliczalnosci iloczynu kartezjanskiego zbioréow przeliczalnych dowodzimy przeliczalnosci przeliczal-
nej sumy zbioréw przeliczalnych.

Twierdzenie 9.22. Niech A1, Aa,... bedg zbiorami przeliczalnymi. Wowczas suma |J, ¢y An jest zbiorem przeli-
czalnym.

Dowdd. Postepujac jak w dowodzie powyzej, mozemy zmienic¢ | J,,c y An na sume zbioréw roztacznych A;,. Kazdy ze
zbiorow Al jest podzbiorem zbioru A,, zatem jest zbiorem skoriczonym lub przeliczalnym. Oznaczmy przeliczalne
Al przez B; a skonczone przez C;. Jesli zbiorow B; jest skoriczenie wiele, to korzystajac ze stwierdzenia mamy
przeliczalnosé | J; B; a z lematu wnioskujemy, ze zbior (J; C; jest skoficzony lub przeliczalny. Zatem (J,, An =
U, BivU ; Cj Jest (ze stwierdzenia [9.19) zbiorem przeliczalnym.

Jesli zbioréw B; jest nieskonczenie wiele, to znaczy, ze mozemy ustawi¢ je w ciag By, Ba,.... Elementy sumy
tych zbioréw (roztacznych) mozemy zatem ustawié¢ w taki ciag:

bi1, b12, b1, b13, b2z, b31, b14, b23, b32,b41 . . .,

gdzie B; = {b1,...,bij,... }, a zatem suma ta jest zbiorem przeliczalnym.
Dodajac do sumy |J, B; =: B, ktora jest zbiorem przeliczalnym, sume ; C; =: C, ktora jest zbiorem skoriczonym
lub przeliczalnym, dostajemy, na podstawie poprzednich wynikow, ze | J A, = BUC jest zbiorem przeliczalnym.
O

neN
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Uwaga 9.23. Powyzszy dowo6d mozemy zobrazowaé nastepujaco. Przypusémy, ze zbiory A; sa przeliczalne i roz-
taczne. Ustawmy elementy Ay w ciag ai1,a12,a13- .., elementy Ao w ciag asi, ase, ass ... itd., nastepnie elementy
sumy zbioréw A; ustawmy w taka tablice jak ponizej.

@11 a2 @13 G4 Qais
G21 Q22 (23 G24 Q25
31 agz a3z G34 0A35
G41 Q42 (43 (44 A45

Wowcezas elementy sumy mozemy ustawi¢ w ciag idac ponizsza Sciezka

i1 Q12 A13 @14 415
21 A9 (23 (924 Q25
31 (32 33 A34 G35

Qg1 Qa2 Q43 Q44 Q45

Zauwazmy, ze analogiczna ,rysunkowa’ metode mozemy zastosowaé dla dowodu, ze N X N jest zbiorem przeliczal-
nym.
Uzyjemy teraz powyzszych rezultatéw, by wykazaé przeliczalno$é¢ pewnych zbioréw. Zacznijmy od Q.

Stwierdzenie 9.24. Zbior liczb wymiernych jest zbiorem przeliczalnym.

Dowdd. Wiemy juz, ze 7Z i Z x N* sa zbiorami przeliczalnymi. (Stwierdzenie i przyktad ) Przypomnijmy, ze
zbior liczb wymiernych mozemy utozsamiaé ze zbiorem ilorazéw %, gdzie p € Z, g € N* oraz p i q sg wzglednie pierwsze.
Q mozemy zatem bijektywnie utozsamiaé ze zbiorem par A = {(p,q) € Z x N* | NWD(p, q) = 1} C Z x N*. Zbior A
jest oczywiscie nieskoriczony (zawiera liczby catkowite, czyli pary (p, 1), oraz jest podzbiorem zbioru przeliczalnego.
Zatem Q jest zbiorem przeliczalnym. O

Przypomnijmy teraz oznaczenie: Z[x]| to wielomiany jednej zmiennej x o wspolczynnikach ze zbioru Z, czyli
funkcje f : R — R postaci ag + a1x + ... anx"™, gdzie a; € Z a jesli a, # 0, to n nazgywamy stopniem wielomianu f.
(Stopien wielomianu zerowego przyjmuje sie jako réowny —oo.) Przez Z,[z] bedziemy oznaczaé¢ zbidr wielomianow
stopnia co najwyzej n.

Analogicznie definiujemy Q[z], jako wielomiany jednej zmiennej x o wspotczynnikach ze zbioru Q.

Stwierdzenie 9.25. Zbidr Z[z| jest zbiorem przeliczalnym.

Dowdd. Wielomiany o wspotczynnikach catkowitych mozemy zapisa¢ jako sume:
oo
Zlx) = | ) Znla).
n=0

Kazdy ze zbioréw Z,[r] mozemy utozsamié¢ ze zbiorem Z x Z- - - x Z = Z"*!, przyporzadkowujac wielomianowi ciag
wspolezynnikow ag + a1z + ... apx™ — (ag, a1 ..., a,). Kazdy ze zbiorow Z,[z] jest zatem przeliczalny, a wiec Z[x]
jest zbiorem przeliczalnym jako suma przeliczalnej ilosci zbioréw przeliczalnych. O

Uwaga 9.26. Analogicznie dowodzimy, ze Q[x] jest zbiorem przeliczalnym.

Definicja 9.27. Liczbe rzeczywista a € R nazywamy algebraiczng, jesli istnieje wielomian w € Z[z] \ {0} taki, ze
w(a) = 0.

Uwaga 9.28. Nie wszystkie liczby rzeczywiste sa algebraiczne. Liczby, ktore nie sa algebraiczne, nazywamy nie-
algebraicznymi lub przestepnymi. Liczba przestepna jest na przyktad w, dowdd tego faktu jest nietrywialny, zob.

np. [2].
Okazuje sie, ze liczb algebraicznych jest przeliczalnie wiele.

Stwierdzenie 9.29. Zbior liczb algebraicznych jest zbiorem przeliczalnym.
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Dowdd. Niech A oznacza zbior liczb algebraicznych. A mozemy zapisaé jako sume

A= U Aw,

weL[z]*

gdzie Ay to zbiér pierwiastkéow danego wielomianu w. Skoro wielomian w jest niezerowy, to ma stopieri réwny n,
zatem zbior A,, ma co najwyzej n elementow. Zbior Z[x]* (czyli zbior wielomianéw o wspotczynnikach catkowitych
bez wielomianu zerowego) jest zbiorem przeliczalnym, zatem A jest przeliczalng suma zbioréw skoriczonych, czyli
z lematu jest zbiorem przeliczalnym. O



Rozdziat 10

Zbiory nieprzeliczalne. Twierdzenie Cantora.
Hipoteza continuum

Na tym wykladzie oméwimy pojecie nieprzeliczalnosci, pokazemy nieprzeliczalnosé funkcji z N w {0, 1} i nieprzeli-
czalnosé R. Wykazemy twierdzenie CantoraE] o mocy zbioru podzbioréw, wspomnimy o hipotezie continuum i na
koricu krétko powiemy o podobieristwie porzadkowym.

Zacznijmy od definicji:
Definicja 10.1. Zbiér X nazywamy zbiorem nieprzeliczalnym jesli nie jest ani skoriczony ani przeliczalny.

Ponizsze twierdzenie pokazuje pierwszy przyktad zbioru nieprzeliczalnego, dajac zarazem odpowiedZ na pytanie
czy takie zbiory w ogoéle istnieja.

Twierdzenie 10.2. Zbior C ciggow o wyrazach ze zbioru {0,1} jest zbiorem nieprzeliczalnym.

Dowdd. Przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze zbiér C jest przeliczalny. Mozemy zatem wszystkie jego wyrazy
ustawi¢ w ciag (tworzac ciag ciagow): (c1),(c2),(cs),.... Rozwazmy teraz ciag (d) ze zbioru C' utworzony w ten
sposob, ze

g — {O jesli ciag (¢;j) ma na pozycji j jedynke

711 jesli ciag (¢;) ma na pozycji j zero

Przyktadowo, jesli nasz ciag (¢1), (c2), (¢3), - .. jest nastepujacy

()= 10110
()= 1 110 0
(3= 000 1 0
to
d)=001 ...
Zauwazmy teraz, ze ciag (d) nie moze by¢ na zadnej pozycji w naszym ciagu ciagéow (c1), (c2), (¢c3), ..., bo skonstru-

owany ciag rozni sie od kazdego ciagu (cx) na k-tej pozycji.
O

Fakt, ze zbior ciagdéw zero-jedynkowych jest zbiorem nieprzeliczalnym pozwala nam wykazaé kolejne twierdzenie.
Twierdzenie 10.3. Zbior R liczb rzeczywistych jest zbiorem nieprzeliczalnym.

Dowdd. Skonstruujemy injekcje ¢ z C' w R. Ciagowi (¢) = (a1, a2, as,...), gdzie a; € {0, 1} przyporzadkujemy liczbe
rzeczywista 0, ajagas ... (w zapisie dziesietnym). Jesli 0, ajazas -+ = 0,b1b2bs . .., to znaczy, ze

oo oo
Z a; 107" = Z b; 1077,
=1 =1

!Georg Cantor (1845-1918), niemiecki matematyk.

43
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Jesli a; = b; dla kazdego i, to nasze przyporzadkowanie jest injekcja. Przypu$émy, ze tak nie jest. Niech zatem k
bedzie najmniejszym wskaznikiem 4, dla ktorego a; # b; Niech na przyktad ar, = 11b, = 0. Wtedy > o) a;107% > 1.%
oraz Y o2, bil07 =302 bi107 < 555, & zatem Y o0; a;107 — Y00%, 5;107F > 0, sprzecznosé.

Mamy zatem injekcje ¢ : C' — R, czyli zbior C' jest rownoliczny z podzbiorem ¢(C') zbioru R (obraz zbioru przez
injekcje jest rownoliczny z tym zbiorem.) Skoro tak, to zbiér R nie jest ani skoriczony (oczywiscie), ani przeliczalny
— bo zawiera zbior nieprzeliczalny «(C). O

W poprzednim twierdzeniu skonstruowaliémy injekcje z C' w R. Kolejne twierdzenie pokaze jak skonstruowaé
injekcje z podzbioru (0,1) C R w zbior C, a stwierdzenie m pokaze rownolicznosé (0,1) i R. Dostaniemy zatem, po
ztozeniu odwzorowan, injekcje z R w C'. W takim razie dostaniemy dwie injekcje: z R w C'iz C' w R. Na nastepnym
wyktadzie poznamy twierdzenie, zwane twierdzeniem Cantora—Bernsteina, ktére pozwoli nam stwierdzié, ze istnieje
bijekcja pomiedzy C i R.

Twierdzenie 10.4. Istnieje injekcja z przedziatu (0,1) w zbior C.
Dowdd. Kazdy punkt z przedziatu (0, 1) zapiszmy w systemie dwojkowym, np
0,310 = 0,01001100110.. .5.

Ten zapis moze by¢ niejednoznaczny, w tym sensie, ze np. 0,011111 ... = 0,15 = 0,519. Przyjmujemy zatem umowe,
ze jesli w zapisie od pewnego miejsca o numerze k + 1 jest nieskoriczenie wiele jedynek (a na miejscu k zero), to
zapisujemy je jako jedynke na miejscu k. Zauwazmy, ze liczba 0,1111111111.. .2 jest réwna 11p, a zatem nie nalezy
do przedziatu (0,1). Majac teraz jednoznacznosé zapisu, definiujemy nasze odwzorowanie nastepujaco. Liczbie ¢
z przedziatu (0, 1), zapisanej w systemie dwojkowym jako 0,cicacs .. ., przyporzadkowujemy ciag

c=cieacz--- € Cl
To przyporzadkowanie jest oczywiscie injektywne, co koriczy dowod. O

Wiemy juz, ze zbiér R jest nieprzeliczalny. Zbior, ktory jest réwnoliczny ze zbiorem liczb rzeczywistych (czyli
istnieje bijekcja z tego zbiory w R), nazwiemy zbiorem mocy continuum.

Definicja 10.5. Méwimy, ze zbior A ma moc continuum, jesli A ~ R. Moc zbioru R oznaczamy przez c.
Wykazemy teraz zapowiedziane wyzej stwierdzenie:

Stwierdzenie 10.6.
(0,1) ~R.

Dowdd. Dowod tego faktu jest elementarny. Konstruujemy najpierw bijekcje z przedziatu (0,1) w przedzial (-3, 5),
na przyktad jako
0
fi(z) =mx — 5
Nastepnie bierzemy

fa(z) = tg(x),

f2 jest bijekcja z (=7, 5) w R. Sktadajac te funkcje, dostajemy bijekcje f = fao f1 z (0,1) w R. O
Uwaga 10.7. Dociekliwy czytelnik moze zapytac o bijektywnos¢ funkcji tg : (=5, 5) — R. Sprawdzenie injektyw-

nosci jest prostym ¢wiczeniem z trygonometrii, sprawdzenie surjektywnodci zostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie
z analizy (nalezy wykazaé¢ ciaglosé¢ funkcji tangens, policzyé granice na koricach przedziatu (—%,%) i skorzystaé

272
z wlasnosci Darboux).

Uwaga 10.8. Na poprzednim wyktadzie wykazaliSmy, ze zbiér liczb algebraicznych jest przeliczalny. Skoro R jest
zbiorem nieprzeliczalnym, to zbior liczb przestepnych jest takze nieprzeliczalny (inaczej R jako suma dwodch zbiorow
przeliczalnych bytby przeliczalny).

ZauwazyliSmy juz wczesniej, ze relacja rownolicznosci zbioréw jest zwrotna, symetryczna i przechodnia. Ma zatem
sens nastepujaca definicja:
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Definicja 10.9. Kazdemu zbiorowi X przyporzadkowujemy pewien obiekt, zwany mocq zbioru (albo: liczbg kardy-
nalng, oznaczany #X, w ten sposob, ze dla zbioréw X,Y mamy

#X =#Y <—= X ~Y.
Mamy nastepujace wltasnosci i oznaczenia.
1 #2 =0.
2 #X =n <= X ~{1,2,...n}.
3 #N =X,
4 #R =c.

Definicja 10.10. Niech teraz #A = a, #B = b. Mowimy, ze a < b, jesli istnieje zbior C' C B taki, ze A ~ C (czyli
A jest rownoliczny z podzbiorem B).
Jesli a < b, ale a # b (czyli zbiory A i B nie sa rownoliczne), to piszemy a < b.

Zauwazmy, ze dla zbioru skoriczonego X, zbiér podzbioréw tego zbioru P(X) ma zawsze wiecej elementéw niz
zbiér X,
P(2) = {2},
P({a}) ={2,{a}},
P({a,b}) = {2,{a}, {0}, {a, b}}.
(Latwo zauwazy¢, ze jesli zbior X ma n elementow, to zbior P(X) ma 2" elementéw, co wyjasnia wystepujace czasem
oznaczenie zbioru podzbiorow X jako 2X).

Okazuje sie, ze dla wszystkich zbioréw moc zbioru jest silnie mniejsza niz moc zbioru jego podzbioréw. Twierdzenie
to zostalo odkryte i udowodnione przez Georga Cantora (1845-1918).

Twierdzenie 10.11 (Twierdzenie Cantora). Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Wowczas

#X < #P(X).

Dowadd. Dla zbioru pustego twierdzenie jest prawdziwe, jak zauwazyliSmy powyzej.
WezZmy zatem niepusty zbiér X. Zauwazmy, ze

#X < #P(X).
Faktycznie, funkcja g : X 5z — {z} € P(X) jest bijekcja z X na istotny, rozny od catego P(X), podzbior P(X),
g: X < {{z}z € X}.

Pozostaje wykazac, ze #X # #P(X).
Przypusémy zatem, ze dla jakiego$ zbioru niepustego X mamy X ~ P(X), czyli istnieje bijekcja

f: X < PX).
Dla z € X: f(z) jest pewnym podzbiorem P(X). Zdefiniujmy pewien podzbiér Z zbioru X.
Z={veX|x¢ f(r)},

czyli Z jest podzbiorem ztozonym z tych elementéw zbioru x, ktére nie naleza do podzbioru danego przez f(x).
Skoro f jest bijekcja, to istnieje z € X takie, ze

Z = f(2).

Sa dwie mozliwosci, albo z € Z albo z ¢ Z. Jesdli z € Z, to z ¢ f(z) = Z, z definicji Z, co jest niemozliwe. Zatem,
z ¢ Z, ale wtedy, znowu z definicji Z, mamy z € f(z) = Z, znowu sprzeczno$é. Zatem, niemozliwe jest by byta
bijekcja miedzy X a P(X). Zatem

#X < #P(X).
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Z tego twierdzenia wynikajg od razu dwa wnioski.
Whniosek 10.12. Mozna konstruowaé zbiory coraz wiekszych (nieskoriczonych) mocy.

Faktycznie, na przyktad:
#N < #P(N) < #P(P(N)) < ...

Mamy zatem nieskoniczenie wiele réznych liczb kardynalnych, wiekszych od danej liczby kardynalne;j.

Drugi z wnioskéw méwi, ze nie istnieje zbior wszystkich zbioréw. Odkrycie tego faktu bylo sporym zaskoczeniem
dla matematykow zajmujacych sie teoria mnogosci w drugiej potowie XIX wieku, zwtaszcza dla Georga Cantora.

Whiosek 10.13. Nie istnieje zbior wszystkich zbioréw.

Dowdd. Przypusémy, ze istnieje zbidr wszystkich zbioréw, oznaczmy go przez Z. Wtedy, zbidr jego podzbioréw jest
zawarty w Z. Jako podzbiér Z ma moc mniejsza lub réwna mocy Z, czyli jest

#P(Z) < #Z,
a twierdzenie mowi, ze jest to niemozliwe, bo zawsze

#7 < H#P(Z).

Zauwazmy teraz, ze zachodzi nastepujacy fakt:

Stwierdzenie 10.14. Zdefiniowany na poczgtku tego wyktadu zbidr C ciggéw zero-jedynkowych jest réwnoliczny ze
zbiorem P(N).

Dowdd. Faktycznie, odwzorowanie, ktore ciggowi ¢ € C' przyporzadkowuje podzbiér N ztozony z takich i tylko takich
elementow n € N, ze ¢, = 1, jest w oczywisty sposéb bijekcja. ]

Uwaga 10.15. WspomnieliSmy wyzej, ze na przysztym wyktadzie wykazemy, ze R ~ C. Widzimy zatem, ze
R ~ P(N).

Przez dhuzszy czas matematycy, przede wszystkim Georg Cantor, probowali znalezé odpowiedZ na pytanie: czy
jest jakis zbior H taki, ze

#N < #H < #R = #P(N).

Cantor wysunal hipoteze (zwana hipoteza continuum), ktéra mowi, ze takiego zbioru nie ma, nie potrafit jednak tego
udowodni¢. I nic dziwnego, w polowie XX wieku okazalo sie, ze ta hipoteza jest niezalezna od aksjomatéw teorii
mnogosci, to znaczy mozna przyjaé zaréwno istnienie, jak i nieistnienie zbioru H, nie dostajac sprzecznosci z aksjo-
matyka teorii mnogosci. Zainteresowany czytelnik moze poczyta¢ np. w [II] o pracach Gédlaﬂ (1940), ktory wykazal
niesprzeczno$¢ hipotezy continuum z aksjomatami teorii mnogodci i Cohenaﬂ (1963), ktory wykazal niezaleznosé
hipotezy continuum od tych aksjomatow.

2Kurt Godel (1906-1978), austriacki logik i matematyk.
3Paul Cohen (1934-2007), amerykariski matematyk.



Rozdzial 11

Twierdzenie Cantora—Bernsteina

Ten wyktad poswiecimy dowodowi twierdzenia sformutowanego przez Cantora, ktoérego dowéd pochodzi od Feliksa
Bernsteindl i Ernsta Schréderd? .

Zwyczajowo to twierdzenie zwane jest twierdzeniem Cantora—Bernsteina.

Twierdzenie 11.1. Jedli istnieje injekcja ze zbioru A w zbidr B i istnieje injekcja ze zbioru B w zbidr A, to istnieje
bijekcja z A w B.

Uwaga 11.2. Twierdzenie mozna sformulowaé takze nastepujaco: dla dowolnych liczb kardynalnych m i n, jesli
m<ning<m, tom=n.

Dowdd. Zauwazmy, ze wystarczy wykazaé¢ nastepujacy lemat.
Lemat 11.3. Dla dowolnych zbioréw X,Y,Z, jesli X CY C Z i #X = #Z, to #Y = #Z.

Faktycznie, zatdézmy, ze mamy wykazany powyzszy lemat. Wezmy teraz injekcje f : A — Bih: B — A.
Zauwazmy, ze h(B) ~ B i f(A) ~ A oraz f(A) ~ h(f(A)), bo f i h sa injekcjami. Niech

Z = A,
Y .= h(B),
X := h(f(A)).

Wtedy, jak tatwo zauwazy¢,
XcYczZz

(bo h(f(A)) C h(B) C A). Zauwazmy tez, ze
Z = A~ f(A) ~ h(f(A)) = X.

Woweczas, z lematu wynika, ze

Y ~Z
czyli
h(B)~ A
a wiec tez
B~ A

a zatem istnieje bijekcjaz A w B.
Pozostaje wiec wykazaé lemat Poniewaz #7 = #X, to istnieje bijekcja f : Z < X. Zdefiniujmy rekuren-
cyjnie ciag zbioréw:
Wo=Y\ X, Wpp1 = f(Whn).
Zauwazmy, ze dla dowolnego n € N mamy W,, C Y, dla Wy jest to oczywiste. Dla W,,, n > 0 wynika to z faktu, ze
f prowadzi do X C Y. Zdefiniujmy zbiér W C Y jako

W .= G Wh.
n=0

'Felix Bernstein (1878-1956), niemiecki matematyk.
2Ernst Schréder (1841-1902), niemiecki matematyk.
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Zdefiniujmy odwzorowanie g : Z — Y wzorem

o) = {10, W

Sprawdzimy teraz, ze:
1. g jest injekcja. Wezmy x1,x9 € Z, 11 # x2. Mamy nastepujace mozliwosci:

o 1,29 € W. Wtedy g(z1) = 21 # z2 = g(x2).

o 1,29 ¢ W. Wtedy g(x1) = f(z1) 1 g(x2) = f(x2), ale f jest injekcja, zatem dla x1 # z9 mamy f(z1) # f(x2)
czyli tez g(x1) # g(x2).

e z; € W, x9 ¢ W. Przypusémy, ze w tym przypadku g(z1) = g(x2), czyli, z definicji g, 1 = f(x2). Skoro
x1 € W to f(xgy) € W, zatem istnieje n € N takie, ze f(z2) € W,. Jesli f(xq) € Wy, to f(xz) € Y \ X,
czyli f(x2) ¢ X, co daje sprzecznosé, bo funkcja f prowadzi w X. Musi zatem by¢ f(x2) € W, dla pewnego
n > 1. Skoro f(xz2) € Wy, to f(xz2) € f(Wp_1), z definicji obrazu wynika zatem, ze istnieje w € W,_; takie,

ze f(x2) = f(w), a skoro f jest injekcja, to xo = w € W, _1, ale to oznacza, ze x9 € W, co jest jest sprzeczne
z naszym zalozeniem, ze x1 € W, xo ¢ W.

e Przypadek x; ¢ W, x9 € W dowodzimy analogicznie jak powyzej.
2. g jest surjekcja. Cheemy sprawdzié, ze g(Z) =Y. W serii rownosci ponizej bedziemy korzystac:
(a) z wtasnosci obrazu i przeciwobrazu wypisanych w stwierdzeniu i Uwadze
(b) z definicji W
(c) z definicji g
(d) z bijektywnosci f
Zapiszmy
9(2) = g2\ WuW) @ g2\ W) ugW) £ FZ\W)UW E FZ\W) UWo U Wast 2 F(Z\ W)U WU
Uno £W) & FZANW) U\ X) U FURZ Wa) = FZ\ W) U\ X) U FIW) = F(Z\ W) U FIW) U (Y X) @

FOur\ )2 xuy\x=v. O

—
~

Whiosek 11.4. Na poprzednim wyktadzie wykazalismy, ze istnieje injekcja ze zbioru C ciggow zero-jedynkowych w R
(twierdzenie oraz injekcja z R w C' (twierdzenie . Z twierdzenia Cantora—Bernsteina wnioskujemy zatem,
ze R~ C.

Cwiczenie 11.5. 1. Wykaza¢, ze odwzorowanie N x N — N dane wzorem (k,1) — 2¥3! jest injekcja.
2. Korzystajac z powyzszego faktu i z twierdzenia Cantora—Bernsteina, wykazaé, ze N x N ~ N.



Rozdzial 12

Lemat Kuratowskiego—Zorna

Na tym wyktadzie powrécimy do relacji czesciowego porzadku. Sformutujemy lemat K uratowskiegcﬂ—Zornﬂ. Wyka-
zemy, ze ten lemat wynika z twierdzenia Zermelo (o dobrym uporzadkowaniu).

Na kolejnym wyktadzie zobaczymy, ze zachodzi wynikanie: z lematu Kuratowskiego-Zorna wynika pewnik wy-
boru, a jeszcze pdzniej naszkicujemy dowdd twierdzenia Zermelo przy zatozeniu pewnika wyboru. Zauwazmy zatem,
ze lemat Kuratowskiego—Zorna jest réwnowazny pewnikowi wyboru, mozna go zatem przyja¢ jako jeden z aksjomatow
teorii mnogodci.

Zacznijmy od przypomnienia.

Niech zbiér (X, =) bedzie zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym (to znaczy relacja < jest zwrotna, przechodnia,
stabo antysymetryczna, zobacz deﬁnicja. Przypomnijmy, ze podzbiér L C X nazywamy tancuchem, jesli (L, < [1)
jest zbiorem uporzadkowanym liniowo (definicja . Przypomnijmy, ze element M € X nazywamy majoranta
zbioru A C X, jesli dla kazdego x € A zachodzi x < M (definicja , a element a € X nazywamy elementem
maksymalnym zbioru X, jesli dla dowolnego x € X zachodzi wynikanie a < x = a = z (definicja .

Dla zbioru X uporzadkowanego liniowo odcinkiem poczatkowym tego zbioru wyznaczonym przez punkt a € X
nazywamy

O(a) ={re X :z<aAx#a},

zobacz definicja [8.25]

Mowimy, ze (X, <) jest uporzadkowany dobrze, gdy kazdy niepusty podzbior zbioru X ma element najmniejszy
(w sensie porzadku <), zobacz definicja[8.23]

Niech teraz (X, <) bedzie zbiorem dobrze uporzadkowanym. Wezmy funkcje f : P(X) \ {X} — X taka, ze
f(A) € X \ A (jej istnienie wynika z pewnika wyboru). Mowimy, ze porzadek < jest zgodny z f, jesli dla kazdego
a € X zachodzi a = f(O(a)). Przypomnijmy teraz twierdzenie Zermelo (twierdzenie [8.28)):

Twierdzenie 12.1 (Zermelo). Niech X bedzie zbiorem niepustym. Niech f: P(X)\{X} — X bedzie funkcjq taka,
ze f(A) € X \ A. Wowczas istnieje doktadnie jeden porzqdek na X, dobry i zgodny z f.

Zaktadajac to twierdzenie wykazemy teraz lemat Kuratowskiego—Zorna. Nastepnie, na kolejnym wykladzie,
zobaczymy — bardzo istotne — zastosowania tego lematu. Dzieki niemu bedziemy mogli wykazaé, ze kazda przestrzen
wektorowa ma baze, ze moce dwoch dowolnych zbioréw mozna ze sobg poréwnaé lub, na wyktadzie ze wstepu do
algebry, ze w kazdym pierscieniu istnieje ideal maksymalny.

Twierdzenie 12.2 (Lemat Kuratowskiego—Zorna). Niech X bedzie zbiorem niepustym a < czeSciowym porzqdkiem
na X. Zatozmy, ze
o kazdy tancuch w X ma majorante w X.

Wowczas istnieje w X element maksymalny.

Dowdd. WprowadZzmy oznaczenia. Niech L bedzie tancuchem w X, niech dla tego tancucha M (L) oznacza zbior
majorant L w X. 7 zalozenia e wynika, ze M (L) jest zbiorem niepustym. Wezmy funkcje f : P(X)\ {X} — X
taka, ze dla dowolnego A C X mamy f(A) € X \ A oraz dodatkowo f(L) € M(L) \ {L}, o ile L jest laiicuchem
i M(L)\ L # o.

Dla dowodu lematu Kuratowskiego—Zorna wykazemy trzy pomocnicze lematy.

'Kazimierz Kuratowski (1896-1980), polski matematyk.
2Max Zorn (1906-1993), amerykariski matematyk pochodzenia niemieckiego.
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Lemat 12.3. Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym, niech L bedzie niepustym taricuchem w X,
ktory ma w X majorante. Wowczas, jesli M (L) C L, to L ma element najwickszy i jest to zarazem element maksy-
malny w X.

Dowdd lematu[12.3 Niech z bedzie majoranta tancucha, czyli x € M(L). Skoro M(L) C L, to # € L. Z definicji
majoranty mamy zatem, ze dla kazdego y € L zachodzi y < x. To dokladnie oznacza, ze = jest elementem najwiekszym
w L. Pozostaje zobaczyé, ze x jest tez elementem maksymalnym w X. Wezmy zatem 2z € X i zalézmy, ze x < z.
Skoro dla kazdego y € L mamy y < x, to takze y < 2,Vyer, a zatem z jest majoranty L. Skoro z zatozenia M (L) C L,
toz € L, azatem z < z, bo x jest najwiekszym elementem L. W takim razie x = z i wykazalidmy, ze x jest elementem
maksymalnym w X. O

Mamy teraz dwie mozliwosci.

Mozliwosé I: Porzadek < jest porzadkiem liniowym na X. Woéwczas X jest taricuchem. Z zalozenia, ten taricuch
ma majorante xg € X, oraz wszystkie majoranty tego ancucha sa w X. Mozemy zatem skorzysta¢ z lematu
z ktorego dostajemy, ze zqg jest elementem najwickszym w X, a wiec i maksymalnym w X. To dowodzi tezy.

Mozliwo$é II: Porzadek < nie jest porzadkiem liniowym na X. Ten przypadek jest bardziej skomplikowany.
Wykorzystamy twierdzenie Zermelo, ktére méwi w szczegdlnodci, ze w zbiorze X mozemy wprowadzi¢ dobry porzadek.
Oznaczmy go <. Zdefiniujmy podzbiér X:

Y :={y € X : D<(y) nie jest g-tancuchem w X},

gdzie D<(y) oznacza domkniety odcinek poczatkowy wyznaczony przez punkt y wzgledem dobrego porzadku <, zob.
definicja [8.25
Wykazemy nastepujacy lemat.

Lemat 12.4. Jesli Z C X nie jest X-taricuchem, to ZNY # @. W szczegdlnosci, Y # &.

Dowdd lematu[12.4, Wezmy zbior Z, ktory nie jest x-taricuchem (taki zbior istnieje, bo porzadek < nie jest liniowy).
Istnieja zatem z,y € Z nieporownywalne wzgledem =, natomiast x, y sa porownywalne wzgledem porzadku < (ktory
jest w szczegolnosei porzadkiem liniowym). Bez zmniejszenia ogolnosci mozemy przyjac, ze z < y. Wtedy x € D<(y)
oraz D<(y) nie jest <-taiicuchem (bo x,y nie sa poréwnywalne wzgledem <.) Z definicji Y mamy, ze y € Y, a zatem
y € ZNY:; w szczegbdlnosci mamy takze Y £ &. O

Zbior Y jest niepustym podzbiorem zbioru dobrze uporzadkowanego (X, <). Niech y; oznacza najmniejszy
w sensie porzadku <) element zbioru Y. Zdefiniujmy pewien odcinek poczatkowy:
& 3!

L1 = Og(yl).

Zauwazmy, ze Ly # &. Faktycznie, skoro y; € Y, to domkniety odcinek poczatkowy D« (y1) nie jest <-taiicuchem,
zatem istnieje co najmniej jeden element = € D¢ (y;) nieporéwnywalny wzgledem < z y1, czyli #D<(y1) > 2, skad
#0<(y1) 2 1, czyli O<(y1) = L1 # @.

Co wiecej, zauwazmy tez, ze

LinY =2.

Faktycznie, L1 = O<(y1) = {x € X : < y1} (< oznacza jak zwykle ,mniejsze lub réwne i rozne”), zatem poniewaz
y1 jest najmniejszym elementem Y, to zaden z elementéw L1 nie moze naleze¢ do Y.

W takim razie Ly jest <-tanicuchem. Gdyby bowiem Lj nie byl <-tancuchem, to miatby — z lematu[I2:4]— niepuste
przeciecie z Y.

Udowodnimy teraz trzeci (i ostatni) lemat.

Lemat 12.5. Majoranty L1 wzgledem porzgdku < zawierajqg sie w Ly, czyli
M<(Ly) C Ly.
Dowdd lematu[12.3 Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze M (L1)\ L1 # @. Wowcezas, z okreslenia funkcji f mamy
f(L1) € M(Ly) \ L.

Porzadek < jest zgodny z f, zatem
f(L1) = f(O<(y1)) = m
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a zatem

Y1 € M(Ll) \Ll.

W takim razie y; jest majoranta (w porzadku =< ) Lj, zatem dla wszelkich y € L1 mamy y < y;. Stad wynika
nastepujaca obserwacja:

Obserwacja. D<(y1) jest <-tancuchem.

Faktycznie, z powyzszego wynika, ze y; jest porownywalny z kazdym elementem O« (y1). Przypusémy, ze w D<(y1)
istnieja yo2,ys (rézne od y;) nieporéwnywalne wzgledem <. Te elementy sa poréwnywalne wzgledem <, mozemy
przyjaé, ze ys < yo, zatem Dc(y2) zawiera element ys3 nieporownywalny wzgledem < z yo, czyli D<(y2) nie jest
<-tancuchem, czyli yo € Y. Z drugiej strony L1 = O<(y1) D D<(y2), czyli y2 € L1, zarazem, jak zobaczyliSmy wyzej,
Li1NY =g, co daje sprzecznosé.

Skoro D«(y1) jest <-taricuchem, to, z definicji Y, y; ¢ Y, co daje sprzecznosc z faktem, ze y; jest (najmniejszym)
elementem Y. Tym sposobem zakoniczylismy dowdd lematu [12.5] O

Aby zakoniczy¢ dowdd catego twierdzenia (lematu Kuratowskiego—Zorna) wystarczy zauwazy¢, ze wlasnie wyka-
zalidmy, ze

M<(L1) C Ll,

zatem na podstawie lematu L1 ma element najwiekszy, ktéry jest maksymalny w X. Zatem w X istnieje element
maksymalny. O

Uwaga 12.6. Zauwazmy, ze w zatozeniach twierdzenia jest zdanie ,kazdy tancuch w X ma majorante w X"
Istotne jest, zeby majoranta tancucha z X nalezala do X, w przeciwnym razie twierdzenie nie musi zachodzic.
Rozwazmy na przyktad X = (0,1) z naturalnym porzadkiem. Kazdy taricuch z tego przedzialu ma majorante w R,
ale nie kazdy ma majorante w X, przyktadowo {1 — % :n € N} nie ma majoranty w (0,1); i oczywiscie w X nie ma
elementu maksymalnego.



Rozdziat 13

Pewne zastosowania lematu
Kuratowskiego—Zorna.

Na tym wykladzie pokazemy, ze z lematu Kuratowskiego—Zorna wynika pewnik wyboru I przedstawimy zastosowania
tego lematu do dowodu, ze kazda przestrzen wektorowa ma baze i do wykazania twierdzenia o poréwnywaniu liczb
kardynalnych.

Twierdzenie 13.1. WezZmy zbior czesciowo uporzqdkowany (X,<). Zatozmy, zZe zachodzi lemat Kuratowskiego—
Zorna.
Wowczas dla dowolnej (niepustej) rodziny zbiorow niepustych {A;}icr istnieje funkcja f: I — U;cr Ai

f(i) € Ai.

Dowdd. Zaktadamy, ze z tego, ze kazdy taricuch w X ma majorante w X, wynika, ze w X istnieje element maksymalny.
Zdefiniujmy zbiér P jako zbiér funkcji prowadzacych z pewnego podzbioru zbioru wskaznikow w J;o; A; oraz
takich, ze f(i) € A;, dokladniej:

Pe={(Jp, AT CINf: T = | JAnie Jp = f(i) € A}
el
Zauwazmy, ze P jest zbiorem niepustym, bo biorac ig € I i J = {ip} dla dowolnego elementu a € A4;,, mozemy

zdefiniowaé f(ig) = a. Zatem para ({ig}, f) dla tak zdefiniowanego f nalezy do P.
Na zbiorze P zdefiniujmy porzadek < nastepujaco. Dla f,g € P

f<g = JpCTJyNgls =f
Sprawdzimy, ze kazdy tancuch w zbiorze P ma majorante. Wezmy tancuch L i zdefiniujmy

Jo=J Jrcr
(vaf)

fo=U 1

(Jf»f)

Zauwazmy, ze fy jest funkcja, co wynika z faktu, ze sumujemy funkcje z tanicucha i z definicji porzadku na P.
Zauwazmy tez, ze (Jo, fo) jest majoranta tancucha L, bo jesli i € Jy to i € J; dla pewnego J; a zatem fo(i) = f(i) €
A;, czyli fo(i) € A; dla kazdego i € Jy. W takim razie z lematu Kuratowskiego—Zorna wynika, ze mamy w P element
maksymalny, niech to bedzie funkcja g z dziedzing J,. Wystarczy wykazac, ze J, = I. Gdyby I # J,, to istnialoby
Jj & Jg,j€l. Zdefiniujmy J := J, U {j} i funkcje h : J — |, A; taka, ze h(i) = g(i) jesli i € J, oraz h(j) = a € Aj,
dla dowolnego elementu a € A;. Wtedy (Jg,g) jest elementem P istotnie mniejszym niz (J, h), co jest sprzeczne
z faktem, ze (Jg, g) jest elementem maksymalnym. Zatem J, = I. O

jako dziedzine funkcji

Kolejnym twierdzeniem, ktére wykazemy, jest twierdzenie o poréwnywaniu mocy zbioréw. W dowodzie tego
twierdzenia wykorzystamy lemat Kuratowskiego—Zorna.
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Twierdzenie 13.2. Dla dowolnych dwdch zbiorow A, B zachodzi co najmniej jedna z nierdwnosci:
#AS#B, #B < #A.
Dowdd. Rozwazmy zbiér X sktadajacy sie z funkcji f takich, ze
e Dom; C A
e Dom} C B
e f jest injekcja.

Elementy zbioru X traktujmy jako podzbiory A x B (funkcje sa podzbiorami iloczynu kartezjanskiego). Zauwazmy,
ze zbior X jest niepusty, bo nalezy do niego przynajmniej funkcja pusta (czyli pusty podzbior A x B). Wprowadzmy
w X porzadek za pomoca relacji zawierania, okreslonej na podzbiorach A x B.

Wykazemy teraz, ze w zbiorze X istnieje element maksymalny. Niech L bedzie taricuchem w X, zatem jesli
fi,fa€ L, to fi C folub fo C fi.

Zdefiniujmy podzbiér

s:Uf.

feL

Oczywiscie s C A x B. Chcemy sprawdzié, ze s jest majorantyg L w X. Musimy zatem sprawdzié, ze s jest funkcja,
wieksza lub réwna od wszystkich funkcji L, oraz, ze s jest injekcja.

Sprawdzmy, czy s jest funkcja. Niech (z,y1) € si (z,y2) € s dla pewnych z € A, y1,y2 € B. Wowczas, z definicji
sumy, istnieja fi, fo € L takie, ze (z,y1) € f1 1 (x,y2) € fo. Poniewaz L jest taricuchem, mozemy, bez zmniejszenia
ogolnosci, przyjac, ze f1 C fo. Zatem (z,y1) € fa 1 (x,y2) € fa, a skoro fy jest funkcja, to y1 = yo.

Wprost z definicji s jako sumy funkcji taicucha wynika, ze funkcja s zawiera wszystkie funkcje f z tanicucha L,
a wiec jest majoranta L.

Sprawdzmy teraz, ze s jest injekcja. Niech (z1,y) € s i (z2,y) € s, dla pewnych x1,29 € A, y € B. Podobnie
jak wyzej, z definicji sumy, istnieja fi, fo € L takie, ze (x1,y) € f1 1 (x2,y) € fo. Mozemy znéw, bez zmniejszenia
ogolnosci, przyjac, ze fi C fo. Zatem (x1,y) € fo i (z2,y) € f2, a skoro fo jest injekcja, to 1 = x2, a wiec s jest
injekcja.

Wykazalismy wiec, ze kazdy tancuch w X ma majorante w X. Z lematu Kuratowskiego—Zorna wynika zatem, ze
w X istnieje element maksymalny. Nazwijmy ten element maksymalny h.

Zauwazmy, ze jeSli h jest elementem maksymalnym w X, to Dom;, = A lub Dom; = B. Faktycznie, gdyby
Domy, # A i Domj, # B, to istnialyby dwa elementy a, b, takie, ze a € A\ Domyibe€ B\ Dom?. MielibySmy wtedy
element g := h U {(a,b)}, istotnie wiekszy od h i bedacy oczywiscie funkcja injektywna (czyli g € X i h C g). To
daje sprzecznos¢ z maksymalnoscig h.

W takim razie h jest elementem X spelniajacym warunek

Domy, = A lub Domj = B.

Jesli Domy, = A, to funkcja h jest, jako element X, injekcja z A w B, a zatem #A < #B.

Jesli Domj = B, to funkcja h™! (ktéra prowadzi z B do Domy, i jest dobrze zdefiniowana, bo funkcja h jest
injekcja, a zatem jest bijekcja na Im(h) = B) jest injekcja z B w A. Zatem, skoro mamy injekcje z B w A to
#B < #A.

To koriczy dowod twierdzenia. O

Kolejne twierdzenie wykracza nieco poza material wstepu do teorii mnogosci. Méwi ono, ze kazda przestrzen
wektorowa ma baze. Czytelnik, ktéry jeszcze nie miat wyktadu z algebry liniowej, moze to twierdzenie pominaé.

Twierdzenie 13.3. Kazda niezerowa przestrzen wektorowa ma baze.

Dowdd. Przypomnijmy, ze baza przestrzeni wektorowej V nazywamy maksymalny (w sensie inkluzji) podzbior wekto-
row liniowo niezaleznych w tej przestrzeni. Niech vy bedzie niezerowym wektorem. Latwo zauwazy¢, ze zbidr ztozony
tylko z wektora vy jest zbiorem wektoréw liniowo niezaleznych w V. Zdefiniujmy zbiér X nastepujgco:

X={ACX:v; € AiA jest zbiorem wektoréow liniowo niezaleznych}.

Na zbiorze X wprowadzamy porzadek czesciowy za pomoca relacji inkluz;ji.
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Jesli uda nam sie pokazaé¢ (wykorzystujac lemat Kuratowskiego-Zorna), ze w X istnieje element maksymalny,
powiedzmy Ag, to ten element bedzie baza V.

Wezmy zatem tancuch L C X. Wezmy S = J ¢, A. Oczywiscie, dla dowolnego A € L mamy A C S, zatem S
jest majoranta L. Aby sprawdzié, czy S nalezy do X, trzeba sprawdzié, czy vy € S i czy S jest zbiorem wektorow
liniowo niezaleznych. Skoro vy € A dla kazdego A € L, to oczywiscie v1 € S = (Jyc, A. Pozostaje sprawdzic,
ze S jest zbiorem wektoréw liniowo niezaleznych. Z definicji liniowej niezaleznosci zbioru wektoréw, oznacza to, ze
mamy sprawdzi¢, ze dowolny skonczony podzbior W = {wy, ... wi} C S jest zbiorem wektoréw liniowo niezaleznych.
Skoro wi,...wr € S, to istnieja Ay,...,Ar € L takie, ze w; € A;, i = 1,...,k. Skoro L jest tancuchem, to
wszystkie te zbiory sg poréwnywalne ze sobg, mozemy wiec, dokonujac ewentualnie ich przenumerowania, zatozyc¢,
ze A1 C Ay C ... Ap. Wtedy wi,...,w, € A, ale A jest zbiorem wektoréw liniowo niezaleznych. Zatem wq, ..., wg
sg liniowo niezalezne. W takim razie S jest zbiorem wektoréw liniowo niezaleznych, czyli majoranta tanicucha w X.

Wykazalismy zatem, ze kazdy taricuch w X ma majorante w X, w takim razie, z lematu Kuratowskiego—Zorna,
wynika, ze w X istnieje element maksymalny Ag. Ten element jest baza V' (jako maksymalny w sensie zawierania
podzbior wektorow liniowo niezaleznych). O

Uwaga 13.4. Warto zastanowi¢ sie nad sytuacja, gdy rozwazamy R jako przestrzen wektorowa nad Q.



Rozdzial 14

Twierdzenie Zermelo o dobrym uporzadkowaniu
(i szkic dowodu)

Na tym wyktadzie naszkicujemy dowdd tego, ze z pewnika wyboru wynika twierdzenie Zermelo.

Dowod jest prowadzony wedlug jednego z dowodéw przedstawionych w podreczniku [4], do ktérego odsylamy
Czytelnika zainteresowanego tez innymi dowodami.

Przypomnijmy:

Niech dany bedzie zbior (X, <) dobrze uporzadkowany i funkcja f: P(X)\ {X} — X bedzie taka, ze f(A) ¢ A.
Mowimy, ze porzadek < jest zgodny z f, jesli dla kazdego a € X zachodzi

a= f(O(a)),
gdzie odcinkiem poczatkowym wyznaczonym przez element a € X nazywamy
O(a) ={reX :z<aAz#a}.
Zachodzi nastepujace stwierdzenie (bedzie potrzebne do dowodu twierdzenia Zermelo):

Stwierdzenie 14.1. Niech (X, <) bedzie zbiorem liniowo uporzadkowanym. Wtedy nastepujace warunki sq réwno-
wazne:

(1) < jest dobrym porzqdkiem;
(2) jesli O jest odcinkiem poczgtkowym (zob. definicja[8.25), to istnieje a € X, taki, ze O = O(a);
(8) zZaden cigg w X nie jest ciggiem (silnie) malejgcym.

Zanim zaczniemy dowdd, zobaczmy ,negatywny” przyktad do stwierdzenia. WeZzmy R z naturalnym porzadkiem,
<. Ten zbior nie jest dobrze uporzadkowany. Faktycznie, na przyklad w zbiorze (0,1) C R nie ma elementu
najmniejszego. Zbior {r € R : x < b,Vbe(OJ)} jest odcinkiem poczatkowym, ale nie jest odcinkiem poczatkowym
wyznaczonym przez jakis element a € R. Oczywiscie mamy w R ciagi malejace (na przyktad a,, = —n). Przejdzmy
teraz do dowodu stwierdzenia.

Dowaod. Mozemy zalozyé, ze X jest zbiorem niepustym.

(1) = (2). Wezmy O, wlasciwy (zatem rézny od X) odcinek poczatkowy w X. Skoro porzadek jest dobry, to
w X \ O (niepusty!) istnieje element najmniejszy, a. Wykazemy teraz, ze O = Qa. Jesli y € O(a), toy € O, bo
a jest najmniejszym sposrod elementéow nienalezacych do O. Jesliy € O, toy < a Ay # a, zatem y € O(a). Stad
O = 0O(a).

(2) = (3). Wezmy ciag (xn)nen C X. Zdefiniujmy O jako zbior punktéw X mniejszych (lub rownych) od wszystkich
wyrazow clagu, y € O <= y < T, Vnen. Zauwazmy, ze O jest odcinkiem poczatkowym zbioru X (bo wraz z kazdym
elementem zawiera wszystkie od niego mniejsze). Jesli O = X, to ciag (x,) musi by¢ staly (réwny najwiekszemu
elementowi X). Jesli O jest wlasciwym odcinkiem poczatkowym, to istnieje a € X taki, ze O = O(a), ale skoro
a ¢ O(a) = O, to istnieje element ciagu zy taki, ze xy < a. Stad zx € O, a stad xy < x,, dla wszystkich n, czyli
w szczegolnoscl xy < xn+1, a zatem ciag (T, )npen nie jest malejacy.
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(3) = (1). Calkiem formalny dowod tego wynikania wymaga twierdzenia o definiowaniu przez indukcje z wy-
ktadu 15, tu przedstawimy szkic rozumowania. Niech A bedzie niepustym podzbiorem zbioru X. Wezmy dowolny
element xg € A. Jesli ten element jest najmniejszy w A, to skonczyliSmy dowod. Jesli nie, to istnieje element zq
od niego mniejszy. Jesli z1 to nie jest najmniejszy element A to kontynuujemy postepowanie, konstruujac wyrazy
x1 > To > x3.... Jedli zaden z elementéw x, nie jest elementem najmniejszym w A, dostajemy nieskoriczony cigg
$cidle malejacy, sprzecznosé. O

Twierdzenie 14.2 (Zermelo). Niech dany bedzie zbior X i funkcja f: P(X)\ {X} — X bedzie taka, ze f(A) ¢ A.
Wowczas istnieje doktadnie jeden porzgdek na X, dobry i zgodny z f.

Dowdd. Dowdd twierdzenia opiera sie na serii lematow.
Przypomnijmy, ze podzbior A zbioru X jest zgodny z f, jesli istnieje na A dobry porzadek <4, zgodny z f.
Przykladowo, tatwo sprawdzi¢, ze dla a € X z f(&) = {a} zbior {a} jest dobrze uporzadkowany i zgodny z f.

Lemat 14.3. Kazdy odcinek poczgtkowy zbioru A zawartego w X i zgodnego z funkcjqg f jest tez zgodny z funkcjq f.

Dowdd lematu[T].3 Niech C' C A bedzie jakim$ odcinkiem poczatkowym zbioru A (z porzadkiem z A zaciesnionym
do C). Aby wykaza¢, ze C jest zgodny z f, musimy wzia¢ jakis odcinek poczatkowy zbioru C, powiedzmy O« (c) dla
pewnego ¢ € C' (przypomnijmy, ze kazdy odcinek poczatkowy jest wyznaczony przez jakis element zbioru) i sprawdzié,
ze f(O<,(c)) = c. Zauwazmy, ze

O<c (C> =0¢, (C)a

bo na C' mamy zacie$nienie porzadku z A. W takim razie

gdzie druga nieré6wnosé wynika z zatozenia, ze porzadek na A jest zgodny z f. O

Lemat 14.4. Niech dane bedg dwa podzbiory A, B zbioru X, zgodne z f. Niech C bedzie wtasciwym odcinkiem
poczgtkowym zbioru (A <a) i zbioru (B,<p) (wtasciwym, czyli C # A,C # B). Wiowczas istnieje ¢ € AN B takie,
ze C=0¢,(c) i1 C = 0gg4(c).

Dowdd lematu[T].]} Skoro C jest odcinkiem poczatkowym A, to C = O ( ) dla pewnego a € A i tak samo,
skoro C' jest odcmklem poczatkowym B to C' = O«,(b) dla pewnego b Poniewaz A jest zgodny z f, to
f(C) = f(O<,(a)) = aiponiewaz B jest zgodny z f, to f(C) = f(O<,(b)) zatem a = b, wiec biorac c:=a =1b

wykazaliémy lemat. O

H m//\

Lemat 14.5. Niech dane bedg dwa podzbiory (A,<a),(B,<p) zbioru X, zgodne z f. Wowczas jeden z tych zbioréw
jest odcinkiem poczgtkowym drugiego.

Dowdd lematu[I4.5 Niech R bedzie rodzina zlozona ze zbiorow R C AN B takich, ze R jest odcinkiem poczatkowym
zarowno (A, <4), jak i (B,<p).
Niech

c=|JR

ReR
Zauwazmy, ze z definicji odcinka poczatkowego wynika, ze suma odcinkéw poczatkowych jest odcinkiem poczatkowym.
Zatem C jest odcinkiem poczatkowym zaréwno A jak i B, czyli C € R. Zauwazmy tez, ze C jest tez najwiekszym
w sensie zawierania elementem w R. Teze lematu dostaniemy, jesli wykazemy, ze C' = A lub C' = B. Przypus$émy
zatem, ze C # A i C # B. Zatem C jest wlasciwym odcinkiem poczatkowym dla A i B, spelnia zatem zatozenia
lematu [I£.4] Istnieje wigc element ¢ € AN B taki, ze

C'=0¢,(0) 1 C=0«(0).

Wtedy jednak ¢ ¢ C, zatem zbior C' = C U {c} jest odcinkiem poczatkowym i dla A i dla B, silnie wiekszym
od C'. Uzyskalismy zatem sprzecznos$é z faktem, ze C jest tez najwiekszym w sensie zawierania elementem w R, skad
wynika, ze musi byé C = A lub C' = B, a zatem jeden z tych zbioréw jest odcinkiem poczatkowym drugiego. O
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Lemat 14.6. Niech dane bedg dwa podzbiory (A, <4), (B, <p) zbioru X, zgodne z f oraz elementy € ANB. Wdéwczas

Oaly) = OB(y),

czyli inaczej
Veex T<ay < = <pYy.

Dowdd lematu[T].6 Zauwazmy najpierw, ze z tego lematu wynika, ze jesli zbior A C X jest zgodny z f to <a
jest jedynym dobrym porzadkiem na A zgodnym z f. Faktycznie, gdyby istnialy dwa porzadki, <, <s, wystarczy
zastosowac lemat do (A4,<1) ido (B,<p) = (4, <2).

Aby udowodnié lemat zauwazmy, ze 7 lematu wynika, ze O4(y) jest zgodny z f. Skoro y ¢ O4(y), to
y € B\ O4(y), zatem B nie jest odcinkiem poczatkowym O4(y).

Natomiast, skoro O4(y) i B sa zgodne z f, to na podstawie lematujeden z nich jest odcinkiem poczatkowym
drugiego; zatem O4(y) jest odcinkiem poczatkowym B. W takim razie O4(y) jest odcinkiem poczatkowym A i B.
Lemat mowi, ze w takim razie ten odcinek jest w obu zbiorach wyznaczony przez ten sam element, a w zbiorze
A jest to element y. Zatem

Oaly) = OB(y),

co konczy dowdd lematu. ]

Kolejny lemat jest ostatnim przed dowodem samego twierdzenia Zermelo.

Lemat 14.7. Niech R bedzie rodzing podzbiorow X zgodnych z f. Niech

Y =JR.

Okreslmy na Y relacje porzadku. Niech x,y € Y
<y < Jaer:x <4 Y.
Tak okreslony porzqdek jest dobrym porzgdkiem na 'Y, zgodnym z f.

Dowdd lematu 1.7,
1. Z lematu porzadek na dowolnym zbiorze A € R zgodny z f, czyli <4 jest na A rowny porzadkowi na Y,
zacie$nionemu do A czyli < |4 (jako B bierzemy (A, < [4)).

2. Mamy wykazaé, ze < jest porzadkiem liniowym na Y (czyli, ze relacja < jest zwrotna, stabo antysymetryczna,
przechodnia i spojna). Niech z,y,z € Y. Istniejg zatem A,, A,, A, € R takie, ze x € Az, y € Ay,z € A,. Poniewaz
Az, Ay, A, sy zgodne z f, to dla kazdych dwoch z nich jeden jest odcinkiem poczatkowym drugiego. W takim razie,
na przyktad A, i A, sa odcinkami poczatkowymi A,. Stad, z,y,z € A, a relacja < zacieSniona do A, jest relacjg
porzadku liniowego.

3. Chcemy teraz wykazaé, ze dla kazdego zbioru A z rodziny R oraz dla y € A odcinek poczatkowy wyznaczony
przez y w A jest taki sam jak odcinek poczatkowy wyznaczony przez y w Y, czyli

Oy (y) = Oa(y).

Z definicji porzadku na zbiorze Y mamy wynikanie: x <4 y = = <y y (dla x € Y'). Z drugiej strony, jesli z <y y,
to istnieje zbior B € R,y € B taki, ze © <p y. Skoro y € AN B, to z lematu [[4.6) mamy © <p y <= z <4y, €O
daje wynikanie w druga strone.

4. Pokazemy teraz, ze porzadek < na Y jest dobry. Gdyby tak nie byto, to ze stwierdzenia M(ZS) istniatby w Y
ciag (Yn)nen malejacy w porzadku <. Wezmy y; z tego ciagu. Istnieje zbior A z rodziny R taki, ze y; € A. Skoro
yn <y Y1 to takze y, <4 yi1, czyli y, tworzg malejacy ciag elementéw z A, a zatem, znowu ze stwierdzenia [14.1
porzadek na A nie jest dobry, sprzeczno$c.

5. Zauwazmy, ze porzadek < jest zgodny z funkcja f. Faktycznie, niech y € Y. Wowczas y € A, dla pewnego A € R.
Z punktu 3. wiemy, ze Oy (y) = Oa(y). Zatem f(Oy(y)) = f(Oaly)) = y. O



ROZDZIAL 14. TWIERDZENIE ZERMELO O DOBRYM UPORZADKOWANIU (I SZKIC DOWODU) o8

Mozemy teraz przejs¢é do dowodu twierdzenia Zermelo. Z lematu wynika, ze na zbiorze Y mamy porzadek <
dobry i zgodny z f. Zatem Y € R, oczywiscie Y jest najwiekszym w sensie zawierania elementem R. Z lematu [14.6
wynika, ze porzadek < jest jedynym dobrym porzadkiem na Y zgodnym z f. Wystarczy teraz pokazaé, ze Y = X.

Przypusémy zatem, ze Y # X. Wowczas istnieje z € X \ 'Y takie, ze f(Y) = 2. Zdefiniuyjmy Z := Y U {z}.
Zdefiniujmy na Z porzadek <z tak, ze <z |y =<y =< oraz Vyecy y <z 2. Latwo zobaczy¢, ze <z jest porzadkiem
liniowym i dobrym na Z. Porzadek ten jest tez zgodny z f, bo jesli z € Y, to Oy (z) = Oz(z) z definicji porzadku na
Z, a zatem f(Oz(x)) = f(Oy(z)) =z, ajesli z = z, to Oz(x) =Y, czyli f(Oz(z)) = f(Y) = z = x z powyzszego
wyboru z. To daje nam dobry i zgodny z f porzadek na zbiorze Z, $cisle wiekszym od Y, co jest sprzeczne ze
stwierdzonym wyzej faktem, ze Y jest najwiekszym w sensie zawierania elementem R. To konczy dowod twierdzenia
Zermelo.

O



Rozdzial 15

Aksjomatyczna konstrukcja liczb naturalnych
(dodatek)

Na tym wykladzie zapoznamy sie z podstawami aksjomatycznej konstrukcji liczb naturalnych

Aksjomatyczng konstrukeji liczb naturalnych zawdzieczamy miedzy innymi Ernestowi Zermelo, Abrahamowi
Fraenklowi, Albertowi Skolemowi, Johnowi von Neumannowi i Guiseppe Peano. Ernst Zermelo sformutowal ak-
sjomat wyboru i z jego pomocag udowodnil twierdzenie o dobrym uporzadkowaniu. W 1908 przedstawit system
aksjomatow teorii mnogosci, nastepnie zmodyfikowany przez Fraenkla i Skolemaﬂ John von Neumarﬂ zaproponowat
konstrukcje liczb naturalnych a Giuseppe Peanoﬁ opracowal aksjomatyke arytmetyki liczb naturalnych.

Zapoznamy sie tez z twierdzeniami o definiowaniu i dowodzeniu przez indukcje. Wyktad ma cze$ciowo charakter
informacyjny, nie wszystkich faktéw bedziemy dowodzié.

Oproécz wspomnianych wezesniej aksjomatéw potrzebny nam bedzie aksjomat zwany aksjomatem nieskonczonosci.

e Aksjomat nieskoniczono$ci: istnieje rodzina zbioréw A o nastepujacych wlasnosciach:

l.oeA
2. XeAdA=JYecA: Y =XU{X}.

Definicja 15.1. Rodzine zbioréw spelniajacych warunki aksjomatu nieskoriczonosci nazywamy rodzing induktyuwng,
albo tez: zbiorem induktywnym.

Definicja 15.2. Jesli X jest zbiorem, to zbior X U { X} nazywamy nastepnikiem zbioru X i oznaczamy przez X'.
Konstrukcja von Neumanna liczb naturalnych opiera sie przede wszystkim na nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 15.3. Istnieje doktadnie jeden zbior N o nastepujgcych wtasnosciach:
(1) @ €N

(2) Xe N=—= X'eN
(3) Jesli zbior K spetnia (1) i (2), to N C K.

Dowaod. Dowdd zaczniemy od nastepujacego lematu.

Lemat 15.4. Niech R bedzie rodzing zbiorow induktywnych. Wowczas (\per R jest tez zbiorem induktywnym.

Dowdd lematu[15.4] Musimy sprawdzi¢ warunki 1. i 2. aksjomatu nieskonczonosci. Skoro kazdy zbior R jest zbiorem
induktywnym, to dla kazdego R mamy @ € R, a zatem @ € |- R, zatem warunek 1. jest spetniony. Aby sprawdzi¢
warunek 2. musimy sprawdzi¢, czy jesli X € (\per R, to X' € Nper R Jesli X € e R, to X € R Vger, a zatem
(skoro R sg induktywne) X' € R Vreg, czyli X' € (\por R, wiec spelniony jest tez warunek 2. O

7 aksjomatu nieskonczono$ci wynika, ze istnieje co najmniej jeden zbiér induktywny, nazwijmy go A. Wezmy
podzbiory tego zbioru, P(A) (istnienie zbioru podzbioréw tez wynika z przyjetych aksjomatow). Z P(A) wybieramy
podzbiory induktywne, te rodzine podzbioréw nazwiemy R. Rodzina R jest niepusta, bo A € R. Z lematu

! Albert Skolem (1887-1963), norweski matematyk.
2John von Neuman (1903-1957), wegierski matematyk pochodzenia zydowskiego.
3Giuseppe Peano (1858-1932), wloski matematyk i logik.
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wynika, ze N := ((zcr R jest zbiorem induktywnym. Jesli K jest innym zbiorem induktywnym to dla dowolnego
zbioru R z R zbior R N K jest (z powyzszego lematu) zbiorem induktywnym, zatem takze elementem R. Stad
N=Nger RC RNK C K. N jest wicc najmniejszym zbiorem induktywnym. O

Definicja 15.5. Ten najmniejszy wzgledem inkluzji zbior induktywny nazwiemy zbiorem liczb naturalnych, N.

Uwaga 15.6. Von Neumann zaproponowatl nastepujaca konstrukcje zbioru liczb naturalnych:
0too

1 to {@}
2 to {2, {o}}
3to {2,{2},{2,{2}}}

Zauwazmy, ze tak skonstruowany zbior liczb naturalnych ma elementy, ktore sa zbiorami, zatem kazda liczbe
naturalng mozemy traktowac jako zbidr, co wiecej, poprzednia liczba, czyli poprzedni zbior (o ile taki jest) jest
elementem nastepnego zbioru. Szczegdltowiej zajmiemy sie tymi wlasnosciami w dalszej czesci wyktadu.

PrzejdZzmy teraz do zasady indukcji matematycznej. W ,szkolnej wersji” ta zasada jest nastepujaca: jesli T,
jest stwierdzeniem zawierajacym liczbe naturalng n i jesli twierdzenie T} jest prawdziwe, oraz dla wszystkich k € N

spelnione jest wynikanie: jesli T jest prawdziwe, to Ty jest prawdziwe, to wtedy stwierdzenie T}, jest prawdziwe

dla wszystkich n € N. W ten spos6b mozna wykaza¢ na przyktad, ze 14+2+---4+n = % W szkole $redniej

nie dowodzi sie zasady indukcji, przyjmujac ja jako aksjomat. Teraz wykazemy formalnie ten fakt. Dla uproszczenia
notacji elementy N, cho¢ traktujemy je jako zbiory, bedziemy oznaczaé¢ matymi literami m,n, z,y.

Twierdzenie 15.7 (Zasada indukcji). Niech P bedzie podzbiorem skonstruowanego wyzej zbioru liczb naturalnych N
takim, ze & € P oraz dla kazdego x € P zachodzi ' € P. Woéwczas P = N.

Dowadd. Jesli zbiér P spelnia zalozenia twierdzenia, to jest zbiorem induktywnym. W takim razie N C P, bo N jest
najmniejszym zbiorem induktywnym. Z zalozenia jednak P C N. W takim razie P = N. O

Zajmiemy sie teraz wykazaniem pewnych wybranych wlasnosci liczb naturalnych; gtéwnym narzedziem bedzie
zasada indukcji.

Stwierdzenie 15.8. Kazdy element liczby naturalnej jest liczbg naturalng, czyli:
Ve, e N= (V, ycx =y eN).

Dowaod. Wykorzystamy zasade indukcji. Niech
P={neN:V,yen=yeN},

czyli P jest zbiorem liczb naturalnych, spetniajacych teze dowodzonego stwierdzenia. Wystarczy wykazaé, ze P = N.
Sprawdzmy:
0. Warunek P C N jest spelniony.

1. Zachodzi @ € P, bo & nie ma zadnych elementéw, zatem wynikanie z tezy jest dla niego spetnione.

2. Musimy sprawdzi¢, czy jesli n € P to n’ € P. Zbior n’ = nU {n}, zatem jesli y € n’, to albo y € n albo y = n.
Jesli zachodzi y = n € P, to oczywiscie y € N. Jedli y € n an € P, to z definicji P mamy y € N. Stad kazdy element
n' nalezy do N, zatem n’ € P.

SprawdziliSmy, ze P jest zawartym w N zbiorem induktywnym. W takim razie z zasady indukcji P = N, co
koniczy dowdd stwierdzenia. O

Stwierdzenie 15.9. Kazda liczba naturalna jest zbiorem pustym lub jest nastepnikiem liczby naturalnej, czyli:
VereN= (z=0V (3, ye NAY =1)).
Dowaod. Znowu wykorzystamy zasade indukcji. Niech
P={neN:(n=9V(@3,meNAm =n)},

czyli P jest zbiorem liczb naturalnych spetniajacych teze dowodzonego stwierdzenia. Wystarczy wykazaé¢, ze P = N.
Sprawdzamy podobnie jak poprzednio:
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0. PCN.
1. Warunek @ € P zachodzi z definicji P.

2. Musimy sprawdzi¢, czy jesli n € P to n’ € P. Zeby n' € P wystarczy, by n’ byl nastepnikiem jakiej$ liczby
naturalnej, co oczywiscie zachodzi, bo n’ jest nastepnikiem n.
7 zasady Indukcji P = N, co koriczy dowdd stwierdzenia. O

Teraz sformulujemy i wykazemy nieco dziwnie brzmigce stwierdzenie, ktére bedzie nam potrzebne w dalszej czesci
wyktadu, gdzie zajmiemy sie porzadkiem w zbiorze liczb naturalnych.

Stwierdzenie 15.10. Niech n € N ¢ niech y bedzie zbiorem. Wowczas y € n = y C n.

Dowadd. Niech P bedzie zbiorem liczb naturalnych spelniajacych teze stwierdzenia,
P={neN:yen=yCn}.

Sprawdzamy:

0. PCN.

1. Warunek @ € P zachodzi, bo poprzednik implikacji (y € @) jest falszywy, skad implikacja jest prawdziwa.

2. Sprawdzamy, czy jeslin € Pton’ € P. JeSliyen’ toy €nalboy =n. Jesliyen,ane P,toy Cn Cn'
Jesli y = m, to skoro n C n/, to takze y C n'.
W takim razie P jest zbiorem induktywnym, a wiec P = N. O

Kolejne stwierdzenie, ktore zostawimy bez dowodu (mozna go zrobi¢ jako ¢wiczenie), takze wykorzystamy przy
omawianiu wlasnosci porzadku w liczbach naturalnych.

Stwierdzenie 15.11. Niech m,n € N. Wowczas,
1. m'=n"=—= m=nmn;

2.mCnAm#En=men;
3. mCnVnCm;

4. zachodzi doktadnie jedna z trzech mozliwosci: m € n, m =n, n € m.

Powiemy teraz pare stow o porzadku w liczbach naturalnych. Zdefiniujemy relacje < na zbiorze N i, wykorzystujac
poprzednie stwierdzenia, wykazemy wtasnosci tej relacji.

Definicja 15.12. Niech m,n € N. Wtedy
. m<n < mCn

2. m<n < men,
gdzie, jak zawsze, ,m < n” oznacza m < n Am # n.

Relacja < ma nastepujace wlasnosci:

Stwierdzenie 15.13. I. m<n=—=>m<n
2 m<nAm#n=m<n
S m<nlubn<m

4. Zachodzi doktadnie jedna z trzech mozliwosci: m <n, m=n, n < m.
Dowdd. Dowod jest natychmiastowym wnioskiem ze stwierdzenia [I5.11] O
Stwierdzenie 15.14. Relacja < jest relacjg porzgdku na N.

Dowdd. Zwrotnosé, staba antysymetryczno$é i przechodnios¢ wynika od razu z wtasnosci relacji C. Przykladowo
m < nin < moznacza, ze m C nin Cm, skad wynika m = n, zatem < jest relacja stabo antysymetryczna.
O

Whniosek 15.15. Kazda liczba naturalna to zbior liczb (naturalnych) istotnie od niej mniejszych.
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Dowdd. Warto spojrzeé¢ teraz na konstrukcje von Neumanna (uwaga [15.6)).
Teze wniosku mozemy zapisaé¢ nastepujaco:

Vinen (Vi m €n) <= (m e NAm < n).

Wykazmy wynikanie (=). Jesli m € n, to m € N ze stwierdzenia oraz m < n wprost z definicji <.
Wynikanie (<=) jest natychmiastowe z definicji <. O

Kolejne stwierdzenie méwi, ze pomiedzy liczba naturalng a jej nastepnikiem nie ma innych liczb naturalnych (co
w zasadzie wiemy od dawna ©)

Stwierdzenie 15.16. Niech m,n € N. Jeslin <m <n', tom=mn lubm=n/,

Dowdd. Niech n < m, zalézmy, ze m # n. Bedziemy chcieli wykazaé, ze m = n’. Z zalozenia mamy, ze m < n/, co
oznacza, ze m C nU{n}, co oznacza, ze m € nU{n} lub m = nU{n} = n’. Gdyby ta ostatnia rownos¢ nie zachodzita,
to mielibysmy m € n U {n}. Sa zatem dwie mozliwosci: m € n lub m € {n}. Jesli m € {n}, to m = n, co jest
sprzeczne z naszym zaltozeniem na poczatku dowodu. Zatem m € n. Réwnoczesnie, z zatozenia, n < m, co z definicji
< zachodzi gdy n € m Vn = m. Mozliwo§é n = m zostata wykluczona, zatem zostaje n € m, ale jednoczesnie ciaggle
m € n, co daje sprzecznosé¢ (zbiér nie moze by¢ swoim elementem). Stad m = n'. O

Kolejne twierdzenie, zwane zasadg minimum, pozwoli nam stwierdzi¢, ze porzadek na N jest dobry. Zauwazmy,
ze ze stwierdzenia [15.13](4) wynika, ze porzadek < jest liniowy.

Twierdzenie 15.17 (Zasada minimum). Kazdy niepusty podzbior zbioru liczb naturalnych ma element najmniejszy.

Dowdd. W tym dowodzie zrezygnujemy troche z formalnosci na korzy$é przejrzystosci. Wezmy niepusty zbior X C N.
Zdefiniujmy
Z={neN:{0,1,...,n}NX =g}

Wykorzystamy zasade indukcji. Gdyby w X nie bylo elementu najmniejszego, to 0 ¢ X, zatem 0 € Z. Jedlin € Z,
to {0,...,n} N X = &. Gdyby zatem zachodzilo n’ € X, to n’ bylby najmniejszym elementem X (a mialo takiego
nie by¢). W takim razie n’ € Z, zatem oba warunki zasady indukcji sa spelnione, a wiec wynika z niej, ze Z = N, to
jednak oznacza, ze X = &, sprzecznosé. W takim razie w X istnieje element najmniejszy. O

Ostatnie wykazane na tym wyktadzie twierdzenie, to twierdzenie o definiowaniu przez indukcje.

Twierdzenie 15.18. Niech A bedzie niepustym zbiorem, a € A, oraz niech h : A — A bedzie funkcjg. Wtedy istnieje
doktadnie jedna funkcja
fN—=A

taka, zZe
e f(0)=a
o f(n) =h(f(n)).

Dowaod. Wykorzystamy zasade indukcji. Niech
P ={neN: f(n) jest jednoznacznie zdefiniowane}.

Sprawdzamy warunki zasady indukcji. Oczywiscie P C Ni0 € P. Jesli n € P, to znaczy, ze f(n) jest jednoznacznie
zdefiniowane, ale w takim razie f(n') = h(f(n)) tez jest zdefiniowane, czyli n’ € P. Zatem, z zasady indukcji, P = N,
czyli funkcja f jest jednoznacznie zdefiniowana dla wszystkich liczb naturalnych. O

Podobnie mozna wykazaé¢ nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 15.19. Niech A bedzie niepustym zbiorem, a,b € A, oraz niech h : A X A — A bedzie funkcjqg. Wtedy
istnieje doktadnie jedna funkcja
f:N—=> A

taka, ze
e f(0)=a
e f(1)=0
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o f((n)) = h(f(n'), f(n)).

Przyklad 15.20 (Ciag Fibonacciego). Niech A = N, a = b = 11 h(m,n) = m + n. Z powyzszego twierdzenia
wiemy, zZe istnieje dokladnie jedna funkcja f : N — N taka, ze f(0) = f(1) =1 oraz f(n+2) = h(f(n+ 1), f(n)) =
f(n+1) 4+ f(n). Ta funkcja, zwana wzorem Bineta, pozwala w sposob jawny zapisa¢ rekurencyjnie zadany ciag
Fibonacciego. Czytelnik na ¢wiczeniach z algebry liniowej wykaze by¢ moze, ze

1 1+\/5 n+1 1_\/5 n+1
o (5] ()

Uwaga 15.21. O rozszerzeniu zasady indukcji na zbiory dobrze uporzadkowane, czyli o zasadzie indukcji pozaskon-
czonej, zainteresowany czytelnik moze poczytaé na przyktad w [4].
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