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Kilka uwag i wskazowek dla
studentow

Wyktady na UJ nie sa obowiazkowe i otrzymacie ode mnie notatki do wyktadu. Mimo
to, goraco zachecam Was do chodzenia na wyktady — nie tylko moje :). Notatki
nigdy nie zawieraja wszystkiego. Wyklad to kontakt z zywym czlowiekiem, pozwala-
jacy przekaza¢ mniej formalne informacje i intuicje. Na wykltadzie dowiecie sie¢ co jest
naprawde istotne, a co jest tylko detalem technicznym. Nie wyczytacie tego z notatek.

Kolekcjonujcie i analizujcie mozliwie duzo konkretnych przyktadéw. Sa one réownie
wazne jak definicje i twierdzenia. Starajcie sie kazda definicje i kazde twierdzenie
widzie¢ w kontekscie przyktadéw. Nie béjcie sie rachunkéw na prostych przyktadach.
Wyrabiaja one intuicje i czesto zawieraja w sobie zalazki formalnych dowodéw.

O ile to mozliwe starajcie sie mysle¢ geometrycznie i robié rysunki. Wiele pojeé
matematycznych ma znaczenie geometryczne pozwalajace na lepsze ich zrozumienie.

W trakcie wyktadu zaproponuje Wam seri¢ zadan. Sprébujcie je rozwigzaé samo-
dzielnie. Nie bdjcie sie dyskusji o nich z kolezankami i kolegami - to zawsze moze
pomée. Jesli sie to nie uda, poproscie o pomoc prowadzacych ¢wiczenia. Ostrzeze-
nie: prowadzacy ¢wiczenia tatwo rozpoznaja czy probowaliécie rozwigzaé problemy
czy poszliScie na tatwizne.

Zaproponuje Wam réwniez serie testéw typu prawda czy falsz. Powinniscie je
rozwigza¢ samodzielnie. Liczba sukceséw w odpowiedziach da Wam wyobrazenie
o stopniu zrozumienia prezentowanego na wyktadach materiatu.

Wszystko w Waszych rekach. My jestesmy tu po to, aby Wam pomédc. Reszta
nalezy do Was.

@ To jest przyktad Uwagi - beda one przewijaly si¢ w tekscie i powinniécie je wnikliwie przemysleé.
W tekscie pojawiaja sie Definicje, Twierdzenia, Lematy, Wnioski i Przyklady. Definicje nadaja
nazwy obiektom waznym dla rozwazanej teorii. Twierdzenia opisuja szczegdlnie wazne wlasnosci
wezesniej zdefiniowanych pojeé. Z logicznego punktu widzenia, Lematy sa tym samym co Twier-
dzenia, ale ich rola jest pomocnicza - czesto dowody Twierdzen sg poprzedzone seria Lematéw.
Whioski sa zazwyczaj szczegblnymi przypadkami lub prostymi konsekwencjami Twierdzen i De-
finicji podkreslajacymi ich uzytecznosé. Wazna wskazowka: starajcie sie analizowaé zalozenia
Twierdzen. Zadawajcie sobie pytania typu: a moze jakieS zalozenie nie jest potrzebne, aby za-
szla teza? Analizujcie proste konkretne przyklady. Czesto daja one odpowiedz dlaczego zalozenia
twierdzen sa konieczne i nie mozna ich pominaé.

Przyktad 0.1. Zobrazuje powyzszg uwage konkretnym przyktadem. Rozwazmy Twierdzenie:
Suma liczb catkowitych jest liczba catkowita.

Chyba si¢ zgodzimy, ze jest to zdanie prawdziwe, czyli Twierdzenie. Powinniécie sobie zadaé
pytanie:

Co sig stanie jak liczby catkowite zastapimy innym zbiorem liczbowym?



Czy prawdziwe sa stwierdzenia
Suma liczb wymiernych jest liczbg wymierna.
albo
Suma liczb niewymiernych jest liczbg niewymierna.

Przemyslcie Swoje odpowiedzi!

A teraz przyklad Ostrzezenia — beda to szczegblnie wazne Uwagi.

Jesli Wniosek z Twierdzenia nie jest calkiem oczywisty w mojej opinii, to bede podawal jego uza-
sadnienie (dowdd). Jezeli Wniosek jest podany bez dowodu, to powinni$cie dobrze przemysleé
dlaczego uznalem, ze nie ma potrzeby podawa¢ dodatkowych argumentéw jego prawdziwosci, gdyz
jest on bezposrednig konsekwencja Definicji albo bardziej ogblnego Twierdzenia.
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Rozdziatl 1

Pojecia wstepne

SEOWA KLUCZOWE ROZDZIALU

ciato liczb rzeczywistych ¢ ciato liczb zespolonych ¢ wzér de Moivre’a ¢ zasadnicze
twierdzenie algebry ¢ cialo Z, ¢ grupa ¢ grupa S' ¢ grupa pierwiastkéw zespolonych
z jedynki

1.1 Zbiory i liczby rzeczywiste
Pojecia zbiér nie definiujemy. Zbior jest kolekcja pewnych obiektéw. Dla przyktadu, zbidr
A=1{1,2,3}

sktada sie z elementéw 1,23 bedacych liczbami naturalnymi. Napis 1 € A oznacza, ze liczba
naturalna 1 jest elementem zbioru A. Natomiast napis 4 ¢ A stwierdza, ze 4 nie jest elementem
zbioru A. Zbiory A i B sa rowne, gdy skladaja sie z tych samych elementow. Zbiory

{1,2,3} = {3,2,1} = {1,2,3,1}

sa réwne. Zapis A C B oznacza, ze zbiér A jest podzbiorem zbioru A, czyli kazdy element zbioru
A jest elementem zbioru B. Dla przykladu,

{1,2}C{—1,0,1,2}, {1,8}§Z{—1,0,1,2}.
Przyklad 1.1. Wazne zbiory liczbowe:
o zbidr liczb naturalnych N = {1,2,3,4,5,... };
e zbidr liczb catkowitych Z = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,... };
o zbiér liczb wymiernych Q = {% cmeZ, nel\ {0}};
e zbidr liczb rzeczywistych R.

Zachodza zawierania
NcCcZcQCR,

ale zadne z nich nie jest rownoscia. Zbiér liczb rzeczywistych R sklada sie z liczb wymiernych
Q i liczb niewymiernych R \ Q. Przykladowo, liczby v/2, 7, 3 — /3 sa niewymierne.
Zbior pusty (), to zbidr ktéry nie zawiera zadnych elementéw. Przyktadowo,
h={neN:n’=-1}
={zeR:z-0#£0}
={meZ:m>=2}
={m e N:3.01 <m < 3.99}.



Ocen czy ponizsze zdania sa prawdziwe:

o Zbiory A={x eN:22=16} i B= {z € Z: 2> = 16} sa réwne;

e Suma liczby wymiernej « i niewymiernej y jest liczba niewymierna;

e Suma z + y i iloczyn z - y liczb wymiernych jest liczba wymierna;

e Suma x + y liczb niewymiernych jest liczba niewymierna;

e lloczyn z - y liczb niewymiernych jest liczba niewymierna;

e lloczyn z - y liczb: wymiernej = i niewymiernej y jest liczba niewymierna;

e Suma x + y liczb: wymiernej i niewymiernej y jest liczba niewymierna.

H

Liczby rzeczywiste mozemy dodawac i mnozy¢. Wynikiem tych operacji jest ponownie liczba
rzeczywista. Bardziej formalnie oznacza to, ze okreslone sa dwie funkcje (operacje): dodawanie
liczb rzeczywistych

+:RxR3(z,y)—z+yeR

oraz ich mnozenie
RXxR3 (z,y)—z-yeR.

Jesli poprawnie rozwigzaliscie Test to zauwazycie, ze dodawanie i mnozenie jest réwniez dobrze
okreslonym dziataniem w zbiorze liczb wymiernych. Powyzsze zdanie oznacza tyle, ze suma x+y
1 tloczyn x -y liczb wymiernych jest liczbg wymierng. Nie jest tak z liczbami niewymiernymi.
Dzialania te wyprowadzaja nas ze zbioru liczb niewymiernych. Przykladowo, liczby v2 i —v/2
sa niewymierne, ale ich suma /24 (—+/2) = 0iiloczyn v/2:(—/2) = —2 sa liczbami wymiernymi
(nawet catkowitymi).

Wr6émy do dziatan dodawania i mnozenia w zbiorze liczb rzeczywistych. Zakiadamy, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c € R zachodza warunki (aksjomaty):

(i
(ii

(a+b)+c=a+ (b+c)

)
)
(i) a+0=ua
(iv) istnieje taka liczba rzeczywista b, ze a +b =0
(v) (a-b)-c=a-(b-c)
(vi) a-b=b-a

)

)

x) a

(vii) a-1

@

-1

(viii) jezeli a # 0, to istnieje taka liczba rzeczywista a=! , ze a-a= ! =1

(i

Algebraicy méwia wtedy krotko, ze zbidr liczb rzeczywistych R z dziataniami + oraz - jest
cialem. Oznacza to, ze trojka (R, +,-) (zbiér R i dwa dzialania w nim) spelnia warunki (i)—(ix).

Liczby rzeczywiste mozemy ze sobg poréwnywaé¢. Dla dowolnych z,y € R zachodzi jeden
z warunkéw

(b+c)=a-b+a-c

z=y lub z<y lub y<u.

Relacja < jest zgodna z dziataniami w tym sensie, ze zachodzg warunki:
(1) jedlia<cib<d,toa+b<c+d,

(2) jeslia<bic>0,toa-c<b-c.



Dla liczby rzeczywistej x € R definiujemy jej wartosé bezwzgledng wzorem

2] z, gdyz =0,
€Tl =
—x, gdy x <0.

Liczby rzeczywiste mozemy interpretowaé jako punkty na prostej. Liczba nieujemna |x| jest
odlegtoscia punktu = od punktu 0. Dla liczb rzeczywistych z,y € R zachodzi nieréwnosc¢

|z +y| < x| + |yl

1.2 Liczby zespolone

Wprowadzimy teraz wazne uogdlnienie ciata liczb rzeczywistych, czyli ciato liczb zespolonych.
Zbiér liczb zespolonych C definiujemy jako zbiér uporzadkowanych par liczb rzeczywistych,
czyli

C:={(z,y):z,y € R}.

Podobnie jak liczby rzeczywiste mozemy interpretowac jako punkty na prostej, tak elementy
zbioru C sg punktami na plaszczyznie.

Na razie mamy pewien zbiér tzn. zbiér punktdéw na plaszczyznie. Aby méwié o ciele liczb
zespolonych musimy w zbiorze C wprowadzi¢ dwa dzialania + oraz - spelniajace warunki|(i)H(ix)
Zrobimy to wykorzystujac dzialania okre$lone w zbiorze liczb rzeczywistych. Jest to typowy
dla matematyki mechanizm tworzenia nowych struktur w oparciu o struktury juz istniejace.

Definicja 1.1 (Suma i iloczyn liczb zespolonych). Sume i iloczyn liczb zespolonych (z1,¥1),
(z2,y2) € C okreSlamy wzorami

(w1,y1) + (22, 92) := (21 + 72, 91 + Y2), (1.1)
(x1,1) - (x2,92) == (21 - 22 — Y1 - Y2, 21 - Y2 + Y1 - T2). (1.2)

@ Wzory (1.1) i (1.2) wymagaja pewnego komentarza. W formule (1.1) znak + z lewej strony
rownodci jest nowo definiowanym pojeciem dodawania liczb zespolonych przy pomocy, wczeéniej

zdefiniowanej, formuly z prawej strony: jest to wiec znak dodawania punktéw na plaszczyZnie. Po
prawej stronie znak + jest juz wczesniej znang operacjg dodawania liczb rzeczywistych. Mamy tu
wiec do czynienia z pewna kolizjg oznaczen: znak + z prawej i lewej strony oznacza inne operacje,
zdefiniowane w innych zbiorach. Musimy sie do tego przyzwyczai¢ i domyslaé¢ sie z kontekstu
o jakie dzialanie chodzi. Alternatywa byloby oznaczanie dodawania liczb zespolonych jakims
innym symbolem niz + np. Q. Moglibysmy wtedy formute zapisaé jako

(21,91) O (22, 92) = (21 + 22,91 + ¥2).
Tego typu mnozenie oznaczen nie wydaje si¢ jednak celowe. Zachecam do analogicznego przeana-
lizowania znaczenia symboli -, + we wzorze (|1.2)).
Dla liczby zespolonej z = (z,y) € C wygodnie jest wprowadzi¢ nastepujaca terminologie. Liczby
rzeczywiste x oraz y nazywamy odpowiednio czesciq rzeczywistg i czescig urojong liczby zespo-
lonej z. Bedziemy uzywaé oznaczen

Rez:=z, Imz:=y.

Definicja 1.2 (Sprzezenie i modul liczby zespolonej). Dwie liczby zespolone (x1,y;) oraz
(z2,y2) sa rowne, wtedy i tylko wtedy, gdy z1 = zo oraz y; = ya, tzn. zaréwno ich czesci
rzeczywiste, jak i urojone sa réwne. Dla liczby zespolonej z = (z,y) € C definiujemy liczbe
przeciwng —z = (—z, —y) oraz

z = (z,—y) sprzezenie liczby zespolonej

|2 := /2% + ¢ modut liczby zespolonej.

Modutl liczby zespolonej z = (z,y) jest odlegloscia punktu (x,y) od poczatku ukltadu wspél-
rzednych (0,0).
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Zachodza wlasnosci

Z1 + 22 = Z1 + Z2, 2122 =21 22
|21 + 22| < |21] + |22/, |21 - 22| = |21]|22|
Z2+Z z—Z

Rez = 5 Imz= T

Przyktad 1.2. Uzasadnimy, ze
|z +w| < |z| + |w|, zweC.
Zauwazmy, ze
|z +w|* = (2 + w)(z + w)
= (z+w)(Z+w)
=124z w+Z w+ |w?
= 2> + |w|* + 2Re(z - W)
<Pl Jwf? + 22wl
= (|2 + |w])*.
Whniosek 1.1. Dia dowolnej liczby zespolonej z = (x,y) € C zachodzi wzdr
z-z=(|z]0).
Dowdd. Dowdd polega na bezposrednim rachunku. Mamy
z-z2=(z,9) (z,—y)
=@ z—y-(-y)sz- (-y)+y- )
= (z* +4%,0)
— (52,0, m
Twierdzenie 1.1. Dla dowolnych liczb zespolonych z,w,q mamy
(1) (z+w)+q=2+ (w+q)
(i) z+w=w+z
(iii) z+ (0,0) = z
(iv) z+ (—=z) = (0,0)
(v) (z-w)-g=2z-(w-q)
(vi) z-w=w-z
(vii) z-(1,0) = z
(viii) jezeli z # 0, to istnieje jedyna taka liczba zespolona 271, ze z - z~1 = (1,0)
(ix) z-(w+q)=2z-w+z-q
W szczegdlnosci, trijka (C,+,-) jest cialem.

Dowdd. Udowodnimy dla przykladu punkty (viii) i (ix) pozostawiajac dowody pozostalych
punktéw jako éwiczenie. Zaczniemy od dowodu punktu (ix). Niech z = (z1,y1), w = (x2,y2)
i ¢ = (x3,y3) beda dowolnymi liczbami zespolonymi. Wtedy
z-(w+q) = (x1,m1) - ((x2,92) + (23, 93))
= (z1,51) - (22 + 3,92 + ¥3)

= (z1- (@24 x3) —y1- (Y2 +y3), 21 - (Y2 + y3) + 41 - (32 + 23))

(T1-T2—y1- Y2+ 1 T3 — Y1 Y3, @1 - Y2 + Y1 T2+ T1 - Y3+ Y1 - T3)
= (122 —y1 Y2, %1 Y2+ Y1 - T2) + (T1- 3 — Y1 Y3, 1 - Y3 + Y1 - T3)
=z -w+2z-q.

11



Zajmiemy sie teraz dowodem punktu (ix). Niech z = (z,y) # (0,0) bedzie dowolna, niezerowa
liczbg zespolong. Zauwazmy, ze |z|? = 22 + y? # 0. Szukamy takiej liczby zespolonej 271, ze
z-271 = (1,0). Poniewaz

z2-Z= (\2\2,0),

1 xr =Y z
= — 5 T 5 = —_— D
: <|z|2 |z|2> EE

Liczby zespolone postaci (x,0) bedziemy utozsamiaé z liczbami rzeczywistymi, tzn. bedziemy
pisa¢ (z,0) = x.

wiec wystarczy przyjac, ze

Definicja 1.3 (Jednostka urojona). Liczbe zespolona
i:=(0,1)
nazywamy jednostkq urojong.

Zauwazmy, ze
i =(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1.

Stad

czyli

k=, Ak L L

—i, keN.

=,
Kazda liczbe zespolona z = (z,y) mozemy zapisa¢ w postaci algebraiczne;:
2= (2,y) = (2,0) + (0,y) = (2,0) + (0,1) - (4,0) = = + .

Dodawanie i mnozenie liczb zespolonych z; = x1 +ty; oraz 2o = xo+1y2 w postaci algebraicznej
przyjmuje postac

21+ 22 = (21 + x2) +i(y1 + y2),
z1 -z = (122 — Y1y2) + i(z1Y2 + y122).

W tej konwencji zapisu liczby zespolone mnozymy tak samo jak liczby rzeczywiste pamietajac,
ze i> = —1. Dla przyktadu,

(1+3V2) (4 + 3i) = 4+ 4iv/2 + 3i + 3v/2i?
=4-3vV2+i(4vV2 +3).

[ g

1°2 = —iz =Y — 1T

Rysunek 1.1: Mnozenie przez i jest obrotem o /2.

12
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Rysunek 1.2: Liczba zespolona z, jej argument, modut i liczba zespolona Z sprzezona do z.

Przyktad 1.3. Zapiszemy liczbe ﬁ w postaci a + bi. Mamy

11 13
1+3 1+3i 1-3i
1-3i
S 1+32
13
10

Kazdg liczbe zespolona z = = + iy # 0 mozna zapisa¢ w postaci

. € .Y
z=x+iy=|z|(—+i— ).
ENE
Ponadto y

— —— =sin ¢, (1.3)
2| ||
gdzie ¢ jest katem miedzy miedzy osia rzeczywista a polprosta o poczatku w punkcie (0,0)
przechodzaca przez punkt (z,y). Otrzymujemy stad postaé trygonometryczng liczby zespolonej:

= COS p,

z = |z|(cos ¢ + isin ). (1.4)

Kazda liczbe ¢ spelniajaca rownania nazywamy argumentem liczby zespolonej z # 0
i oznaczamy arg(z).
Argument arg(z) nie jest wyznaczony jednoznacznie. Jezeli ¢ jest pewnym argumentem z,
to kazdy inny argument z jest postaci
© + 2km,

dla pewnego k € Z. Jedli z = 0, to réwnosé¢ (1.4]) zachodzi dla dowolnej liczby rzeczywistej
. Argumentem glownym liczby zespolonej z # 0 nazywamy liczbe rzeczywista ¢ € (—m, 7]
okreslona réwnaniami (L.3). Oznaczamy go przez Arg(z).

7 powyzszy rozwazan wynika, ze liczba zespolona z # 0 jest jednoznacznie wyznaczona
przez swoj modul i argument. Wynika stad, ze dwie liczby zespolone sg réwne wtedy i tylko
wtedy, gdy maja réwne moduly i ich argumenty réznia sie o caltkowita wielokrotnosé 2.

Przyklad 1.4. Zapiszemy liczbe z = 1+iy/3 w postaci trygonometrycznej. Mamy |z| = v4 = 2
oraz
V3

1
cosf = 3 sinf = -
Stad 6 = %, czyli

1+i\/§:2<cosg+ising).

13



Lemat 1.1. Dla danych w postaci trygonometrycznej liczb zespolonych
21 = |z1|(cos ¢ + isin ¢), 29 = |z2|(cos ) + isin )

zachodzi wzor
21 - 29 = |21]|22|(cos(¢ + ) + isin(¢ + ).

Dowod. Bezposredni rachunek pokazuje, ze
21 - 22 = |z1](cos ¢ +isin @) - |z2|(cos ) + isiny)

= |21]|22|(cos ¢ cos 1 — sin ¢ sin ) + i(sin ¢ cos ¢ + cos @ sin 1))
= |z1]]22|(cos(¢ + 1) + isin(¢ + ¥)). O

Twierdzenie 1.2 (Wzér de Moivre’a). Dla liczby zespolonej z = |z|(cos ¢ + isin¢) oraz dla
n € N zachodzi wzor
2" = |z|"(cosng + isinng).

W szczegdlnosci, jesli |z| = 1, to
(cosp +isin )" = cosneg + isinne.

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Wzor zachodzi dla n = 1. Zakladamy teraz, ze jest
on prawdziwy dla pewnej liczby naturalnej n. Udowodnimy, ze zachodzi on réwniez dla n + 1.
Mamy

Zn—i—l — 5.0
= |z|(cos ¢ +isin @) - |z|" (cosng + isinng)
= |2|"(cos(n + 1)¢ + isin(n + 1)¢). O

Przyktad 1.5. Obliczymy (1 + iv/3)°. Poniewaz 1 +iv/3 =2 (cos 5 + isin Z), wiec
5 5
(1+iv3)5 =2° (cos ?ﬂ + isin ;)
1 3
— 32 ( - ¢f> .

2 2

Definicja 1.4 (Pierwiastek z liczby zespolonej). Niech n € N. Liczbe zespolona w nazywamy
pierwiastkiem stopnia n z liczby zespolonej z, jesli w™ = z.

Niech w = |w|(cos ¥ +isin 1)) bedzie pierwiastkiem stopnia n z liczby z = |z|(cos ¢+i sin ¢) #
0. Ze wzoru de Moivre’a wynika, ze wtedy

|w|"™ (cos nyp + isinniy) = |z|(cos ¢ + isin @).

Stad |w|™ = |z| oraz
nyY = ¢ + 2km,

dla pewnego k € Z. Wynika stad, ze dla pewnego k € Z mamy

w= {/|7| <cos <d>+n2k7r) + isin (M>) . (1.5)

n

Latwo sprawdzamy, ze istnieje doktadnie n réznych pierwiastkéw stopnia n z liczby z #£ 0
danych wzorami

2k 2k
Wg = n|Z<COS<¢+ W)+ZSIH(W)>7 k:O,l,...,Tl—l.
n n

14



@ Na pierwiastki wy, stopnia n z niezerowej liczby zespolonej z = |z|(cos ¢+ sin ¢) mozemy popatrzeé

nastepujaco. Niech
. ¢\ L. (P
u= ¥/|z| (cos (n + isin .
bedzie oczywistym pierwiastkiem. Dla pierwiastka stopnia n z jedynki:

20 . . 27
W = COS — -+ 281N —
n n

mamy
wp =wwk, k=0,...,n—1,

czyli pierwiastkami stopnia n z liczby z € C sa

n—1

u, uw, uw?, ..., uw
Przyklad 1.6. Wyznaczymy pierwiastki zespolone stopnia trzeciego z liczby
14+iV3=2 (cosﬂ+isinﬂ> .
3 3
Dla k£ = 0 mamy
3 ™ .. T
wy = V2 (cos9 —|—2s1n9) .

Dla k = 1 otrzymujemy

w1—\3/§(cos 3 3 W—i—isin?’gﬂ)

= f(cos—kzsmh),

9

a dla kK = 2 mamy

. 244 T+4
w2:€/§(cos3 3 Tr+isin3 5 F)

—f( 874—1 13;)

Przyklad 1.7. Pierwiastkami zespolonymi stopnia 4 z jedynki sa liczby

Poniewaz pierwiastki wy dlak = 0,1,...,n—1 maja moduly réwne {/|z| i kolejne argumenty réznia
sie 0 =&, wiec wy s wierzchotkami n- k@ta foremnego wpisanego w okrag o srodku w punkcie (0, 0)

n

i promlemu z|.

Przyktad 1.8 (Pierwiastki zespolone wielomianu rzeczywistego). Rozwazmy réwnanie wielo-
mianowe o wspOtczynnikach rzeczywistych ag,...,a, € R:

an2"+...+a1z+ay =0, a,#0.

Uzasadnimy, ze jezeli liczba zespolona z jest pierwiastkiem tego réwnania, to jest nim réwniez
Z. Nie jest to prawda, gdy wspotczynniki ag, ..., a, sa zespolone, ale nie sg rzeczywiste. Jesli

a4+ ...+ a1z +ag =0,

to

0=0=az"+... Faiz + ag
=@p-Z'+...+@-Z+a

=anz +...+a1z2+ ag.



Twierdzenie 1.3 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian
w(z) = 2" + an—12""'+.. . +arz+ap, a; €C

o wspétczynnikach zespolonych ma n pierwiastkéw zespolonych (liczonych z krotnosciami) z1, . .., z.
Ponadto,

w(z)=(z—21)(z —22)...(2 — 2zn).

Pierwszy dowdd twierdzenia [1.3] podat Gauss w 1799 roku.

@ ‘ Rozklad wielomianu rzeczywistego nad R ‘
Z zasadniczego twierdzenia algebry wynika, ze wielomian o wspdlczynnikach zespolonych p(z) =
2" 4+ ap_12" ' + ... 4 a1z + ap ma rozklad na iloczyn wielomianéw stopnia pierwszego
p(z)=(z—21)...(2 — zn),

gdzie z1,...,2, € C sa pierwiastkami p. Zastanéwmy sie, co mozemy powiedzie¢ o rozkladzie
wielomianu p(z) = 2" + ap_12""* + ...+ a1z + ag o wspdtezynnikach rzeczywistych. Jak wiemy,
jesli liczba zespolona z; = a +ib z b # 0 jest jego pierwiastkiem, to jest nim réwniez liczba
sprzezona 2o = a — tb. Zauwazmy, ze

(z—21)(z—22) = (z — (a+1ib))(z — (a — ib))
=22 — 2az + a® + b,

jest wielomianem stopnia 2 o wspétczynnikach rzeczywistych nie posiadajacym pierwiastkow rze-
czywistych. Wynika stad, ze p mozemy rozlozy¢ na iloczyn wielomiandéw stopnia jeden i wielomia-
noéw nierozktadalnych stopnia dwa o wspoétczynnikach rzeczywistych.

Przyktad 1.9. Mozna sprawdzié¢, ze wielomian w(z) = 2% — 522 — 10z — 6 ma pierwiastki
zespolone —1,3, —1 44, —1 —¢. Jako wielomian o wspotczynnikach zespolonych rozktada sie on
na czynniki stopnia pierwszego:

w(z) =(z+1)(z=3)(z+14+1)(z+1—1).

Jedli chcemy, go roztozy¢ na iloczyn wielomiandéw o wspélczynnikach rzeczywistych, to otrzy-
mujemy
w(z) = (z+1)(z —3) (2 +22+2) .
—_——
=(z+1417)(2+1—1)
Przyktad 1.10 (Pierwiastki zespolone réwnania kwadratowego). Rozwazmy réwnanie kwadra-

towe
az? +bz+c=0, a#0

o wspotezynnikach rzeczywistych. Jesli A = b2 —4ac < 0, to ma ono dwa sprzezone rozwiazania,
zespolone dane wzorami

e Bt LN R s VAT |

. 2a 2a
Przyktadowo, dla
24z+1=0
mamy A = —3 oraz
~1-iV3 —1+iV3
e B e

‘ Pierwiastki réwnania kwadratowego ‘

Rozwazmy réwnanie kwadratowe

az’ +bz4+c=0, a#0
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o wspétezynnikach zespolonych a,b,c € C. Dla A = b? — 4ac mozemy je zapisaé¢ w postaci

b 2 A
Z?a 4a2

LY A
“To) T 1

(2az +b)? = A.

a

)

co jest rownowazne z ré6wnoscia

czyli

Wystarczy wiec znalezé pierwiastki kwadratowe z liczby zespolonej A.

Zauwazmy, ze jesli 21, zo € C sg pierwiastkami réwnania az? + bz +c =0, to
az? +bz+c=a(z —21)(z — 22)

oraz zachodza wzory Viete’a

b c
21 tzg=——, 21-22=—.
a a
Przyklad 1.11. Rozwiazemy réwnanie

42% 4+ 4iz + (=13 —16i) =0, =z e C.

) . ) ) 9 . . —13 — 16¢ .
Jest ono réwnowazne z réwnaniem z“ + iz + — = 0, czyli
)
1 1 13
— -—— —41=0
<z + 2) + 1 1 )

Stad

Znajdziemy pierwiastki stopnia 2 z liczby 3 + 44. Jedli (a + ib)? = 3 + 44, to

a?—1v> =3, 2ab=4.

2

Z drugiego réwnania a i b sg rézne od zera i b = 2. Z pierwszego réwnania mamy
4
a2 — ? = 3,
czyli
a* —3a%> —4=0.
Stad

(a®> 4+ 1)(a®> —4) =0,
czyli a = £2. W konsekwencji, b = +1. Mamy wiec, ze
+i—2—|—'lb +i—2 ]
it = i lub 245 = 1,

czyli
. 2
z:2+% lub Z:—Q—g.
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1.3 Grupy i ciala

Wprowadzimy teraz pewne podstawowe struktury algebraiczne. Ten fragment bedzie nieco

bardziej abstrakcyjny i wymaga od Was szczegdlnej uwagi. Ten trud oplaci sie w Waszym

dalszym matematycznym zyciu. Podejmijcie go! Robimy to nie tylko z mitosci do abstrakcji,

ale przede wszystkim dlatego, ze wprowadzenie i uzywanie tego jezyka jest po prostu wygodne.
Niech X bedzie niepustym zbiorem.

Definicja 1.5 (Dzialanie wewnetrzne w zbiorze). Dzialaniem wewnetrznym w zbiorze X nazy-
wamy dowolne odwzorowanie

o: X x X3 (z,y)—rzoy:=o(z,y) € X
przyporzadkowujace uporzadkowanej parze elementéw zbioru X element zbioru X.

Przyktad 1.12. Dodawanie i mnozenie liczb rzeczywistych (zespolonych) sa dziataniami we-
wnetrznymi w zbiorze R (C). Poniewaz 2 — 3 = —1, wiec odejmowanie nie jest dzialaniem we-
wnetrznym w zbiorze liczb naturalnych N. Dzielenie xoy = g nie jest dzialaniem wewnetrznym
w zbiorze liczb rzeczywistych R, bo nie jest zdefiniowane dla pary (2,0) — nie wolno dzieli¢ przez
0.

Definicja 1.6 (Grupa i grupa abelowa). Niech o : X x X — X bedzie dzialaniem w zbiorze
X. Para (X, 0) jest grupg, jesli zachodza warunki

(G1) dla dowolnych z,y, z € X zachodzi

(xoy)oz==xo(yoz), lacznosé¢ dzialania,

(G2) istnieje taki e € X, ze dla dowolnego = € X zachodzi

eox =x =xoe, istnieje element neutralny,

(G3) dla dowolnego x € X istnieje taki 2’ € X, ze

/ / . . e
rzox =z ox =e, istnieje element odwrotny,

Jezeli ponadto
(G4) dla dowolnych z,y € X mamy

roy=yox, przemienno$¢ dzialania,

to (G, o) nazywamy grupg przemienng lub abelowq.

@ Element neutralny e w grupie G jest wyznaczony jednoznacznie. Rzeczywiscie, jesli e,e* € G sa
elementami neutralnymi, to

e=coe" =¢*.

Podobnie, element odwrotny z’ do x jest wyznaczony jednoznacznie. Jesli 2,z sa odwrotne do
xz, to
=a'oe
=2’ o(xoz”)
— (x/ o x) o x//
—eo x//

"
=T .
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Ocen ktére ze zdan jest prawdziwe

e (N, +) jest grupa abelowy;

e (Z,+) jest grupa abelowa;

e (Q,+) jest grupa abelowa;

o (R,+) jest grupa abelowa;

o (C,+) jest grupa abelowa;

e ((0,400),+) jest grupa abelowa;
e (N,-) jest grupa abelowa;

e (Z,-) jest grupa abelowsg;

« (Q,") jest grupg abelowa;

o (R,-) jest grupa abelowa;

e (C,-) jest grupa abelowa;

e (Z\{0},") jest grupa abelowa;
o (Q\ {0},") jest grupa abelowa;
o (R\ {0},-) jest grupa abelowsa;
o (C\ {0},-) jest grupa abelowa.

Przyktad 1.13. Niech
G={z+yV/5:2,yeQ, 22 —5y% =1}.

Pokazemy, ze G z mnozeniem liczb rzeczywistych jest grupa abelowa. Musimy przede wszystkim
pokazaé, ze jest to dzialanie wewnetrzne w G. Niech x + yv/5,u + w5 € G. Oznacza to, ze
z,y,u,w € Q oraz

x2—5y2:1:u2—5w2.

Mamy
(z + yV5)(u+ wVb) = zu + 5yw + (zw + yu) V5.

€Q €Q

Musimy pokazaé, ze (zu + 5yw)? — 5(zxw + yu)? = 1. Sprawdzamy, ze

(zu + 5yw)? — 5(zw + yu)? = 22u? + 10zuyw + 25y*w? — 5r’w? — 10zwyu — 5y*u’
= 2%u? + 25@/2w2 — 5z?w? — 53/2u2
= (2% - 5y?) (u? — 5w?)
=1 =1
=1.

Mnozenie liczb rzeczywistych jest laczne i przemienne, wiec warunki|(G1)|1[(G4)sa spelnione.
Ponadto, 1 € G, wiec zachodzi warunek Zauwazmy, ze jesli z + yv/5 € G, to z warunku
z? — 5y? = 1 wynika, ze x # 0. Ponadto = 4+ yv/5 # 0, bo wtedy /5 bylby liczbg wymierna,
gdy y # 0. Latwo sprawdzamy, ze = — y\/5 € G oraz

(z+yvB)(z —yVb) =a® —5y* =1,
czyli warunek |(G3)| zachodzi.

Przyktad 1.14 (Grupa S'). Poprawne rozwiazanie testu prowadzi nas do wniosku, ze
(C\ {0}, ) jest grupa abelowa. Oznacza to, ze dzialanie mnozenia

€\ {0} x C\ {0} 3 (z,w) —> z-w € C\ {0}
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spelnia warunki [(G1)H(G4 )i definicji grupy. Zbiér C\ {0} jest plaszczyzna z usunietym poczat-
kiem uktadu wspoétrzednych. Rozwazmy okrag jednostkowy o srodku w poczatku uktadu

St:i={ze€C:|z|=1}.
Oczywiscie S! € C\ {0}. Zauwazmy, ze jezeli z1, z2 € S', to 21 - 20 € S!, gdyz
|21 - 22| = |21]]22] = 1.

Oznacza to, ze iloczyn liczb zespolonych ze zbioru S' jest ponownie liczba nalezaca do S!.
Wiynika stad, ze mnozenie liczb zespolonych jest dziataniem wewnetrznym w zbiorze S! i mozemy
je traktowaé jako odwzorowanie

St x st — st

W takim razie moze (S!,-) jest réwniez grupa?

@ [Pt

Przypusémy, ze (G,o) jest grupa i H C G jest takim jej niepustym podzbiorem, ze x oy € H
dla z,y € H. Oznacza to, ze o jest réwniez dzialaniem wewnetrznym w H. To jeszcze za malo,
aby (H,o) bylo grupa. Rozwazmy prosty przyklad grupy liczb calkowitych G = Z z dzialaniem
dodawania liczb catkowitych o = +. Wtedy jest to rowniez dzialanie wewnetrzne w zbiorze liczb
naturalnych H = N C G = Z. Zauwazmy, ze (N, +) nie jest grupa. Przede wszystkim dodawanie
nie ma elementu neutralnego w N, bo 0 ¢ N. W takim razie rozwazmy podzbiér Ny = {0} UN C Z.
Oczywiscie, dodawanie liczb catkowitych jest réwniez dzialaniem wewnetrznym w Ny i nie mamy
juz problemu z elementem neutralnym. Pojawia si¢ jednak nowy problem, gdyz przyktadowo,
element 1 € Ny nie ma elementu odwrotnego (przeciwnego) w zbiorze Ny, bo —1 ¢ Ny.

Z naszych rozwazan wynika, ze podzbiér H C G dziedziczy strukture grupy z (G, o), jesli spelnione
sg warunki:

e xoy € H dla wszystkich x,y € H,

e e € H, gdzie e € G jest elementem neutralnym dla o,

e 1’ € H, gdzie 2’ € G jest elementem odwrotnym do = € H.

Wtedy rzeczywiscie (H,o) jest grupa. Algebraicy méwia wtedy, ze (H,o) jest podgrupg grupy
(G,o0).

Wréémy do okregu S'. Zauwazmy, ze element neutralny 1, dla mnozenia liczb zespolonych,
nalezy do zbioru S'. Ponadto, dla z € S' mamy 27! =7z € S!, bo |z| = |2|. Poniewaz warunki
(G4)zachodza w zbiorze C \ {0}, wicc tym bardziej sa spetnione w mniejszym zbiorze S!.
Wynika stad, ze para (S!,-) jest réwniez grupa abelowa. Jest ona podgrupa grupy (C \ {0},").

Przyktad 1.15 (Grupa zespolonych pierwiastkow z jedynki). Zdefiniujemy teraz jeszcze pewne
wazne podgrupy grupy (S, -). Beda one skladaly sie ze skoriczonej liczby elementéw. Ustalmy
dowolng liczbe naturalna n > 1. Rozwazmy zbiér G,, wszystkich pierwiastkéw stopnia n z liczby
1, czyli

Gn={ex:k=0,1,...,n—1},

(2k7r) o (Qkﬂ')
€ =cos| — | +esin | —|.
n n

Zauwazmy, ze dla z,w € G,, mamy

gdzie

(z-w)"=2"-w"=1-1=1

Wynika stad, ze mnozenie liczb zespolonych jest dzialaniem wewnetrznym w zbiorze G,,. Po-
nadto, 1 € G, oraz z~! = %, wiec 271 € G, czyli (G, ) jest grupa abelows.

Podamy teraz abstrakcyjna definicje algebraicznej struktury ciata z ktérg zetkneliSmy sie
juz w przypadku liczb rzeczywistych i zespolonych. Rozwazmy zbiér F w ktérym okreslone sa
dwa dzialania wewnetrzne

+:FxF—TF, -:FxF-—TF.
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Rysunek 1.3: Pierwiastki zespolone szostego stopnia z jedynki. Stanowig one grupe abelowa
z dzialaniem mnozenia liczb zespolonych.

Zgodnie z przyjetym (calkowicie umownie) oznaczeniem bedziemy je nazywali dodawaniem
i mnozeniem, chociaz nie musza one mie¢ nic wspdlnego ze znanymi nam dzialaniami aryt-
metycznymi w zbiorach liczbowych.

Definicja 1.7 (Cialo). Tréjka (I, +,-) jest cialem, jesli zachodza warunki
(F1) para (F,+) jest grupa abelowa z elementem neutralnym 0 € F dla dzialania +;
(F2) para (F\ {0},-) jest grupa abelowa z dzialaniem -;

(F3) z- (y+2) =x-y+x -z dla dowolnych z,y, z € F.

@ W punkcie (F2) w sposéb niejawny zakladamy, ze iloczyn elementéw réznych od 0 jest rézny od
0, bo mnozenie - jest z zalozenia dzialaniem wewnetrznym w zbiorze F \ {0} (definicja grupy).

7 drugiej strony dla dowolnego x € F zachodzi réwnosé
0-z=0,

bo
0-2=(040)-z2=0-2+0-x.

Przyklad 1.16 (Rozszerzenie ciala Q o v/2). Rozwazmy zbidr
Q(\/ﬁ) = {a—i— bW2:a,be Q}.

Elementy zbioru Q(v/2) sa liczbami rzeczywistymi, czyli Q(v/2) C R. Pokazemy, ze struk-
tura ciata (R, +,-) ,dziedziczy si¢” na zbiér Q(v/2) z dziataniami dodawania i mnozenia liczb
rzeczywistych zawezonymi do zbioru Q(v/2). Zauwazmy najpierw, ze

0=0+0V2cQ(V2), 1=1+0v2€eQ(V2),

czyli elementy neutralne dziataii naleza do zbioru Q(v/2). Ponadto, dzialania sa wewnetrzne w
Q(v2), bo
(a+bv2) + (a1 +b1V2) =a+ a1+ (b+b1) V2 € Q(V2),
N~ —
€Q €Q
oraz

(a+bV2) - (a1 + b1V2) = aay + 2bby + (aby + bay) V2 € Q(V2).
€Q €Q
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Zauwazmy, ze

(a+bV2) + (—a —bV2) =0,
wiec element odwrotny do a +bv/2 wzgledem dzialania +, czyli —a — bv/2 jest elementem zbioru
Q(v2).
Zalézmy, ze a + bv/2 # 0. Wtedy a — bv/2 # 0. Stad
a? —2b* = (a +bv2)(a — bV2) # 0,
czyli

a2 — 2bh2

(a+0bv2)- (a_bﬁ> ~1,

wiec

a—b\/ﬁz a b \/ie(@(\/i)

a2 — 262 a2 — 262 a2 — 2b2

jest elementem odwrotnym do a + by/2. Z powyzszych rozwazan wynika, ze (Q(v/2), +, ) jest
ciatem.

Przyktad 1.17. Rozwazmy zbior
X={a+bV/5:a,beQ}.

Uzasadnimy, ze nie jest on cialem z dodawaniem i mnozeniem liczb rzeczywistych. Problem
mamy z mnozeniem, bo nie jest ono dziataniem wewnetrznym w zbiorze X. Pokazemy bowiem,
ze (V/5)? ¢ X. Przypuéémy, ze (V/5)2 = a + b3/5 dla pewnych a,b € Q. Mnozac przez /5
dostajemy, ze
5= a5 + b(VB)?
= aV/5+ab+ b*V/5
= ab + V5(a + b?).

Poniewaz /5 jest liczbg niewymierna, wiec a+b> = 0iab = 5, czyli —b3 = 5, wiec v/5 = —b € Q.
Otrzymana sprzecznoéé pokazuje, ze (v/5)2 ¢ X.

Przyktad 1.18 (Cialo Z3). Niech Zs = {0,1}. Definiujemy dodawanie + w zbiorze Zy = {0, 1}
przez tabele wynikow tego dziatania

+ (0
0
111

Analogicznie definiujemy mnozenie - w zbiorze Zgo = {0, 1} poprzez tabele

1

[en] New) Ran

1 1

Sprawdzamy latwo, ze tak zdefiniowana tréjka (Zg, +,-) jest cialem.

@ [z

Niech Z3 = {0,1,2}. Definiujemy dzialania 4 oraz - w zbiorze Zsz przez

+ 10112 01112
010112 0010
111120 11012
212101 21021
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Sprawdzamy latwo, ze (Zsz,+, ) jest cialem.

Dla liczby catkowitej « € Z i liczby naturalnej n > 1 przez [x],, oznaczamy reszte z dzielenia liczby
x przez n. Zauwazcie, ze dzialania w Z3 mozemy zapisa¢ nastepujaco:

r+y=x+vyls, x-y=[x-ylzs zyE7Ls.
Nic nie stoi na przeszkodzie, aby podobnie zdefiniowaé dzialania w zbiorze
Z,={0,1,...,n—1}
dla liczby naturalnej n > 1. Przyjmujemy, ze
rty=[x4+yln, z y=[z yn zyEZ7ZL,.

Tréjka (Zy,+,-) nie zawsze jest cialem. Elementem neutralnym dodawania jest 0. Zauwazmy, ze
przyktadowo w Zg mamy

2-3=1[6]g =0.
Oznacza to, ze Zg nie jest cialem. Analogiczny argument pokazuje, ze Z, nie jest ciatlem, gdy
n nie jest liczba pierwsza. Mozna sprawdzié, ze (éwiczenie) (Z,,+,-) jest cialem wtedy i tylko
wtedy, gdy n jest liczba pierwsza.

@ Cialo skoniczone nie musi by¢ réwne Z, dla liczby pierwszej p. Ponizsze tabelki definiuja ciato
4-elementowe:

+]10|1]a|b -10|1|alb
0J]o|1]alb 0]0[0|0]|O
1[1]0|b|a 1101 ]al|b
ala|b|0]1 alOja|b|1
blbla|1l]0 blO|b|1]|a

(Z4,+,-) nie jest cialem, bo 2-2 = 0.

1.4 Macierze Msyo(TF)

Niech [ bedzie cialem. Przez macierz A = [a;;] wymiaru 2 rozumiemy tablice

ail a2
A= y Q5 € F
a1 ag2

majaca dwa wiersze i dwie kolumny. Zbior wszystkich takich macierzy bedziemy oznacza¢ przez
Msyo(F). Powiemy, ze A = [aj], B = [bij] € Max2(F) sa réwne (A = B), jedli a;; = b;; dla
i,j=1,2.

W zbiorze Msyo(F) definiujemy dziatanie dodawania

+: MQXQ(]F) X MQXQ(]F) — MQXQ(]F)

WZzOorem
a1 +b11  aiz + bi2
a1 + ba1  ag2 + bao

A+ B— | o2 bt biz| _
a1 a2 ba1  bao

Sprawdzamy latwo, ze (Mayxo(F),+) jest grupa abelowa. Elementem neutralnym dodawania
jest macierz zerowa
0 0

a elementem przeciwnym do A jest macierz

—ai;1 —a
. 11 2]
—a21 —a

W zbiorze May2(F) definiujemy dzialanie mnozenia

-l MQXQ(]F) X MQXQ(F) — MQXQ(]F).
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Formuta na A- B jest nieco bardziej skomplikowana i w dalszym ciagu wyjasni sie dlaczego taka
wlagnie. Definiujemy

a1 az2| |ba1 boo a21b11 + azzba1  az1b12 + aznbao

[

oraz dowolnej macierzy A € Mayo(F) mamy

A.B— [an a12] _ lbn b12] _ lanbn + a12ba1  aribi2 + ai2b22

Sprawdzamy tatwo, ze dla macierzy

1A= Al = A.
Oznacza to, ze I jest elementem neutralnym mnozenia macierzy. Naturalne jest pytanie, czy

tréjka (Maxo(IF),+,-) jest cialem. Bezposredni rachunek pokazuje, ze spelnione sa nastepujace
warunki:

« (A+B)+C=A+(B+C)
e A+0=0+A=A,

e A+ (—A)=0,

e« A+ B=B+A,

« (AB)C = A(BC),

o« AI=TA= A,

« A(B+C)=AB+ BC.

7 definicja ciala mamy jednak kilka probleméw. Po pierwsze dla niezerowej macierzy A =

Sl oD

0
mam,

10 Y

czyli mnozenie macierzy nie jest dzialaniem wewnetrznym w zbiorze macierzy niezerowych. Nie

. Lo . . . 0 0| . .
mamy wiec do czynienia z cialem. Ponadto, niezerowa macierz A = [ 1 0] nie posiada elementu

. . . b
odwrotnego wzgledem mnozenia macierzy. Rzeczywiscie, dla dowolnej macierzy B = la ]

c d
0 Of|a b 0 0
AB = ll O] lc d] - [a b] # 1.

Mnozenie macierzy nie jest tez przemienne, bo przyktadowo

mamy

ol fo 1] [o
ol 1o o 0 1|°

[0
1

A B
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Przyktad 1.19. Dla macierzy A = ll 0], B = [

©

01

0 0

00 ] € May2(F) mamy

AB=B, BA=0.

Mozecie, a nawet powinniscie zapytaé, dlaczego mnozenie macierzy definiujemy tak dziwna for-
muta. Moglibyémy przeciez, przez analogie do definicji dodawania macierzy, przyjaé ze

_|a11 ai2 b1 b2 _ a11bir  a12bi2
A-B= . = .
a21 @] |ba1 bao a1b21  ag2ban

D . S . . 11
Przeciez nie jest to takie zle mnozenie. Ma element neutralny, czyli macierz . Jest ono

11
oczywiscie lgczne i przemienne. OczywiScie mamy problem z istnieniem elementu odwrotnego do

a

macierzy niezerowej, bo jesli tylko w macierzy A = ktorys z wyrazéw a, b, c,d jest réwny

b
d
zero, to A nie posiada macierzy odwrotnej. Ale przeciez podobne problemy mieliSmy z wczesniej
zdefiniowanym mnozeniem. Powdd takiego zdefiniowania mnozenia macierzy jest nieco glebszy
i poznamy go nieco pdznie;j.

Naturalne jest pytanie, dla jakich macierzy A istnieje taka macierz B € Maxa(F), ze

AB=BA=1.

Okazuje sie, ze takie macierze A mozna latwo scharakteryzowaé¢. W tym celu dla macierzy

A= lz Z definiujemy element ciata F wzorem

det A = ad — bc

i nazywamy wyznacznikiem macierzy A.

Whniosek 1.2. Dia A, B € Myyo(F) mamy

det(AB) =det A-det B

orazdet I =1.

Dowdéd. Sprawdzamy to bezposrednim rachunkiem. Oczywiscie zachodzi rowno$é det I = 1.

Dla macierzy A = la b] oraz B = le /
c d g

3 | mamy

ae+bg af + bh
ce+dg cf +dh
= (ae + bg)(cf + dh) — (ce + dg)(af + bh)

= aedh + bgcf — cebh — dga f

— (ad — be)(ch - fg)

=det A-det B. O

det(AB) = det

Whniosek 1.3. Zachodzq warunki:

o det(A;...Ay) =det Ay ... -det A,
o det(A™) = (det A)"

. det[m Zb]—zz-dett b], 2€F

d

zc zd

a b b «a
-det[o d]:—det[d c]
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za b a b
.det[zc d]—z-detlc d]

ate b| a b e b
o det e+ f d —detlc d + det ! d]
Jesli A = det lz Z] € Msx2(C) jest macierza zespolona, to definiujemy
y R A VAT
~ e a 2x2 .
Wtedy
. detZ:detA,
. (TA):A, AB = AB,
e A+ B=A+DB, zA=7%A,

o jedlidet A#0, to (A)"1 =A-1

Twierdzenie 1.4. Dla macierzy A = [Z Z] € Myxo(F) nastepujace warunki sq réwnowazne

(1) det A # 0,
(2) istnieje taka macierz B € Maya(F), Ze
AB=BA=1.
Piszemy wtedy, ze B = A~ 1.
Dowdd. (1) wynika z (2), bo wtedy
det A-det B =det(AB) =detI =1,

czyli det A # 0.
Jedli zachodzi warunek (1), to definiujemy B wzorem

1 d -b
B = .
det A [—c a 1

Sprawdzamy tatwo, ze AB = BA = 1. O

a b

Whniosek 1.4. Niech A = [c d] € Mayo(IF). Jesli det A # 0, to

1 d b
Al = )
det A [—c a}

Dla macierzy A = [Z Z} € Myx2(F) definiujemy jej macierz transponowang
T a c

Z'ab_zazb
c d| |zc zd|®

Bezposredni rachunek pokazuje, ze

oraz dla z € F okredlamy
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(i) (AT)" = A4,
(ii) (A+ B)T = AT + BT,
(iii) (z-A)T =2 AT,
(iv) (AB)T = BT AT,
(v) det AT = det A.

Ponadto, jesli A jest odwracalna, to A='A = I, czyli AT(A=1)T = I, wiec AT jest tez odwracalna
oraz (AT)=1 = (A~ HT.

Przyktad 1.20 (Macierzowa interpretacja ciala C). Wskazemy teraz podzbiér zbioru Maya(R),
ktory pod wzgledem algebraicznym bardzo przypomina ciato liczb zespolonych. Definiujemy

Mg = {AGMQXQ(R):A:[‘; ;y] x,yER}.

u

Fatwo sprawdzamy, ze jesli A = [m y] , B = [
Yy w

—w
u ‘| € Mg, to

r4+u —(y+w)

A+B= Y+ w T+u

€ Mc

oraz
Re(z +iy)(u +iw) —Im(z +iy)(u + iw)

Im(x 4+ iy)(u +iw) Re(x +iy)(u +iw) € Mc,

as - |

wiec dodawanie i mnozenie macierzy jest dzialaniem wewnetrznym w M.
Mozna sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze tréjka (Mc,+,-) jest cialem. My, aby to
zauwazy¢, zastosujemy nieco inne podejécie. W tym celu definiujemy

fiCoa+iy— B _xy] € Me.

Jest to bijekcja oraz f(0) =0, f(1) = I. Ponadto,

f(z1+ 22) = f(21) + f(22),

f(z122) = f(21) f(22),

dla dowolnych 21,z € C.

Bijekcja f o powyzszych wlasnoéciach pozwala na identyfikacje struktur algebraicznych
(C,+,-) oraz (Mc,+,-). Algebraicy méwia wtedy, ze te ciala sa izomorficzne. Z algebraicznego
punktu widzenia ciata izomorficzne sa nierozréznialne.

Sprawdzamy poprzez bezposredni rachunek, ze f ma dodatkowe wtasnosci:

o dla macierzy J = [(1) _01] mamy

J?=—I oraz J*=1,
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o det f(z) = |2[%,

o f(1/2)=(f(2))"" =

MACIERZOWA INTERPRETACJA CIALA C

X

(x +iy)(z —iy) = 2° +y° — ly

H[x —y la
y x| |b
Dla 22 4+ 4% # 0

a1 =y T

2= — =
r+iy  x2+9y? Y
i”—cosn—ﬂ—i—isinnln—) 0
B 2 2 1

-y
Y

r Yy

|

(x +iy)(a +ib) = za — yb + i(xb + ya)

z:x+iy'—>A:B _xy]:x-l—i—y-J z:x—iy'—>AT:[

|-

w2+y

=b| _ |za—yb —(xb+ya)
a zb+ya  xa—yb
-1
-yl __ 1 Ty
x Cr2 4y |-y
—1]" _ |cos o —sin 5F
0 sin 5 cos

2
)01

X
-y x

Y

|
|

cosf
sin 0

—siné
cosf

cosnb
sin n6

—sin nd
cos nd

(cosf + isinf)™ = cosnb + isin nf — [

-]

Dla z = z + iy = |2|(cos € + isin 9)

T
Y

Z’I’L

|z|" (cos nf + isinnf) — [

A

cos nb
sin né

—sinnf
cos nb

|
|

Przyktad 1.21 (Grupy izomorficzne). Zobrazujemy pojecie izomorfizmu grup. Rozwazmy

grupe abelowg

Gy={1,i, -1, =i} = {1, i, % i*}

pierwiastkéw zespolonych 4 stopnia z jedynki. Dzialaniem grupowym jest mnozenie liczb ze-

spolonych. Zbiér

Gy ={I,J, —I,~J}={I,J,J* J*}

jest grupa abelowa z dzialaniem mnozenia macierzy. Zbiér reszt z dzielenia liczby catkowitej

przez 4

Zy = {0, 1, 2, 3}

jest grupa z dzialaniem ,dodawania reszt“. Dzialania w tych grupach sg opisane tabelkami:
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S R O S [ A Y I ) O | +101]2]3
1|11 ]-1]- I 1|J)-1)|-J O|0|1|2]3
i i |-1]-i|1 J{J -1 ]-J]1 1111213]0
o A I A I A =) I Y (O Y A R | 212131011
U [ O A O I S A S N B T A Y I | 31310]17]2

Powyzsze tabelki pokazuja, ze struktura algebraiczna wszystkich trzech grup jest identyczna.
Jest ona taka sama jak dla grupy 4-elementowej G = {e, a, b, ¢} z dzialaniem o opisanym tabelka

e|la|b]|c
elelal|b]|c
alal|b|c|e
blb|lc|le]a
clclel|lal|b

Przyktad 1.22 (Msy2(Zs)). Zbiér Mayo(Zs) sktada sie z 24 elementéw. Macierz A € Moy (Zs)
jest odwracalna, gdy det A # 0. W ciele Zs oznacza to, ze det A = 1. Mamy 6 macierzy
spekliajacych ten warunek:

[1 0] [1 1] [1 o] [1 1] [0 1] [0 1]
0 1|’ 0 1|’ 1 1’ 1 0’ 1 0o’ 1 1
Podzbiory Mayo(F) dostarczaja wielu przykladéw grup.
Przyktad 1.23 (Grupa GL2(F)). Rozwazmy zbiér macierzy odwracalnych
GLy(F) = {A € Mayo(F) : det A # 0}.

Jesli A, B € GL(IF), to
det(AB) = det A - det B # 0,

czyli AB € GLg(F). Ponadto, I € GLa(F) oraz A~! € GLy(F) dla A € GL2(F), bo

1=det]
= det(4A47Y)
=det A-det A1,

czyli det A=! # 0. Oznacza to, ze GLy(F) z dzialaniem mnozenia macierzy jest grupa. Nie jest
to grupa abelowa, bo przyktadowo

Definiujemy ponadto zbiér
SLQ(]F) = {A c MQXQ(F) cdet A = 1} C GLQ(IF)
Jest on réowniez grupa (nieabelowa) z mnozeniem macierzy.

Przyktad 1.24 (Macierze symplektyczne). Definiujemy zbiér macierzy symplektycznych jako

Symp(2) 1= {A € Mayo(R): ATJA=J}, J= [[1) _01] .

Sprawdzimy, ze jest to grupa z mnozeniem macierzy. Mozna to zrobi¢ sprawdzajac warunki
definiujace grupe. W tym celu nalezy sprawdzi¢, ze
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o jesli A, B € Symp(2), to AB € Symp(2),
o I € Symp(2),
e jedli A € Symp(2), to A jest odwracalna oraz A~! € Symp(2).

Zrobimy to nieco inaczej. Bezposredni rachunek pokazuje, ze

T o 0 —detA
ATJA = ldetA 0 '

Wynika stad, ze A € Symp(2) wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) = 1. Oznacza to, ze
Symp(2) = SL2(R)

a b
0 d

a bl |z y| |ax ay+bz
0 d| |0 2| |0 dz

b
czyli iloczyn macierzy gérnie trojkatnych jest macierza gornie tréjkatna. Macierz A = [a ]

Przyktad 1.25 (Macierze gornie trojkatne). Macierz A = [ ] € My o(F) nazywamy gornie
trojkgtng. Zauwazmy, ze

)

0 d
jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy det A = ad # 0. Macierz odwrotna jest wtedy rowna

czyli jest gornie trojkatna. Wynika stad, ze macierze gornie trojkatne o niezerowym wyznacz-
niku tworza grupe z mnozeniem macierzy. Jest ona podgrupa grupy GLo(F). Podobnie, macie-
rze gérnie trojkatne o wyznaczniku réwnym 1 (tzn. d = 1/a) tworza podgrupe grupy SLa(F).
Ponadto macierze gornie tréjkatne spelniajace warunek a = d = 1 sa réwniez podgrupa SLa(F).

Przyktad 1.26 (Macierze ortogonalne). Definiujemy zbiér macierzy ortogonalnych przez
O(2) = {A € Mayo(R) : ATA=T}.
Zauwazmy, ze
1=det/]

= det(AT A)

= det(AT) - det A

= (det A)?,
wiec det A = +1. Oznacza to, ze A jest odwracalna, czyli istnieje taka macierz A=!, 7e A™1A =

AA~Y = I. Mnozac réwnosé¢ AT A = I z prawej strony przez A~!, otrzymujemy, ze AT = AL,
Jesli A, B € 0(2), to

(AB)"(AB) = (BT A™)(AB)
=BT (ATA)B

1

=B"B
:[’

czyli AB € O(2). Oczywiscie I € O(2). Poniewaz A~! = AT dla A € O(2) oraz

(ATYTAT = AAT =1,
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czyli A=t € O(2). Wynika stad, ze O(2) jest grupa i podgrupa grupy GLo(R). Nie jest ona
abelowa. Przygladniemy si¢ jej blizej. Niech

A= [a Z] € 0(2).

C

Jedli det A =1, to

czyli z réwnosci AT = A~! mamy

Macierz A ma wiec postaé

dla pewnych takich liczb a,c € R, ze a? + ¢ = det A = 1. Wynika stad, ze

__|cos@ —sind
" |sinf® coséd

dla pewnego 6 € R.
Jesli det A = —1, to

wiec réwnosé AT = A™1 oznacza, ze
Macierz A ma wiec postaé

dla pewnych takich liczb a,c € R, ze a® + ¢ = —det A = 1. Wynika stad, ze

sinf —cos6

A— lcos@ sin 0 ]

dla pewnego 0 € R.
Zbiér
SO(2)={A€0(2):det A=1}

jest grupa z mnozeniem macierzy. Sklada sie ona z wszystkich macierzy postaci

[cos § —sinf

sinf cosf

], ver

Sprawdzamy latwo, ze jest to grupa abelowa. Jest ona izomorficzna z grupa (S',-) poprzez

cos —sinf

Ll .
f:S">cos0+isinf — [sinQ cos 0

] € 50(2).

Macierze ortogonalne i symplektyczne mozemy traktowaé jako szczegdlny przypadek ogélniejszej
konstrukcji. Mianowicie, dla ustalonej macierzy S € May2(R) rozwazmy

Gs={A€GLy(R): ATSA =S}

Jest to grupa z mnozeniem macierzy. Dla S = I otrzymujemy O(2), a dla S = J grupe Symp(2).
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Przyktad 1.27 (Macierze symetryczne). Zbior rzeczywistych macierzy symetrycznych
Symy(R) = {4 € Mys(R) : A = AT}

jest grupa z dzialaniem dodawania macierzy.
. a b . Ly
Dla macierzy A = e dl € Moy o(F) definiujemy jej slad wzorem

trA=a+d.
Sprawdzamy latwo, ze
(i) tr(A+ B) =trA+trB,
(ii) tr(z-A) =z tr A,
(iii) tr(AB) = tr(BA),
(iv) tr(AT) = tr A.

@ Niech A € Msy2(F). Méwimy, ze macierz B € Mayxo(F) jest podobna do A, jesli istnieje taka
macierz odwracalna S € Moy (F), ze B = S™1AS. Wtedy

det B = det(S™1AS)
=detS™'-det A-det S
——

—_1
T det S

=det A
tr B = tr(ST'AS)
=tr((S71A)S)
= tr(S(S™1A))
=tr((SS™1)A)
= tr A.

Przyktad 1.28 (Macierze o $ladzie réwnym 0). Definiujemy zbiér
To(F) = {A € Myyo(F) : tr A = 0}.
Jest to grupa abelowa z dzialaniem dodawania macierzy.
Przyktad 1.29 (Macierze hamiltonowskie). Rozwazmy zbiér
Hy = {A € Myyo(R) : (JA) = JA}.
Poniewaz JT = —J wiec (JA)T = JA wtedy i tylko wtedy, gdy
JA+ATJ =0.

Takie macierze sa nazywane macierzami hamiltonowskimi. Pelnia one wazna role w teorii
rownan rézniczkowych i mechanice klasycznej. Uzasadnimy, ze Ho jest grupa z dodawaniem
macierzy. Zamiast sprawdza¢ warunki z definicji grupy zauwazmy, ze

T3 0 —tI‘A
JA+A J_ltrA 0 .

Oznacza to, ze Hy = Ty(R), czyli jest grupa.
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Przyktad 1.30 (Macierze unitarne). Dla macierzy zespolonej A = lz
2

A — zZ1 22
w1 w2

wl] € M2><2((C) defi-
w2

niujemy

Sprawdzamy tatwo, ze
. A= (AT,
o det A* = det A4,
e (A")*=A, (2A+ B)*=zA"+ B*,
o (AB)* = B*A*,
o det A* = det A.
Rozwazmy zbiér macierzy unitarnych
U(2) :={A € Myys(C): A*A=1T}.

Warunek A*A = I oznacza, ze A* = A~! oraz |det A| = 1. U(2) stanowi grupe z mnozeniem
macierzy.
Jedli det A =1, to

7 réwnoéci A* = A~! otrzymujemy, ze
21 = W2, &9 = —Wj.

Macierz A ma wiec w tym przypadku postaé

dla pewnych takich liczb zespolonych z,w € C, ze
122 + |w|? = det A = 1.

Grupa
SU2) ={Ae€U(2):detA=1}

sklada sie wiec z macierzy postaci

l o w] ., gdzie |z 4 |w]? = 1.
-w z

Przyktad 1.31 (Macierze hermitowskie). Zbiér zespolonych macierzy hermitowskich

Hermy(C) = {A € Msyx2(C): A= A"}

jest grupa z dziatlaniem dodawania macierzy. Przygladniemy sie jej blizej. Niech A = [Zl wl] €

Z2 W2
A — Z1 22
wy; Wal|’

Z1 =21, W2 =1wW2, Wi =22

Herms(C). Poniewaz

wiec

Wynika stad, ze A € Hermg(C) jesli A ma postaé

a ¢C .
A—lc d}’ gdzie a,d e R, ceC.
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1.5 Pewne wazne macierze

Rozwazymy pewne specjalne macierze, ktére beda pojawialy sie w dalszym ciagu wyktadu.
Zaczniemy od pewnego ogdlnego rezultatu zwanego twierdzeniem Cayleya—Hamiltona.

Lemat 1.2 (Twierdzenie Cayleya-Hamiltona). Dia macierzy A € Max2(F) zachodzi réwnosé

A2 tr(A) - A+ det(A) - T = [8 8} .

Dowdéd. Zastosujemy brutalng site, czyli bezpoéredni rachunek. Niech A = lccl Z] . Mamy

A? —(a+d)-A+(ad—bc) - IT=(A—a-I)(A—d-T)— (be)- T
0 b |[a—d b] [bc 0
c d—a c 0| [0 be
_- bc 0 bc 0
~|dla—d)+(d—a)c be 0 be

[0 0
b ;

Twierdzenie Cayleya—Hamiltona pozwala wyznaczy¢ macierz odwrotna do macierzy nieosobliwej
A. Mnozac réwnosé A? — tr(A)A + det(A)I = 0 przez A~ otrzymujemy, ze

A (tr(A) -1 - A)

~ det(A)

Ponadto tr(A2) = (tr(A4))? — 2det(A).

@ Dla macierzy A € Msyo(C) rozwazmy réwnanie kwadratowe

pa(z) = 2% —tr(A) z + det(A) = 0.

Ma ono dwa pierwiastki zespolone A1, Ay € C, czyli
22 —tr(A) z +det(A) = (2 — A\1)(z — Xo)
= 22 — ()\1 + )\2)2 + )\1)\2.

Wynika stad, ze

tl"(A) =1 + Ao, det(A) = AMAs.
Liczby A1, A2 bedziemy nazywaé warto$ciami wiasnymi macierzy A.
7 twierdzenia Cayleya—Hamiltona mamy

AQ—()\1+/\2)'A+(/\1/\2)~I: l:g 8:|,

czyli
{0 0

0 0} (A D)(A-Do-T)=(A— Xy - I)(A—\ -I).

11
0 1
obliczymy A% 4+ A3. Rozwazmy wielomian w(z) = 2° + z3. Dzielac go przez wielomian charak-
terystyczny pa(z) = 22 — 2z + 1 = (2 — 1)? macierzy A, otrzymujemy, ze

Przyktad 1.32. Niech A = [ € Msy2(C). Korzystajac z twierdzenia Cayleya—Hamiltona

w(z) = (2% +22% + 42+ 6)pa(2) + (82 — 6).
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Z twierdzenia Cayleya—Hamiltona mamy

AD 4 A3 = (A3 +24% 1 4A +61) (A —1)>+(8A — 61) = 8A — 61,
=0

e-resfy o -

Przyktad 1.33. Korzystajac z twierdzenia Cayleya-Hamiltona obliczymy A0 gdzie A =

czyli

1 1
[0 2] . Wielomian charakterystyczny pa(z) = 22 — 3z + 2 ma dwa pierwiastki \; = 1i Ay = 2.

Dzielac wielomian w(z) = 21900

przez pa otrzymujemy, ze

w(z) = q(2)pa(z) +r(2),

gdzie r(z) = r1z + 1o jest reszta z dzielenia. Wspdlczynniki 1 i 79 mozemy wyznaczy¢ podsta-
wiajac A1 1 Ag za z. Otrzymujemy, ze

ritro =M =1, 27y +rg = AP0 = 21000,

Rozwiazaniem uktadu sa
rp = 21000 _ 1, =9 _ 21000

Z twierdzenia Cayleya—Hamiltona wynika, ze
AlOOO — ’I“( A)

11
_ (51000
= (2 1 [o 2

1 21000 -1
= 0 91000 :

Przyktad 1.34 (Wartosci wlasne macierzy symetrycznych i hermitowskich). Jesli A = lz Z} €

Mosy2(R) jest macierza symetryczna, to A ma rzeczywiste wartosci wlasne. Rzeczywiscie, dla
réwnania

+ (2 — 21000) [(1] (1)]

22— (a+d)z+ad—b* =0
mamy
(a+d)* —4(ad — b*) = a® + 2ad + d* — 4ad + 4b*

= (a —d)* +41*
0.

WV

Rowniez, jesli

A:[Z CCZ]GMQXQ((C), a,deR, ceC

jest macierza hermitowska, to A ma rzeczywiste wartosci wtasne. Dla réwnania

2

0=2>—(a+d)z+ad—ce= 2>~ (a+d)z+ad— ||

mamy

(a+ d)? — 4(ad — |c|?) = a® + 2ad + d* — 4ad + 4|c|?
= (a—d)* + 4’
0.

WV
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Twierdzenie Cayleya—Hamiltona pozwala tatwo obliczaé¢ potegi macierzy A. Rozwazmy macierz

A= [; Z] . Wtedy A2 — 54 — 21 = 0. Powiedzmy, ze chcemy znalezé A*. Mamy

A? = A(5A +2I)
N——
=A2
=542+ 24
=5(5A+2I)+2A

=27TA+ 101
oraz

At = A%A
= (27TA+100)A
= 27A% + 104
=27(5A+2I) + 104
= 145A + 541.

Analogicznie pokazuje sie, ze A" =a-A+b- 1 dla pewnych a,b € F

Przyktad 1.35 (Macierz nilpotentna). Powiemy, ze macierz A € Msyyo(C) jest nilpotentna,
jesli A" = 0 dla pewnego n € N. Pokazemy najpierw, ze A2 = 0. Mozemy zalozy¢, ze n > 2,
bo A =0dla n = 1. Zauwazmy, ze

0 =det A" = (det A)",

b

czyli det A = 0. Niech A = li d

] . Wtedy

a?+bec ab+bd

2 _
A7 = ac+cd be+ d?

Poniewaz, det A = ad — bc, wiec

Stad
0=A" = (tr(A))" 14,

czyli tr A = a + d = 0. Z twierdzenia Cayleya—Hamiltona wynika, ze
A?=0.
Warunek ten oznacza, ze

a’?+bc=bla+d) =cla+d) =bc+d>=0.

Wiemy, ze a +d = 0, czyli @ = —d. Przygladnijmy sie réwnaniu a? + bc = 0. Mamy dwa
przypadki ze wzgledu na c:
L . 0 b
e jeSlic=0,toa=01i A= 0 0 dla b € C.
e jeSlic#0,tob= —a—f oraz
A= aj _1jac —a’ a,ceC, c#0
T le —al cl|P —ac|’ 7 ’ )



Przyktad 1.36 (Inwolucja). Powiemy, ze A € May2(C) jest inwolucjq, jeéli A?> = I. Wynika
stad, ze (det A)? =1, czyli det A = 1. Ponadto, A=! = A. Ze wzoru na A~! mamy, ze

d —b a b
l_c a] = det(A) [c d] :
Jedli det A =1, to a = d oraz b = ¢ = 0. Ponadto, 1 = ad — bc = a? czyli a = +1. Stad, A =1
lub A= -1.

Jedlidet A = —1,toa = —di —1 = ad — bc = —a® — be, czyli a® + be = 1. Mamy dwa
przypadki wzgledem b:

e jeslib=0, to a = £1 i c jest dowolne; wtedy
-1 0 1 0
as[2 9 wan]t o)

e jeslib#0, toc= 1_b“2 oraz

l—a

b

A:[% _ba] aeC, beC\ {0

Przyktad 1.37 (Macierz idempotentna). Macierz A € Max2(C) nazywamy idempotentng, jesli
A% = A. Poniewaz (det A)? = det A, wiec det A = 1lub det A = 0. Jesli A = [Z Z] ,to A2 = A

oznacza, ze
a> +bc=a, bla+d—1)=cla+d—1)=(a—d)(a+d—1)=0.

Jeslia+d—1#0,tob=c=0,a=dia’>=a. Wtedy A=01ub A=1.
Jedli a +d — 1 = 0, to warunki redukuja sie do a? + bc = a.
Mamy dwa przypadki wzgledem b:

e jeslib=#0,toc= “Zb_a oraz

a—a

5 1—a

A—[az b ] acC, beC\ {0}

e jesli b= 0, to albo a =0 albo a =1 i wtedy

A:[O O] lub [1 O], ceC.
c 1 c

b

Przyktad 1.38 (Macierz Grama). Dla macierzy rzeczywistej A = l(z d

‘| S MQXQ(R) jej
macierz Grama jest zdefiniowana jako AT A. Stad

b a?+c2 ab+cd
ATA:la C] [a ]:
b d| |c d

ab+cd b+ d?

Zauwazmy, ze
o AT A jest symetryczna,
o AT A ma rzeczywiste wartoéci wlasne,
o trATA=0a’+b*+ %+ d2,

o tr ATA =0 wtedy i tylko wtedy, gdy A = 0.

37



Przygladnijmy sie wyznacznikowi macierzy AT A. Mamy

det ATA = det AT - det A
= (det A)* > 0.

Przyktad 1.39 (Rzeczywista macierz normalna). Rozwazmy taka macierz rzeczywista A =

a b .

[C d‘| S MQXQ(R), ze
ATA=AAT.

Nazywamy ja macierzg normalng. Oznacza to, ze

a>+b% ac+bd
ac+bd 2+ d?

Y

a?+c2 ab+cd
ab+cd b+ d?

czyli
=0 ab+cd=ac+bd.

Mamy dwie mozliwodci:

e jesli ¢ = b, to A jest symetryczna,

o jeSli b = —c, to ¢(d — a) = ¢(a — d); wtedy albo ¢ = 0 i A jest symetryczna albo ¢ # 0
i wtedy a = d oraz A ma postaé
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Rozdzial 2

Przestrzen wektorowa

SLOWA KLUCZOWE ROZDZIALU

przestrzenie wektorowe R™ i C" { przestrzen wektorowa F" ¢ kombinacja liniowa ¢
liniowa niezalezno$¢ ¢ baza ¢ baza standardowa F™ ¢ iloczyn skalarny w R™ { norma w
R™ { nieréwnos¢ Cauchy’ego—Schwarza ¢ wektory ortogonalne ¢ proste i ptaszczyzny
w R3O iloczyn hermitowski

2.1 Ptlaszczyzna R? jako przestrzen wektorowa

Punkt na plaszczyznie R? utozsamiamy z jego wspélrzednymi kartezjanskimi (a1, xs), czyli
liczbg zespolong z = x1 + ixs. Wprowadzimy teraz w zbiorze R? pewna nowa strukture alge-
braiczna, strukture przestrzeni wektorowej. Geometrycznie punkt P = (x1, x2) na plaszczyznie
bedziemy interpretowali jako wektor bedacy strzatka o poczatku w punkcie 0 = (0,0) i o koricu
w punkcie P. W tej interpretacji bedzie dla nas wygodne zastosowanie nieco innej konwencji za-

pisu wspolrzednych punktu. Zamiast pisaé¢ (z1,z2) bedziemy stosowaé zapis kolumnowy [ﬁll ,
2

czyli pierwsza wspétrzedna nad druga. Dla oszczednosci papieru wprowadzamy oznaczenie

[$1,$2]T = [ij .

Napis (1, 22) oznacza, ze mamy na my$li liczbe zespolona, a napis sugeruje [z1,z2]7, ze
myslimy o wektorze na plaszczyznie.

Definicja 2.1 (Plaszczyzna R?).
Plaszczyzng rzeczywistyg nazywamy zbior

R? .= {[xl,xg]T DT, T9 € R}.

Jego elementy bedziemy nazywaé wektorami.

Zbiér R? mozemy latwo wyposazyé w dodatkows strukture algebraiczng. Wektory bedziemy
dodawa¢ i mnozy¢ je przez liczbe rzeczywista.

Definicja 2.2 (Dodawanie wektoréw i mnozenie ich przez skalar).
Niech z = [z1,22]T,y = [y1, y2]7 € R2. Definiujemy ich sume przez

x4y = [r1,22)" + [y1,92)" = [21 + y1, 22 + 2]

€2 Y2

Powyzszy wzor okresla dodawanie + : R? x R? — R? punktéw (wektoréw) na plaszczyznie.
Przypisuje ono dwém punktom plaszczyzny pewien punkt na plaszczyznie.

W zapisie kolumnowym mamy

1+
T2 + Y2
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—0.5v

—3v

Rysunek 2.1: Dodawanie wektoréw i mnozenie ich przez liczbe rzeczywista. Suma wektoréw u + v
jest przekatng réwnolegloboku R rozpietego na wektorach w i v. Réznice wektoréw u — v otrzymujemy
dodajac do wektora u wektor v pomnozony przez liczbe —1 tzn. u—v = u+(—1)v. Dlugosé wektora u—wv
jest réwna dhugoéci drugiej przekatnej réwnolegloboku R. Mnozac niezerowy wektor v przez wszystkie
liczby rzeczywiste, otrzymujemy prosta na plaszczyznie. Dokladniej, zbioér {t - v : ¢ € R} jest prosta
przechodzaca przez 0 i rownoleglta do wektora v.

Niech a € R iz = [z1,22]7 € R2. Definiujemy mnozenie wektora przez liczbe rzeczywista a
wzorem
a- [z, 2]t =a-x1,a- z]7

o] = [2:2)

Zdefiniowane powyzej mnozenie definiuje odwzorowanie - : R x R? — R2. Przypisuje ono liczbie
rzeczywistej i punktowi na plaszczyznie pewien punkt na plaszczyznie.

Roéwnowaznie,

2.2 Definicja przestrzeni wektorowej

Naturalne jest pytanie: dlaczego mielibyémy sie ograniczaé¢ wylacznie do plaszczyzny R%? Prze-
ciez podobng konstrukcje mozemy powtérzyé w przestrzeni R3, gdzie polozenie punktu jest
opisane trzema wspolrzednymi w miejsce dwéch. A moze rozwazyé pie¢ wspoétrzednych? Lepiej
zrobmy to od razu ogdlnie dla dowolnej liczby naturalnej n.

Definicja 2.3 (Przestrzeni wektorowa R™).
Niech n € N. Definiujemy zbiér

R™ := {[ml,...,xn]T:xl,...,xnGR},

gdzie
Z1
T2

[xl,...,xn]T =

Tn
Analogicznie do ptaszczyzny R? definiujemy dzialanie dodawania wektoréw + : R” x R® — R”
oraz ich mnozenie przez liczbe rzeczywista - : R x R® — R" wzorami

x+y:[xla"'axn]T+[yla"'ayn]T:[xl—i_ylv"-axn—i_yn]T

to[wy, .. xp)t =[t-2,...,t-z,]7, teER
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Poczqtek ukladu wspétrzednych, czyli wektor zerowy [0,...,0]T7 bedziemy oznaczaé przez 0. Za-
zwyczaj nie prowadzi to do nieporozumien — z kontekstu wynika czy 0 oznacza zero jako liczbe
rzeczywista czy raczej wektor zerowy w R™.

R” — AKSJOMATY PRZESTRZENI WEKTOROWEJ
Lemat 2.1. Dla dowolnych wektorow x,y,z € R™ i liczb rzeczywistych a,b € R mamy
(1) (x4+y)+z=xz+(y+2) (lacznosé dodawania wektoréw)
(2) c+y=y+x (przemiennos¢ dodawania wektoréw)
(3) r+0==x
(4) istnieje (jedyny) taki wektor ', ze x +2' =0  (2' =(-1)-x)
(5) a-(z4+y)=a-xz+a-y (rozdzelnosé)
(6) (a+b)-z=a-x+b-x (rozdzielnosé)
(7) (a-b)-z=a-(b-x) (lgcznosé)
(8) 1-z=u.

Dowdd. Dowdd jest bardzo prosty. Jak sie dobrze przygladniemy, to zauwazymy, ze wszystkie
wlasnosci |(1)H(8)| wynikaja bezposrednio z wlasnosci dzialan w zbiorze liczb rzeczywistych.
Wystarczy je zastosowaé¢ do kazdej wspolrzednej z osobna. O

Poczatki teorii przestrzeni wektorowych zwigzane sa z Williamem Rowanem Hamiltonem
(1805-1865) oraz Hermannem Guntherem Grassmannem (1809-1877)
Mamy wiec do czynienia z pewnym zbiorem V(= R™) i dwoma dzialaniami

+:VxV—V, -RxV-—V
spelniajacymi warunki |(1)H(8)]

Definicja 2.4 (Przestrzen wektorowa nad cialem R).
Rozwazmy trojke (V,+,-) z opisanymi powyzej dzialaniami

+:VxV—V, - RxV-—V

Powiemy, ze (V,+, ) jest przestrzeniqg wektorowg nad ciatem R, (bo mnozymy elementy zbiory
V przez liczby rzeczywiste) jesli zachodza powyzsze warunki|(1)H(8)]

Z powyzszych rozwazan wynika, ze (R™, 4, -) jest przykladem przestrzeni wektorowej nad cialem R.
Mozecie zapytaé po co nam jakies$ przestrzenie wektorowe. Przeciez mamy juz wektory w R", ktére
dodajemy i mnozymy przez liczbe rzeczywista. Czy to nie wystarczy? Otdéz nie. Popatrzcie na
funkcje 22 + sin(x) (przepraszam ortodoksyjnych matematykéw za ten zapis funkcji bez podania
dziedziny i przeciwdziedziny). Przeciez to tez jest suma pewnych obiektéw (w tym wypadku
funkcji), tylko teraz dodajemy funkcje zamiast liczb lub wektoréw z R™. Funkcje, podobnie jak
wektory mozemy mnozy¢ przez liczby. Pewnie zetknelidcie sie z funkcjami typu 3z* lub —2 cos(z).

Przyktad 2.1 (Przestrzen F(R,R) funkcji f : R — R). Niech F(R,R) bedzie zbiorem wszyst-
kich funkcji f : R — R. W zbiorze F(R,R) mamy naturalne dodawanie + : F(R,R) x
F(R,R) — F(R,R) dane wzorem

(f +9)(x) = f(z) + g(),
oraz mnozenie przez skalar - : R x F(R,R) — F(R,R) zdefiniowane formula
(@-f)(z)=a- [f(z).

Tréjka (F(R,R),+,-) spelnia warunki |(1)H(8)] wiec jest przestrzenia wektorowa nad cialem
liczb rzeczywistych.
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Przyktad 2.2 (Przestrzen wielomianéw). Niech P bedzie zbiorem wszystkich wielomianéw
o wspolczynnikach rzeczywistych. 7 naturalnymi dziatlaniami dodawania + i mnozenia przez
liczbg -, trojka (P, +,-) jest przestrzenia wektorowa nad cialem liczb rzeczywistych.

Jak pewnie zauwazyliScie, przez caly czas podkreslam, ze rozwazane dotad przestrzenie wektorowe
V' sa przestrzeniami wektorowymi nad cialem R. Moze mogliby$my rozwazaé przestrzenie wek-
torowe nad innymi cialami? Ponizszy przyklad pokazuje, ze mozemy to robi¢. Co wiecej jest to
bardzo naturalne, a naturalne konstrukcje bardzo w matematyce lubimy.

Przyktad 2.3 (Przestrzen wektorowa C"). Przez analogie do zbioru R™ mozemy zdefiniowaé
zbior C" jako
c" .= {[zl,...,zn]T D 21y...,2n € (C},

gdzie

[zl,...,zn]T =

Zn

W zbiorze C™ mamy naturalnie zdefiniowane dzialanie dodawania
+:C"xC"—C"

oraz ich mnozenie przez liczbe zespolong

S CxCt— C™.
Sa one dane wzorami
z—{—wz[zl,...,zn]T—}—[wl,...,wn]T:[zl—l—wl,...,zn—i—wn]T,
telz, ozt =[t-21,...,t- 2], teC.

Latwo sprawdzamy, ze tak okre$lona trojka (C",+,-) spelnia warunki [(1)H(8)l Jedyna réznica
polega na tym, ze wektory (elementy zbioru C™) mnozymy teraz przez liczby zespolone, a nie
liczby rzeczywiste. Mozemy, wiec stwierdzié, ze (C™,+,-) jest przestrzenia wektorowa nad
ciatem liczb zespolonych. Mozecie powiedzie¢, ze przeciez to nie koniec. Taka samg konstrukcje
mozemy przeprowadzi¢ rozwazajac zbiér Q™ i jego elementy mnozy¢ przez liczby wymierne.
Otrzymamy przestrzen wektorowa nad ciatem liczb wymiernych Q. Prowadzi nas to do ogélnej
definicji przestrzeni wektorowej nad dowolnym ciatem [F.

Definicja 2.5 (Przestrzeni wektorowa nad cialem F). Niech V' bedzie zbiorem i niech F bedzie
cialem. Zalézmy, ze okreSlone sa dzialania: + : V x V. — V (dodawanie wektoréw) oraz
-: FxV — V (mnozenie przez skalar). Powiemy, ze trojka (V, +,-) jest przestrzeniq wektorowq
nad ciatem I, jesdli dla dowolnych wektorow z,y, z € V oraz skalaréw a, b € F zachodza warunki:

1) (z+y)+z=2+ (y+2)
2) xt+y=y+ux

3) istnieje taki wektor 0 € V,ze x +0 ==z

(1)
(2)
(3)
(4) istnieje taki wektor z’, ze x + 2/ =0
() a-(z+y)=a-z+a-y
6) (a+b)-z=a-z+b-z
(7) (a-b)-z=a-(b-2)

(8)

8

l-z=n=x.
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Zauwazmy, ze pierwsze cztery warunki dotycza wyltacznie dodawania wektoréw i oznaczaja,
ze (V,+) jest grupa abelowa. W dalszym ciagu napis V € Vektp bedzie oznaczal, ze V jest
przestrzenia wektorowa nad cialem F.

Wektor zerowy 0 € V' jest wyznaczony jednoznacznie. Jedli 01,02 € V spelniaja warunek (3), to
01 =07 + 09 = 0o.

Rozwazmy przestrzen wektorowa V € Vektr nad cialem F. Uzasadnimy, ze dla v € V oraz 0 € F
(elementu neutralnego dodawania w ciele F) zachodzi réwnosé

0-v=0eV.

Mozecie powiedzieé, ze to przesada, aby uzasadnié¢ takie rzeczy. Przeciez 0 € F pomnozone przez
,cokolwiek” daje 0. Tak jest, gdy ,,cokolwiek” jest elementem ciala F. W naszym przypadku 0 - v
oznacza, ze mnozymy 0 € F przez wektor v € V, natomiast 0 po prawej stronie jest wektorem,
a nie elementem ciata F.

Z wlasnosci (6) i definicji 0 jako elementu neutralnego dla dodawania w ciele F wynika, ze

0-v=(0+0) v
=0-v+0-v,

wigc 0-v = 0.

@ Niech x € V. Wektor z’ spelniajacy warunek = + 2’ = 0 jest wyznaczony jednoznacznie. Rzeczy-
wiscie, jeSliz + 2’ = 0=z + 2", to
2 =2"+0
_ Z‘/ + (x + x//)
— (x/ + x) + xl/
=0+2"

"
=

Wektor 2’ nazywamy wektorem przeciwnym do x i oznaczamy przez —x. Uzasadnimy, ze —x =
(-1) - x.

czylia! = —x = (1) - .
Analogicznie pokazujemy, ze
a-0=0oraz —a-v=(—a) v

Przyktad 2.4 (Przestrzen wektorowa (F",+,-)). Jesli F jest dowolnym cialem, to naturalnie
okreslona tréjka (F", +,-) jest przestrzenia wektorowa nad cialem F. W szczegélnosei, (F, +, )
jest przestrzenia wektorowa nad ciatem F.

Przyktad 2.5 (O co chodzi z tymi cialami?). Rozwazmy ponownie przestrzen wektorowa
(C™, +,-). Mnozenie - jest mnozeniem wektora przez liczbe zespolona. Oznaczmy je chwilowo
przez -c. Zauwazmy, ze w zbiorze C" mamy tez dobrze okreslone mnozenie ‘g przez liczbe rze-
czywista. Tréjki (C", +,-¢) oraz (C", +, -r) sa réznymi obiektami matematycznymi. (C", 4+, ¢)
jest przestrzenia wektorowa nad ciatem C, a (C", +, -r) jest przestrzenia wektorowa nad ciatem
R. Co za réznica? Ot6z zasadnicza. Pierwsze dwa elementy tréjek sa identyczne tzn. zbior C™
i okre$lone w nim dzialanie dodawania wektoréw +. Aby dostrzec réznice, rozwazmy wektor

v = [1+2i,1+2]" € C2. Zauwazmy, ze w przestrzeni (C",+,-c) nad ciatem C zachodzi
réwnosé

1+2 . 1

142 =(1+2i)- [11
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W przestrzeni (C", +, -g) nad cialem R taka réwnosé nie zachodzi. Co wiecej, zapis

(1+2i)- H

nie ma sensu w tej przestrzeni, bo dopuszczamy tylko mnozenie wektoréw z C? przez liczby
rzeczywiste.

Przyklad 2.6. Rozwazmy przestrzen wektorowa

73 =173 x T3 x T3 x L3 x L3

oraz wektory

w=1[2,2,0,1,2]7, wv=1[1,22,21].

Wtedy

©

przez

uU+v= [0,1,2,070]T7 2.4 = [171’0’2’1]?

Uwazny czytelnik zauwazyl z pewnoscia, ze dzialania w przestrzeni funkcyjnej F(R,R) sa zdefinio-
wane dzigki temu, ze potrafimy dodawaé wartoéci dwoch funkeji z F(R,R) oraz mnozy¢ wartosci
funkcji z F(R,R). Jest to mozliwe, bo przeciwdziedzina funkcji z F'(R,R), czyli R jest cialem.
Nie jest natomiast wazne, ze ich dziedzina R ma strukture ciata. Mozemy wiec rozwazaé¢ bardziej
ogolne funkcyjne przestrzenie wektorowe. Dokladniej, jesli X jest dowolnym niepustym zbiorem
i F jest cialem, to zbiér

F(X,TF)

wszystkich funkcji f: X — T jest przestrzenia wektorowa z dziataniami
(f+9)@)=flz)+g(x), (a-f)z)=a-f(x), ack.

Przykladowo, F'([—1,1],R) jest rzeczywista przestrzenia wektorowa. Zwr6écie uwage, ze powyzej
zdefiniowane dzialania, nie sa dzialaniami wewnetrznymi w zbiorze F(R,[—1,1]), bo sin,cos €
F(R,[-1,1]), ale sin+cos ¢ F(R,[—1,1]) oraz 2sin ¢ F(R,[-1,1]).

Niech F bedzie cialem. W przestrzeni wektorowej (F", 4, ) wyrézniamy n wektoréw danych

Zauwazmy, ze kazdy wektor v = [vy,...,v,]T € F” mozemy zapisaé¢ jako

w1, vp)t = o1, 0T 4+ 40, v,
:1)1-[1,...,0]T—i—...+vn-[O,...,l]T

=v1-€e1+ ...+ Uy e€p.

Oznacza to, ze zachodzi réwnosé

v=0v]-e1+...+v, ey, v EF.

Moéwimy wtedy, ze wektor v jest kombinacjg liniowqg wektorow eq,...,e,. Zdefiniujemy to
pojecie bardziej ogdlnie, co przyda nam sie w przyszlosci.

Definicja 2.6 (Kombinacja liniowa wektoréw).

Niech (V,+.:) bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem F. Dla wektoréw vi,...,vp € V

oraz skalaréow aq,...,ar € F, wektor

a1 -v1+...+tap-vp eV

nazywamy kombinacjg liniowg wektorow vy, ..., v € V.
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5T =202, 107 + 3[-1, 1]
[—3,3]7
v [4.2]"
[717 1] al]T
0 4

Rysunek 2.2: Przykladowa kombinacja liniowa wektoréw [2,1]7 i [—-1,1]%.

Przyktad 2.7. Niech (V,+, ) bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem F. Ustalmy wektory
Vl,...,0 €V irozwazmy zbiér

span {vi,..., 0} ={a1-vi+...+ap-vg:a,...,a; € F}
wszystkich mozliwych kombinacji liniowych wektoréw vq,...,v;. Dzialania + oraz - sa dzia-
taniami wewnetrznymi w zbiorze span{vy, ..., v} oraz (span{vy,...,vx}, +, ) jest przestrzenia

wektorowa nad ciatlem F.
Zalézmy, ze V = R?. Mamy

(a) span{0} = {0},

(b) jesli 0 # v € R?, to span{v} = {a-v : a € R} jest prosta przechodzaca przez 0 i réwnolegla
do wektora v.

Lemat 2.2. Rozwazmy przestrzen wektorowq (F™,+,-). Wtedy kazdy wektor v € F" mozna
jednoznacznie zapisac w postaci kombinacji liniowej

v=vi-e1+...+v, €y, v; €EF.

Dowéd. Wiemy juz, ze dla dowolnego wektora v € F™ istniejg takie skalary vy,...,v, € F, Ze
v=uv-€1+ ...+ v, e, Pokazemy, ze takie przedstawienie wektora v w postaci kombinacji
liniowej wektoréw eq, ..., e, jest wyznaczone jednoznacznie. Przypusémy, ze

v=wvi-e1+...+vpep=x1-€1+...+Tp-€n.

Wtedy
0=10,...,0 =v+(=1)-v
=(vy—xz1)-e1+...+ (vh—xn) - en
- [’Ul - xlv"' 7vn _xn]T7
czylivi = x1,...,v, = Tp. ]
Definicja 2.7 (Baza standardowa F™).
Wektory ey, ..., e, nazywamy bazq standardowq przestrzeni F™.
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Zauwazmy, ze jednoznaczno$¢ przedstawienia wektora v jako kombinacji liniowej wektorow eq, ..., e,
wynika z prawdziwosci nastepujacej implikacji:

ri-e1+...+x,-¢,=0 == x1=...=z,=0.
Jest to wiec wazna wlasno$¢ wektoréw e, ..., e,. Warto wiec ja jakos nazwaé i zbadac.

Definicja 2.8 (Liniowa niezaleznosc).
Niech V bedzie przestrzenig wektorowa nad cialem F. Wektory vy,...,vp € V nazywamy
lintowo niezaleznymi, jesli dla x1, ...,z € F zachodzi implikacja

T+ ...tz =0 = z1=...=1x=0.

Przyklad 2.8. Niech v,w € R% Przypu$émy, ze wektory v,w sa linjowo zalezne. Wtedy
istnieja takie liczby rzeczywiste a,b € R, ze a 20 lub b # 0 oraz a-v+b-w = 0. Jedli a # 0,
tov = —3 -w, czyli wektor v lezy na prostej {tw : t € R}.
Przyktad 2.9. Wektory

v1 =[1,1,0/7, vy =[1,0,1]"

sg liniowo niezalezne w F. Przypu$émy bowiem, ze x1 - v1 + x2 - v = 0 dla pewnych x1, 22 € F.
Poniewaz x1 - v1 + T2 - vo = [T1 + T2, 21, 22T, wiec

1 +22=0, 21=0, x0=0,
czyli vy i1 vg sa liniowo niezalezne.

Definicja 2.9 (Baza przestrzeni wektorowej).

Niech V bedzie przestrzenig wektorowa nad ciatem F. Wektory vq, ..., v € v nazywamy bazq
przestrzeni wektorowej V, jesdli dla dowolnego wektora v € V istniejg jednoznacznie wyznaczone
takie skalary x1,...,xr € F, ze

v=x1-v1+...+ Tk V.

Przyklad 2.10. Podmiefimy wektor ez = [0,0, 1] w bazie dla F3 przez wektor u = [0,1,1].
Pokazemy, ze wektory ej, ez, u tworza baze F3. Rozwazmy dowolny wektor [a,b,c]? € F3.
Musimy uzasadnié, ze istnieja jedyne takie skalary 1, xo, 23 € F3, e 1 -e1 + 22 - ey + 23 -u =
[a,b,c]T. Zwréémy uwage, ze

ri-ep+xg-e2+x3-u= [$1,962+903,903]T

ROwnoséé [x1, w0 + w3, 23)7 = 1€ +x2-ea+23-u = [a,b,c]” jest wiec réwnowazna z uktadem
réwnan
r1=a, To+x3=0>b x3==c

Ma on jednoznaczne rozwiazanie
ri1=a, T9=b—c, x3=c,
czyli eq, ea, u sa baza F3.
Przyktad 2.11. Wektory vy = [1,0,0]7, vy = [0,1,1]7 s liniowo niezalezne, bo réwnosé

(0,0,07 =1 - vy 4 29 - v2
=1 [17070]T + x2 - [07 17 l]T
= [x1, 29, 2] 7,

oznacza, ze ©1 = xo = 0. Nie tworzg one jednak bazy F2, bo ich kombinacje liniowe 1 -v1 422 vo
maja postaé [z1, 22, 12]T, wiee przyktadowo, wektor [1,2, 3]7 nie jest kombinacjg liniowa vy i vs.
Kazdy wektor [z1,z2,23]7 € F3 jest kombinacja liniowa wektoréw ey, es, es3, [0,1,1]7, bo

[xl,:cg,xg]T =x1-e1t+T9-e0+x3-e3+0- [0,1,1]T.
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Rysunek 2.3: Baza standardowa e;, ez na plaszczyznie. Kazdy wektor na plaszczyZznie mozna jedno-
znacznie zapisa¢ jako kombinacje liniowa wektorow eq, es.

Wektory e, es, es, [0,1, 1]T nie tworzg jednak bazy F3, bo przykladowo

0,1,1]T=0-e1+1-ea+1-e34+0-[0,1,1]7
=0-e;+0-eg+0-e3+1-0,1,1)T,

czyli przedstawienie nie jest jednoznaczne. Wynika to z faktu, ze wektory e, es, es, [0,1,1]7
sg liniowo zalezne, bo
O-et+1-e94+1-e3—1-u=0.

Przyktad 2.12 (Przestrzen wektorowa macierzy Mayxo(F)). Rozwazmy zbiér macierzy Moy (F).
Jest w nim okreslone dziatanie dodawania macierzy

+ 1 Mayo(F) x Mayxa(F) — Maya(F)

BEEE

oraz mnozenie macierzy przez skalar

dane wzorem
at+e b+ f
c+g d+h

1 F X Mayo(F) — Mayo(F)
a b ta tb
t- [c d] = [tc td]’ tel.
Trojka (Maxo(F), +, ) jest przestrzenia wektorowa nad cialem F. Ponadto, dla A = [CCL b] c

d
a b 10 0 1 00 00
lc d]_“'lo 0 0 0]“'[1 O]J“d'lo 1]'

Powyzszym przedstawienie jest jednoznacznie wyznaczone przez macierz A, czyli macierze

b ol B B

tworza baze przestrzeni Mayo(F).

zdefiniowane wzorem

My o(F) mamy

+b-
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2.3 Iloczyn skalarny i norma w R"

Wprowadzimy teraz w przestrzeni wektorowej (R”, +,-) pewna dodatkowa geometryczna struk-
ture, zadana przez euklidesowy iloczyn skalarny.

Definicja 2.10 (Euklidesowy iloczyn skalarny w R™).
Tloczynem skalarnym wektorow v = [v1,ve]?,u = [u1,us]’ € R? nazywamy liczbe rzeczy-
wista
(v|u) := vy - ug + v - ug.

Analogicznie, iloczyn skalarny wektoréw
v=[v,..., 007, u=1[uy,...,u,)t €R"

definiujemy jako liczbe rzeczywista

(vju) :=vy - ur + ...+ vy - up
@ Iloczyn skalarny jest tez czesto oznaczany symbolem (v,u). My bedziemy uzywali oznaczenia

(v|u), bo w tej konwencji nieréwnosé (vlu) > 0 jest czytelniejsza niz napis (v, u) > 0.
Iloczyn skalarny jest wiec odwzorowaniem
(-]) : R* x R" 5 (v,u) — (v|u) € R.

Przypisuje ono parze wektoréw (v, u) liczbe rzeczywista (v|u).

Lemat 2.3. Dla dowolnych wektoréow u,v,w € R™ i skalaréw a,b € R zachodzq nastepujgce
wilasnosci

(1) (dwuliniowosc)
(a-u+b-vw)=a(ulw)+ b(vjw),

(ula-v+b-w) = a(ulv) + blu|w).
(2) (symetrycznosé)
(ulv) = (v]u)
(8) (dodatnia okreslonosé)
(ulu) >0

przy czym (ulu) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy u = 0.

Definicja 2.11 (Norma euklidesowa w R™).
Normg (dtugoscig) wektora u = [uy, ..., u,]’ € R nazywamy liczbe

ull :== /(ulu) = Jud +...+u2 >0

Zauwazmy, ze wektor [cos 6, sin §]7 ma norme jeden i kazdy wektor o normie jeden mozna zapisaé
w tej postaci dla pewnego 0. W szczegdlnosci, dowolny wektor v € R? mozna zapisaé w postaci
v = ||v||[cos 8, sin §] .

Lemat 2.4 (Tozsamo$é¢ réwnolegloboku). Dla dowolnych wektoréw u,v € R™ zachodzi réwnosé

lu+ 0] + lu = ol = 2(Jull + [[o]*)
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Dowdd. Bezposredni rachunek pokazuje, ze

w4 v))® + Ju —v||* = (u+ v|u+v) + (u— vy —v)
= ( (ulv) + (v|u) + (v]v)
+ (ulu) = (ulv) = (v[u) + (v]v)
= 2(ulu) + 2(v|v) = 2([|ul® + [|v]?). O

ulu) +

Lemat 2.5 (Wzér polaryzacyjny). Zachodzi wzér polaryzacyjny
(ufv) = 3([lu+v]]* = [lu —v|]?).
Dowod. Mamy

Hu—l—vHQ—Hu vHQ u+vlu+v)— (u—vu—")

(

= (ufu) + (ulv) + (v]u) + (v]v)

— ((ulu) = (ufv) = (v|u) + (v|v))

= 4(ulv). O

Lemat 2.6 (Twierdzenie Pitagorasa). Niech u,v € R™ bedq wektorami. Wowczas,
(u,0) = 0 & [lu—ol* = [ful* + [jv]|*.
Dowod. Zauwazmy, ze
lu—ol* = (u—vlu— )
= [l = 2(ulv) + [lo],
czyli teza zachodzi. O

Twierdzenie 2.1 (Nieréwno$¢ Cauchy’ego—Schwarza). Dla dowolnych wektoréw u i v € R"™
zachodzi nieréwnosc

[(u|o)| < [lull[Jv]].
Dowod. Mozemy zaltozyé¢ ze wektory u i v sg niezerowe. Dla dowolnego ¢ € R mamy

0< |jutt-v|?
=(u+t-vlut+t-v)
= [Jull® + 2t(ulv) + 2]lv]]?,

czyli z wlasnoéci funkcji kwadratowych wynika, ze
A((ulv))? = 4lul[lv]* < 0,
co konczy dowdd. O
Wnhiosek 2.1 (Wlasnosci normy). Dia dowolnych u,v € R™ i a € R mamy
(1) |lu|| = 0 oraz ||u|| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy u = 0;
(2) lla-ull = la| - f[ull;

(8) (nieréuwnosé tréjkgta)

[u ol < [lull 4 [lv]]
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Dowdd. Pierwsza wlasnos¢ wynika bezposrednio z definicji normy. Dla dowodu drugiej zauwa-
zamy, ze

la - ul* = (a - ula-u)
= a*(ulu)
= a?|Jul*.
Uzasadnimy nieréwno$¢ trojkata. Stosujac nieréwnosé Cauchy’ego—Schwarza, mamy
= o* = lul® + 2(ule) + o
< ull® + 2]l [Jo]| + [lo]|?
= ([lull + llo[h?,
co konczy dowdd. 0

Definicja 2.12 (Wektory ortogonalne).
Wektory u,v € R™ sg ortogonalne (prostopadie) wtedy i tylko wtedy, gdy

(ulv) = 0.

W szczegdlnosci, wektor zerowy jest prostopadlty do kazdego wektora, wiec réwniez do samego
siebie.

@ Pokazemy, ze dla dowolnych wektoréw u,v € R? zachodzi réwnosé
(ulv) = [lullllv]| cos £(u,v),
gdzie Z(u,v) jest katem miedzy wektorami u i v. W szczegdlnosci,
|(ulo)] < [lullllo]-

Jedli ktorys z wektorow u lub v jest zerowy, to powyzsza réwnosé jest prawdziwa. Zalézmy wiec,
ze wektory u i v sa niezerowe. Niech wektor g bedzie rzutem prostopadlym wektora u na prosta
rozpieta przez wektor v. Wtedy ¢ = ¢ - v dla pewnego ¢ € R. Stad wektor w = u — ¢ - v jest
prostopadly do wektora v. Gdy kat Z(u,v) jest ostry, to ¢ > 0 oraz

cos Z(u,v) = le- ] = |c\M
[l [
Jesli kat Z(u,v) jest rozwarty, to ¢ < 0 oraz
cos Z(u,v) = cos(m — ZL(u, —v)) = — cos £(u, —v) = —c|||||v|.
u

W obydwu przypadkach

[[o]]
cos Z(u,v) = cq—r-.
7 [l

Poniewaz wektor w = u — ¢ - v jest prostopadly do v, wiec

0= (u—cv,v) = (uv) = cllv]?,

czyli
(ulv)
c
[[o]?
Stad
cos Z(u,v) = (u|v2) M = 7(u|v) ,
ol flull llollfjull

co konczy dowdd.
Mozemy na to spojrzeé jeszcze inaczej. Wektory u i v mozemy zapisa¢ w postaci trygonometrycz-
nej:

u = |u|(cos@,sin )T, v = |v|](costp,sinep)T.

Wtedy
(ulv) = |ul|v|(cos @ costp + sin O sin ) = |ul|v| cos(f — ).
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Rysunek 2.4: Normalizacja niezerowego wektora v. Wektor u = Tl lezy na okregu jednostkowym.

Z nieréwnosci Cauchy’ego—Schwarza wynika, ze dla niezerowych wektoréw u, v € R” mamy

< W)y
[[ullfl]]

Istnieje wiec jednoznacznie wyznaczony taki kat 0 < Z(u,v) < 7, ze

COS u,v)= M
200 = Fel

Definicja 2.13 (Kat miedzy wektorami).
Katem Z(u,v) pomiedzy niezerowymi wektorami u,v € R™ nazywamy jedyny taki kat 0 <
L(u,v) < 7, ze
(ulv)

lwlloll

cos Z(u,v) =

Definicja 2.14 (Wektor jednostkowy).
Wektor u € R™ nazywamy jednostkowym, gdy |lu| = 1.

Przykltad 2.13. Jesli wektor v € R™ jest niezerowy, to wektor u = ﬁ jest wektorem jednost-

kowym.

Przyktad 2.14. Niech A = [Z Z

wektorami utworzonymi z kolumn macierzy A. Macierz Grama ma postaé
AT 4 |@ €| a bl _ |(ai]ar) (a1]az)
b d| |c d (a1laz) (azla2)|”

W szczegdlnoéci, A € O(2) jest ortogonalna tzn. AT A = I wtedy i tylko wtedy, gdy

€ May2(R). Niech a1 = [a,c]T i az = [b,d]T € R? beda

llail] = llaz|| =1, (a1|az) =0,

czyli kolumny A sa wektorami jednostkowymi i sg ortogonalne do siebie.

‘ METRYKA EUKLIDESOWA ‘

Korzystajac z normy mozemy zdefiniowa¢ funkcje
d:R" xR" — R,

WZorem

dv,w) = v —w| = V(v1 —w1)2 + ... + (v — wp)2.
7 wtasnosci normy, dla dowolnych v, w,u € R™ mamy

(i) d(v,w) = 0 oraz d(v,w) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy v = w,
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Rysunek 2.5: Mnozac niezerowy wektor v przez wszystkie liczby rzeczywiste ¢, otrzymujemy prosta.

(i) d(v,w) = d(w,v),
(iii) d(v,w) < d(v,u) + d(u, w).
Przyktadowo,
(v, w) = flv - w]|
= [[(v =) + (u—w)|
< lv —ufl + lJu = wl
= d(v,u) + d(u, w)

Funkcje d nazywamy metrykq euklidesowg w R™. Liczbe d(v,w) nazywamy odlegloscig miedzy v
iw.

2.4 Proste i plaszczyzny

Rozwazmy niezerowy wektor v = [vy,vo]? € R2. Jak wiemy, zbiér wszystkich wektoréw postaci
t-v dlat € R jest prosta réwnolegta do wektora v i przechodzaca przez punkt 0. Prosta
réwnolegla do v i przechodzaca przez punkt [a;, as]? mozemy opisaé jako zbiér punktéw postaci
[a1,a2]T +t-v (t €R).

Definicja 2.15 (Réwnanie parametryczne prostej).

Roéwnanie parametryczne prostej [ przechodzacej przez [a1, as]” i réwnoleglej do niezerowego
wektora v = [v1, v2]7 ma postaé

(21, 29]T = [ay,a9)T +t- [v1,0]T, tcR?

W skrécie, x = a + tv.

@ Definicja oznacza, ze wspolrzedne punktu [x1, 72]7 lezacego na prostej I, spetniaja, dla pewnego
skalara t, uktad rownan
xr1 =ai + t’Ul
To = ag + tUQ
Poniewaz wektor v jest niezerowy, wiec ktéras z jego wspolrzednych vy lub v jest rézna od zera.

Zal6zmy przykladowo, ze v1 # 0. Mozemy wtedy z pierwszego réwnania wyliczy¢ ¢, otrzymujac,
r1 — aq

zet= . Wstawiajac do drugiego réwnania, otrzymujemy, ze

U1

Ty —ai
T — Ao — U2:0,
U1
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czyli
—’Ug(.’El — al) + U1(£C2 — ag) = 0

Jest to réwnanie ogéine prostej | przechodzacej przez punkt [ay,az]? i réwnolegtej do wektora v.

Definicja 2.16 (Réwnanie ogdlne prostej).
Roéwnanie ogélne prostej na plaszczyZnie ma postac

Ari+ Baxa +C =0, A’+B%>0.

@ Zauwazmy, ze prosta o réwnaniu ogdlnym
Ax1+ Bxa+C =0

przechodzi przez poczatek uktadu wspétrzednych 0 = [0,0]7 wtedy i tylko wtedy, gdy C = 0.
Ma ona wtedy réwnanie Az, + Bxo = 0, ktére mozemy zapisaé przy pomocy iloczynu skalarnego
nastepujaco:

([A, B}TH.’El, mg}T) =0.

Oznacza to, ze sktada sie ona ze wszystkich wektoréw [x1, z2]7 prostopadlych do wektora [A, B]7.
Whiosek 2.2. Prosta o rownaniu ogélnym
A(a:l—al)—i—B(xg—ag):O, A2+ B%2>0

przechodzi przez punkt [ay,as]” i jest prostopadia do wektora [A, B]T.

Analogicznie, dla niezerowego wektora v = [vy,...,v,]T € R" i punktu a = [ay, ..., a,]T réw-

nanie parametryczne prostej rownolegtej do v i przechodzacej przez a ma postacé
r=a+t-v, teR.

Przygladnijmy sie przypadkowi n = 3, czyli prostym w przestrzeni R®. W postaci parametrycz-
nej jest ona zadana ukladem réwnan

xr1 =ay +tvg
To = ag + tve
T3 = a3z + tvs

Jezeli wszystkie liczby v1 #£ 0 dla i = 1,2, 3, to eliminujac ¢t z powyzszego ukladu, otrzymujemy

dwa réwnania
Tr — ay xr — az Tr —as

)

U1 U2 U3
nazywane réwnaniami kanonicznymi prostej w przestrzeni. Jezeli np. v3 = 0 a vy, Vo # 0, to

rownania przyjmuja postac
r — al r — ag
= , I3 = das.
U1 V2

Gdy np. vo =wv3 =01 v # 0, to réwnanie ma postaé
To = az, X3 = as.
Przykltad 2.15. Zastanéwmy sie jaki podzbiér P przestrzeni R? jest opisany przez réwnanie
2x1 —x2 4+ 3x3 = 0.
Mozemy je zapisaé réwnowaznie, wykorzystujac iloczyn skalarny, jako
([2,—1,3]"|[z1, 22, 25]") = 0,

czyli zbiér P sklada si¢ z wszystkich wektoréw [z1, 2, 23]7 w R3 prostopadtych do wektora

[2, —1,3]T. Oznacza to, ze P jest plaszczyzna prostopadla do wektora [2, —1,3]7 i zawierajaca
poczatek uktadu 0 = [0,0,0]%.
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[2,1]"

~

2 4+y =0

Rysunek 2.6: Prosta 2z +y = 0 jest prostopadla do wektora [2,1]7.
Definicja 2.17 (Réwnanie ogdlne plaszczyzny w R?).
Réwnanie ogélne plaszczyzny w przestrzeni R® ma postaé
Axi+ Bao+Cxs+D =0, A>+B>+C%>0.
W szczegdblnodci, rownanie
A(xy —a1) + B(za —a2) + C(x3 —a3) =0

opisuje ptaszczyzne przechodzaca przez punkt [a1, as,as])? i prostopadla do wektora [A, B, C]7.

Przyktad 2.16. Rozwazmy uktad réwnan liniowych

r—2y+3z=1
r+y+z=1
Réwnania uktadu opisuja dwie nieréwnolegle plaszczyzny. Zbiorem rozwigzan uktadu jest prosta
L bedaca ich czeécia wspolna.
Wyznaczymy dokltadniej prosta L. Odejmujac pierwsze réwnanie od drugiego otrzymujemy

uktad réwnowazny

T—2y+3z=1 r—2y+3z=1

— 2
3y—2z=0 Yy =35z

_ 5
{a:—l—3z
y=32

Zbiér rozwigzan uktadu jest dany jako zbiér

Stad

{[1 —5/32,2/32z,2]T 1z € R}.

Zauwazmy, ze

[1-5/32,2/32, 2T =[-5/3,2/3,1]T 2z + [1,0,0]T.

Rozwigzaniem uktadu jest prosta L o rownaniu parametrycznym

[-5/3,2/3,1]T2 +[1,0,07, z€R.
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Rysunek 2.8: Plaszczyzny o — 2y + 3z = 1, x + y + z = 1 i ich przeciecie, bedace prosta w R3.
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Rozdziat 3

Uklady réwnan liniowych

SELOWA KLUCZOWE ROZDZIALU

uktad réwnan liniowych ¢ dozwolone operacje ¢ macierz rozszerzona uktadu ¢ elimi-
nacja Gaussa ¢ postaé¢ schodkowa ¢ podprzestrzen span{ay,...,a;} ¢ uklady jedno-
rodne ¢ wyznacznik ¢ wzory Cramera

Rozwazmy uktad réwnan
{371 +z9+23=0
Ty —x9+x3=0
Kazde z réwnan ukladu opisuje pewna plaszczyzne w R3. Szukamy wiec punktéw lezacych na
obydwu ptaszczyznach. Obydwie plaszczyzny zawieraja punkt 0. Pierwsza z nich jest prostopa-
dla do wektora [1,1,1]7, a druga jest prostopadta do wektora [1,—1,1]7. Nie sa one réwnolegle,

wiec ich przecieciem jest pewna prosta w R3. Naszym najblizszym celem bedzie nauczenie sie
wyznaczania zbioru rozwiazan uktadu réwnan liniowych.

Definicja 3.1 (Uklad réwnan liniowych).
Niech F bedzie ciatem. Ukladem réownan liniowych nazywamy uklad rownan postaci:

a11x1+ ...+ apxy, =b
(3.1)
ap1 1+ ...+ appxn = bi

Skalary a;; € F nazywamy wspétczynnikami ukladu, a b; € F wyrazami wolnymi. Jest to
uktad k£ réwnan z n niewiadomymi 1, ..., x,. Zbidr rozwigzan uktadu sktada sie ze wszystkich
wektoréw [z1,..., xn]T € F"™, ktérych wspolrzedne spelniajg wszystkie réwnania tego uktadu.
Moéwimy, ze uktad

e jest sprzeczny, gdy zbidr rozwiazan jest pusty;
e ma rozwigzanie, jesli zbiér rozwiazan jest niepusty;
e ma nieskornczenie wiele rozwigzan, gdy zbidr rozwiazan jest nieskoriczony;

o ma dokladnie jedno rozwigzanie, jesli zbiér rozwiazan jest jednoelementowy.

@ Dwa uklady rownan sa réwnowazne, jezeli maja takie same zbiory rozwigzan.

Istnieja pewne operacje, ktére mozemy wykonaé na ukladzie réwnaii (3.1) otrzymujac uklad réw-
nowazny.

DOZWOLONE OPERACJE NA ROWNANIACH UKLADU

(I) mozemy dwa réwnania ukladu zamienié¢ miejscami;

(IT) mozemy obydwie strony ktéregos z réwnani pomnozy¢ przez dowolny niezerowy skalar;

(IIT) mozemy réwnanie pomnozone przez dowolny skalar dodaé¢ do innego réwnania.
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Punkty |(T)] i sa oczywiste. Punkt wynika z faktu, ze [z1,...,2,]T spelia

a;121 + ...+ aippTy, = b;

aj1T1 + ...+ AjnTn = bj
wtedy i tylko wtedy, gdy speitnia

a;1Try + ... + QinTy, = bz

(ajl + Caﬂ)l‘l + ...+ (Cl,jn + cam)xn = bj + cb;.

Definicja 3.2 (Dozwolone operacje).
Operacje |(I)H(I11I)| nazywamy dozwolonymi operacjami na réwnaniach uktadu réwnan linio-
wych.

Przykltad 3.1. Szczegdlnie tatwe do rozwiazania sg ukladu w postaci ,,schodkowej”. Przykta-
dowo, w ukladzie réwnan (w ciele R)

3x1+ 2x0+ x3=1
To— X3 = 2
23}3 =4

ostatnie rOwnanie oznacza, ze r3 = 2. Wtedy z drugiego réwnania zo = 4. W konsekwencji,
z pierwszego réwnania otrzymujemy, ze x1 = —3. Zbior rozwiazan ukladu sklada sie z jednego
wektora [—3,4,2]T.

3.1 Eliminacja Gaussa

Opiszemy na przykladzie metode eliminacji Gaussa, pozwalajaca sprowadzi¢ dowolny uktad do
postaci schodkowej. Rozwazmy uklad réwnan (w ciele R)

r1+ wot+ w3+ w4+ 5= 1
—r1— w2+ O0x3+ Oxg+ x5 = —1
—2x1— 2x9+ Ox3+ Ozyg+ 325 = 1
3

4

Oz1+ Oxo+ x3+ x4+ 3x5
14+ X9+ 2x3+ 2x4+ 4das =

Wszystkie informacje o rozwazanym uktadzie mozemy wygodnie zakodowaé przy pomocy ma-
cierzy (tabeli):

1 1 111 1 1 11 1]1
-1 -1 0 0 1 -1 -1 00 1|-1
A=|-2 -2 0 0 3|, [Alb)J=| -2 -2 0 0 3|1
0o 0 1 1 3 0 0 11 3|3
1 1 2 2 4 1 1 2 2 4| 4

W wierszach macierzy {A | b} wypisujemy wspotczynniki i wyrazy wolne poszczegdlnych réw-

nan. Macierz A nazywamy macierzq uktadu, a macierz {A | b] jego macierzg rozszerzong. Do-

zwolone operacje |(I)H(II1)| maja swéj odpowiednik w postaci dozwolonych operacji na wierszach
macierzy:

DOZWOLONE OPERACJE NA WIERSZACH MACIERZY UKLADU ROWNAN LINIOWYCH

(I) mozemy dwa wiersze macierzy zamieni¢ miejscami (permutacja);

(IT) mozemy wiersz pomnozy¢ przez dowolna niezerowa liczbe rzeczywista (skalowa-
nie);

(ITII) mozemy wiersz pomnozony przez dowolng liczbe rzeczywista dodaé¢ do innego
wiersza.
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Zaczynamy od tego, ze szukamy wiersza w ktorym pierwszy wyraz jest niezerowy. W naszym
przypadku jest to wiersz pierwszy. Jesli pierwszy niezerowy wyraz jest rézny od 1, to uzywamy
skalowania |(II)| aby uzyskaé¢ 1 na pierwszej pozycji.

Jezeli w pierwszym wierszu na pierwszej pozycji jest zero, to szukamy innego wiersza z niezerowym
wyrazem na pierwszej pozycji. Jesli taki istnieje, to uzywamy pierwszej operacji i zamieniamy
go miejscami z wierszem pierwszym. Moze si¢ zdarzy¢, ze wszystkie wiersze maja na pierwszej
pozycji 0. Wtedy powtarzamy procedure szukajac wiersza z niezerowym wyrazem na drugiej
pozycji i iterujemy (powtarzamy) poprzednig procedure.

W pierwszym kroku uzywamy pierwszego wiersza i operacji |(I1I)| do wprowadzenia zer w
pierwszej kolumnie pod jedynka w pierwszym wierszu. Dodajac pierwszy wiersz do drugiego
otrzymujemy macierz:

1 1 11 1]1
0 0 1 1 2{0
[—2] =2 0 0 3]1
0 0 11 3|3
1 1 22 4|4

Nastepnie, pierwszy wiersz pomnozony przez 2 dodajemy do wiersza trzeciego

= o o O+
N e R
N = DN =
=W Ot N
=W w o =

HOOOH

Konczymy ten krok, odejmujac pierwszy wiersz od wiersza piatego

O O O O
O O O O

[=I=Te] = =

— =N =
W W ot N =
W W w o

W drugim kroku uzywamy analogicznie drugiego wiersza do eliminacji niezerowych elementow
w trzeciej kolumnie i wierszach od trzeciego do piatego. W efekcie otrzymujemy

o O O O
o O O O
S O O =
o O O =

HHH[\J»—A

W W w o

W ostatnim kroku uzywamy trzeciego wiersza do eliminacji jedynek w piatej kolumnie oraz
czwartym i piatym wierszu. Otrzymujemy macierz:

1111 11
001120
0000 1|3
000 O0O0]0
0 00 O0O0]|O0

Ostatnie dwa wiersze nie niosg ze soba zadnej informacji, wiec mozemy je pominaé, otrzymujac
w efekcie macierz

S O =
S O =
O ==
O ==
[ NI
w o =
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ktorej odpowiada uktad réwnan

1+ xo+ a3+ 24 +25 =1
3+ T4 + 225 =0
T5 =3

Wstawiamy teraz x5 = 3 do trzeciego réwnania i wyliczamy w nim x3, otrzymujac

1+ xo+ a3+ 24 +25 =1
r3=—x4 — 6

T5 =3

Cofamy sie teraz do pierwszego réwnania i wyliczamy x; po wstawieniu wartoéci za x3 i x5,
otrzymujac

Ty = —T9+4
r3=—x4—6
.%‘5:3

Z9 1 ¢4 pelnia tu role parametréw. Zbiér rozwigzan jest dany przez

{[—$2 + 4,29, —x4 — 6, 24, 3]T 1T, %4 € R}.

Przyktadowo, dla z2 = x4 = 0 jednym z rozwigzan jest [4,0,—6,0,3]T. Zbiér rozwiagzan jest
nieskonczony, bo dowolnie wybranym xo i x4 odpowiada jakies rozwigzanie.

Przyktad 3.2. Przygladnijmy sie uktadom trzech réwnan z trzema niewiadomymi. Dla ma-
cierzy A z niezerows pierwszg kolumna posta¢ schodkowa musi by¢ wtedy jednej z postaci:

1 % % | =% 1 *x x| % 1 x x| %

0 1 *|x |, 0 1 x| |, 0 0 1|=x% |,

0 0 1]+« 0 0 0]O0 00 00
1 % *x| % 1 x % 1 % *| * 1 % % | %
0 1 x| % |, 0O 0 1| x |, 0 0 0]#0], 0 0 00
0 0 0[#0 0 0 0|#0 0 0 0| O 0 0 0|0

W pierwszym przypadku uktad ma doktadnie jedno rozwiazanie. W przypadku drugim z; i x2
mozemy uzalezni¢ od x3, ktére pelni role parametru. Zbior rozwiazan jest nieskonczony, bo 3
moze byé¢ dowolne. W trzecim przypadku x3 jest jednoznacznie wyznaczone i mozemy uzalezni¢
x1 od x2 pelniacego role parametru. Ponownie zbiér rozwiazan jest nieskonczony. W czwartym,
piatym i szostym przypadku uktad jest sprzeczny. W ostatnim uktadzie zbiorem rozwigzan jest
plaszczyzna.

©

Zredukowana postaé¢ schodkowa macierzy A € M,,x,(F) jest wyznaczona jednoznacznie. Uzasad-
nimy ten fakt, stosujac indukcje wzgledem n, czyli liczby kolumn macierzy A. Dla n = 1 jest to
oczywiste. Niech n > 1. Rozwazmy macierz A’ otrzymana z A przez skredlenie ostatniej kolumny.
Kazdy ciag operacji elementarnych, ktéry sprowadza A do zredukowanej postaci schodkowej, spro-
wadza réwniez macierz A’ do zredukowanej postaci schodkowej. Z zalozenia indukcyjnego wynika
wiec, ze jesli B i C sa zredukowanymi postaciami schodkowymi macierzy A, to B i C' moga sie réz-
ni¢ jedynie ostatnia kolumna. Przypusémy, ze B # C. Z definicji zredukowanej postaci schodkowej
wynika, ze na przyklad n-ta kolumna B jest niezerowa, a n-ta kolumna C' jest zerowa. Rozwazmy
taki wektor x, ze Bx = 0. Réwnowaznie Cxz = 0, bo dozwolone operacje nie zmieniaja zbioru
rozwiazan. Stad réwniez (B — C)x = 0, czyli x, = 0, bo n — 1-pierwszych kolumn macierzy B — C
jest zerowych, a n-ta jest niezerowa. Prowadzi to do sprzecznoéci, bo n-ta kolumna macierzy C
jest zerowa, wiec x, w takim wektorze x, ze Cx = 0 moze by¢ dowolne.
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Rysunek 3.1: Natezenie ruchu w sieci skrzyzowan.

Przyklad 3.3. Znajdziemy wielomian stopnia 3 przechodzacy przez punkty

(mlayl) = (1’3)a (752’?/2) = (2a _2)a (1‘3,3/3) = (33 _5)3 (1:433/4) = (43 0)'

Szukany wielomian ma postaé

w(zx) = ag + a1z + agr? + azz®.

Jego wspotczynniki ag, a1, ag, ag musza spetnia¢ uklad réwnan
2 3 _

ag + a1x1 + axx] + az3xy = Y1

ap + a1re + az:l?% + aga:% =19

ag + a1xrs + a2:c§ + a3$§ =Y3
ap + ai1xg + az:ﬂ?; + ast?; = Y4

0 macierzy rozszerzonej

1z 22 23|y 11 1 1|3 1 00 0| 4
1w a5 o3|y | _ |1 2 4 8|-2| (01003
1 23 23 «3|ys | |1 3 9 27|-5 00 10[-5
1 xy 2] | 1 4 16 64| 0 000 1|1
Stad
CLO:4, CL]_:?), a2:_5) CL3:].,
czyli

w(x) = 44 3z — 5x? + 23,

Przyktad 3.4. Rozwazmy system skrzyzowan dwéch zbiorow drég jednokierunkowych po-
kazany na rysunku Liczby przy strzatkach oznaczaja godzinng érednia liczbe pojazdéw
wkraczajacych i opuszczajacych skrzyzowanie w godzinach szczytu. Poniewaz liczba pojazddw
wjezdzajacych na skrzyzowanie jest réwna liczbie pojazdow z niego wyjezdzajacych, wiec otrzy-
mujemy uktad réwnan

1 + 450 = z9 + 610

2 + 520 = x3 + 480

z3 + 390 = x4 4+ 600

x4 + 640 = 21 + 310
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Przyktad 3.5. Rozwiazemy nastepujacy uktad réwnan nad Zs:

r1+2x9 +23=0
r] + a3 =2
To+2x3=1

Jest on réwnowazny z uktadem

1 +2x9+x3=0
3x1 +4x9 + 3x3 =2
To+2x3=1

czyli
1+ 229 +23=0
0x1 + a2+ 0x3 =2
To +2x3=1

Stad zo = 2, wiec 2+ 2z3 =1, czyli 3 = 1 oraz 1 = 1.

ELIMINACJA GAUSSA — PODSUMOWANIE

Jest to proces sprowadzania macierzy do postaci schodkowej. Mozemy uzywac trzech
dozwolonych operacji na wierszach:
permutacja wierszy — skalowanie wierszy — dodawanie wiersza do innego wiersza

PosSTA¢ SCHODKOWA MACIERZY
o jedli wiersz jest niezerowy, to pierwszym wyrazem niezerowym (liderem) jest 1

o jesli wiersz k-ty jest niezerowy, to liczba wiodacych wyrazéw zerowych w wierszu
k + 1 jest wiecksza niz w wierszu k-tym,

o jesli sa wiersze zerowe, to sa one ponizej wierszy niezerowych.
1

*
* 1
T‘leJ LT‘I}AJ |()T‘;i
{() 0 01 0 0 0 O 0 1

ZREDUKOWANA POSTAC SCHODKOWA MACIERZY

e macierz ma posta¢ schodkowa,

e pierwszy niezerowy element w wierszu jest jedynym niezerowym elementem w
jego kolumnie.

RzZAD MACIERZY

rank A = liczba niezerowych wierszy w postaci schodkowej macierzy A = liczba ko-
lumna zawierajacych lidera.

1 0 % 0 1 0 x = (1()()0
rank [0 1 x 0| =3, rank |0 1 x x| =2, rank |, =4

0 01 O
0 0 0 1 0 0 0O 00 0 1

o O
[y
o
)
)
)
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ZBIOR ROZWIAZAN

Dla k x n-macierzy A oraz b € R¥ mamy

o uktad ma dokladnie jedno rozwiazanie < rank A = rank [A | b} =n

o uklad jest sprzeczny < rank A < rank [A | b}

o uktad ma nieskonczenie wiele rozwiazan < rank A = rank [A | b} <n

3.2 Kilka waznych obserwacji
Dla uktadu réwnan (3.1)) wprowadzamy nastepujace oznaczenia: macierz

aijp a2 ... Qin
A= : : (3.2)

ar1 Qg ... Qkp
nazywamy macierzq giowng ukladu, natomiast macierz

ailr a2 ... ai | b
[ Alb]=] : N
agl Qg2 .. Qgp | by
macierzq rozszerzong ukladu. Macierz A ma k wierszy i n kolumn. Przez My, (F) oznaczamy
zbior wszystkich macierzy A postaci (3.2)), gdzie wszystkie wyrazy macierzy a;; (i = 1,...k,

j=1,...,n) sa elementami ciala F.
Kolumny macierzy A oraz prawa strone ukladu mozemy interpretowaé jako wektory w FF:

a1 a12 a1n b1
ay = , Ao = y ey A = ) b=

ak1 a2 Qkn, b
Bedziemy wtedy pisali, ze

A=lar| . lan|, [Alb]=ar] . [an]b].

Zauwazmy, ze wektor = [x1,...,2,]7 jest rozwiazaniem uktadu (3.1) wtedy i tylko wtedy,
gdy
arn ain b1
1| |+t =,
g1 Uken, br
czyli

ri-a1+...+xp-ap =0>.
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Rysunek 3.2: Kolumny macierzy A = [a;|az|as] leza w jednej plaszczyznie V = span {a1, a2, a3} C R3.
Po lewej: b ¢ V, wiec Az = b nie ma rozwiazan. Po prawej: b € V i uklad ma rozwiazanie. Nie jest ono
jednoznaczne. Wektor b jest kombinacjg liniowa kolumn a1, as, ale jest rowniez kombinacja kolumn a;
i az oraz kolumn as, as.

KONWENCJE MACIERZOWE ZAPISU UKLADU ROWNAN

W konwencji wierszy

- w - | (w] |2)
- wy — (w|z)
Az = ) T| = 2_
: | :
- W — (wﬂﬂﬁ)
W konwencji kolumn
€1
T2
Ax:{al‘ag‘...‘an} =z1-a1+...+Tpan.

T

UKEAD ROWNAN W ZAPISIE MACIERZOWYM

a1 Ty + ...+ arpry, = by

S Ar =0
a1l + ...+ appTy = by
1 b1
] T3 2
= =
a a ..oa ’ ’

Srica1+ ... +x, 0, =0

& b = (wip]x), e, by = (wkT]x)

Uklad réwnan (3.1) bedziemy zapisywaé¢ w skrocie jako Az = b. Bedziemy moéwili, ze
uktad Ax = b ma rozwiazanie, jesli zbiér jego rozwiazan jest niepusty. Powiemy, ze ma on
jednoznaczne rozwiazanie, jesli zbiér jego rozwigzan sktada sie z jednego wektora.

Whniosek 3.1. Uklad réwnan Az = b ma rozwigzanie wtedy 1 tylko wtedy, gdy wektor b jest
kombinacjq liniowg kolumn aq,...,a, macierzy A.

Dla wektoréw ar, ..., a, € F¥ naturalnym wiec jest rozwazenie zbioru
span{ai,...,an} = {xl'a1+...+xn-an:xl,...,:cn EF}
wszystkich mozliwych kombinacji liniowych wektoréow aq, ..., ay.
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Whiosek 3.2. Uklad réwnarn liniowych Ax = b ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy b €
span{ai,...,an}.

Definicja 3.3 (Uklad jednorodny).
Uklad réwnan (3.1) nazywamy jednorodnym, gdy
bp=...=bp=0.

Whniosek 3.3. Jezeli uklad jest jednorodny, to xr1 = ... = x, = 0 jest jednym z jego
TOZWIQZAN.

Wektor zerowy = = 0 jest zawsze jednym z rozwigzan ukladu jednorodnego Az = 0.
Ciekawe jest pytanie o to, kiedy uklad jednorodny Az = 0 nie ma innych rozwiazan. Kiedy
Az = 0 ma jednoznaczne rozwiazanie? Aby tak byto, musi zachodzi¢ implikacja: jesli xy - a1 +

coo+ 2y - a, = 0 dla pewnych ; € F, to 1 = ... = 2, = 0. Innymi stowy, jesli kombinacja
liniowa wektoréw aq, ..., a, jest wektorem zerowym, to wszystkie jej wspotczynniki skalarne sa
réwne 0. Oznacza to liniowa niezaleznoéé¢ wektorow aq, ..., an,.

Whniosek 3.4. Uktad jednorodny Az = 0 ma jednoznaczne rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy
kolumny aq,...,a, macierzy A sq liniowo niezaleine.

Whniosek 3.5. Uklad Az = b ma co najwyzej jedno rozwigzanie wtedy i tylko wiedy, gdy kolumny
ai, ..., ay macierzy A sq liniowo niezalezne.

Dowéd. Zauwazmy, ze wektory v = [vi,...,v,]T,w = [w1,...,w,]T € F" sg rozwigzaniami
uktadu Az = b wtedy i tylko wtedy, gdy wektor v — w jest rozwiazaniem uktadu jednorodnego
Ax = 0. O

3.3 Uktady dwéch réwnan z dwoma niewiadomymi

Zajmiemy si¢ teraz dokladniej uktadem dwéch réwnan liniowych (w ciele R) z dwoma niewia-
domymi

{ 61171 + a12x2 = by (3.3)

a2121 + azxa = by

Skojarzone z nim macierze: gléwna i rozszerzona to odpowiednio

a a a a
A= 11 12 : [A b] _ 11 12
a1 a2 a1 Q22

by
by |’
Przygladnijmy si¢ mozliwym przypadkom.

Przypadek 1. Zakladamy, ze

00

jest macierza zerowa. Uklad (3.3) przyjmuje postaé
0="b
0=bs

Jezeli ktoras z liczb by lub bg jest rézna od zera, to uktad jest sprzeczny, czyli jego zbiér rozwiazan
jest zbiorem pustym. Jedli by = by = 0, to zbiorem rozwigzan jest cala plaszczyzna R2.

Przypadek 2. Zakladamy, ze ktéry$ z wierszy macierzy A, powiedzmy drugi jest zerowy
(czyli ag1 = aza = 0), a pierwszy jest niezerowy. Uklad ma wtedy postaé

a1171 + ajpre = by
0=10by

64



" "

—~= N >// ’//
/

\

\

Rysunek 3.3: Dwie proste na plaszczyzZnie: albo przecinaja si¢ w jednym punkcie albo sa réwne albo
nie maja punktéw wspélnych.

Jedli by #£ 0, to uklad jest sprzeczny. Dla bs = 0 redukuje sie on do jednego réwnania
a11z1 + ajgre = by

opisujacego prosta na plaszczyznie, bo zatozyliémy, ze a2, +a2, > 0. W tym przypadku zbiorem
rozwigzan ukladu jest wiec prosta na plaszczyznie.

Przypadek 3. Zakladamy, ze obydwa wiersze macierzy A sg niezerowe. Wtedy obydwa
rownania opisuja proste na plaszczyznie. Szukamy wiec punktéw wspélnych dwdch prostych Iy
i lo na plaszczyznie. Zachodzi jedna z trzech mozliwo$ci:

(i) Proste sa réwne (I3 = l2). Wtedy zbiorem rozwiazan jest prosta [;.
(ii) Proste [y i lo sa réwnolegle, ale r6zne. Wtedy uklad jest sprzeczny.

(iii) Proste lj i l2 nie sa réwnoleglte. Wtedy przecinaja si¢ w jednym punkcie. Zbiér rozwiazan
uktadu jest jednoelementowy, czyli uktad ma dokladnie jedno rozwiazanie.

Definicja 3.4 (Wyznacznik).
Wyznacznik macierzy

A= [al | (J,Q} = @1 a1z S MQXQ(]F)
a1 a2

definiujemy jako skalar
det(A) ‘= a11a92 — ajgas; € F.

Dla niezerowego skalara a € F przez % bedziemy oznaczaé element odwrotny a~! do a wzgledem
mnozenia w ciele F.

Twierdzenie 3.1 (Wzory Cramera). Uklad réwnari ma dokladnie jedno rozwigzanie wtedy
i tylko wtedy, gdy det(A) # 0. Jest ono wtedy dane wzorami Cramera

det [b] as)] det [ay | b]
Tro =

e N det [al | (12} .

B det [al | ag} ,

Dowdd. Zaldézmy, ze det(A) = ajjaze — ajgaz; # 0. Wtedy ai; # 0 lub ag; # 0 tzn. wektor

a1 nie moze by¢ zerowy. Zaldézmy, ze a1; # 0. Dowdd w przypadku ag; # 0 jest analogiczny.

: ) : b1 — aiax - . , . .
7 pierwszego réwnania x1 = —————. Po podstawieniu do drugiego réwnania otrzymujemy
aii

réwnowazny z (3.3)) uklad réwnan

{anﬂh + ajx2 = by (3.4)

(a11a22 — a12a21)x2 = brag; — baayy
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Jego rozwigzaniem jest jeden punkt

braszy — baai2 bras1 — baarr
Tyl = ) T = ’
a11a22 — 12021 a11a22 — 12021

co konczy dowdd tej implikacji.
Zakonczymy dowdd pokazujac, ze jezeli det(A) = 0, to uklad (3.3)) jest albo sprzeczny albo
jego zbidr rozwiazan jest nieskonczony. Zachodzi jedna z dwéch mozliwosci

(a) a1 = [0,0]7;
(b) a1 #[0,0]".
W przypadku (a) uklad (3.3 przyjmuje postaé

a1222 = by
a2272 = by

Jest on albo sprzeczny (nie istnieje rozwiazanie z3) albo ma nieskonczenie wiele rozwiagzan
(istnieje rozwiazanie xo i wtedy x; jest dowolna liczba rzeczywista).

W przypadku (b), jesli przykladowo gdy a1; # 0, to na mocy poprzedniej czesci dowodu
uktad jest réwnowazny z ukladem , czyli

a1171 + ajare = by
0 = braz1 — baa11

Jest on albo sprzeczny, gdy byas; — baai1 # 0 albo ma nieskonczenie wiele rozwiazan spelniaja-
cych anz + aipwe = b, gdy biaz — beain = 0. O

Twierdzenie 3.2. Wektory ai,as € F? sq liniowo niezaleine wtedy i tylko wtedy, gdy
det {al ] ag} # 0.
Wowczas dla dowolnego b € F? istniejg jednoznacznie wyznaczone takie skalary xq,z2 € F, Ze
T1-a1+x9 a9 =b.

Dowdd. Liniowa niezalezno$é¢ wektoréw aq i as jest z definicji rownowazna z faktem, ze réwnosé
x1 - a1 + x2 - ag = 0 implikuje, ze 1 = x9 = 0, czyli uklad réwnan

a11z1 + ajpxre =0
a2121 + agxe =0

ma dokltadnie jedno rozwiazanie x1 = x92 = 0. Poniewaz x7; = x2 = 0 jest pewnym rozwigzaniem
tego ukladu, wiec teza wynika z twierdzenia [3.1] O

Whniosek 3.6. Niech a1, a2, a3 € F2. Wtedy wektory a1, as,as sq liniowo zaleine.

Dowdd. Przeprowadzimy dowdd niewprost. Przypusémy, ze wektory a1, as, a3z sa liniowo nie-
zalezne. 7 definicji liniowej niezaleznosci wynika, ze wtedy rowniez wektory a1, as sa liniowo
niezalezne. Z twierdzenia [3.2] istnieja takie skalary x1,x9 € F, ze

r1-a1 +x2 - ax = as,
co prowadzi do sprzecznosci z liniowa niezaleznoécia wektoréw aq, ao, as, bo
.Tl-al—l—ibg-ag—}—(—l)-agzo. O

@ Podamy pewna geometryczng interpretacje wyznacznika na plaszczyznie R2. Zatézmy, ze wektory
er = [1,0]7 i u = [u1, us]” sa liniowo niezalezne. Wtedy det [e1 | u] = ug # 0. Zauwazmy, ze
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o det e | u] > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy uz > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy najkrotszy kat
obrotu od wektora e; do wektora u jest skierowany przeciwnie do ruchu wskazowek zegara;

o det [el | u] < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy us < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy najkrétszy kat
obrotu od wektora e; do wektora u jest skierowany zgodnie z ruchem wskazéwek zegara.

PO CO NAM WYZNACZNIK?

Dla macierzy

A=[or] as] = [ ]

a21 a2

ponizsze warunki sa réwnowazne:
e det A#0,
e kolumny a1, as sg liniowo niezalezne,

o kazdy wektor b € R? mozna jednoznacznie zapisaé¢ w postaci kombinacji liniowej
b= ri1a1 + raa2,

« dla kazdego wektora b € R? uklad réwnaii Az = b ma dokladnie jedno rozwia-
zanie.
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Rozdzial 4

Baza i wymiar

SEOWA KLUCZOWE ROZDZIALU
generowanie ¢ liniowa niezaleznos¢ ¢ baza ¢ wymiar ¢ postaé¢ schodkowa ¢ podprze-
strzefi span{ay, ..., ax} O przestrzen wektorowa M, (F) O podprzestrzen wektorowa

4.1 Generowanie i liniowa niezaleznos¢é

Definicja 4.1 (Podprzestrzen generowana przez wektory).
Niech (V,+, ) bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem F. Kombinacjg liniowq wektoréw

V1,...,0 € V nazywamy dowolny wektor v postaci
v=x1-v1+...+T VE, X1,...,T €F.
Zbiér span {vy,. .., v} oznacza zbiér wszystkich wektoréw, bedacych kombinacjami liniowymi
wektoréw v, ..., v, czyli
span {v1,..., v} ={x1-v1+ ...+ x vk 21, ..., 2k € F}.
Nazywamy go podprzestrzenig generowang przez wektory vi,...,vi. Powiemy, ze wektory
v1, ...,V generuja przestrzen wektorowa V', jesli

span {vi,..., v} = V.

Przyktad 4.1. Niech v = [0,1,1]7,u = [1,1,1]T € Z3. Wyznaczymy span {v,u} C Z3. Mamy
4 mozliwe kombinacje liniowe:

e 0-u4+0-v=0,
e 1-u+0-v=u,
e D-u+1-v=uo,

e 1ru+1-v=1[0,1,1)T +[1,1," = [1,0,0]T.

Stad
span {v,u} = {0,v,u,[1,0,0]"}.
Definicja 4.2 (Liniowa niezalezno$é¢ wektoréw). Wektory vy, ...,vx € V sa liniowo niezalezne,
jesli dla skalaréw zy, ...,z € F zachodzi implikacja
1+ ...+txp- v =0=—x1=... =2, =0.
Oznacza to, ze jesli kombinacja liniowa wektorow vy, . .., vy jest wektorem zerowym, to wszystkie

jej skalarne wspétczynniki sa rowne zero.
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Przyktad 4.2. Rozwazmy przestrzen wektorowa V wszystkich funkcji f : R — R. Pokazemy,
ze funkcje f = sin(z) i g = cos(z) sa liniowo niezalezne. Przypu$émy, ze x1 - f + 22 - g =0 dla
pewnych z1,z2 € R. Oznacza to, ze dla dowolnego x € R mamy

x1 -sin(x) + x2 - cosz = 0.

Podstawiajac w tej réwnosci x = 0, otrzymujemy, ze xo = 0. Wstawiajac x = 7/2 dostajemy,
ze x1 = 0.

Przyktad 4.3. Pokazemy, ze wektory
v=[1,1,3]", w=12,0,2]", w=[4,3,0" ¢z
sa liniowo zalezne w Z%. Zauwazmy, ze
v+u=I[31,07T

oraz
3-(v+u)=[4,3,0" =w,

czyli w jest kombinacjg liniowa wektoréw v, u.
7Z drugiej strony, wektory v, u, w € R3 sa liniowo niezalezne nad R. Rzeczywiscie, réwnosé

r-v+y-ut+z-w=0, =x9,2z€R

oznacza, ze
r+2y+dz=2+3z2=3x+2y =0,

wiecx =y =2 =0.

Definicja 4.3 (Baza przestrzeni wektorowej).
Niech V' bedzie przestrzenia wektorows nad cialem F. Wektory vi,...,v, € V stanowia
baze przestrzeni wektorowej V', jesli spelnione sa warunki:

(B1) wektory vy, ..., v, generujg przestrzen V, czyli
span {vi,...,v,} =V,
(B2) wektory vy,...,v, sa liniowo niezalezne.

Warunek (B1) oznacza, ze kazdy wektor v € V mozna przedstawi¢ jako kombinacje liniowa
wektorow vy, ..., vy, a warunek (B2) gwarantuje, ze takie przedstawienie jest jednoznaczne.

Przyktad 4.4. Wektory
e1 =[1,0,...,0/T, e =10,1,0,...,01%,..., e, =[0,...,0,1]7

stanowia baze przestrzeni wektorowej F"*. Rzeczywidcie, sg one liniowo niezalezne, bo jesli

[O,...,O}T:x1-61+...+mn'en
= [.’171, s 7mn]T7
tox; = ... = x, = 0. Sprawdzimy warunek (B2). Niech v = [z1,...,z,]7 € F" bedzie
dowolnym wektorem. Wtedy
v=x1,..., 2]

= [21,0,...,0]T +...4+0,...,0,2,]"

=T1-€1+...+Tp- €y,

czyli v € span{ey,... e, }.
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Whniosek 4.1. Wektory vy, ...,v, stanowig baze dla V wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaZdego
wektora v € V istniejg jednoznacznie wyznaczone takie skalary x1,...,x, € F, Ze

V=21 V1 +...+2Tp- VUp.

Dowdd. Zatézmy najpierw, ze vy, ..., v, tworza baze V. Niech v € V bedzie dowolnym wekto-
rem. Z warunku (B2) wynika, ze istnieja takie skalary x1,...,x, € F,2e v = x1-v1+.. .+ Ty - 0p.
Musimy pokazaé, ze sa one wyznaczone jednoznacznie. Przypusémy wiec, ze

V=Y1 UL+ ...+ Yn " Un,

gdzie y; € F. Wtedy

:(a:1-v1+...+xn-vn)—(y1'v1+...+yn~vn)
:(1'1_yl)'vl+-~-+(xn_yn)'vn-

Poniewaz wektory vy, ..., v, sa liniowo niezalezne, wigc
xl—ylz...:ajn—yn:(),

co konczy dowdd pierwszej implikacji.
Zalézmy teraz, ze dla kazdego wektora v € V istnieja jednoznacznie wyznaczone takie
skalary z1,...,zp € F, Ze
V=21 V1 +...+Tp Un.

Wtedy oczywiscie zachodzi warunek (B2). Pokazemy liniowa niezalezno$é¢ wektoréw vy, ..., v,.
Przypusémy, ze x1 - v1 + ...+ z, - v, = 0 dla pewnych skalaréw x1,...,z, € F. Poniewaz

O-z14+...40- 2, =0=21-v1+ ... +Tp - U,
wiec z zalozonej jednoznacznosci skalaréw wynika, ze 1 = ... =z, = 0. 0

Lemat 4.1. Niech v1,...,v, € V. Jedliv € span{vi,...,v,}, to

span {v1,...,v,} = span{vi,..., vy, v}.
Dowdd. Oczywiscie span{vi,...,v,} C span{vi,...,vn,v}. Niech w € span{vi,...,v,,v}.
Wtedy
W=21 V1 +...+Tp Vp+T- 0,
dla pewnych skalaréw x1,...,z,,x € F. Poniewaz v € span{vy,...,v,}, wiecv =y -v1+...+

UYn + Un, dla pewnych skalaréw y1,...,y, € F. Stad

w=(x1+xy1) v+ ...+ (T + 2Ypn) - vy € span{vy,...,vp}. a
Lemat 4.2. Zaldimy, ze wektory vy, ... v € V sq liniowo niezalezne. Jesliviy1 ¢ span{vy,..., vk},
to
U1y« Vks Vk+1

sq liniowo niezalezne.

Dowdéd. Zaldézmy, ze
T1-v1+ ...+ TV + Tiy1 - Vg1 =0

dla pewnych skalarow x; € F. Zauwazmy, ze x4+ = 0, bo w przeciwnym razie

Vg1 = — (x1-v1 + ...+ - vg) € span(vy, ..., vk).

Th+1

W konsekwencji, rowniez x1 = ... =z =0, bo v1,...,v; € V s3 liniowo niezalezne. ]
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Twierdzenie 4.1. Zaldimy, zZe span{vy,..., v} =V # 0. Witedy istnieje
B C {vl,...,vk}
baza dla V.

Dowdd. Bez straty ogélnosci, na podstawie lematu mozemy zalozy¢, ze wektory v; sa nieze-
rowe. Jezeli span{v; } =V, to dowdd jest zakoniczony. Jesli span{v;} # V, to ktorys z wektoréow
v, ...,V nie nalezy do span{v; }. Powiedzmy, ze jest to va. Wtedy v1, v sa liniowo niezalezne
z lematu Mozemy ten proces kontynuowaé, rozwazajac teraz span{vi,ve}. W skoriczonej
liczbie krok6w wybierzemy baze B ze zbioru {vi, ..., vx}. O

Twierdzenie 4.2 (Steinitz). Zalozmy, ze V = span{vy,...,v,} dla pewnych wektoréw vy, ..., v, €

V (n>1). Jesli wektory wy, ..., wy, €V sq liniowo niezalezne, to
e MmM<N
e po ewentualnym przenumerowaniu wektoréw vy, . ..,v, mamy
span{wi, ..., W, Umt1,---,Un} = V.

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem k € {1,...,m}. Niech k = 1. Oczywiscie n > 1.
Rozwazmy wektor wy. Poniewaz span{vy,...,v,} =V, wiec

Wy =x1-V1+...+Tp Uy

dla pewnych skalaréw x1,...,z, € F. Poniewaz z zalozenia w1 # 0, wigc ktérys$ ze skalaréw
x; jest rézny od zera. Przenumerowujac wektory v; i skalary z; mozemy zatozyé¢, ze x1 # 0.
Uzasadnimy, ze span{wi,vs,...,v,} = V. Poniewaz w; € V = span{vy,...,v,}, wiec z lematu
wynika, ze

span{vy,...,v,} = span{wy, v1,...,U,}.

Z drugiej strony x1 # 0, wiec v = %(wl —T9 Vg —...— Tp - Uy) € span{wi,vy,..., vy}, czyli
span{wi, va, ..., v, } = span{wy, vi, v, ..., v} = span{vy, va,...,v,} = V.

Zakladamy teraz, ze teza zachodzi dla pewnego 1 < k < m. Pokazemy, ze zachodzi dla k + 1.
7 zaltozenia indukcyjnego k < n oraz

span{wi, ..., Wk, Vkt1,.-.,Un}t = V.
Istnieja wiec takie skalary ci,...,c, € F, Ze
Wiyl =C1 W1+ ...+ Ck - Wk + Cy1 - V1 + .-+ Cp - Un.
Zauwazmy, ze istnieje takie k < igp < n, ze ¢;, # 0, bo w przeciwnym razie wi41 = c1-wi+...+

¢, - Wi co jest sprzeczne z ich liniowa zaleznoscia. Po ewentualnym przenumerowaniu mozemy
zatozy¢, ze ig = k+ 1. W szczegdlnosci k + 1 < n. Mamy

k
1
Vk+1 = Ci(wk—&-l - ZCi T Wi — Z Ci Uz)

k+1 i=1 i=k+2

Poniewaz vgy1 € span{wi, ..., Wgt1, k42, - -, Un}, Wiec
Span{wla s s W1, V42,5 - -+ Un} = Span{w17 coos Wit 1, Vp+1Vk+25 - - - >Un} =
span{wy, ..., W, Vg1 1Vk42, .., Unt = V. O

Twierdzenie 4.3. Zaloimy, Ze wektory vy, ...,v, stanowiq baze przestrzeni wektorowej V.
Jesli wektory wy, ..., w, € V sq lintowo niezalezne, to m < n.
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Dowdd. Przypuéémy, ze m > n. Pokazemy, ze wektory wi,...,w, sa baza V. Prowadzi to
do sprzecznosci, bo wtedy wn4+1 jest kombinacja liniowa wektoréw wy, ..., w,, a z zalozenia
wektory wi, ..., Wy, wy4+1 sa liniowo niezalezne.

Rozwazmy wektor w;. Poniewaz vy, ...,v, sa baza V, wiec

w1 =211 +...+Tp vy

dla jednoznacznie wyznaczonych skalaréow zi,...,x, € F. Poniewaz z zalozenia w; # 0, wiec
ktorys ze skalaréow x; jest rézny od zera. Przenumerowujac wektory v; i skalary z; mozemy
zalozyé, ze x1 # 0. Uzasadnimy, ze w1, va, ..., v, sa baza dla V. Przypuéémy, ze

Al-wr+ A9+ .o+ Ay vy =0,

dla pewnych skalaréw ;. Jesli Ay = 0, to réwniez Ao = ... = A, = 0 bo wektory vs,...,v, sa
liniowo niezalezne. Jesli A; # 0, to

1
w1 :——()\g-vg—i—...—i—)\n‘vn),

A1

co jest sprzeczne z jednoznaczno$cia zapisu wy w bazie vy, ..., vy, bo 21 # 0.
Pokazemy teraz, ze wi,vs,...,v, generuja V. Poniewaz wy € V = span{vy,...,v,}, wiec
z lematu [£.1] wynika, ze
span{vy, ..., v,} = span{wi, vi,..., v, }.
Z drugiej strony vy € span{wi,ve, ..., v,}, wiec
span{wi, vy, ..., vy} = span{wi, v, va, ..., v}

Uzasadnimy, ze mozemy ten proces iterowaé. Przypusémy, ze dla pewnego 1 < k& < n
wektory
Wiy .., Wy Vgt1y---5Un

tworza baze V. Istnieja wiec jedyne takie skalary ci,...,c, € F, Ze
Wh41 = €1 - W1 + ...+ Cp - W+ Cg1 " Vg1 + oo+ Cp - U

Zauwazmy, ze istnieje takie k < ig < n, ze ¢;, # 0, bo w przeciwnym razie wgy; = c1-wi+...+
¢, - Wy, co jest sprzeczne z liniowa zaleznodcia. Z doktadnoscia do permutacji mozemy zatozy¢,
ze ck+1 # 0 1 mozemy podmieni¢ wektor vgy; na wg41, otrzymujac baze

Wiy ooy Wy Wt 1, Vg2, - Une O
Whiosek 4.2. Zaléimy, ze v1,...,v, jest bazqg V. Wtedy kazda baza w V ma n elementow.

Definicja 4.4 (Przestrzen skoniczenie wymiarowa).

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem F. Powiemy, ze przestrzen V jest skoricze-
nie wymiarowa, jesli posiada baze skonczong. Wymiarem przestrzeni skonczenie wymiarowej V'
nazywamy liczbe elementow jej dowolnej bazy i oznaczamy przez dimyp V lub dim V. Przyjmu-
jemy z definicji, ze dim V' = 0, gdy V' = {0}. Jesli przestrzeii V nie jest skonczenie wymiarowa,
to méwimy, ze jest nieskonczenie wymiarowa.

@ Istnienie bazy skonczonej vy, ..., v, W przestrzeni wektorowej V bardzo utatwia analize jej wlasno-
Sci, bo pozwala ograniczy¢ sie do rozwazania kombinacji liniowych = -v; +. ..+ x,, - v, skofczonej
liczby wektoréw. Z drugiej strony musimy byé¢ swiadomi w jaki sposéb, jesli w ogdle, rozwazane
przez nas pojecia lub przeprowadzane rozumowania zaleza od wyboru bazy w przestrzeni V. Przy-
ktadowo definiujac wymiar przestrzeni wektorowej musieliSmy uzasadni¢, ze wszystkie bazy maja

tyle samo elementéw.

Whniosek 4.3. dimp F"" = n dla n € N.
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Dowdd. Wektory ey, ..., e, stanowia baze dla F" ztozong z n-wektorow. O

Przykltad 4.5. W przestrzeni wektorowej V' = Zs nad Zs istnieje tylko jedna baza, bo w
Zs = {0,1} mamy tylko jeden niezerowy wektor.

Przyktad 4.6 (Przestrzen C" nad ciatami C i R). Rozwazmy przestrzenie wektorowe (C™, +, -¢)
oraz (C", +,-r). Pierwsza jest przestrzenia zespolona oraz

dim(C", +, -¢c) = n.

Baza dla (C2%, +, -c) sa przyktadowo wektory e; = [1,0]7, e = [0,1]7 € C2. Druga przestrze,
(C™, +, -r) jest przestrzenia rzeczywista oraz

dim(C", +, r) = 2n.
Baza dla (C?, 4+, r) sa na przyklad wektory:
e, e, [,07, [0,i)7.
Rzeczywiscie, dla [a + ib, ¢ + id]” i a,b,c,d € R mamy
la+ib,c+id’ =a-[1,01T +c-[0,1]F +b-[i,0]7 +d-[0,4]7,
i to przedstawienie jest jednoznaczne.

Przyklad 4.7 (Przestrzen wektorowa macierzy My, (F)). Wprowadzimy strukture przestrzeni
wektorowej w zbiorze My, (F). W tym celu okreslimy dzialania

4+ kan(F) X kan(F) — kan(F)

oraz
- Fx Man(F) — Mlcxn(IF)

Dla A, B € Mgy, (F) it € F definiujemy

a1l ... Q1p bii ... b a1 +b11 ... ain + bin
| e : : ,
agl, ... Qgp b1 ... brp, a1 +bp1 ... Qpp + b
A B A+B
ail a2 ... Qin t- a1 t- alg ... t- A1n
t- =
ar1 Qagg ... Qkp t- a1 t- ako ... t- Qlen,

Sprawdzamy latwo, ze tréjka (Mpx,(IF),+, ) jest przestrzenia wektorowa nad cialem F. Znaj-
dziemy baze dla przestrzeni (Maxa(F), +, ). Zauwazmy, ze dla dowolnej macierzy A € Maxo(TF)

maimy
ail a12_a110 0042 0 0 0 0
lam am] o ol Tlo ol |ay O]Jrlo cm]
S ) S (LI R [\ O [
IR (V) 2710 0 2711 0 270 1|-

Poniewaz wspoétczynniki a;; sa w tym przedstawieniu wyznaczone jednoznacznie przez ma-

cierz A, wigec macierze
10 01 0 0 00
0 o> (0 0" (1 0" |0 1

sa baza Moy o(F), wiec dimp Mayo(F) = 4.

73



Z powyzszego wynika, ze dimg Max2(C) = 4. Przestrzenn Mayo(C) mozemy réwniez trakto-
waé jako przestrzen wektorowa nad R. Zastanéwmy si¢ jaki jest wymiar dimg Max2(C). Kazdy
ze wspo6lczynnikow macierzy A jest liczba zespolong. Macierz A mozemy teraz mnozy¢ tylko
przez liczby rzeczywiste. Mamy

ai1 + b1 aiz + b2
a1 + 1ba1  ag + ibao

a1+t O n 0 a9+ ibo
0 0 0 0

0 0 n 0 0
as1 +1iby; 0 0 ag + iboo

B Lol 1, foo] oo
TG o] T2 o T o] T2 1

i 0 0 i 0 0 0 0
+bl100+b1200+b21 0+b220 z]

Wynika stad, ze dimg Msx2(C) = 8.

Przyktad 4.8. Pokazemy, ze rozwazanie przestrzeni wektorowych nad Zo moze by¢ uzyteczne
w rozwiazywaniu probleméw kombinatorycznych.

W pewnym miescie mieszka n oséb i dziatla m klubéw dyskusyjnych. Kazda z nich ma
nieparzysta liczbe cztonkéw oraz kazde dwa kluby maja parzysta liczbe wspolnych cztonkow.
Pokazemy, ze m < n.

Dlai=1,...,m, przez v' = [v},...,v}]T € Z} oznaczamy wektor przynaleznoéci mieszkan-
céw do klubu i. Oznacza to, ze vj- =1, gdy j-ty mieszkaniec nalezy do klubu i. W przeciwnym
razie vj- = 0. Wtedy (vi[v?) = ijl(v§)2 jest liczba czlonkéw klubu i. Wiemy, ze jest to liczba
nieparzysta. W Zy mamy wiec, ze (v*|v') = 1. Analogicznie dla i # j, (v'[v7) jest liczba oséb
bedacych w klubach i oraz j. Z zalozenia wynika, ze (v'|v’) = 0 dla i # j. Wystarczy pokazaé,
7€ V1, ..., Um 53 liniowo niezalezne w Z5. Przypusémy, ze dla pewnych ci, ..., ¢y € Zo mamy

c1-v1+...+cm vy =0.
Poniewaz (v;|vj) = 0;5, wiec ¢1 = ... = ¢, = 0.
Lemat 4.3. Niech V bedzie przestrzeniq wektorowq. Nastepujgce warunki sg rownowazne
(i) V jest nieskoriczenie wymiarowa,

(7i) istnieje taki nieskoriczony cigg wektordw vy, va, . . ., Ze dla kazdego n € N wektory v, ..., v,
sq lintowo niezaleine.

Dowdd. Zaldézmy, ze V jest nieskonczenie wymiarowa. Niech vy € V' bedzie niezerowym wekto-
rem. Poniewaz span{v;} # V, wiec istnieje wektor v € V' \ span{v;}. Wtedy vy, v2 sa liniowo
niezalezne. Analogicznie, span{vy,vo} # V, wiec istnieje wektor vg € V' \ span{vy,va}. Wtedy
v1, V2, v3 sa liniowo niezalezne. Mozemy ten proces kontynuowaé dla kazdego n € N, co konczy
dowéd punktu (ii).

Zalézmy, ze zachodzi warunek (ii). Gdyby V miala wymiar skoriczony n > 1, to wektory
Vl,...,Un41 bylyby liniowo zalezne. O

@ Pojecie bazy w przestrzeni nieskonczenie wymiarowej V' mozemy zdefiniowaé nastepujaco. Po-
wiemy, ze podzbiér A C V jest liniowo niezalezny, jezeli dla dla kazdego n € N dowolne rézne
wektory v1,...,v, € A sa liniowo niezalezne. Podzbiér A generuje V, gdy dla kazdego wektora
v € V istnieja takie wektory wq, ..., w, € A oraz skalary x1,...,x, € F,2e v =x1-v1+... 42, vp.
Podzbiér B C V jest bazg, jesli B jest liniowo niezalezny i generuje V. W oparciu o lemat
Kuratowskiego—Zorna mozna udowodnié, ze w kazdej przestrzeni wektorowej istnieje baza. Do-
ktadniej, jesli A C V jest liniowo niezalezny, C C V generuje V oraz A C C, to istnieje taka baza

B,ze ACBCC.
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Przyktad 4.9 (Przestrzen wektorowa ciagdéw rzeczywistych). Rozwazmy przestrzen wektorowa
R*>® = {[xl,xg, .. .}T X € R}

wszystkich ciaggéw nieskonczonych o wyrazach rzeczywistych z naturalnie okreélonymi dziata-
niami. Sprawdzamy latwo, ze ciag wektordw

e1 =1[1,0,0...]7, ey =1[0,1,0,...]7,...

tworzy zbiér liniowo niezalezny A, wiec R*° jest nieskoriczenie wymiarowa. A nie generuje
przestrzeni R, bo na przyklad ciag

1°=[1,1,1,...]"
nie jest skoriczong kombinacja liniowa wektoréw ey, eq, . . ..

Przyktad 4.10 (Przestrzenn wektorowa wielomianéw). Niech (P, +,-) bedzie przestrzenia wek-
torowa wszystkich wielomianéw o wspoélczynnikach rzeczywistych. Nie jest to przestrzen skon-

czonego wymiaru, bo wielomiany

1,$,x2,:p3,...

sa liniowo niezalezne.
Niech P,, C P bedzie zbiorem wielomianéw stopnia co najwyzej n. Wtedy, P, jest pod-
przestrzenia wektorowa oraz
dim P, =n+ 1.

Baza dla P, sa wielomiany 1,z,z2, ..., 2"

Jesli P(n) C P jest zbiorem wielomianéw stopnia n > 1, to P nie jest podprzestrzenia
wektorowa, bo wielomian zerowy nie nalezy do P,.

Twierdzenie 4.4. Niech V € Vektr i dimp V =n € N. Dla wektorow vy, ...,v, € V nastepu-
jace warunki sq rownowazne:

(1) vi,...,v, sq liniowo niezalezne;
(2) span{vy,...,v,} =V;
(3) vi,...,v, stanowig baze V.

Dowdd. (1) = (2). Zakladamy, ze vy, ... v, sa liniowo niezalezne. Przypusémy, ze

spanf{vy,...,v,} # V.

Istnieje wtedy wektor v ¢ V' \ span{vy,...,v,}. Z lematu wynika, ze wektory v, ...v,,v sa
liniowo niezalezne. Jest to sprzeczne z twierdzeniem [£.3]

(2) = (3) Wynika z lematu [£.1]i wniosku
(3) = (1) Jest konsekwencja definicji bazy. O

Whiosek 4.4. Wektory ay,as € F? tworzg baze F? wtedy i tylko wtedy, gdy
det {al ] ag} #0.

Whniosek 4.5. Niech A = [al ... ] an} € My xn(F). Nastepujace warunki sqg réwnowazne
(1) uklad Ax =0 ma jednoznaczne rozwigzanie zerowe,
(2) uklad Ax =b ma rozwigzanie dla kazdego b € F™,
(3) kolumny aq,...,a, tworzqg baze F™.

Dowdd. Punkt (1) oznacza, ze wektory ai,...,a, sa liniowo niezalezne, a punkt (2) méwi, ze
span{ay,...,a,} = F™. O
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Whiosek 4.6. Zailoimy, Ze dimV =n, 1 < k < n i wektory v, ...,vx sq¢ liniowo niezaleine.

Wtedy istniejg takie wektory viy1,...,vn, 2e wektory vy, ..., v, tworzq baze V.
Dowdd. Poniewaz k < n, wiec vy, ..., v, nie jest baza. Istnieje wiec wektor
Vg1 ¢ spanf{vy, ..., vg}.
Z lematu [1.2] wektory vi, ..., Uk, k41 sa liniowo niezalezne. Iterujemy te procedure i zakonczy
sie ona po skoniczonej liczbie krokdw. O

4.2 Podprzestrzenie wektorowe

Definicja 4.5 (Podprzestrzeni wektorowa).
Niech (V,+, ) bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem F i niech S C V. Powiemy, ze S
jest podprzestrzeniq wektorowq przestrzeni V', jesli zachodzg warunki

(P1) 0 € S tzn. wektor zerowy nalezy do S

(P2) v+w € S dla dowolnych v, w € S tzn. dodawanie wektoréw nie wyprowadza nas ze zbioru
S;

(P3) t-v e S dla dowolnych ¢t € Fiv € V tzn. mnozenie przez skalar nie wyprowadza nas ze
zbioru S.

@ Czasami zastepuje si¢ warunkiem, ze S # (). Te dwie definicje sa réwnowazne. Rzeczywiscie,
zalézmy, ze S # () i zachodza warunki |[(P2)|i|(P3)] Niech v € S. Wtedy —v € S z warunku |[(P3)
i0=v+(—v) €S z warunku |(P2)

Whiosek 4.7. Jesli vy, ...,vp €V, to span{vy, ..., v} jest podprzestrzeniq przestrzeni wekto-
rowej V.

Whiosek 4.8. Zbior rozwigzan réwnania jednorodnego Ax = 0 jest podprzestrzeniq wektorowg
przestrzeni F" dla A € My, (F).

Przyktad 4.11. Rozwazmy plaszczyzne S = {[xl’x%m]T € R® : 2y — 3uy + a3 = 0}.
Zauwazmy, ze wtedy x3 = 3x9 — 221, wiec

[x1, 2, :1:3]T = [z1, 22,329 — 2:51]T
= [x1,0, —221])" + [0, 22, 3]

=21 [1,0,-2]" +25-[0,1,3]7.
Stad S = span {[1, 0,-2]%, 0,1, S]T}, czyli jest to podprzestrzen wektorowa w R3.

Przyklad 4.12. Pokazemy, ze zbiér S = {[a +ba—b+2cb,d" :abcc R} C R* jest
podprzestrzenia wektorowa w R%. Zauwazmy, ze
la+b,a—b+2¢b,d’ =[a,a,0,0" +[b,—b,b,0]T +[0,2¢,0,c"
=a-[1,1,0,0/7 +b-[1,-1,1,0F +¢-10,2,0,1] .

Oznacza to, ze S = span {[1, 1,0,0]",[1,-1,1,0]",[0,2,0, 1]T}, wiec jest to podprzestrzen wek-
torowa.

Przyklad 4.13. Okrag S' C R? nie spetnia ani jednego z warunkéw Nie jest wiec
podprzestrzenia wektorowa.

Przyktad 4.14. Zbiér S = {[ml,xQ]T € R?: pymy = O} spelia warunki |(P1)[1|(P3)} ale nie
spelnia [(P2)l Nie jest wiec podprzestrzenia wektorowa.
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Przyklad 4.15. Zbior S = {[ml,xz]T ER? iy > 0} spelnia warunki [(P1)| i |(P2), ale nie
spelnia |[(P3)} Nie jest wiec podprzestrzenia wektorowa.

Przyktad 4.16. Zbiér pusty ) C R? spetnia warunki i ale nie spetnia Nie jest
wiec podprzestrzenia wektorows.

Przyktad 4.17. Rozwazmy podprzestrzenn V C Z3 dang przez
V= {[xl,mQ,xg]T € Z% 1x a0+ T3 = 0}.
W ciele Za réwnosé x1 4+ x2 + x3 = 0 oznacza, ze x1 = x2 + x3, czyli wektory z V maja postaé
[2 + 23, 0, 23]T =29 [1,1,0] + 23-[1,0,1], 9,23 € Zy.

Wektory [1,1,0]7,[1,0,1]7 € Z3 sa liniowo niezalezne, wiec dimV = 2. Sprawdzamy latwo
rozwazajac wszystkie mozliwosci wyboru xo i x3, ze

v ={[0,0,01",[1,0,1]", [1,1,0]", [0,1,1]" }.

Przyklad 4.18. Zastandéwmy sie ile 2-wymiarowych podprzestrzeni ma przestrzen wektorowa
Z3? Niech v € Z3 bedzie niezerowym wektorem. Wtedy

span{v} = {0, v},
wiec jesli v, u sa réznymi niezerowymi wektorami, to sa one liniowo niezalezne w Z3. Ponadto,
span{u,v} = {0, u,v,u + v}
sktada sie z 4 réznych wektoréow. W przestrzeni Zj mamy 2% wektoréw i 2* — 1 wektoréw

(2 —1)(2' - 2)
2

niezerowych. Par liniowo niezaleznych wektoréw u, v mamy wiec . Poniewaz

span{u, v} = span{u,u + v} = span{v, u + v},

24 —1)(2* -2
wiec roznych podprzestrzeni 2 wymiarowych jest ( )6( )

Ocen prawdziwos¢ zdan:

o Jedli vy, v, v3 tworza baze R i b € R3 jest niezerowym wektorem, to b+ vy, va, U3
réwniez tworzy baze R3.

« Istniejg takie 2-wymiarowe podprzestrzenie wektorowe U i W w R3, ze UNW =
{0}

« Istnieja takie 2-wymiarowe podprzestrzenie wektorowe U i W w R, ze UNW =
{0}.

o Jesli U, W sy podprzestrzeniami wektorowymi R?, to U U W jest réwniez pod-
przestrzenia wektorowa.

o Jesli wektory vy,...,v, generuja R™, to sa liniowo niezalezne.

o Jesli wektory vy, ..., v, generuja przestrzen wektorowa V', to sg liniowo niezalezne.

o Jesli wektory vq,...,v, sa liniowo zalezne, to ktérys z nich jest wektorem zero-
wym.

o Jesli wektory vy, ..., v sa liniowo zalezne w R", to k > n.

o Jedli span{vy,...,vx} =R" to k =n.

o Jedli span{u, v} = R?, to span{u,v + w} = R? dla dowolnego w € R2.
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Przestrzenie M« (C) i My,xn(R) maja ten sam wymiar nad cialem liczb rzeczy-

wistych R.

Jedli span{u,v,w} = R?, to ktére$ dwa wektory sposréd u, v, w sa liniowo nieza-

lezne.

Dla dowolnej macierzy A € Mayo(R) macierze I, A, A%, A3, A* s3 liniowo zalezne
w przestrzeni wektorowej Mayo(R).

Dla dowolnej macierzy niezerowej A € Ms,o(R) macierze

I,A A% A3 A*

generuja przestrzenn wektorowa Moy o(R).

Zbiér wszystkich takich funkcji f : R — R, ze f(0) = 3f(1) jest przestrzenia
wektorowa z naturalnymi dziataniami.

Funkcje 22 i sin z sa liniowo niezalezne w przestrzeni funkcji f : R — R.

Funkcje 22 i sin z generuja przestrzeni funkeji f : R — R.

Jedli v € R? jest dowolnym wektorem, to

vt = {w e R?: (v|w) = 0}

jest podprzestrzenia wektorowa R3.

Jesli u,v € R™ sa takie, ze (u|v) = 0, to u,v sa liniowo niezalezne.

Ocen ktére z ponizszych podzbioréw przestrzeni wektorowej May2(C) sa jej podprze-
strzeniami wektorowymi:

{4 € Myx>(C)
{4 € M>x2(C)
{A € M2x2(C)
{A € M2x2(C)
{A € Myx»(C)

{A S M2><2 (C)

{A € Moyo(C
{A S M2><2 C
{A S M2><2((C

{A S M2><2(C)

(
{A S M2><2(C)

(

(

{A S M2><2((C)

{A S M2><2(C)

: det(A) = 0},
tx(4) = 0},
:det(A) # 0},
tr(4) £ 0},
A= A%}
:A:Z},
:A:AT},

): a2 =0,

):

)t a12 = az = 0},

or(A) = tr(A) },

=0},

ai

c AJ = JA}, gdzie J = l(l) _01]

: AB = 0}, gdzie B € Msy2(C) jest ustalona macierza.

Ocen ktére z ponizszych podzbioréw przestrzeni wektorowej F(R, R) funkcji F': R —
R sa jej podprzestrzeniami wektorowymi:

e C(R,R)={f€ F(R,R): f jest ciagla},
« BR,R)={fe F(R,R): f jest ograniczona},

78



e {f € F(R,R):|f(x)] <1 dlakazdego x € R},

o CB(R,R)={f¢€ F(R,R): f jest ciagla i ograniczona },

o {f € FR,R): [ jest injekcja},

o {f e F(R,R): f jest surjekcja},

o {f € FR,R): [ jest bijekcja},

o {f e F(R,R): f jest r6zniczkowalna},

o CYR,R)={f € F(R,R): f ma ciagta pochodna},

« C?’(R,R) = {fc F(R,R): f ma ciagla pochodng rzedu 2},

o CHR,R)={f <€ F(R,R): f ma ciggla pochodna rzedu k € N},
o C®(R,R)={f € F(R,R): f ma ciagta pochodna dowolnego rzedu k € N},
. {f € FR.R): £(0) = 0},

. {fEFRR): f(0) =1},

o Fo(R,R)={f € F(R,R): f jest nieparzysta},

o F.(R,R)={f€ F(R,R): f jest parzysta}.

NIE ZA DUZO, NIE ZA MALO, TYLKO W SAM RAZ
Niech n = dim V.

e jesliwi,...,wy s liniowo niezalezne, to k < n; wtedy wy, . .., wy da sie uzupelnicé
do bazy,
o jesli span{wsy,...,wx} = V, to k > n; wtedy ze zbioru {wi,...,wr} da sie

wybraé baze.
Ponizsze warunki sa réwnowazne
e V1,...,U, 53 baza V,
e V1,...,V, 83 liniowo niezalezne,

o span{vi,...,v,} =V
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Rozdzial 5

Odwzorowania liniowe

SLOWA KLUCZOWE ROZDZIALU
odwzorowanie liniowe { macierz jako od-
wzorowanie liniowe ¢ rzut prostopadly na
prosta ¢ symetria wzgledem prostej ¢ ob-
rét O przestrzen wektorowa odwzorowan li-
niowych ¢ jadro i obraz { mono-epi-izo ¢
formuta wymiaru

L:V—-W
Dwie podstawowe podprzestrze-
nie: jadro i obraz.

Definicja 5.1 (Odwzorowanie liniowe).
Niech V, W beda przestrzeniami wektorowymi nad tym samym cialem F. Odwzorowanie
L:V — W nazywamy odwzorowaniem liniowym, jesli zachodza warunki

(L1) (addytywnosé)
L(Ul + Ug) = L(Ul) + L(’Ug), v, v2 €V,

(L2) (jednorodnosé)
L(t-v)=t-L(v), teF,veW

Wnhiosek 5.1. Jesli L : V — W jest odwzorowaniem liniowym, to L(0) = 0.
Dowéd. Teza zachodzi, bo L(0) = L(0+ 0) = L(0) + L(0), wiec L(0) = 0. O

Przyktad 5.1. Odwzorowanie L : R 3  — x 4+ 1 € R nie jest odwzorowaniem liniowym, bo
L(0)=1#0.

Przyktad 5.2. Odwzorowanie L : R 3 x — z? € R nie jest odwzorowaniem liniowym pomimo,
ze L(0) = 0. Nie spelnia ono zadnego z Warunkc’)w Rzeczywiscie, L(z+vy) = (z+y)?
oraz L(z) + L(y) = 2% + y? i réwno$¢ (z + y)? = x> + y* nie zachodzi dla wszystkich liczb
rzeczywistych. Podobnie, L(tx) = t222, a tL(z) = tz?.

Przyktad 5.3. Pokazemy, ze jesli L : R — R jest liniowe, to istnieje taka liczba rzeczywista
a € R, ze L(x) = ax. Rzeczywiscie,

L(z)=L(z-1) =zL(1),

wiec wystarczy przyjaé, ze a = L(1).
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ODWZOROWANIE LINIOWE ZADANE MACIERZA

Rozwazmy macierz A = [al [...] an} € Mpxn(F) i wektor = [21,...,2,]T € F™
Definiujemy
a1l ... Qain T
Ax =
ar1 ... Qgp In

1011 + ...+ xp01n
riap; + . + Tpakn
:x1~a1+...+xn~an€Fk.
Mozemy okredlié odwzorowanie Ly : F* — F* przez
Ls(z) = Ax.
Jest to odwzorowanie liniowe, bo jak tatwo sprawdzamy

Alz+y) = Az + Ay, A(t-z)=t- Ax.

Przyktad 5.4. Odwzorowanie
L:R?> [azl,xg]T — [8x1 — 2x9, 1 + 4o, 1 + xQ}T e R?

jest liniowe, bo L = L4 (jest ono zadane macierza A) dla

Zauwazmy, ze A = [L(el) ] L(Gg)]

Przyktad 5.5 (Rzut prostopadty na prosta w R?). Niech u = [ug, us]’ € R? bedzie niezerowym
wektorem. Rozwazmy odwzorowanie P : R? — R? dane wzorem

P(v) = u.

Jest to rzut prostopadly na prosta generowang przez wektor u. Zauwazmy, ze

Ple) = 51y [ ui ]  Ple) = 5y [““] |

u? +u3 |uruz u? +ud | uj

Rozwazmy macierz
1

A:*
u%—ku%

ui1uU2 u%

u% (75} Ug]

Wtedy P(v) = Lv. Zauwazmy, ze dla wektora jednostkowego u = [cos @, sin ]7 mamy

cos?0  sinfcosf| |cosf
sinfcosf  sin?6 | |sinf

] [cost sing].

iloczyn macierzy

Przyklad 5.6 (Symetria wzgledem prostej na plaszczyznie). Zalézmy, ze prosta [ tworzy z osia
r kat 0. Znajdziemy macierz Mg symetrii S wzgledem prostej [. Wektor u = [cos 8, sin 0] jest
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Rysunek 5.1: Symetria S wzgledem prostej I. Jesli P jest rzutem prostopadlym na prosta [, to S(v)+v =
2P (v).

wektorem jednostkowym na prostej [. Niech Mp bedzie macierza rzutu prostopadtego P na
prosta [. Sprawdzamy tatwo, ze
S+1=2P,

czyli § =2P — I. Stad

Mg =2Mp — T

_ 2¢c0s260 —1 2sinfcosb
T |2sinfcosh 2sin?6—1

_|cos20  sin20
T |sin20 —cos20|°

Rysunek [5.2] przedstawia obrazy kwadratu jednostkowego rozpietego na wektorach ba-
zowych eq, ey pod wplywem dziatania macierzy A € Myx2(R). Dopasowaé ponizsze
macierze z odpowiednim obrazkiem:

1 a
. A—[O 11 z0<a<l,

. A:[l O] z0<a<l,
a 1

a

e jednoktadnosé: A = 0

0]20<a<1,
a

e jednoktadnoéé: A = [g 2] z1<a,

o symetria wzgledem osi z: A = Ll) _01],

obrot: A — [cos@ —sinH]

sinf  cosf
' -1 0
o symetria wzgledem punktu 0: A = [ 0 _11 )

cos20  sin20

o symetria wzgledem prostej nachylonej do osi z pod katem 6: A = [sin 2% — cos 20

o A= la _ab] z a,b>0,
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Rysunek 5.2: Obrazy kwadratu jednostkowego pod wpltywem macierzy A.

e rzutowanie na o$ r: A = [(1) 8],

e rzutowanie na o$ x: A = [8 (1)],

Przeanalizowaé jak zmienia sie pole obrazu kwadratu jednostkowego przez A w zalez-
noéci od wyznacznika macierzy A.

5.1 Przestrzen wektorowa odwzorowan liniowych

Definicja 5.2 (Przestrzenn wektorowa odwzorowan liniowych).
Niech V, W € Vektr, czyli V, W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem F. Definiu-
jemy zbidr

LV, W) = {L :V— W L jest Iiniowe}.

Wprowadzimy w zbiorze £(V, W) strukture przestrzeni wektorowej nad cialem F. Dla L,G €
L(V,W) oraz t € F definiujemy:

(L+G)(v) == L(v) + G(v), (t-L)(v):=t-L(v), veV

Tak okreslona tréjka (L(V, W), +,-) jest przestrzenia wektorowa nad cialem F.

Zalézmy, ze vy,...,v, jest baza przestrzeni wektorowej V i L : V — W jest odwzorowaniem
liniowym. Dla dowolnego v € V istnieja jednoznacznie wyznaczone takie skalary x1,...,x,, ze
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v=2=a1 V1 + ...+ Ty v,. Wtedy z liniowosci L otrzymujemy, ze
Lw)=L(z1-vi+...+Zp-vp)
=L(zy-v1)+...+ Lz, - vy)
=z L(v1) + ...+ xp - L(vy),

czyli
L(v)=x1-L(vy) 4+ ... + @y - L(vy,). (5.1)

Réwnosé (5.1) oznacza, ze odwzorowanie L jest jednoznacznie wyznaczone przez swoje wartosci
L(vy,

L(vl),..., ) na dowolnej bazie przestrzeni V. Jest to bardzo przyjemna wlasnoéé odwzorowan
liniowych: wystarczy znaé¢ skoniczong liczbe wartosci, aby znaé cale odwzorowanie.
Whiosek 5.2. Niech vy,...,v, bedzie bazg przestrzeni wektorowej V. Dla dowolnych wektoréw
wi, ..., Wy, € W istnieje dokladnie jedno takie odwzorowanie liniowe L : V — W, Ze
L(v1) = w1, ..., L(vy) = wp.

W szczegdlnosci, jesli L, G € L(V,W) sq takie, ze
L(w) = Gy). ... L(vn) = Glun),
to L=G.

Dowdéd. Pokazemy najpierw, ze takie odwzorowanie liniowe L istnieje. Wektor v € V' zapisujemy
jednoznacznie w bazie v, ..., v, jako kombinacje liniowa v = x1 -v1 +. ..+ Ty - v,. Definiujemy
odwzorowanie L : V — W przez

Liw)=x1-L(v1)+ ...+ xp - L(vy) :=21 - w1 + ... + Ty - W

Tak zdefiniowane L jest oczywiscie liniowe. Jegli, L' : V. — W jest innym odwzorowaniem
liniowym spelniajacym teze, to

L'(w)=L'(z1-vi+...+ 2y vp)

=L'(z1-v1)+ ...+ L(zp-vy)
=z -L'(v)+ ...+ L'(vy)
=z -wy+ ...+ Ty wy, = L(v). O

Lemat 5.1. Jesli L : V — W i G : W — Z sq odwzorowaniams liniowymi, to GoL : V — Z
jest rownsez liniowe.

Dowdd. Warunek (L1) zachodzi, bo dla vi,ve € V mamy

(GoL)(v1 +v2) = G(L(v1 + v2))
L(v1) + L(v2))

G(
G(L(v1)) + G(L(v2))
= (Go L)(v1)+ (Go L)(vy).

Podobnie,
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5.2 Jadro i obraz odwzorowania liniowego

Definicja 5.3 (Jadro odwzorowania liniowego).
Jadro odwzorowania liniowego L : V — W definiujemy jako

ker L := {v € V: L(v) = 0} = L~ ({0}).

Whiosek 5.3. Jesli L : V — W jest odwzorowaniem liniowym, to ker L jest podprzestrzenig
przestrzeni wektorowej V.

Dowdd. Poniewaz L(0) = 0, wiec 0 € ker L, czyli zachodzi warunek |(P1)l Jesdli v,w € ker L, to

L(v+ w) = L(v) + L(w)
=0+0=0,

wiec v + w € ker L, czyli spetniony jest warunek DlateFivekerlL, to

L(t-v)=t-L(v)
=t-0=0,

czyli zachodzi warunek |(P3)] O

Przyklad 5.7. Rozwazmy plaszczyzne P o réwnaniu 3z; — 2o + 223 = 0 w R3. Poniewaz
odwzorowanie
L:R3> [ml,xg,wg]T —> 311 —x9 + 223 €R

jest liniowe oraz P = ker L, wiec P jest podprzestrzenig wektorowa w R>.

Definicja 5.4 (Obraz odwzorowania liniowego).
Obraz odwzorowania liniowego L : V — W to zbidr

ImL:=L(V)={L(w):veV}CW.

Wniosek 5.4. Jesli L : V. — W jest odwzorowaniem liniowym, to jego obraz L(V') jest
podprzestrzenig wektorowg w W.

Dowdd. Poniewaz L(0) = 0, wiec 0 € L(V). Niech wy,we € L(W). Wtedy istnieja takie
v1,v9 €V, ze
L(v1) = we, L(v2) = wo.

Stad

w1 + wy = L(Ul) + L(’Ug)
= L(v1 + vg),

czyli wy +wq € L(V). Jedlit € Fiw € L(V), to istnieje taki wektor v € V', ze L(v) = w. Stad

t-w=t-L)
:L(t-’l)),

czylit-w e L(V). ]

Przyktad 5.8. Zbior
S = {[1‘1 + x9,2x1 — 3x9, —T1 + 4m2,:v2]T eRY: zq, 19 € R}

jest podprzestrzenia wektorowa w R%, bo jest on obrazem odwzorowania liniowego

L:R? > [l‘l,xg]T — [1'1 + x9,2x1 — 329, —x1 + 41‘2,1‘2]T € R4.
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5.3 Mono-Epi-I1zo. Formuta wymiaru

Definicja 5.5 (Monomorfizm-epimorfizm-izomorfizm).
Niech L : V — W bedzie odwzorowaniem liniowy. Mowimy, ze

(i) L jest monomorfizmem, gdy L jest réznowartosciowe (injekcja),
(ii) L jest epimorfizmem, gdy W = L(V'), czyli L jest surjekcja,

(iii) L jest izomorfizmem, gdy L jest bijekcja, czyli jest zaréwno monomorfizmem jak i epi-
morfizmem.

@ Mozecie zapyta¢ dlaczego wprowadzamy nowe nazwy monomorfizm, epimorfizm, izomorfizm na

znane nam z teorii mnogosci pojecia injekcja, surjekcja, bijekcja. Odpowiedz jest prosta. Robimy

to dla wygody. Przykladowo, stwierdzenie L : V' — W jest monomorfizmem niesie w sobie wiecej

tredci nize samo stwierdzenie, ze L jest odwzorowaniem réznowartosciowym. Zamiast krotkiego

L :V — W jest monomorfizmem powinnidmy powiedzie¢: L : V — W jest odwzorowaniem

liniowym przestrzeni wektorowych i jest réoznowarto$ciowe. Monomorfizm oznacza wiec réznowar-
tosciowosé, ale jednoczesnie liniowo$¢ odwzorowania.

Wiele probleméw matematycznych da sie sprowadzi¢ do zagadnienia istnienia i jednoznacznosci
rozwiazan réwnania
L(z) =y,

gdzie L : V. — W jest odwzorowaniem i y € W. Roéznowartosciowos¢ L oznacza, ze przy
ustalonym y istnieje co najwyzej jedno rozwiazanie x. Z drugiej strony, surjektywnos$é¢ gwarantuje,
ze dla dowolnego y € W istnieje pewne rozwiazanie x € V. Polaczenie tych warunkéw, czyli
bijektywnos$é L oznacza, ze dla dowolnego y € W istnieje dokladnie jeden taki x € V, ze L(x) = y.

Lemat 5.2. L:V — W jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ker L = {0}.

Dowdd. Niech L bedzie monomorfizmem. Jesli v € ker L, to L(0) = 0 = L(v), czyli v = 0.
Oznacza to, ze ker L = {0}. Zalézmy teraz, ze ker L = {0}. Jesli v,w € V oraz L(v) = L(w),
to z liniowo$ci L mamy

0= L(v) — L(w) = L(v —w),

czyli v —w € ker L, wigc v — w = 0. 0
Lemat 5.3. Jesli L : V — W jest monomorfizmem i v1,...,v, € V sq¢ liniowo niezaleine, to
wektory

L(vy), ..., L(vy)
sq liniowo niezalezne.

Dowdéd. Zalézmy, ze x1 - L(vi) + ...+ zp, - L(v,) = 0 dla pewnych skalaréw z; € F. Wtedy
O0=L(z1-v1+...+xp- ),

czyli
1V 4 ...+ Xy - vy € ker L = {0},
wiec
1 v+ ... +x, v, =0.
Poniewaz vy, ...,v, € V sg liniowo niezalezne, wiec x1 = ... = x, = 0. O

Lemat 5.4. Jesli L : V — W jest epimorfizmem iV = span{vy,...,v,}, to W = span {L(v1), ...

Dowdd. Niech w € W. Poniewaz L jest epimorfizmem, wiec istnieje taki wektor v € V, ze
L(v) = w. Z zalozenia V' = span{vi,...,v,}, wiec v = x1-v1 +...+ xy, - v, dla pewnych z; € F.
Wtedy

w = L(v)
=Lz -vi+...+xy-0p)
=z -L(v1) + ...+ 2 L(vp),

czyli w € span{L(v1),...,L(vn)}. O
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Rysunek 5.3: Wybér bazy vy,...,v, w V zadaje izomorfizm z F*. Wektorowi v = ¢y -v1 4+ ...+ ¢y - v
przypisujemy wektor [c1,...,c,|T jego wspoirzednych.
Whniosek 5.5. Jesli L : V. — W jest izomorfizmem liniowym i v1,...,v, € V jest bazg V, to

L(v1),...,L(vy,) jest bazg W.

Whniosek 5.6. Niech L : V — W bedzie odwzorowaniem liniowym ¢ dimV = n. Nastepujgce
warunki s¢ réwnowazine:

(i) L:V — W jest izomorfizmem,
(7i) dla kazdej bazy vi,...,v, wV, wektory L(vy),..., L(v,) tworzg baze w W,
(iii) istnieje taka baza vi,...,v, w'V, Ze wektory L(vy), ..., L(v,) tworzq baze w W.

Wnhniosek 5.7. Jesli odwzorowanie L : V. — W jest liniowe i dimV < oo, to dim L(V') <
dim V' < oo.

Dowdd. Zauwazmy, ze odwzorowanie liniowe

L:V — L(V)
jest epimorfizmem, wiec jesli vy, ..., v, jest baza dla V, to
L(V) =span{L(v1),...,L(vy)}. O

Jesli L : V. — W jest izomorfizmem liniowym, to odwzorowanie odwrotne L=' : W — V
jest réwniez liniowe. Rzeczywiscie, niech wy,wy € W. Musimy uzasadnié, ze L™ (w; + ws) =
L=Y(wy) + L™ Y(wy). Niech v; = L™ (wy) i vg = L™ (wy). Z liniowosci L mamy

wy + wy = L(v1) + L(ve) = L(v1 4 v2),

czyli v1 +vo = L™ (w1 + wo).
Analogicznie uzasadniamy, ze L=1(t - w) = t - L=!(w). Niech v = L™ (w). Wtedy

L(t-v) =t -L(v) =t-w,
czylit- LY (w) =t -v=L"1(t w).

Whniosek 5.8. Niech L : V. — V bedzie odwzorowaniem liniowym i dimV < oo. Wtedy
nastepujgce warunki sqg rownowazne

(1) L jest monomorfizmem,
(2) L jest epimorfizmem,

(3) L jest izomorfizmem.

Twierdzenie 5.1. Niech V € Vektp. Jesli dimp V =n < oo, to V jest izomorficzna z F™.
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Dowdd. Niech vy,...,v, bedzie baza dla V', a ey, ..., e, baza standardowa w F”. Definiujemy
odwzorowanie liniowe L : V — F", zadajac jego wartosci na bazie:

L(vi) = e1,...,L(v,) = en. O

Whiosek 5.9. Jedli V., W € Vektr sq skoriczenie wymiarowe, to V jest izomorficzna z W wtedy
i tylko wtedy, gdy dimV = dim W.

Dowdd. Jedli dimV = dimW = n, to V i W sa izomorficzne, gdyz obydwie sa izomorficzne
z F"™. 7 drugiej strony, jesli V' i W sa izomorficzne, to majg taki sam wymiar, bo izomorfizm
przeksztatca bijektywnie baze na baze. O

Twierdzenie 5.2 (Formula wymiaru). Zaldimy, ze odwzorowanie L : V. — W jest liniowe
tdimV < oco. Wiedy

dimV = dimker L 4+ dim Im L.
Dowdd. Wybieramy baze¢ vi,...,v, dla ker L C V' i rozszerzamy ja do bazy
V1y.-.,Up, Uly...,Uq

dla V. Wtedy
p=dimker L, p+q=dimV.

Mamy udowodnié, ze ¢ = dim L(V'). Wystarczy pokazaé, ze wektory L(ui1),..., L(uq) tworza
baze L(V'). Pokazemy najpierw, ze wektory L(uy),..., L(uq) generuja L(V'). Niech w € L(V).
Istnieje wigc taki wektor

v=0C-V1+...+tCUpF+T1ULF ..+ T U,
ze L(v) = w. Stad

w=Llci-vi+...+cp-vp+Ti-ur+...+x4uy)
=ci-Lv)+...+¢cp-L(vp) + a1 - L(ur) + ...+ x4 - L(ug)
=1 L(ur) + ...+ 24 L(ug),

czyli w € span{L(u1), ..., L(uq)}.
Pokazemy teraz, ze wektory L(u1),..., L(uq) sa liniowo niezalezne. Przypusémy, ze

0=z - L(w)+ ...+ 24 L(ug)
dla pewnych skalaréow x; € R. Musimy pokazad, ze
1 =...=x4=0.
7Z liniowosci L otrzymujemy, ze
0=1L(z1-u1 + ...+ 24 ug),
czyli 1 -u1 + ...+ x4 - uq € ker L. Stad
T1 U1+ ...+ Ty Ug
jest kombinacja liniowa wektoréw vy, ..., vp, czyli
T1-UL+ ... F Xy U =CL V1 + ... FCpUp
dla pewnych skalarow c¢;. Wtedy
Ty UL+ ..+ Ty Ug—CLVL— o —Cp U =0,

wigcxy =...=xy=c1=...=¢, =0,bovy,...,vp,ui,...,uy tworzg baze V. U
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Przyklad 5.9. Rozwazmy odwzorowanie liniowe L : Z3 — Z3 dane przez
L([z1,z2,23)") = [21 + 22, w3 + 21, 72 + 23]
Przestrzen Z3 sklada si¢ tylko z 8 wektoréw, wiec mozemy wypisaé wszystkie wartosci L:
L([0,0,0]") = L([1,1,1]") = [0,0,0]",

L([1,1,07) = L([0,0,1]7) = [0,1,1]7,
L([1,0,1]7 = L([0,1,0]7) = [1,0,1]7,
L([0,1,1)7) = L([1,0,0)") = [1,1,0]T.
Stad,
ker L = span {[1, 1, 1]T} = {[0, 0,0/7, [1,1, 1]T},

Im L = span{[1, 1,0/%,[1,0, 1]T} - {[1, 1,07, [1,0,1]7, [1, 1,0]T}.
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Rozdzial 6

Dzialania na macierzach

SLOWA KLUCZOWE ROZDZIALU

transponowanie { macierz symetryczna i antysymetryczna ¢ macierz identyczno$ciowa
¢ macierz nieosobliwa { odwrotno$¢ iloczynu ¢ transpozycja iloczynu ¢ jadro i obraz
¢ rzad macierzy ¢ formula wymiaru ¢ rzad macierzy transponowanej ¢ macierz dia-
gonalna { macierz tréjkatna ¢ élad macierzy ¢ grafy ¢ rekurencje liniowe ) macierze
elementarne { macierze wierszowo réwnowazne ¢ rozkiad LU { zmiana bazy ¢ ma-
cierz przejscia

6.1 Transponowanie
W zbiorze macierzy Mpx,(F) zdefiniowaliSémy dodawanie
+ 1 Mixn(F) X Miyn(F) — Mgy (F)
oraz mnozenie macierzy przez skalar
T X My (F) — My (F).

OtrzymaliSmy w ten sposéb przestrzen wektorowa (Mg, (F),+, ). Przypomnijmy, ze przyjeli-
$my konwencje

1
[xlv . 'axn]T =
In
Wektor [z1,...,2,]7 € F" mozemy interpretowaé jako macierz o n-wierszach i jednej kolumnie,
czyli element M,,x1(F). Z drugiej strony [z1,...,z,] jest w naturalny sposéb macierza o jednym

wierszu i n-kolumnach, czyli elementem M x, ().

Definicja 6.1 (Macierz transponowana).
Niech A € M,,«x(F) bedzie macierza o wierszach a(1),...,a(n) € Myxx(F). Macierz trans-
ponowana AT € My, (F) jest zdefiniowana jako

AT = [a()T | ... |a(n)T].

Oznacza to, ze wiersze macierzy A staja sie kolumnami macierzy transponowanej A7. Wynika
stad, ze jesli A = [a;;] oraz AT = [az;], to

aiTj = aj;.
Przyktadowo, .
2l <[22 )
1 -3



MACIERZ TRANSPONOWANA
_ a(l) —
_ a(2) _
A= ; € Myn(F), AT = [a(0)T | ... | a(k)T]| € Mk (F)
— alk) -
gdzie
a1
a(i) = [ai1, . .., ain] € M1xn(F), a(i)T = | 1 | € Myux1(F)
Qin,

Whniosek 6.1. Dla macierzy A, B € My (F) it € F zachodzg warunki
(i) (AT)T = 4,
(ii) (tA)T =tAT,

(iii) (A+ B)T = AT + BT.

@ Warunki (ii) i (iii) oznaczaja, ze transponowanie macierzy
L: Myyn(F) € A— AT € M, .1 (F)
jest odwzorowaniem liniowym i jest to izomorfizm. Warunek (i) gwarantuje dla k = n, ze LoL = id.

Definicja 6.2 (Macierz symetryczna i antysymetryczna).
Macierz kwadratowa A € M, «,(F) nazywamy symetryczng, gdy

AT = A,
Powiemy, ze A jest skosnie symetryczna (antysymetryczna), gdy
AT = — A,

Whiosek 6.2. Niech F = C. Dla dowolnej macierzy A € Myxn(C) macierz A + AT jest
symetryczna, a macierz A — AT jest skosnie symetryczna. W szczegdlnosci, kazda macierz
A € My« jest sumqg macierzy symetrycznej © sko$nie symetrycznej:

A= %(A + AT+ %(A —amy.
Podamy teraz geometryczng interpretacje rzeczywistej macierzy transponowanej.
Lemat 6.1. Niech A € M, «x;(R) oraz B € My, (R). Nastepujgce warunki sq réwnowazne
(i) (Azly) = (z|By) dla wszystkich x € R*, y € R",
(ii) B = AT.

Dowdd. Dla x = [z1,...,21)7 € R¥, y=[y1,...,yn]T € R® mamy
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Rysunek 6.1: Macierz mnozy wektor — wersja kolumnowa.
oraz
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Wynika stad, ze (Az|y) = (x|By) dla wszystkich z € RF i y € R™ wtedy i tylko wtedy, gdy
bij = aj; dla wszystkich ¢ =1,...,k oraz j = 1,...n, czyli gdy B = AT, O

Whniosek 6.3. Dia dowolnej macierzy A = [a;;] € Mpxn(R) mamy
(Azly) = (z|ATy), x,y € R™
Ponadto, A € Myxn(R) jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy

(Azly) = (x|Ay), @,y € R™.

6.2 Iloczyn macierzy

Rozwazmy macierze

b11
a=|ay ... alk} EMle(IF), b= Ekal(F).
br1
Definiujemy iloczyn
b11
(aT]b) = [au ... alk} = a11b11 + a12bo1 + ... + a1pby1-
br1
Dla macierzy A = {al | ... ak} € M,xk(F) o wierszach a(1l),...,a(n) € Miyx(F) oraz
macierzy (wektora) b= [by,...,b;]T € Myyx1(R) przyjmujemy, ze
(a(1)"[b)
Ab = =bi-ai+...+by ap €R"™
(a(n)"[b)

Definicja 6.3 (Iloczyn macierzy).
Niech A € Myxn(F)i B = {bl . bm} € My xm(F). Definiujemy iloczyn macierzy AB €
M (F) wzorem
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Rysunek 6.2: Macierz mnozy macierz w wersji kolumnowe;j.

AB = [Aby | ... | Aby)| € My (F).

Z definicji wynika, ze jedli A = [aij] S kan(]F), B= [bjl] S Mnxm(F) i AB = [Cz’l] S kam(F),
to

ca = (a(i)"|b)
= agby + ...+ apby

AB: . a]_ “ee an
' | |
__ wk -
[(w]|a1)  (wy|az) (wy [an)
~@flar) (w3 |a) (w3 |an)
((wiilar)  (wilaz) .. (wilan)

Wyraz o numerze ij macierzy AB jest iloczynem skalarnym i-tego wiersza A oraz j-tej kolumny
macierzy B.

Przyklad 6.1. Dla macierzy

3 -2
A= |2 4|, B:[_f}g]
1 -3
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mamy

AB =

(=2)4+4-4 2-1+4-
(-2)—3-4 1-1-3-

—_
— N W
+
W = N
oo o

—_

Czasami stosuje si¢ ponizsza konwencje:

B

-2 1 3
4 1 6
3 -2l [-16 1 -3
2 4 12 6 30
1 -3 |-14 -2 -15

A AB

Przyktad 6.2. Uzupelni¢ pozostale miejsca .

4 1 43
[12410_131:[

@ Dla macierzy kwadratowych A, B € M,,«,(R) zdefiniowane sa obydwa iloczyny AB i BA, ale nie
musza one by¢ réwne. Mnozenie macierzy w zbiorze My, (R) nie jest przemienne dla n > 2.
Przyktadowo, dla

(1 1] 1 1
A:_o 0]’ B:[z 2}’
mamy ) i
as=|y ol s =0 3
11 1 11
BA:_2 2) [o 0]:{2 2]'

Lemat 6.2 (Mnozenie macierzy jest taczne). Zalozimy, ze A € Myxn(F), B € Myx,(F) i C €
M, s(F). Wtedy

(AB)C = A(BC)

Dowdéd. 7 definicji iloczynu macierzy mamy

(AB)C = [ABey | ... | ABc]
= A[Bei| ... | Bey]
= A(BO). 0

Lemat 6.3. Niech A € Myyn(F) ¢ B € My xm(F). Wtedy
Lap=LsolLp

Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze odwzorowania liniowe Lap oraz Ly o Lp : F™ — F* przyjmuja
takie same wartosci na bazie ey, ..., e,. Mamy

LAB(ei) = ABGZ = Abl
= La(bi) = La(Lp(ei))
= (LA o) LB)BZ'. (]
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Definicja 6.4 (Macierz identycznoSciowa).
Macierz identycznosciowa I = I,, = [§;;] € My xn(F) to macierz o wspélczynnikach zdefinio-
wanych symbolem Kroneckera:

1, gdyi=j
%:Z{ gdy i = j

0, gdyi#J.
Innymi stowy, I,, = [el [ ... ] en}. Przyktadowo,
1 00
12:[(1) ﬂ =10 10
0 0 1

Whniosek 6.4. Dla dowolnej macierzy A € My, (F) mamy
I,A= A= Al,.

Definicja 6.5 (Macierz nieosobliwa).
Macierz A € My, xn(F) jest nieosobliwa (odwracalna) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka
macierz B € M« (F), ze

BA=AB=1,

Macierz B nazywamy wtedy macierzg odwrotng do macierzy A i oznaczamy przez A~

Jezeli A jest nieosobliwa, to macierz odwrotna do A jest wyznaczona jednoznacznie. Rzeczywiscie,
jesli B i C sa odwrotne do A, to

B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C.

Wnhniosek 6.5 (Odwrotno$¢ iloczynu). Jesli A, B € M, x,(F) sq nieosobliwe, to macierz AB
jest nieosobliwa oraz

(AB)"' = B~tA~L
Dowdd. Sprawdzamy, ze
(B'A™HY(AB)=B1(A'A)B
=B 'IB
=B'B
=1.
Analogicznie pokazujemy, ze (AB)(B71A™1) = 1. O
Lemat 6.4. Dla macierzy kwadratowej A € Myyn(F) nastepujoce warunki sq¢ réwnowazne:
(i) A jest nieosobliwa,
(i) La:R" >z +— Az € R" jest izomorfizmem.
Dowdd. Jedli A jest nieosobliwa, to AA™' = A71A = I, wiec
I'=Lp=Lja=LaoLy—, I=Li=Lp1a=La-10Ly,

czyli L4 jest izomorfizmem liniowym o odwrotnym L 4-1.
Zatézmy, ze Ly : R®™ — R” jest izomorfizmem liniowym. Istnieje wiec odwzorowanie od-
wrotne L~!. Definiujemy macierz

B=[Lle ... [ L7 ).
Wtedy L~ = Lg, bo L~'e; = Be; = Lg(e;). Ponadto,
I=L‘'oL=LgoLa=Lgs, I=LoL '=LsoLg=Lyug,
wiec BA =1 = AB, czyli A jest nieosobliwa i B = A1 O
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Lemat 6.5 (Transpozycja iloczynu). Dla macierzy A, B € Myyn(F) i B € My« (F) mamy
(AB)T = BT AT,

Dowdd. Poréwnamy elementy na pozycji il po obu stronach réwnoéci. Dla macierzy (AB)T na
pozycji il stoi element »°7_4 a;;bji. Dla macierz BT AT jest to element > =1 bjiar;. O

Wprowadzimy jeszcze kilka poje¢ zwiazanych z macierzami kwadratowymi.

Definicja 6.6 (Macierz diagonalna).
Macierz A € Myxn(F) nazywamy diagonalng, jedli a;; = 0 dla i # j. Bedziemy wtedy
czasem pisa¢ A = diag(ai,. .., ann).

Definicja 6.7 (Macierz gornie/dolnie tréjkatna).
Macierz A € My xn(F) nazywamy gdrnie trajkgtng, gdy a;; = 0 dla @ > j. Analogicznie, A
jest dolnie tréjkgtna, jedli a;; = 0 dla i < j.

Przyklad 6.3. Macierz diagonalna, gérnie tréjkatna i dolnie trojkatna:

a;i; O 0 ai;; ajz as a;i; O 0
0 aze O 0 azx ass az; azz O
0 0 ass 0 0 ass agy agz ass
Macierze gérnie tréjkatne majg uzyteczna charakteryzacje geometryczna. Niech eq, ..., e, bedzie
baza standardowa F". Dla ¢ = 1,...,n rozwazamy podprzestrzen

Vi= Span{elv cey ei}
generowang przez pierwszych ¢ wektoréw bazowych. Bezposrednio z definicji, wynika, Zze macierz
A jest gérnie trojkatna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢ = 1,...,n podprzestrzen V; jest
niezmiennicza dla A tzn. je$li v € V;, to Av € V;. Wynika, to z faktu, ze Aey,...,Ae; € V; dla
kazdego i dokladnie wtedy, gdy A jest gérnie trojkatna.

Whniosek 6.6. Macierz A € My, (F) jest diagonalna wtedy i tylko wtedy, gdy A jest dolnie
1 gornie trojkgtna.

Definicja 6.8 (Slad macierzy).
Slad tr(A) macierzy A € My, (F) definiujemy jako liczbe

tr(A) =an + ...+ ann

6.3 Rzad i jadro macierzy

Rozwazmy macierz A € My, (F) i skojarzone odwzorowanie liniowe L4(v) = Av dla v € F™.

Przypomnijmy, ze jedli v = [z1,...,2,]T =21 -1 +... + 2y - €p, to
LA(U) = Av
_an a2 ... Qip Tl
Lag1 ag2 ... Qgpl [Tn

(1011 + ...+ Tpain

|10k + ... + Tpakn

=x1-a1+...+Ty - ap.
Wynika stad, ze obraz L4(F™) jest generowany przez kolumny macierzy A, czyli
Ls(F") =span{ai,...,an}.
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Definicja 6.9 (Rzad macierzy).
Rzqd rank A macierzy A definiujemy jako wymiar obrazu

L4(F") =span {ai,...,an},

czyli rank A jest (maksymalna) liczba liniowo niezaleznych kolumn macierzy A.
Rzad macierzy zostal wprowadzony w 1878 przez Georga Frobeniusa (1849-1917).

Definicja 6.10 (Jadro macierzy).

Jgdro ker A macierzy A definiujemy jako jadro odwzorowania L 4. Jest to wiec zbidér takich
wektorow v € F", ze Av = 0.

Jadro macierzy zostalo wprowadzone w 1884 przez Jamesa Josepha Sylvestera (1814-1897).

Wnhniosek 6.7 (Formula wymiaru dla macierzy). Dia A € My, (F) mamy
n = dimker A 4 rank A.
Whiosek 6.8. Dla macierzy kwadratowej A € My wn(F) nastepujoce warunki sqg réwnowazne
(1) A jest nieosobliwa,
(2) ker A = {0},
(3) rank A = n.

W szczegolnoscei, macierz A € My (F) jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy jej kolumny sq
lintowo niezalezne.

Lemat 6.6. Dla dowolnej macierzy A € Mpyxn(F) maksymalna liczba liniowo niezaleznych
kolumn macierzy A jest wieksza badz réwna od maksymalnej liczby liniowo niezaleZnych wierszy
macierzy A. W szczegolnodct,

rank A > rank AT.

Dowdd. Niech 1 < r < k bedzie maksymalng liczba liniowo niezaleznych wierszy macierzy A.
Niech vy, ..., v, beda takimi wierszami A, ze wektory v{,...,v!sa liniowo niezalezne. Poka-
zemy, ze Av] ..., Av! sa liniowo niezalezne. Przypusémy, ze

a:l-AvlT—l—...—i-a:r-Av,T:O,
dla pewnych skalaréw z; € F. Wtedy dla v = x1 - vf + ... 4+ 20! mamy

Av = A(zy vl + ...+ 2, -0])

=z - Av] .. 4z, Avl

=0.
Z definicji iloczynu Av oznacza to, ze (v} |v) =0dlai = 1,...,r. Poniewaz v € span{v{,... vl'},
wiec (v|v) = 0. Stad v = 0, czyli 1 = ... =z, = 0. Oznacza to, ze Av{,..., Av! sa liniowo
niezalezne. Poniewaz naleza one do L 4(F™), wiec z definicji rzedu wynika teza. O

Twierdzenie 6.1 (Rzad macierzy transponowanej). Dla dowolnej macierzy A € Mpxn(F)
zachodzi réwnosé

rank A = rank A7
Dowdd. Stosujemy lemat do macierzy A i AT. O

Whniosek 6.9. Dla dowolnej macierzy A € Myyn(F) maksymalna liczba liniowo niezaleznych
kolumn jest rowna maksymalnej liczbie liniowo niezaleznych wierszy.
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Przykltad 6.4 (Macierze elementarne). Wprowadzimy teraz pojecie macierzy elementarnych.
Beda to macierze nieosobliwe M, ktére zastosowane do uktadu skutkuja operacjami ele-
mentarnymi na wierszach macierzy A. Zrobimy to przykladowo dla k = n = 3.

Startujemy z macierzy identyczno$ciowej

I=

o = O

0
0
1

S O =

Macierze elementarne powstaja z macierzy I przez zastosowanie do I operacji elementarnych na

wierszach macierzy. Bedziemy wiec mie¢ do czynienia z trzema typami macierzy elementarnych.

Typ I. Macierze elementarne odpowiadajace zamianie miejscami wierszy w macierzy I.
Rozwazmy przykladowo macierz

0

E,=|1

= O O

1
0
00

powstala z I przez zamiang pierwszego i drugiego wiersza. Zauwazmy, ze dla A € Ms.3(R)
mamy

0 1 0 |ai1 a12 a13 a1 Q22 a23
EiA= |1 0 0f |a21 a2 a23| = |a11 a12 ai3
0 0 1| |a31 a3z ass a3zl az2 ass

ai1 aiz aiz| |0 0 a2 a1l a3
AFE| = |ag1 aga ass 1 0 = |ag2 a21 a3,
az1 az2 aszz| [0 0 1 azz as1 ass

czyli iloczyn F1A odpowiada wykonanej operacji na wierszach macierzy I. Iloczyn AE; per-
mutuje pierwsza i druga kolumne.

Typ IL. S to macierze elementarne otrzymane z I przez przemnozenie jej wiersza przez
niezerowa liczbe rzeczywista. Przykladowo,

1 0 0

Ey=10 1 0

0 0 3

Wtedy

1 0 0] a1 a2 ai3 a11 a2 a13
EyA= 1|0 1 0| |ag1 a2 a3| = | a1 azx a3
0 0 3 asl asz2 ass 3CL31 3a32 3a33
aiy a2 aiz| (1 0 0O a2 air 3ais
AFy = a2 az as| |0 1 0| = a2 az1 3ass
a1 azz asz| [0 0 3 azz az1 3ass

Typ III. Macierze elementarne powstale z I przez dodanie do pewnego jej wiersza innego
wiersza pomnozonego przez liczbe rzeczywista. Dla przykltadu,

1 0 3
Es=10 1 0
0 01
Mamy
1 0 3| |ann a2 a3 a1 + 3asz1 aiz +3azs a1z + 3ass
EsA=1|0 1 O a2 a93 as1 a2 azs
0 0 1 as1 asy ass asy as2 ass

a1 a2 aiz| |1 0 3 a2 ai1 3ail +ais
AFE3 = |a21 a as| |0 1 0| = |ae a21 3a + a3
azgyr azz azz| |0 0 1 azz a1 3as; + ass
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Whiosek 6.10. Jesli E jest macierzq elementarng, to E jest nieosobliwa i E~' jest macierzq
elementarng tego samego typu.

Definicja 6.11 (Macierze wierszowo réwnowazne).
Niech A, B € My, (F). Powiemy, ze A jest wierszowo réwnowazna z B, jesli istnieje taki
ciag macierzy elementarnych Ei, Fo, ..., Fy, ze

B=E,.. . EA
Jest to relacja rownowaznosci w zbiorze My, (IF).
Whiosek 6.11. Jesli A, B € My, (F) sq wierszowo réwnowazne, to rank A = rank B.

Whiosek 6.12. Macierz A € My, (F) jest wierszowo réwnowazna ze swojg postacig schodkowq
i zredukowang postaciq schodkowq otrzymanymi metodg eliminacji Gaussa.

Whniosek 6.13. Niech A € Myxn(R) bedzie macierzqg kwadratowg. Nastepujgce warunki sq
réwnowazne:

(1) A jest nieosobliwa,
(2) A jest wierszowo réwnowazna z macierzq identycznosciowq.

Dowdéd. Zalézmy, ze zachodzi warunek (1). Wtedy uklad Az = 0 ma tylko zerowe rozwiazanie.
Stosujac metode eliminacji Gaussa mozemy sprowadzi¢ macierz A do postaci schodkowej U.
Oczywiscie, U jest wierszowo réwnowazna z A. Jesli ktérys z elementéw diagonalnych U jest
zerem, to ostatni wiersz macierzy U jest zerowy. Wtedy ker U # {0}, wiec Uz = 0 ma niezerowe
rozwigzania. Otrzymujemy sprzecznosé, bo Az = 0i Uz = 0 maja takie same zbiory rozwiazan.
Macierz U jest wiec macierza gérnie tréjkatng ze wszystkimi elementami na przekatnej rownymi
1. Taka macierz jest oczywidcie wierszowo réwnowazna z macierzg I, bo I jest jej zredukowang
postacia schodkows.

Jedli zachodzi warunek (2), to istnieje taki ciag macierzy elementarnych F1, Eo, ..., Ey, ze

I=E;...BA.

Stad AV =FE, .. E. O

@ W dowodzie powyzszym skorzystaliSmy z nastepujacego faktu: jesli A, B € M, «,(R) sa macie-

rzami kwadratowymi i BA = I, to A jest nieosobliwa i A~! = B. Musimy tu by¢ troche ostrozni.

Jak wiemy mnozenie macierzy nie jest przemienne. Potencjalnie mogtoby sie wiec zdarzyé, ze

AB # I. Pokazemy, ze jednak AB = I. Uzasadnimy najpierw, ze A jest nieosobliwa. Wystarczy
pokazaé, ze ker A = {0}. Jesli v € ker 4, to

v=1Iv=BAv= B0 =0,
wiec v = 0. Istnieje wiec macierz odwrotna A=, Wtedy

BA=1= (BA)A'=A"1'=B=BAA ) =4"".

@ Jak wiemy, macierz A € M, x,(R) jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy A jest wierszowo

réwnowazna z I. Ponadto, A~! = Ej ... E; dla pewnych macierzy elementarnych. Wynika stad,

Ze macierz [A \ I] mozemy z pomoca operacji elementarnych sprowadzi¢ do postaci [I | Ail}.
Pozwala to na wyznaczenie macierzy odwrotnej A1,

Przyktad 6.5. Znajdziemy macierz odwrotng do macierzy

1 4 3
-1 -2 0
2 2 3



V1@ V2

v3

Us V4

Rysunek 6.3: Przykladowy graf o pieciu wierzchotkach.

wykorzystujac elementarne operacje na jej wierszach. Tworzymy macierz [A | I } Jezeli prze-

ksztatcimy ja w macierz [I | B}, to wtedy B = A~!. W naszym przypadku

1 4 3[/100 1 4 3|1 00
-1 -2 0/010|-->|0 2 3|1 10
2 2 3|00 1 0 -6 —3|-2 0 1
1 4 3|1 00
-0 2 3|1 10
1006|131
(1 4 0L -2 1
- i1 %
10 2 035 —5 —3
00 6/1 3 1
10 0]~ -2 1]
- R S
> 10 2 0] 3 5 —3
00 6] 1 3 1|
10 0]~ -2 1]
N PR Gt
>0 1 0] 3 1 —1
i 1 1
10015 3z & |
wiec
_1 1 1
-1 12%21
AT =17 -1 1
I 1
6 2 6

Przyktad 6.6 (Macierze i grafy). Teoria graféw pelni bardzo wazna role dla zastosowan mate-
matyki. GrafG jest zdefiniowany jako skoniczony zbiér wierzcholkow, czyli pewien n-elementowy
zbiér skoniczony {vy, ..., v, } oraz zbidr krawedzi, czyli pewien zbior par wierzchotkéw. Przykla-
dowo, na rysunkul6.3| przedstawiono graf o pigciu wierzchotkach vy, va, v3, vy, v5 oraz krawedziach

{01,02}, {’02,1)5}, {’1)3,’1)4}, {’1)3,’1}5}, {1}4,1}5}.

Z grafem G o n wierzchotkach mozemy skojarzy¢ pewna macierz A = [a;j] € My xn(R), zwana
macierzq polgczen w grafie G. Jest ona zdefiniowana regula:

s — 1, gdy {vs,v;} jest krawedzia,
“ 0, w przeciwnym razie.

Dla grafu z rysunku [6.3] mamy

b

Il
oo o= O
_ o o O
— = 0O O O
_— o = OO
O = == O
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Rysunek 6.4: Graf skierowany opisujacy zwyciestwa druzyn w turnieju.

Mozemy my$le¢ o $ciezce w grafie G jako o skonczonym ciagu krawedzi od jednego wierzchotka
do drugiego. Przykladowo, krawedzie {vi,va}, {va,v5} sa pewna $ciezka od wierzchotka v;
do vs. Prostym sposobem okreélenia $ciezki jest jest opisanie ruchu uzywajac wierzchotkow.
Powyzsza Sciezka ma opis

V1 — U2 — Us

i ma dlugosé¢ 2. Podobnie,
Vs — V3 — Uy — U3

jest $ciezka dhugosci 3 z vs do vs.
Niech A* = [agf)] € My xn. Uzasadnimy, ze al(-f) jest liczba $ciezek dlugosci k z wierzchotka
v; do wierzchotka v;. Zastosujemy indukcj¢ wzgledem k. Dla k = 1 teza zachodzi z definicji

macierzy A. Zalézmy, ze teza zachodzi dla pewnej liczby naturalnej m, czyli aglm) jest liczba

(m)

Sciezek dtugosci m z wierzchotka v; do wierzchotka v;. Jedli istnieje krawedz {v;, v;}, to aizn ayj =

aglm) jest liczbg Sciezek dtugosci m + 1 z v; do v; postaci

V1 =7 ... 7 U =7 Vj.

Ogolna liczba Sciezek dlugosci m + 1 z v; do v; jest réwna,

(m)

m
a1

(m)

ai; + ...+ a;, Gnyj,

ale ta liczba to agnﬂ) z definicji iloczynu macierzy.

W przypadku grafu z rysunku [6.3] mamy

02110
20 1 1 4
A3=111 2 3 4
113 2 4
0 4 4 4 2

Przyktadowo, liczba Sciezek dtugosci 3 z vs do vs jest wiec rowna ag‘? = 4. Zauwazmy, ze macierz

A3 (podobnie jak AF) jest symetryczna. Odzwierciedla to fakt, ze liczba éciezek dtugoéci 3 z v;
do v; jest réwna liczbie Sciezek diugosci 3 z v; do v;.

Powyzsze rozwazania pozostaja prawdziwe dla graféw skierowanych w ktorych krawedzie
maja kierunek. Oznacza to, ze moze istnie¢ krawedZ z wierzchotka v; do v;, ale niekoniecznie
réwniez z vj do v;. Macierz A nie musi by¢ wtedy symetryczna.

Przyktad 6.7. Pie¢ reprezentacji siatkarskich: Polska, Brazylia, Stany Zjednoczone, Rosja
i Wlochy rozgrywaly turniej, grajac mecze kazdy z kazdym. Chcemy ustali¢ ranking druzyn,
w ktérym licza sie tylko zwycigstwa — niewazne jakim stosunkiem setéw. Tworzymy macierz
A, w ktorej wierszach kodujemy wyniki kolejnych reprezentacji: piszemy 1, jesli reprezentacja
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0.3
0.7 0.8

0.2

Rysunek 6.5: Laiicuch Markowa.

wygrala mecz, i 0, jesli nie wygrala (na przekatnej sa zera, bo reprezentacje nie graja ze soba).
Zal6zmy, ze A ma postaé

01 011
00111
A=11 0 0 1 0
00001
00100

Jest to macierz skojarzona z grafem skierowanym, ktorego wierzchotkami jest pie¢ reprezentacii,
a krawedzie sa zadane zwyciestwami. Przykladowo, z wierzchotka Polska wychodza krawedzie
do wierzchotkéw Brazylia, Rosja i Wlochy. Z kolei, Polska jest koncem krawedzi o poczatku
w wierzchotku Stany Zjednoczone. Przyktadowo, pierwszy wiersz oznacza, ze Polska wygrata
z Brazylia, Rosja i Wlochami, a przegrala ze Stanami Zjednoczonymi. Rosja (czwarty wiersz)
wygrata tylko z Wlochami. Liczbe zwyciestw poszczegdlnych druzyn otrzymujemy, obliczajac

0101 1] 11 3
0 01 1 1)1 3
10 01 0f (1] =|(2
0 00 0 1] 11 1
0 01 0 0] (1 1

Oznacza to, ze najlepsze w takim rankingu sa Polska i Brazylia z trzema zwyciestwami. Na-
stepne sg Stany Zjednoczone, a ostanie sa Rosja i Wlochy z jednym zwyciestwem.

Zauwazmy, ze Polska moze argumentowad, ze jest najlepsza druzyna bo wygrata z Brazylia.
Rosja wygrala z Wlochami, ale Wlochy moga powiedzieé, ze pokonaly Stany Zjednoczone, ktére
wygraly z Polsks i Rosja. Wtochy maja dwa ,niebezposrednie” zwyciestwa. Sprobujmy wiec
policzyé¢ zwyciestwa reprezentacji tacznie z ich ,niebezpoérednimi” zwycigstwami. Odpowiada
to sumie

01 01 1] (1 01 011 1 01 2 2 3|1 8
0011 1]]1 00111 1 10 2 2 2|1 7
1001 Of(1j+(f1 0 0 1 O 1l=11 1 0 2 2| |1| =16
00 0 0 1|1 0 00O01 1 0 01 0 1|1 2
001 0 0] |1 00100 1 1 01 1 0f (1 3

Przyktad 6.8 (Lancuchy Markowa). W badaniach preferencji rynkowych dotyczacych dwéch
marek pasty do zebo6w A i B bierze udzial 200 oséb. Z badan wynika, ze kazdego miesiaca 70
procent uzytkownikéw marki A uzywa jej w nastepnym miesiacu, a 30 procent dokonuje zmiany
na marke B. Wséréd uzytkownikéw marki B te proporcje sa odpowiednio rowne 80 i 20 procent.
Zalézmy, ze na poczatku bylo 120 uzytkownikéw marki A i 80 marki B. Zbadamy jak wiele
0s6b bedzie uzywaé poszczegdlnych marek w kolejnych miesiacach. Po miesiagcu marki A bedzie
uzywaé
0.7-120+ 0.2 - 80 = 100

0s6b, a marki B
0.3-120+ 0.8 - 80 = 100
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os6b. Rozwazmy macierz

0.3 0.8

0.7 0.2| {120| _ {100
0.3 08|80 | [100]"
Po n miesiacach liczbe oséb otrzymujemy jako wektor
0.7 0.2]" [120
0.3 0.8 80 |-
Czasami wygodniej zamiast postugiwania si¢ liczba uzytkownikéw marek 120 i 80 wygodniej
jest uzy¢ ich procentowego udzialu, czyli zamiast wektora [120, 80}T uzywamy wtedy wektora

[0.6,0.4]T. Wtedy
0.7 0.2] [0.6] 0.5
0.3 08|04 " [05]’
0.7 0.2]% 0.6 ~ 0.7 02] (0.5 045
0.3 08| 04| |03 08|]0.5|  [0.55]"

Przyktad 6.9 (Macierze Lesliego). Pewien gatunek zuka zyje co najwyzej 3 lata. Podzielimy
populacje jego samic na trzy grupy:

a-for o]

Wtedy

e miode: wiek 0 — 1,
e dojrzale: wiek 1 — 2,
e doroste: wiek 2 — 3.

Mlode z prawdopodobieristwem 1/2 stana si¢ dojrzale, dojrzale z prawdopodobienstwem 1/4
stang sie dorostymi. Mtode nie znosza jajek, dojrzate produkuja srednio 4 samice, a doroste
Srednio 3 samice. Przypu$émy, ze wéroéd populacji 100 samic jest 40 mtodych, 40 dojrzatych,
20 dorostych. Sprébujemy przewidzie¢ populacje po 3 latach. Zobaczmy, jak populacja bedzie
wygladala po roku. Mlodych bedzie

40 -4+ 20 - 3 = 220.
Dojrzatych bedzie tyle ile mtodych, ktére przetrwaly, czyli
40 - 0.5 = 20,

a dorostych tyle ile dojrzatych, ktore przetrwaly, czyli

40-0.25 = 10.
Rozwazmy macierz
0 4 3
L=105 0 0
0 025 0

Zauwazmy, ze
0 4 3] [40] [220]
05 0 0f |40l =120
0 025 0] (20 10

Mozemy ten proces iterowaé otrzymujac po dwoch latach

0 4 3] [220] [110]
05 0 0] |20]=]110],
0 025 0|10 5




po trzech latach

0 4 3| |110 455
05 0 0] |110] = | 35
0 025 0 5 27.5

Ocen prawdziwosé¢ zadan

o Jesdli macierze A, B € Msx2(R) sa nieosobliwe, to macierz A 4+ B jest nieosobliwa
i(A+B)"'=A"1+B"L

« Dla dowolnych A, B € May2(R) zachodzi réwnoéé (A — B)? = A2 — 2AB + B2,

o Jedli Dy, Dy € Myyn(R) sa macierzami diagonalnymi, to DDy = Do D;.

o Jesli A€ Myun(R)i B=3A* 543+ A2+ 7A+ 1, to AB = BA.

o Jesli A,B € Myxn(R) sa symetryczne, to AB = BA wtedy i tylko wtedy, gdy
AB jest symetryczna.

o Jesli A = [ai;] € Mpxn(R) jest skodnie symetryczna, to aj1 = ... = app = 0.

e Iloczyn macierzy gérnie trojkatnych jest macierza gornie trojkatna.

e Macierz gornie trojkatna jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jej
wyrazy diagonalne a;; sa niezerowe.

e Jedli A, B,C sg takimi 2 x 2-macierzami, ze AB = AC, to B = C.

6.4 Ukltady réwnan liniowych raz jeszcze
Whiosek 6.14. Niech A = {al | ... an] € Myxn(F) i b € F*. Nastepujgce warunki sq réwno-
wazne:
(i) zbior rozwigzan ukladu Ax = b jest niepusty,
(ii) b € span{ay,...,an},
(iii) rank A = rank [A | b}.

Whiosek 6.15. Niech A € Mgy, (R). Wektor zerowy 0 € F™ jest jedynym rozwigzaniem ukladu
jednorodnego Ax = 0 € F* wtedy i tylko wtedy, gdy wektory ai,...,a, sq liniowo niezaleine.
Wtedy rank(A) = n oraz k > n.

Twierdzenie 6.2. Niech A = {al | ... ] an} € Myxn(F). Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) Dla kazdego wektora b € F* uklad Az = b ma dokladnie jedno rozwigzanie x € F”,
(ii) k =n i macierz A jest nieosobliwa.

Dowdd. Zatézmy najpierw, ze zachodzi warunek (ii). Ustalmy wektor b € FF = F". Mamy
pokazaé, ze istnieje dokladnie jeden taki wektor x € F", ze Ax = b. Z warunku (ii) istnieje
A7t € Myyn(F). Wtedy dla 2 = A~'b mamy

Az = AA b = Ib = b,

czyli wektor © = A~1b jest rozwigzaniem uktadu Az = b. Takie rozwiazanie jest jedyne, bo jesli
Av =b, to
A Av=A"=0v=A4"".

Niech teraz zachodzi warunek (i). Wystarczy pokazaé, ze wektory ai,...,a, sa baza FF.
Zauwazmy, ze warunek (i) implkuje, ze

span {ai,...,a,} = F*.
7 drugiej strony, stosujac (i) do wektora b = 0 € F¥, otrzymujemy, ze wektory ai, ..., a, sa
liniowo niezalezne. Stad ay,...,a, tworza baze F¥, czyli k = n. O
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Rysunek 6.6: Zmiana bazy. Baza w; = [2,1]T, we = [1,4]T zadaje nowy uklad wspétrzednych na
plaszczyznie. Wektor x = [7,7]7 ma w bazie standardowej wspétrzedne z1 = 7, 72 = 7, bo w =
7-e1+7-ex. W bazie wy, wy wektor w ma wspdlrzedne ¢; =3, co =1, bow =3 -w; +1 - ws.
@ Dla A = [a1 [...] an] € Mpxn(F) ib € FF rozwazmy ponownie uktad
Az =b. (6.1)
Dla macierzy nieosobliwej M € My« (F) rozwazmy uklad
MAx = Mb. (6.2)
Sprawdzamy ltatwo, ze uklady (6.1) i (6.2) sa réwnowazne tzn. maja réwne zbiory rozwiazan.

Zamiast wiec rozwiazywaé uklad (6.1), mozemy rozwiazaé¢ uklad (6.2)), ktéry przy odpowiednim
wyborze macierzy nieosobliwej M moze okazaé si¢ ukladem prostszym do analizy.

6.5 Zmiana bazy

6.5.1 Zmiana bazy w [F?
Dla dowolnego wektora x = [r1, 29]7 € F? zachodzi réwnosé
rT=ux1-€1+x2-e2,

gdzie e, es jest baza standardowa. Skalary x1 i xo nazywamy wspolrzednymi wektora x w bazie
standardowej. Mozemy to pojecie uogélnié. Zalézmy, ze wi, wo jest ustalong baza F2. Dla
dowolnego wektora w € F? istniejg jednoznacznie wyznaczone takie skalary ci,co € F, ze

w = C1-wW1+ Cy-ws.

Wektor ¢ = [c1, c2]? € F? bedziemy nazywali wspotrzednymi wektora w w bazie wy, wo.

Zwrdécie uwage, ze moéwiac o bazie wi, wy mamy tu na my$li baze uporzadkowana tzn. ciag
wektoréow (wy,ws). Podajac wektor wspéhrzednych w bazie ¢ = [c1, c2]T istotne jest ktéry wektor
bazowy jest pierwszy, a ktory drugi.

Przyktad 6.10. Rozwazmy baze w, = [2,1]7, we = [1,4]7 w R2. Latwo sprawdzamy, ze dla
wektora w = [7,7]7 mamy
w=3-wg+1-ws.

Wspétrzedne wektora w = [7,7]7 w bazie w1, ws sa dane wektorem ¢ = [3,1]7.

Niech w1, wy bedzie dowolna baza F2. Zajmiemy sie teraz nastepujacymi problemami:
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(I) Dla danego wektora x = [z1,22]T = 1 - €1 + o3 - e (znamy jego wspéirzedne
w bazie standardowej ey, e3) znajdziemy jego wspétrzedne ¢ = [c1, c2]” w bazie
w1, Wa.

(IT) Dla danego wektora c; - wy + ¢2 - we (znamy jego wspélrzedne w bazie wq, ws)
znajdziemy jego wspotrzedne x = [x1, 22]7 w bazie eq, es.

Zaczniemy od problemu (II), bo jest on latwiejszy. Zalézmy, ze
_ T _ _ T _
wy = [a1,a21]” =ai1-e; +ag -e2, wa = laig,a]’ =aix-e; +axn-es.
Znamy wiec wspdlrzedne wektoréw bazowych wi, we w bazie e, eg. Zauwazmy, ze

c1-wy + g wa = (ar1c1 - e1 + agier - e2) + (aracs - e1 + agacs - €2)

= (a11¢1 + a12¢2) - €1 + (ag1c1 + axcy) - ez.

Wynika stad, ze wspélrzedne wektora c; - wi + ¢ - wo w bazie standardowej ej, es sa dane
wektorem
— T
x = [a11¢1 + aiacy, azic1 + axcs)

aiici + aizaca
a21€1 + ag2C2

_lan ai2| |a
a1 Q22| [C2

Prowadzi nas to do nastepujacej konkluzji. Jesli ¢ = [c1,c2]" sa wspllrzednymi wektora w
w bazie wy, wy oraz x = [r1, 12]” sa wspotrzednymi wektora w w bazie ey, ez, to

]T

r=We, gdzieW = {wl | wg} € Myyo(TF).

Definicja 6.12 (Macierz przejscia do bazy standardowej).

Macierz W = {wl | wg} nazywamy macierzg przejscia od bazy wi, we do bazy standardowej
e1,e.

Mozemy teraz latwo rozwiazaé problem (I). Poniewaz macierz W = [wl | wg} jest nieoso-
bliwa, wiec

c=Wlg.

Przypuéémy teraz, ze mamy dwie dowolne bazy w1, wy oraz ui,us w F2. Rozwazmy wektor
w=cp-wy+cg-wy=c]-up+ ¢ ug.

Znajdziemy zwiazek pomiedzy wspétrzednymi ¢ = [c1,ca]” wektora w w bazie w1, w2, a jego
wspotrzednymi ¢* = [c},c3]7 w bazie ui,us. Niech [z1,22]7 beda wspétrzednymi wektora w
w bazie standardowej, czyli w = x1 - €1 + x2 - e2. Jak wiemy dla macierzy W = {wl | wg} oraz
U= {ul |uz} mamy

We = [x1, 22 = Uc*.

Stad
c=WlUe*, ¢ =U"'We

Macierz S := U~'W mozemy zinterpretowaé jeszcze inaczej. Niech S = {31 | 82}. Zobaczymy
jak wygladaja kolumny s; i so macierzy S. Oczywidcie

S1 :Sel, 822562.
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Dla wektora w = w; mamy ¢ = e1, bo w; = 1wy + 0 ws, czyli 1 = ¢* sa wspolrzednymi
wektora wy w bazie uy, ug, wiec

w1 = S11 - U1 + S21 - U2.

Analogicznie, wg = S12 - u1 + S22 - Ug, czyli

S = U_IW _ [311 8121 ‘
S21 S22

Nazywamy ja macierzq przejscia od bazy wi, ws do bazy ui, us.

6.5.2 Zmiana bazy w F”

Definicja 6.13 (Wspolrzedne wektora w bazie).
Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa wymiaru n (nad cialem F) i wy, ..., w, pewna baza
w V. Dowolny wektor w € V mozemy jednoznacznie zapisa¢ jako kombinacje liniowsa,

W=C" WL+ ...+Cp- Wy

Wektor ¢ = [c1,...,cn]T € F™ nazywamy wspdlrzednymi wektora w w bazie (uporzadkowanej)
Wi,y -.-,Wp.

Definicja 6.14 (Macierz przejscia — zmiana bazy).
Niech wy,...,wy, oraz uq,...,u, beda bazami V. Istnieja jednoznacznie wyznaczone takie
skalary s;;, ze

W] = 811 - UL + 821 - U2 + ... + Sp1 - Un,

Wy, = S1p UL+ Son U2+ ...+ Spp, - Up,-

Macierz S € M, «,(F) dana przez

S11 S12 ... Sin
S$21 S22 ... Son
S:{Sl‘...|3n}:
Snl Sn2 .-+ Snn
nazywamy macierzq przejscia od bazy wi,...,w, do bazy ui,...,u,. Oznacza to, ze i-ta
kolumna s; macierzy S jest wektorem wspdlrzednych wektora w; w bazie uy, ..., Up.
Lemat 6.7. Niech ¢ = [c1,...,ca)0,c* =[c},...,c5|T € F™. Rownosé

cprwit .ot wy=¢ UL+ .. Uy
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = Sec.
Dowdd. Zauwazmy, ze
n n
Cl1-w1+...+cpwy = ZSUC]' U+ ..+ anjcj * Uy,

j=1 Jj=1
wiec teza zachodzi. O
Wnhniosek 6.16. Macierz przejscia S € Myxn(F) jest nieosobliwa.

Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze jedynym rozwiazaniem Sc = 0 jest ¢ = 0. Jesli S¢ = 0, to
c* =0, czyli
crrw+ ...+ w,=0-u;+...4+0-u, =0,

wiec ¢ = ... =c¢, =0, bo wy,...,w, sg liniowo niezalezne. ]
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Przyklad 6.11. Znajdziemy macierz przejscia od bazy 1, z, 2 dla P, do bazy 1, 2z, 422 — 2.

Wygodnie jest znalezé najpierw macierz przejécia S od bazy 1, 2z, 422 — 2 do bazy 1, z, z2.

Poniewaz
1=1-140-240-22
2.2=0-14+2-2+0-22
4.22=-2.140-2+4-2°
wiec
1 -2
S =10
0

o NN O

0
4

Macierz przejscia od bazy 1, z, 22 dla P> do bazy 1, 2 -z, 4 - 22 — 2 jest réwna

1 0 1/2
S7t=10 1/2 0
0 0 1/4

ZMIANA BAZY: OD DOWOLNEJ DO STANDARDOWEJ
Niech vy, ..., v, bedzie baza F™.
S = [vl ... vn} jest nieosobliwa. Jesli

V=x1-€1+...+Tp€,=C V1 +...+Cp"Vp,

to

Slet, .. en)l = [x1, . zn)t, en, . en]t =8, x) T

ZMIANA BAZY. PODSUMOWANIE

Niech vy, ...,v, oraz wy,...,w, beda bazami F".
Vi =81 WL+ ...+ Sp; Wy, t=1,...,n.
Macierz
T
S:|:81|...|Sn}, si:[sli,...,sm]
jest nieosobliwa.
Jesli
V=T, WL+ ...+&Tp Wy =0C V] +...+Cp*Vp,
to
T T
Slery . yen]” =[x1, .. 2]

Ocen ktére ze zdan jest prawdziwe:

e Transpozycja macierzy gornie tréjkatnej jest macierza gérnie tréjkatna.

e Odwrotno$¢ nieosobliwej macierzy gornie trdojkatnej jest macierza dolnie tréj-
katna.

e Macierz gornie tréjkatna i symetryczna jest diagonalna.

e Jedli A+ B jest gérnie trojkatna, to A i B sg gérnie trdjkatne.

o Jedli A? jest symetryczna, to A jest symetryczna.

o Jesli A jest nieosobliwa, to ATA i AAT s nieosobliwe.

o Jesli A, B € M, xn(F) sa nieosobliwe, to AB jest nieosobliwa.

o Jedli A, B € M, «,(F) sa nieosobliwe, to A + B jest nieosobliwa.

« Dla dowolnych n x n macierzy kwadratowych zachodzi A — B2 = (A— B)(A+ B).
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Dla dowolnej macierzy kwadratowej I — A? = (I — A)(I + A).
Istnieja takie macierze nieosobliwe, ze (AB)~! = A~1B~L.
Istnieje taka macierz A € Max2(R), ze ker A = im A.

Istnieje taka macierz A € M3x3(R), ze ker A = im A.
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Rozdziat 7

Reprezentacja macierzowa

SELOWA KLUCZOWE ROZDZIALU Vv w
macierz odwzorowania liniowego ¢ macie-
rze podobne ¢ $lad iloczynu ¢ Slad macie-
rzy podobnych

u, v, w baza

a,b baza

L(z)=2u—v+4

A

3,2]7 ———— [2,-1,4]T

Reprezentacja odwzorowania linio-
wego.

7.1 Macierz odwzorowania liniowego

Lemat 7.1. Niech L : F* — F™ bedzie odwzorowaniem liniowym. Istnieje taka macierz
A € Mpyxn(F), ze
L(v) = Av, v el

Ponadto,

Dowdd. Definiujemy wektory
a;=L(e;), 1=1,...,n

oraz macierz A = [al . an] Niech v = z1-e1 4+ ... + =, - €, bedzie dowolnym wektorem
w F". Wtedy
L(v)=z1-L(e1) + ...+ xn - L(ey)
=101+ ...+Tpap

= Aw. O

Definicja 7.1 (Macierz standardowa odwzorowania liniowego).
Niech L : F* — ™ bedzie odwzorowaniem liniowym. Macierz

A=[Lex) || L(en)]

nazywamy macierzqg odwzorowania lintowego L w bazach standardowych lub macierzq standar-
dowgq L.

Przyktad 7.1. Niech L : R? — R? bedzie odwzorowaniem liniowym danym przez

L([azl,xg,xg}T) = [z1 — z2 + 23,222 + 3953]T.
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Wtedy
L([l,O,O]T) = [170]T7 L([Ov 170]T) = [_172]T7 L([0707 1]T) = [173]T7

czyli macierz standardowa odwzorowania L jest réwna
1 -1 1

A= .
[0 2 3]

@ Zatézmy, ze L : R" — R™, G : R™ — R*. Niech A € M,,x,(R) bedzie standardowsa repre-
zentacja macierzowa dla L, a B € Mgy, (R) dla G. Wtedy BA € Mgx,(R) jest reprezentacja
macierzowa dla Go L : R" — R*. Rzeczywiscie niech C' € Mj«,(R) bedzie macierzowa repre-
zentacjg odwzorowania G o L : R" — R*. Z definicji, C' = [c1 | ... | ¢n], gdzie ¢; = (G o L)(e;)
dlai=1,...,n. Zauwazmy, ze
¢i = (GoL)(e)
= G(L(ei)) = G(as)
=G(a1i-e1+...+ami-em)
= a4 * G(61) +...4+ Ay * G(Em)
=ay; b1+ ...+ Qmi - by = Bay,
czyli ¢; jest i-tg kolumng macierzy BA.
Uogolnimy powyzsza konstrukcje macierzy skojarzonej z odwzorowaniem liniowym. Niech V
bedzie przestrzenia wektorowa wymiaru n i niech W bedzie przestrzenia wektorowg wymiaru
m. Ustalmy baze
Viy-..,Upn

dla przestrzeni V' oraz baze¢
Wiy-..,Wm

dla przestrzeni W. Dla wektora

V=x1-V1+...+Tp Up

wektor
z=[z1,...,2,)7 €F"
zadaje wspélrzedne wektora v w bazie vy, ..., v,. Pokazemy, ze istnieje (jedyna) taka macierz
A € Myxn(F), ze
Ax =y

wtedy i tylko wtedy, gdy
Lw)=y1-w1+y2-wa+ ...+ Yn- W

dla kazdego v € V, czyli y jest wektorem wspolrzednych L(v) w bazie wy, ..., wp,.
Istnieja wyznaczone jednoznacznie takie skalary a;;, ze

L(Uj) =1 Wy F a2 W2+ ..t Uy - Wiy, 1<7<n.

Wektor B
a; = [aij, agj, . .. .(1,,,\,-]/ eF™, 4=1,...,n
zadaje wspolrzedne wektora L(v;) w bazie wy, ..., w,, dla W.
Definicja 7.2 (Macierz odwzorowania liniowego).
Macierz A = {al | ..o an] € My, xn(F) nazywamy macierzq odwzorowania liniowego L :

V — W w bazach vq,...,v, dla V oraz wy,...,w, dla W, jesli

a; = [alj, agzj, . .- ,amj]T S ]Fm,
gdzie

N

<.
N
S

L(vj) = arj-wy +agj-wa+ ...+ amj - W, 1
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Whiosek 7.1. Niech x = [x1,...,2,]7 €F", y = [y1,...,ym]’ € F™. Nastepujgce warunki sq
rownowazne:

(1) v=ar-vi+.. +Tn-vn i L) =y w1t .+ Ym - W,
(2) Az =y.

Dowod. Wystarczy zauwazy¢é, ze

j=1
n m
= Z $]’ <Z aijwl>
j=1 i=1
m n
= Z Z aijwj Ws. OJ
i=1 \j=1
Whiosek 7.2. Zaloimy, ze vi,...,v, jest bazg V i L :V — V jest odwzorowaniem liniowym.
Niech A € My, «n(F) bedzie macierzq odwzorowania L w bazie vi,...,v,. Nastepujoce warunki

sq rownowazne
(1) v=x1-v1+...+2p-vp i L) =y1-v1+ ...+ 2y - Uy,
(2) Az =y.

Oznacza to, ze macierz A przeksztatca wspdlrzedne wektora v w bazie v1, ..., v, na wspdirzedne
wektora L(v) w tej bazie.

Zauwazmy, ze jezeli vy,...,v, oraz wy,...w, sa bazami przestrzeni V', to macierz przejscia S od
bazy v1,...,v, do bazy wi,...w, jest macierza odwzorowania identycznos$ciowego na V w tych
bazach.

@ Popatrzmy na konstrukcje macierzy odwzorowania liniowego jeszcze troche inaczej. Niech vy, ..., v,
bedzie baza dla V oraz ws,...,w,, baza dla W. Rozwazmy izomorfizmy

R:VBxl~’U1+...+xn~vn%[zl,...,xn]TGR",
S:Woyr-vi+...dYm Um— [, ym]t €R™,

czyli przyktadowo R(v) jest wektorem wspélrzednych v w bazie vy, ..., vp.
Dla odwzorowania liniowego L : V' — W mozemy rozwazy¢ odwzorowanie liniowe

SoLoR ™ :R"—R™
Zobaczmy jak wyglada jego macierz w bazach standardowych. Mamy
(SoLoR™)(e) = (SoL)(v,)
= S(L(vi)),
czyli i-ta kolumna tej macierzy to wspolrzedne wektora L(v;) w bazie wy, ..., w,.

Przyklad 7.2. Niech P; bedzie przestrzenia wielomianéw stopnia co najwyzej 1. Rozwazmy
odwzorowanie liniowe

L:P>a+bx+— (a+b)z e Py
Znajdziemy jego macierz A w bazie 1 — z,1 4+ x. Poniewaz
Ll-2)=0=0-(1—-2)+0-(1+x),
Ll+z)=2z=(-1)-1—-2)+1-(1+=z),

wiec



Lemat 7.2. Niech L : F"* — F™ bedzie odwzorowaniem liniowym. Jesli
A= [al | ...\an}
jest macierzg L w bazach ui,...,u, dla F™ iby,..., by, dla F™, to
a; = B_IL(uj), ji=1,....n
gdzie B = {bl | ... ] bm}.

Dowdd. 7 definicji
L(uj):alj-bl—l—...+amj-bm:Baj. O

Whiosek 7.3. Niech L : R" — R™ bedzie odwzorowaniem lintowym. Jesli

A= [al | ...|an}
jest macierzq L w bazachuy, ..., u, dlaR™ iby,..., b, dlaR™ oraz B = {bl | ... ] bm} , to macie-
rze
[B | L(up) | ... | L(un)} i [I | A} $q wierszowo réwnowazne.
Dowdd. Macierze
[BIL() || Luwy)|, B [B| L) | ... | L(un)]

sa wierszowo rownowazne. Teza zachodzi, bo
BB L(w) || L{wn)| = [I| B L(w1) |... | B~ L(un)]
=[114]. 0
Przyktad 7.3. Rozwazmy odwzorowanie liniowe L : R? — R3? dane wzorem
Llw1, @9]" = w2, 21 + 22,21 — 2]
Znajdziemy jego reprezentacje macierzowa A w bazach uy = [1,2]7, ug = [3,1]7 oraz
by =[1,0,07, by =1[1,1,0]", b3=[1,1,1]".
Poniewaz L(u;) = [2,3, —1]T 1 L(ug) = [1,4,2]T, wiec rozwazamy macierz
11 112 1
01 1|3 4
00 1|-1 2

Sprowadzamy ja latwo (poprzez dozwolone operacje na wierszach) do postaci

10 0]—-1 -3
01 0|4 2
0 0 1|-1 2
czyli
-1 -3
A=14 2
-1 2
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7.2 Macierze podobne

Rozwazmy odwzorowanie liniowe L : F? — F2. Reprezentacja macierzowa A dla L w bazie
standardowej e1, eo (w dziedzinie i przeciwdziedzinie) ma postaé

A= [al | ag} , a1 = L(e1), az= L(ea).

Rozwazmy teraz inng baze ui,us w R?. Znajdziemy reprezentacje B odwzorowania L w tej
bazie. W tym celu musimy znalezé wspélrzedne wektoréw L(up) i L(uz) w bazie uj, ua, bo
z definicji b;; sa zadane przez réwnosci

L(uy) = by1 - uy + by - ug, L(uz) = b1z - uj + bag - usg.
Wspélrzedne wektora L(uj) w bazie standardowej eq, ea sa réwne
L(uy) = Auy.
Jak juz wiemy jego wspolrzedne w bazie w1, us sa dane przez

U_lAul, U= {ul |u2} .

Analogicznie wspolrzedne wektora L(ug) = Aug w bazie uj,ug sa réwne U 1 Auy. 7 definicji
reprezentacji macierzowej mamy

B =[U" Auy | U~ Aus) .
Z kolei [UflAul | U *IAUQ} = U1 AU z definicji mnozenia macierzy, wiec

B=UTAU.

Twierdzenie 7.1 (Reprezentacja macierzowa w réznych bazach). Zaloimy, ze V jest przestrze-
nig wektorowg wymiaru n oraz vy, ...,V & Wi, ..., Wy s¢ bazami V. Niech

o L:V — V bedzie odwzorowaniem liniowym,
e S bedzie macierzqg przejscia od bazy wi, ..., w, do bazy vy, ..., Uy,
o A€ Myxn(F) bedzie reprezentacjg L w bazie v1, ..., vy,
o B € M, xn(F) bedzie reprezentacje L w bazie wi, ..., wy.
Wtedy
B=S"148.
Dowdd. Dla wektora x = [z1,...,2,]T € F* rozwazmy wektor
v=x1 w1 +...+xy w, €V.
7 definicji macierzy przejécia S dla wektora y = Sz € R"™ mamy

V=YL V1 + ...+ Yn" Un.

Ponadto, Ay zadaje wspélrzedne L(v) w bazie vi,...,v, oraz Bx zadaje wspodlrzedne L(v)
w bazie wi, ..., w,. Stad

S~1Ay = Buz,
czyli ST'ASx = Bz dla kazdego x € F", wiec S™1AS = B. O

Definicja 7.3 (Macierze podobne).
Niech A, B € My, (F). Méwimy, ze B jest podobna do A, jedli istnieje taka macierz nieoso-
bliwa S € M, xn(F), ze
B=S"1AS.
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Podobienstwo macierzy jest relacja réwnowaznosci w M, (F).

Whiosek 7.4 (Slad iloczynu macierzy). Dla dowolnych macierzy A € My, (F) i B € Myyn(F)
mamy

tr(AB) = tr(BA).

W szczegolnosct,
tr(A) = tr(S71AS)

dla dowolnej macierzy nieosobliwej S € My xn(F) i A € Myxn(F).

Dowdd. Slad macierzy kwadratowej jest suma wyrazéw na gléwnej przekatnej. Z definicji ilo-
czynu macierzy mamy

tr(AB) = z": (AB)j; = Xn:(a(J)T

<
Il
—

<
—

k k
= Z( ()" |ai) = Z(BA)
= tr(BA)

Jesli B=S"1AS, to
trB =tr(S71A)S
= trS(S1A)
=trA. O

Pozwala to nam zdefiniowaé $lad odwzorowania liniowego L : V' — V przestrzeni skonczenie
wymiarowej V jako slad macierzy A odwzorowania L w dowolnej bazie dla V.

@ Przypusémy, ze L : My, x,(F) — F jest takim odwzorowaniem liniowym, ze
L(AB)=L(BA), A,BEe€F.
Pokazemy, ze istnieje taka \ € F, ze
L(A)=Atr A, A€ Muxn(F).

Niech Ej; (i,j € {1,...,n}) bedzie baza standardowa M, (IF), czyli na przecieciu j-tego wiersza
oraz i-tej kolumny jest 1, a pozostate wyrazy sa rowne 0. Zauwazmy, ze

ElkEji :6kjEli7 1,7, k,l € {1,...,’)1}.

Stad dla i # j mamy

oraz



Dla A = L(F4;) mamy wiec
L(Ej;) =05, i, €{l,...,n}.

Poniewaz dla A = [aj;] mamy A =370, a;;Ej;, wiec

L(A) = > a;L(Ej:)

i,7=1

= zn: ajidji)\

4,j=1

n
= E aiiA
i=1

= Atr A.

Dowdd ponizszego twierdzenia jest bardzo podobny do dowodu twierdzenia [7.1}
Twierdzenie 7.2. Zalozmy, Ze
. / / . . .
o Uly...,Up LU, ..., Uy, $q bazami przestrzeni wektorowej U,
o Uly...,Ug BV, .., 0 8¢ bazami przestrzeni wektorowej V,

o L:U —V jest odwzorowaniem liniowym,

o A jest macierzq L w bazach uy,...,up iv1,...,0,
o A’ jest macierzq L w bazach uf, ... uy, i vy,... v,
o P jest macierzq przejscia od bazy ui,...,u, do bazy ul, ... ,uz’g,
o Q jest macierzq przejScia od bazy vi, . ..,ve do bazy vi,. .., v;.
Wtedy
A=Q AP

Ocen prawdziwosé zdan:
e Jesli A i B sg reprezentacjami odwzorowan liniowych L, G : R® — R"™ w bazie
standardowej, to istnieje taka macierz nieosobliwa S, ze ST1AS = B.

e Reprezentacja macierzowa odwzorowania identycznosciowego jest w dowolnej ba-
zie macierz identycznosciowa.
o« Odwzorowanie L : R? 5 [z,9]T — [y, +y]T € R% to L ma w pewnej bazie
reprezentacje
1 2
1 2

e Jedli L : R™ — R" jest izomorfizmem i A jest jego reprezentacja w pewnej bazie,
to A jest nieosobliwa.
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7.3 Pouczajacy przyklad

Zobrazujemy wprowadzone pojecia na przykladzie przestrzeni R* i pewnej jej podprzestrzeni.
Przypomnijmy, ze
R® = {(ml,xQ,xg, ) im € R},

jest przestrzenia wektorowa wszystkich ciaggéw o wyrazach rzeczywistych z dziatlaniami
(x1,22,23,...) + (Y1,Y2,Y3, - ..) = (T1 + y1,22 + Y2, T3 + Y3, .. .),
t-(x1,22,23,...) = (twy, txe, tas, .. .).
Dla liczby naturalnej n > 1 definiujemy
R = {(azl,xg,xg,...) ER®:Vi>nx; = O}.
Sa to podprzestrzenie wektorowe przestrzeni R oraz
R CRPCRE C...
Odwzorowanie liniowe
Ly iR 3 (x1,...,2,,0,0,...) — [21,...,2,]7 € R"

jest izomorfizmem. W szczegdlnosci, dim RY° = n, czyli przestrzen R*> zawiera podprzestrzen
wymiaru n dla dowolnej liczby naturalnej.
Zbiér
o0
Ry == | JRY

n=1
jest rowniez podprzestrzenia wektorowa przestrzeni R>. Sklada sie ona z wszystkich ciagow,
ktore maja tylko skoniczenie wiele niezerowych wyrazéw. Naturalnie zdefiniowany nieskonczony

zbior wektoréw
oo
€1,€2,€3,...,€n,... € R{

sktada si¢ z wektoréw liniowo niezaleznych. Jest on baza dla R°, ale nie jest baza dla R*°.
Przestrzen R*° nie ma przeliczalnej bazy.
Dla niezerowej liczby rzeczywistej a € R\ {0} definiujemy ciag z* € R*> przez

% = (a,a?,a3,...).

Uzasadnimy, ze kazdy skorniczony podzbior zbioru (réwnolicznego z R)

{29 a e R\ {0}}

jest zbiorem wektoréw liniowo niezaleznych.
Rozwazmy odwzorowanie liniowe (przesuniecie) o : R® — R* zdefiniowane wzorem

o((x1,x2,x3,...)) = (v2, 3, T4, .. .).

Zauwazmy, ze
o(x®) =a-x®

Niech aq,...,a, € R\ {0} beda réznymi liczbami rzeczywistymi. Pokazemy, ze wektory
2%, L x% € R™ sa liniowo niezalezne. Przypusémy, ze maksymalna liczba wektoréow liniowo
niezaleznych sposrdd nich jest réwna 1 < r < n. Mozemy zalozy¢, ze ..., z% sa liniowo
niezalezne. 7Z okreélenia r wynika, ze x®, ... % x%+! sg liniowo zalezne, czyli

A AT A S A Al
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dla pewnych t¢1,...,t. € R. Stad
Upgq - ¥ = o () = tiag - ™ + .+ teay - 20T,
wiec
0=ti(ar — apy1) - ™ + ...+ tr(ar — apg1)x®.

Poniewaz x®, ..., x% sg liniowo niezalezne oraz a; # a,4+1, wiec t; = ... =t, = 0. Prowadzi to
do sprzecznosci, bo z%+1 #£ 0.

Przygladnijmy sie jeszcze odwzorowaniu o.

Rozwazmy odwzorowanie liniowe g : R®® — R*° zdefiniowane wzorem

00((371,x2, 3, .. )) = (0,1‘1,1‘2,1’3,1‘4, .o )

Zauwazmy, ze
go UO((xhx?a Z3,.. )) = (($1,x2, xs, .. )),

czyli
o00g = idpe .

W szczegoblnosei, o jest epimorfizmem i og jest monomorfizmem. Zadne z nich nie jest izomor-
fizmem. Jadro ker o jest 1-wymiarowe, bo

ker o = RY°.
7 drugiej strony, og nie jest epimorfizmem, bo
R ¢ im oy.
Zbadamy teraz jeszcze jedna podprzestrzen wektorowa przestrzeni R*°. Powiemy, ze ciag
x = (r1,r2,23,...) € R™

jest typu Fibonacciego, gdy
Tl = Tp—1+ Tpn, n =2

Przypomnijmy, ze klasyczny ciag Fibonacciego
F = (F,F,F;,...)=1(0,1,1,2,3,5,8,13,...)

otrzymujemy przyjmujac 1 =01 xz2 = 1.

Niech F C R* bedzie zbiorem wszystkich ciagéw typu Fibonacciego. Jest to podprzestrzen
wektorowa przestrzeni R®. Pokazemy, ze jest ona izomorficzna z R?. Szukanym izomorfizmem
jest odwzorowanie L : F — R? dane przez

L((l‘l,{L‘Q,xg, .. )) = [xl,ﬂZQ]T S Rz.

Odwzorowanie odwrotne przypisuje wektorowi [z, 72]7 € R? ciag Fibonacciego o dwéch pierw-
szych wyrazach x1, xo.
Bazie standardowej e; = [1,0]7, e = [0,1]7 € R? odpowiada przez izomorfizm L baza F
zlozona z ciggdw
F'=(1,0,1,1,2,3,...), F=(0,1,1,2,3,...).

Ponadto, dla ciagu (x1,x2,x3,...) € F mamy
($1,$2,CL‘3,...) = F/+$2F

Zauwazmy, ze

o(F')=F, F =0o(F)-F,

czyli
(x1,29,23,...) =21 (0(F) = F) 4+ 29 F
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dla dowolnego ciggu = = (1, x2,23,...) € F. Rozwazmy cigg 2* = ¢*(F) dla k > 1. Z definicji
odwzorowania przesuniecia wynika, ze n-ty wyraz ciagu z* jest réwny

2y = (0" (F))n = Fupi.

Poniewaz
k k
xy :Fk-‘rla $2:Fk‘+27

wiec
o*(F) = Frp1- (0(F) = F) + Fya - F,

czyli otrzymujemy réwnosé
Fn+k = Fk+1(Fn+1 - Fn) + Fk+2Fn-

Zastanéwmy si¢ teraz, czy w przestrzeni F lezy jakié ciag geometryczny (1,q,¢% ¢>,...)?
Sprawdzamy, ze musi zachodzi¢ warunek ¢?> = ¢ + 1, czyli jest tak dla

14++5 1-+v5
2 ) q2 = 2 .

q =
Poniewaz wektory [1,q1]7, [1, g2]7 € R? sa liniowo niezalezne, wiec ciagi
r=(La,q, ), y=1a6..)
tworzg baze dla F. Zapiszmy ciag Fibonacciego w tej bazie. Szukamy takich liczb rzeczywistych

a,beR, ze
F=a-x+0b-y.

Liczby a, b spetniaja uklad réwnan
a+b=1, aq+bg =1.

Jego jedynym rozwigzaniem sg

Ostatecznie
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Rozdziat 8

Suma prosta

SEOWA KLUCZOWE ROZDZIALU \%
suma algebraiczna podprzestrzeni ¢ suma

prosta ¢ macierze blokowe { podprzestrze-

nie niezmiennicze

R?)

I
S

oV

Definicja 8.1 (Suma algebraiczna i suma prosta).
Zalézmy, ze V jest przestrzenig wektorowa nad ciatem F. Niech Uy, Uy C V beda podprze-
strzeniami wektorowymi V. Definiujemy sume algebraiczng Uy, Us jako

U1+U2={U1+U2:ui€Ui, i=1,2}

Wtedy U; + U; jest podprzestrzenia wektorowa V. Moéwimy, ze V' jest suma prosta U; oraz Uy
, jesli zachodza warunki

V =U; + Us, UlﬂUQZ{O}.
Piszemy wtedy, ze V = Uy @ Us.

Whiosek 8.1. Dla podprzestrzeni Uy, Us C V przestrzeni wektorowej V' nastepujgce warunki sg
rownowazne

(i) V =U1 @ Uy,
(ii) dowolny wektor v € V. mozna jednoznacznie przedstawié w postaci
vV = vy + V2,
gdzie v; € U; dla i =1,2.

Dowdd. Zatézmy, ze V.= Uy @& Uy i niech v € V. Poniewaz V = U; + U,, wiec istnieja takie
wektory v; € U; (i = 1,2), ze v = v1 + vo. Pokazemy, ze takie przedstawienie jest jednoznaczne.
Przypusémy, ze

V=1 + U2 = U1 + Uz,

dla pewnych u; € U;. Wtedy

U1 — U ZUQ—UQEUlﬂUQI{O},
—_—— —
el cUs

czyli v1 = uy oraz vy = uo.
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Zalézmy teraz, ze zachodzi warunek (ii). Wtedy oczywiscie V' = U; + Us. Pokazemy, ze
U NUy = {0}. Niech v € U; NUy. Wtedy

v= 04+ v = v + 0,
~— M~ =~ =
el €Uz elUy cls

czyli z jednoznacznos$ci w warunku (ii) wynika, ze v = 0. O
Przyktad 8.1. Rozwazmy przestrzent wektorowa Mayo(R) i jej dwie podprzestrzenie wektorowe
Symy(R) = {A € Mayya(R) : A = AT}, Asymy(R) = {A € Myyo(R): A= AT},

Wtedy
Symy(R) N Asymy(R) = {0}, Symy(R) + Asymy(R) = Mayxo(R),
czyli
MQXQ(R) = Sme(R) D Asme(}R)

Przyktad 8.2. Niech F(R,R) bedzie przestrzenia wektorowa funkcji f : R — R. Roz-
wazmy podprzestrzen F,(R,R) funkcji nieparzystych i podprzestrzen F.(R,R) funkcji parzy-
stych. Sprawdzimy, ze

F(R,R) = F.(R,R) @ F,(R,R).

Jedli f € F(R,R), to

€F.(R,R) €F,(RR)

czyli
F(R,R) = Fe(R,R) + F,(R,R).

Jedli f € F.(R,R) N F,(R,R), to dla € R mamy

wiec f(z) = 0. W konsekwencji,
F.(R,R) N F,(R,R) = {0}.
Mozemy to pojecie uogdlni¢ na wieksza liczbe podprzestrzeni Uy, ..., Ug.

Definicja 8.2. Niech Uy,...,U; C V beda podprzestrzeniami wektorowymi V. Moéwimy, ze V'
jest suma prosta podprzestrzeni Uy, ..., U,, tzn.

V=U,®...8V

jesli kazdy wektor v € V' mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci sumy
v=u1 + ...+ ug,

gdzie u; e U; dlai=1,... k.

Whniosek 8.2. Niech Uy,Us C V' bedqg podprzestrzeniami przestrzeni wektorowej V. Zatézimy,
ze vy, ...,v jest bazg Uy oraz vgy1,...,vy, jest bazg Ua. Nastepujoce warunki s¢ réwnowazne

(1) V=U; & Us,
(2) vi,...,v, jest bazg V.
W szczegdlnosci, jesli dimV < oo, to V = Uy @ Us wiedy ¢ tylko wtedy, gdy
dimV =dimU; +dim Uz, U;NUz = {0}.
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Dowdd. Zalézmy, ze V. = Uy @ Uy. Wtedy spanfvy, ..
V1, ...,V $§ liniowo niezalezne, bo jesli

Sopt =V, bo V= U + U,;. Wektory

U1+ ...+ 2V + Tpg1 Vg1 + - T U = 0,

to
X1V +...+2T V= —($k+1 "Uk;+1+---$n'vn) cUinUs = {0}7
ez eUs
czyli z zatozenia o bazach dla U; i Us mamy, ze x1 = ... =2 =0 oraz 41 = ... =2, = 0.
Jesli vy, ..., v, jest bazg dla V', to kazdy wektor v € V da sie¢ jednoznacznie zapisa¢ w postaci
v = uy + ug, gdzie uy € Uy i ug € Us, czyli V = Uy & Us. (]

@ | MACIERZE BLOKOWE |
Niech F™ = Uy @ Us i niech vy, ..

., Up, bedzie taka baza V, ze vy, ..., v, € Uy tworza baze U; oraz

Vk41s---,Un € U tworzg baze Uy. Odwzorowanie liniowe L : F" — F"™ ma w tej bazie macierz
postaé¢ blokowa
A
A= 11 | Az _
Aoy | Ao

Przykladowo, jesli Uy = span{ey, eq, e3} oraz Us = span{ey, e5} oraz A jest macierza odwzorowania
liniowego L : F5 — F® w bazie ey, e, €3, €4, €5, t0

a1l a2 ai3 | A4 G15
a21 Ag22 G23 | G24 Q425
A A | A |
=1 a A = | a31 G32 asz | A4 G35
21 22
(g1 Q42 Q43 | Q44 Q45
a51  As2 G353 | G54 A55

Zauwazmy, ze Ao = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A(Usz) C Us, czyli Us jest niezmiennicza dla A.
Analogicznie, A1 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A(Uy) C U;. Jedli Uy i Us sa niezmiennicze dla A,

to A ma postaé

a1 a2 aiz| 0 0
az1 aze azz | O 0
A
A= {%‘AL} =| a3 azx ax| 0 0O
2 0 0 0 |awm aus
0 0 0 as4 As5

Rozwazmy macierz A € M, «,(F). Jak wiemy
n = dimker A + rank A = dimker A + dimim A.

Zazwyczaj jednak nie jest prawda, ze F™ jest suma prosta podprzestrzeni ker A oraz im A. Moze
sie nawet zdarzy¢, ze ker A = im A. Przykladowo, rozwazmy niezerowy wektor a € R? i macierz
A = [a|a]. Wtedy ker A = span{[1, —1]T} niezalezenie do wyboru wektora a. Przyjmujac, ze

a = [1,-1]T otrzymujemy, ze
ker A = im A.

Z drugiej strony, jedli a jest liniowo niezalezny z [1,—1]7, to
R? = ker A & im A.

Ponadto, gdy a = [—1,1]T, to proste ker A i im A sa prostopadte.
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Rozdziat 9

Wyznacznik

SEOWA KLUCZOWE ROZDZIALU

wyznacznik jako funkcja kolumn ¢ permutacje ¢ wyznacznik iloczynu ¢ wyznacznik
macierzy odwrotnej ¢ wyznacznik macierzy transponowanej ¢ wyznacznik a liniowa
niezalezno$é ¢ dopelnienie algebraiczne ¢ rozwiniecie Laplace’a ¢ macierz odwrotna ¢
wzory Cramera { rozktad Schura ¢ orientacja ¢ iloczyn wektorowy ¢ iloczyn mieszany
¢ objetos¢ rownoleglo$cianu

9.1 Grupa permutacji

Definicja 9.1 (Permutacja). Rozwazmy zbiér skonczony {1,...,n} dla n € N. Permutacjg
zbioru {1,...,n} nazywamy dowolna bijekcje
o:{l,....,n} —{1,...,n}.
Przez S,, oznaczamy zbiér wszystkich permutacji zbioru {1,...,n} tzn.
Sp = {a!a AL,...,nt—{1,...,n} jest bijekcj@}

Poniewaz ztozenie bijekcji jest bijekcja, wiec skladanie odwzorowan o okresla strukture grupy
w zbiorze S,,. Jej elementem neutralnym jest odwzorowanie identycznosciowe id na zbiorze
{1,...,n}. Elementem odwrotnym do permutacji o jest odwzorowanie odwrotne do o (istnieje
ono, bo o jest bijekcja).

Przyktad 9.1. Permutacje o : {1,...,n} — {1,...,n} zapisujemy czesto w postaci tabeli
(1 2 3 ... =n
7T \o) o2 o(3) ... o(n)

(1 2 3 4 5 (1 2 3 4 5
T3 24 15) T 245 31
sa pewnymi permutacjami zbioru 5-elementowego {1,2,3,4,5}. Ich iloczyn jest réwny
(1 2 3 45
=\5 4 3 2 1)
Istnieje bardziej zwarty sposéb zapisu permutacji ¢ € S,. Pochodzi on od Cauchy’ego.

Niech z1,...,x, beda réznymi elementami zbioru {1,...,n}. W szczegdélnosci, 2 < r < n.
Przez (x1,...,x,) oznaczamy taka permutacje z Sy, ze

Przyktadowo,

1 —> T2 >3 —> ... > Tyr — I

oraz
r—x, da xze{l,....n}\{z1,..., 2.}

Permutacje (x1,...,z,) € S, nazywamy r-cyklem. Jeslir = 2, to 2-cykl nazywamy transpozycjq.
Dwa cykle z S, nazywamy rozlgcznymi, jesli nie maja wspolnych wyrazdw.
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Przyklad 9.2. Dla permutacji

(12345 (1 2
77\2 135 4) T7 {5 4

4 5)
2 3
mamy (opuszczamy w zapisie 1-cykle):
oc=(1,2)(3)(4,5) = (1,2)(4,5), 7=(1,5,3)(2,4).
Przyktad 9.3. Niech o = (1,2,3) € S,,. Wtedy o~! = (3,2,1), bo
(1,2,3)(3,2,1) =id.

Ponadto, (1,2,3) = (1,2,3)(1,2,3)(1,2,3) = id oraz 3 jest najmniejsza taka liczba naturalng
n, ze (1,2,3)" = id.

3
1

@ Jedli n > 2, to grupa (S, o) nie jest abelowa. Przykladowo,

2= (5 1 3) -0

oraz
aoes=(y 3 §) =029,

Dla ¢ € S,, definiujemy zbiér

o*={ie{l,....,n}:0(i) #i}.

Zauwazmy, ze jesli i € o*, to o(i) € o*. Jedli 0 = (x1,...,2,) € S, jest cyklem, to o* =
{z1,...,2,}. Cykle o i 7 sa rozlgczne, gdy o* N 7* = ().

Lemat 9.1. Jeslio,7 € S, ioc*N7* =0, to o7 = 70.

Dowdd. Niech i € {1,...,n} bedzie ustalone. Sprawdzimy, ze o7(i) = 70(i). Poniewaz cykle 7
i 0 sa rozlaczne, wigc mamy trzy mozliwosci:

(1) 7(i) =i = o(i),
(2) 7(i) # i oraz o(i) = i,
(3) o(i) # i oraz 7(i) = i.

Przypadek (1) jest oczywisty, a (2) i (3) sa symetryczne, wigc mozna zalozyé¢, ze zachodzi (2).
Poniewaz cykle sa roztaczne, wiec réwniez o(7(i)) = 7(i), czyli teza zachodzi. O

Lemat 9.2. Kazda permutacja o € Sy, \ {id} jest iloczynem rozlgcznych cykli. Taki rozklad jest
jednoznaczny z dokladnoscig do kolejnosci czynnikow.

Dowdd. Jedli o* = 0, to o = id = (1)(2) ... (n), wiec teza zachodzi. Niech o* # 0 i s € o*.
Rozwazmy zbior

{o"(s) : k € N}.

Poniewaz jest on skoriczony, wiec o*(s) = 07(s) dla pewnych liczb naturalnych i < j. Wtedy
077%(s) = s. Istnieje wiec najmniejsza liczba naturalna [ > 2 taka, ze o'(s) = s. Wtedy
liczby s,...,0'"1(s) sg rézne z definicji | oraz 7 = (s,0(s),...,0'"1(s)) jest l-cyklem. Dla
p = o7 ! mamy o = pr oraz p nie rusza punktéw s, o(s),... ,01*1(3). Stosujemy teraz powyzsza
procedure do p. Zauwazmy, ze p* jest istotnym podzbiorem ¢*, wiec procedura skoriczy sie po
skonczonej liczbie krokéw, bo o* jest zbiorem skonczonym. Dowodzi to rozktadu o na roztaczne
cykle.
Przypu$émy, ze
O=01...0p=T1...T,

sa dwoma rozkladami o na rozlaczne cykle. Przypusémy, ze o1(i) = j # i. Wtedy réwniez
Tp(4) # @ dla pewnego p. Z rozlacznosci cykli mamy 7,(i) = j = 01(4). Rozwazmy teraz o1(j).
Z tych samych wzgledéw mamy 7,(j) = o01(j). Kontynuujac, dostajemy, ze o1 = 7, i teza
wynika poprzez indukcje. O
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Lemat 9.3. Dowolng permutacje o € S, mozna przedstawic¢ jako ztoZenie skoriczonej liczby
transpozycji. Ponadto, jesli o jest zlozeniem parzystej liczby pewnych transpozycji, to kazde jej
przedstawienie jako zlozenie transpozycji (nie jest ono jednoznacznie wyznaczone) sklada sie
z parzystej liczby transpozycyi.

Dowdéd. Wiemy, ze o mozemy rozlozy¢ na iloczyn rozlacznych cykli. Kazdy cykl (ai,...,ax)
jest iloczynem transpozycji, bo

(a1,...,ar) = (a1,ak) ... (a1, a2).
Przypus$émy, ze mamy dwa rozklady o na iloczyny transpozycji:
C=T1...Tp = pP1--.Pp.
Pokazemy, ze r = p (mod 2). Poniewaz
id:Tl...Trp;I...pfl,

wiec wystarczy pokazac, ze id moze by¢ iloczynem tylko parzystej liczby transpozycji. Przypu-

$émy, ze

id = (a1b1)(agbs) ... (arby) (9.1)
gdzie k > 1 oraz a; # b; dlai = 1,..., k. Pokazemy, ze k jest parzyste. Zauwazmy, ze nie moze
byé¢ k = 1, bo id # (a1,b1). Dla k = 2 teza zachodzi. Zalézmy, ze k > 3 i teza zachodzi dla
wszystkich iloczynéw mniejszej liczby transpozycji. Jedna z transpozycji (a;b;) dlai € {2,...,k}

musi ruszaé aj, bo inaczej (9.1)) nie moze zachodzié¢. Stad a; musi by¢ jednym z a; dla pewnego
i > 2 (zmieniajac ewentualnie rolami a; z b;). Zauwazmy, ze jesli rézne litery oznaczaja rézne
liczby to zachodza réwnoéci

(cd)(ab) = (ab)(cd), ~(be)(ab) = (ab)(be),

wiec mozemy zaltozyé, ze ag = aj.

Jesli by = by, to iloczyn (a1by)(a1be) jest identycznoscig i mozemy go pominaé otrzymujac
id jako iloczyn k — 2 transpozycji. Z zalozenia indukcyjnego k — 2 jest parzyste, wiec k jest
parzyste.

Jesli by # by, to iloczyn (a1b1)(a1bs) jest réwny (a1b2)(b1ba), czyli (9.1) przyjmuje postaé

id = (albg)(blbg) e (akbk) (9.2)

Zauwazmy, ze w formule jest mniej transpozycji, ktére ruszaja a; niz w . Rozumujemy
teraz analogicznie. Pewna transpozycja w iloczynie inna niz (a1b;) musi ruszaé¢ a;. Mamy
znowu dwie mozliwosci albo mozemy zredukowac liczbe transpozycji o 2 i zastosowac indukcje
albo mozemy zmniejszy¢ o 1 liczbe transpozycji ruszajacych a; w formule . Poniewaz id
nie moze by¢ iloczynem transpozycji, w ktérym tylko jedna rusza a;, wiec w skonczonej liczbie
krokéw musi zaj$é sytuacja, ze iloczyn pierwszych dwéch transpozycji bedzie identycznodcia,
wiec teza wynika poprzez indukcje. O

Lemat uzasadnia poprawnos¢ nastepujacej definicji.

Definicja 9.2 (Permutacja parzysta i nieparzysta).
Permutacje, ktére sg ztozeniem parzystej liczby transpozycji nazywamy parzystymi. W prze-
ciwnym razie permutacja jest nieparzysta.

Przyktad 9.4. Rozwazmy permutacje



Sprawdzamy tatwo, ze
o=(2,6)0(2,3)0(2,5)

— (5,2)0 3

= (17 3) o (37

Widzimy, ze przedstawienie permutacji o jako ztozenie transpozycji nie jest jednoznaczne, ale
parzystos¢ liczby transpozycji w przedstawieniu nie zmienia sie. Permutacja o jest nieparzysta.

(S
~—

© )

)o(2,6)0(2,3)0(2,5).

—_

Definicja 9.3 (Znak permutacji).
Znak permutacji o € S, definiujemy jako liczbe:

(o) 1, gdy o jest parzysta,
sgn(o) =
s —1, gdy o jest nieparzysta.

Sprawdzamy latwo, ze

sgn(o7r) = sgn(o)sgn(r), sgn(o!) =sgn(o).

9.2 Definicja wyznacznika i jego wlasnosci

Pojecie wyznacznika pojawilto sie pod koniec XVII wieku w pracach Gottfrieda Wilhelma Le-
ibniza (1646-1716) oraz japonskiego matematyka Seki Kowa znanego réwniez jako Takakazu
(1642-1708). Systematyczna teoria wyznacznika pochodzi od Cauchy’ego (1789-1857) oraz
Jacobiego (1804-1851).

Dla macierzy kwadratowej A € Mayo(F) zdefiniowaliSémy wyznacznik wzorem

det(A) = ai1i1ag2 — ai12a21.

Whiosek 9.1. Dla dowolnych wektoréow u,v,w € F? i liczb rzeczywistych a,b € F zachodzq
warunki:

(1) dwuliniowo$é wyznacznika jako funkcji kolumn macierzy
(1) det{a-u+b'v|w}:adet[u|w}+bdet[v|w},
(14) det[u!a-v—kb'w}:adet{ulv}+bdet[u|w];

(2)
det [u | u] =0,

(3) detIQ =1.

Dowdéd. Wystarczy przeprowadzi¢ bezposredni rachunek. Uzasadnimy dla przyktadu warunek
(1). Niech u = [u1,ua]T, v = [v1,v2]t oraz w = [wy, ws]T. Wtedy

[a-u—i—b-v[w} - aus + bvg  wg

aul + buy wll

wiec

det [a ‘u+b-v | w} = (aui + bvy)wy — (aug + bug)w;
= a(ujwe — ugw) + b(viwe — vown)

= adet [u ] w} + bdet [v | w}.
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@ Pokazemy, ze kazde odwzorowanie F : Moy (F) — FF speniajace warunki (1)-(3) musi byé¢ dane
wzorem:
F(A) = ainaz — aizas;.

Oznacza to, ze wyznacznik jest jednoznacznie wyznaczony przez warunki (1)-(3) i musi by¢ zadany
POWYyZSzym wzorem.

Lemat 9.4. Jesli F : May2(F) — F spelnia warunki (1)-(2), to dla dowolnych macierzy A, B €
Moy o(F) zachodzi wzdr
F(AB) = F(A)(b11b2z — bi2b21). (9.3)

Dowdd. Niech

B _ ai; a1 _ bll b12
A= [al | ag] N lel CL22] » B= |:b21 b22] '

Wtedy

AB — a11b11 + a12b21  a11b12 + a12bao
a21b11 + aabo1  a21b12 + azzboo

= [bn'a1+b21'az | b12~a1+b22-a2].
Z warunku (1) zastosowanego dwukrotnie mamy
F(AB) = F(bll a1 + b21 - ag, b12 a1 + b22 . ag)
= b F(a1,biz-ar +baz - az) + ba1 F(ag, big - ay + baz - az)
= bi1b12F (a1, a1) + bi1b2a F(ay, az)
+ ba1b12F (a2, a1) + ba1bao F(az, az).
Z warunku (2) wynika, ze F(v,v) = 0 dla dowolnego wektora v € F? oraz
F(az,al) = 7F(a1,a2).
Stad
F(AB) = F(a1,a2)(bi11ba2 — bi2b21)
= F(A)(b11b22 — b12boy). O

Twierdzenie 9.1. Istnieje dokladnie jedno odwzorowanie F : Mayo(F) — F spelniajgce warunki
(1)-(3). Ponadto,
F(B) = bi1baa — b1zba1, B € My (F).

Dowdd. Przyjmujac A = I w Lemacie[9.4]i korzystajac z warunku (3) otrzymujemy, ze dla dowolnej
macierzy B € Mayo(F) mamy

F(B) = F(IB)
= F(I)(bllbgz — b12b21>

= b11b22 - b12b21a

co konczy dowdd. O

Uogdlnimy ten rezultat na dowolny wymiar i zdefiniujemy wyznacznik dowolnej macierzy kwadra-
towej A € M, wn(F). Bedziemy w tym celu potrzebowali pewnych faktéw dotyczacych permutacji
zbioréw skonczonych.

Bedziemy potrzebowali jeszcze jednego pojecia. Odwzorowanie
F: Myyn(F) — F
bedziemy traktowali jako funkcje zalezng od n kolumn macierzy A = {al | ... an} € My xn(F),
czyli F = F(ai,...,ay) jest funkcja zalezna od n wektoréw.

Definicja 9.4 (Odwzorowanie n-liniowe).

Odwzorowanie F' : M, x,(F) — F nazywamy n-liniowym, jesli jest ono liniowe ze wzgledu
na kazda zmienna. Oznacza to, ze dla dowolnie ustalonego i € {1,...,n} oraz wektoréw a;, b; €
F" i skalaréw «, 8 € F zachodzi réwnoscé

F(ay,...,a-a;+ B biy...an) =a-Flay,..., aj ,...an)+ - Flay,..., b ,...an).
(2 7 K]
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Przyklad 9.5. Iloczyn skalarny
R" xR" 3> (z,y) — (z|y) € F
jest odwzorowaniem dwuliniowym.
Twierdzenie 9.2 (Definicja wyznacznika). Istnieje dokladnie jedno odwzorowanie
F: Myn(F) —F

spetniajgce warunks

(1) F jest n-liniowe (jako funkcja kolumn macierzy A € Mpyyxn(F)),

(2) jesli A ma dwie identyczne kolumny tzn., a; = a;j dla pewnych i # j, to F(A) =0,

(3) F(I)=1.

Ponadto, dla dowolnej macierzy B = [bij] € Myxn(F) zachodzi

F(B) = Z sgn(a) ba(l)l . ba(n)n- (94)
UGSn

Nazywamy jg wyznacznikiem ¢ oznaczamy przez det. Czasami bedziemy réwniez stosowacé ozna-
czenie |B| := det B.

@ Z warunkéw (1) i (2) wynika, ze jesli ¢ € F oraz i # 7, to
F(ay,...,a;+c-aj,...,an) = F(a1,...,a;,...,ay).
Wnhiosek 9.2. Jesli F' spelnia warunki (1)-(2), to
(2°) F jest antysymetryczne tzn. jeslii # j, to
F(ay,..., qi ey G y.oian) =—F(ay,..., a; ,..., a.i yen lp).
% j i J

Dowdd. Niech i # j. Wtedy z warunkéw (1)-(2) mamy

0=F(ai,...,a;i +aj,...,a; +aj,...ap)
" "
i J
=F(at,..., i y...\ Qi 5...0n)+F(ar,..., a; ..., aj ,...ap)
~— ~— ~— NI
+F(at,..., aj ,..., @i ,...an) +F(ar,..., aj ,..., aj ,...ap)
7 J 7
:F(al,..., ai,...,aj,...an)+F(a1,...,aj,..., ai,...an). ]
i 3 i j
@ Jesli F spelnia (27), to
Flay,..., @ ..., a; ya5)=—F(a1,..., a; ,..., a; ,an),
i j i J

wiec jesli F jest takim cialem, ze 1 4+ 1 # 0, to warunek (2’) implikuje (2).

@ Jedli F spelnia (1) oraz F(A) = 0 dla macierzy ktére maja takie same dwie sasiadujace kolumny,
to F spetia (2). Rzeczywidcie, z dowodu wniosku wynika wtedy, ze F zmienia znak, gdy
zmienimy miejscami dwie sasiadujace kolumny.
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Przykltad 9.6. Zalézmy, ze n = 2. Wtedy Sy sklada sie z dwdch permutacji: id (parzysta)
oraz transpozycji (12) (nieparzysta). Wynika stad, ze dla B € Mayo(F) mamy

det(B) = F(B) = bi1baz — bizba1.
Przyktad 9.7. Zobaczmy jakie sa konsekwencje warunkéw (1)-(2) dla n = 3. Rozwazmy

macierz A = {al | az | ag} € M3y 3(F) oraz

bi1 b2 b3
B = |ba1 b bo3
bs1 b3z b33

Wtedy
AB = [b11a1 + barag + ba1az | bizar + bazaz + bszas | bisar + bazas + b33a3] -
Z warunku (1) tzn. 3-liniowosci F' i warunku (2) otrzymujemy, ze

F(AB) = b11bi2b13 F(a1, a1, a1) +b11bi2bas F'(a1, a1, az) +b11b12bss F (a1, a1, as)
— — —

+ b11basbiz F(a1, az, a1) +bi11bagbas F(a1, az, az) +b11b2ebss F (a1, az, as)
-0 -0

+ b11b32b13 F'(a1, a3, a1) +b11b32baz F' (a1, as, az) + bi1bs2bss F(a1, az, a3)
=0 =0
+ bo1b12b13 F(ag, a1, ai) +b21bi2bes F(az, ar, az) +b21b12bss F' (a2, a1, az)
=0 =0
+ ba1bagb13 F(ag, az, ar) +ba1baabes F(az, az, az) +ba1baobss F(as, az, as3)
=0 =0 =0
+ b21b32b13F (a2, as, a1) + baibsabas F'(ag, as, az) +bo1bsabss F(as, as, as)
=0 =0
+ b31b12b13 F'(a3, a1, a1) +b31b12bas F'(as, a1, az) + b31bi2bss F(as, a1, a3)
=0 =0
+ b31b22b13F (a3, az, a1) + b31baobas F'(as, az, az) +b31babss F'(as, az, az)
=0 =0
+ b31b3abi3 F(as, az, a1) +b31bsabaz F'(as3, as, az) +b31bsabss F'(as, as, as)
=0 =0 =0

W efekcie

F(AB) = b11ba2bszF (a1, az, az) + bi1bzabas F (a1, as, az)
+ b21b12b33 F (a2, a1, a3) + bai1bsabizF (a2, asz, ar)
+ b31b12bas F' (a3, a1, a2) + b3i1baabizF(as, az, ay).

Z warunku (2) tzn. antysymetrycznosci F' otrzymujemy, ze

F(AB) = b11bagbszF (a1, az,az) — bi1babasF (a1, az, as)
— bo1b12b33 F (a1, az, as) + ba1bsabisF (a1, az, a3)
+ b31b12b23 F' (a1, az, ag) — b3ibaabizF (a1, az, as).

Wzér na F(AB) mozemy zapisa¢ w bardziej zwartej formie korzystajac z grupy permutacji
S3. Sklada sie ona z 3! = 6 permutacji:

Ss = {id, (12), (13), (23), (123), (132)}.
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Transpozycje sa nieparzyste, a permutacje id = (12)(21), (123) = (13)(12) i (132) = (12)(13)
s, parzyste. Stad
F(AB) = sgnid by1b22b33F (a1, az, ag) + sgn(23) b11b32b23F (a1, az, a3)
+ sgn(12) bglblgbggF(al, ag, ag) + sgn(123) b21b32b13F(a1, ag, CL3)
+ sgn(132) b31b12b23F(a1, as, ag) + sgn(13) bglbggblgF(al, ag, ag)
= (Z Sgn(a)ba(l)1b0(2)2ba(3)3) F(A).

o€ES3

Z warunku (3) dla A = I mamy

F(B) =Y sg0(0)by(1)1bs(2)2b0(3)3-

0ES3
Lemat 9.5. Zalozmy, ze F : Myxn(F) — F spelnia warunki (1)-(2). Dla dowolnych A, B €
My s (F) mamy

F(AB) = F(A) ( Z Sgn(a)bg(l)l e bo(n)n) .

gESy

Dowdd. Niech A = [al ... an} i B = [bj]. Dla AB = [cl | ... cn}, z definicji iloczynu
macierzy wynika, ze

n
Cp = Z bira; = bipal + ...+ byran.

1=1
Z warunku (1) wynika, ze
n
F(AB)= Y F(bi1ai,-..,binai,)

i1yeyin=1

n
= Z bi11~--binn F(ail,...,ain).
T1yeeeytn=1

Uzyjemy teraz warunku (2). Wynika z niego, ze jesli i, = i; dla pewnych k # j, to F(ai,,...,a;,) =
0. Stad zamiast sumy

n

Z bzllbznn F((]Jil,...,ain)

i1yeyin=1

mozemy rozwazaé sume

> o - by F (A1) - > Go(m))-
O’GSn

Teraz wystarczy tylko zauwazy¢, ze warunek (2) gwarantuje, ze
F(ag(1),-- -5 g(n)) = sgn(o)F (a1, ..., an). O

Dowdéd twierdzenia[9.2. Stosujemy lemat dla A = I i warunek (3), otrzymujac, ze dla do-
wolnej macierzy B € My, (IF) zachodzi

F(B) = Z Sgn(a)ba(l)l s ba(n)n
O’ESn

co dowodzi jednoznacznosci funkcji F' spelniajacej (1)-(3). Dla dowodu istnienia definiujemy
odwzorowanie F' wzorem . Sprawdzamy tatwo, ze tak okreslone odwzorowanie F' spelnia
warunki (1) i (3). Uzasadnimy, ze zachodzi réwniez warunek (2). Zalézmy, ze dwie kolumny
macierzy B sg réwne, tzn. b; = by, dla pewnych j # k. Wtedy

F(B)= Y bo)1---bomyn — Y bor(i)1 -+ bormym:
ocEA, oEA,
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wiec wystarczy pokazaé, ze dla o € A, mamy

bo)1 - - Vo(nyn = bor()1 - - - bor(n)n-
Jesli i ¢ {j,k}, to o7(i) = o(i), wiec by(s); = bor(s)i- Ponadto, poniewaz b; = by, wiec

bor()j = bo(k)j = bo(kks
oraz
bor(k)k = Do(j)k = Uo(j);s
co konczy dowdd. O

Wnhniosek 9.3 (Wyznacznik iloczynu macierzy). Dla dowolnych macierzy A, B € My xn(F) za-
chodzi wzor Cauchy’ego

det(AB) = det(A) - det(B).
W szczegolnosci, jesli A jest nieosobliwa, to

1

det(A™) = 35

Lemat 9.6. Niech A € Myyn(F). Kolumny macierzy A sq liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy,
gdy det(A) = 0.

Dowdd. Jedli kolumny A sa liniowo zalezne, to z warunkow (1) i (2) wynika, ze det(A) jest réwny
wyznacznikowi macierzy z pewna kolumna zerowa, wiec det(A) = 0. Zalézmy, ze det(A) = 0
i przypusémy, ze kolumny macierzy A sa liniowo niezalezne. Wtedy ker A = {0}, czyli A jest
nieosobliwa. Istnieje wiec taka macierz B € M, (F), ze I = AB. Wtedy

1 =det(I) = det(A) - det(B) =0,
co prowadzi do sprzecznosci. O
Przyktad 9.8. Uzasadnimy, ze

sina cosa sin(a+9)
sinf cosf sin(f+9)| =0.
siny cosvy sin(y+9)

Poniewaz
sin(z + §) = sinx cos § + cos x sin 4,

wiec trzecia kolumna jest kombinacja liniowa dwoéch pierwszych kolumn.

Whiosek 9.4. Niech A € My, (F). Kolumny macierzy A sq liniowo niezalezne wtedy i tylko
wtedy, gdy det(A) # 0. W szczegdlnosci, A jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy det A # 0.

Twierdzenie 9.3 (Wyznacznik transpozycji macierzy). Dla dowolnej macierzy A € My xn(F)
mamy

det(AT) = det(A)

Dowdd. 7 definicji wyznacznika i macierzy transponowanej wystarczy zaobserwowaé, ze

Z Sgn(a)aa(l)l <o Qo(n)yn = Z Sgn(a)ala(l) - Apg(n)-
O'ESn O'ESn

Niech 0~! bedzie permutacja odwrotng do o. Wtedy sgn(o) = sgn(o~!) oraz
A (1)1 -+ - Co(n)n = Ao(1)o—1(o(1)) * - - Ao(n)o—1(a(n))
= ala-—l(l) cen ana—l(n),

co konczy dowodd. O
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Wniosek 9.5. Kolumny (wiersze) macierzy kwadratowej A sq liniowo zaleine wtedy i tylko
wtedy, gdy det(A) = 0.
Definicja 9.5 (Dopelnienie algebraiczne wyrazu macierzy).

Dla macierzy A € M, «xn(F) oraz i,5 € {1,...,n} definiujemy macierz
A(i,7) € Mn—1yx(n—1)(F)

otrzymana z macierzy A przez wykreSlenie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny. Dopefnieniem
algebraicznym wyrazu a;; nazywamy liczbe
Aij = (—1)i+j det A(Z,])
Przyktad 9.9. Rozwazmy macierz
a1l a2 a3
A= laz ax ax3| € Mz.3(R).
azyp as2 ass

Przyktadowo, dla ¢ = 2 oraz j = 3 w macierzy

aip a2 ais
a1 a2 Aaz3
a31 asz2 ass

wykreslamy drugi wiersz i trzecia kolumne otrzymujac macierz

A(2 3) — ail a2
’ as; asa|’

Znaki (—1)""7 w zaleznosci od pozycji wyrazu a;; maja nastepujacy rozklad
+ - +
— _|_ —
+ - +

Twierdzenie 9.4 (Rozwiniecie wzgledem pierwszego wiersza). Zaldzmy, ze A € Msys(F).
Wtedy

3

det(A) = a1 An = a11 411 + a12412 + ai3Ass
i=1

a2o Qa93 a1 a2

as;  as2

= ail + a3

|—CL12

as2 a31

Dowdd. Wystarczy sprawdzié, ze odwzorowanie F' : M3y 3(F) — F zdefiniowane dla macierzy

A= [al | as | ag] wzorem

a1 Qa2
azr as2

az1 23
a31

22 Q23
aszz2 ass

F(A) =ai — a2 + a3

spelia warunki (1)—(3) z Twierdzenia Sa one latwe do weryfikacji bezposrednim rachun-
kiem. W warunku (1) sprawdzimy przykladowo liniowosé¢ F' wzgledem pierwszej zmiennej. Dla
b1 = [b11, ba1, b31]” mamy

ag2 Q23 ag1 + ba1  aos3 a1 +ba1  az
F(a1 + b1, a2,a3) = (a11 + b11) a — a2 b 13 b
32 33 as1 +b31 ass a3l + 031 as2
a22 (23 a1 a3 a1 G2
= a1 —a12 + a3
as2  a33 as1 3 asr  as32
b, 222 G23 bo1 a3 bo1  a
+ 011 — a2, a13 |,
as2 as3 31 @33 31 (32

= F(al,ag,ag) + F(bl,ag,ag).
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Dla ¢ € F mamy

a2 Q93 caz1 a23 ca1 a2
F(c-ay,az2,a3) = can — a9 +a
a2 @33 caszl a3 cazl  az2
. aza Q93 a1 Qg3 a1 a2
= caii — Ca12 + cals
asz2 a33 asy ass asy as2

= cF(a1,az,a3).

Dla sprawdzenia warunku (2) zobaczmy przykladowo co sie stanie, gdy z pierwsza i trzecia
kolumna sg identyczne. Mamy

azp a as a as a
F<a17 a27 al) = all 2 21‘ — aig 2 2 + all 21 22 = 0
as2 asr asi as]  aso
Warunek (3) zachodzi, bo
10 0 0 0 1
F(I)_1'|0 1_0"0 1+0"0 0|_1' -

@ Analogiczny jak w twierdzeniu [9.4] wzér na wyznacznik zachodzi dla rozwiniecia wzgledem dowol-
nego wiersza i dowolnej kolumny. Dowdd jest ideologicznie taki sam jak dowdd twierdzenia [0.4]
Przykladowo, dla rozwiniecia wzgledem drugiej kolumny przyjmuje on postaé

a1l ais
a1 ag3

ai1  ais
asy ass

21 A23
det(A) = —ai2 431 Q33 + a9 — 32

Analogiczne rozumowanie prowadzi nas do wzoru na wyznacznik dla macierzy n x n dla dowolnego
n € N. Pozwala on zredukow¢ wyznaczenie wyznacznika macierzy A € M, x,(F) do obliczenia n
wyznacznikéw macierzy o rozmiarze (n — 1) x (n —1).

Whiosek 9.6 (Rozwiniecie Laplace’a). Niech A € My xn(F) zn > 2. Dla dowolnychi=1,...,n
17 =1,...,n zachodzg réownosci

det(A) =ap A+ ... +apm A = aij Alj + .ot apy Anj~ (9.5)
Dowdd. Poniewaz det(A) = det(A”), wiec wystarczy udowodnié, ze
det(A) = ainnAin + ... + ainAin,

czyli zachodzi wzoér na rozwiniecie Laplace’a wzgledem i-tego wiersza. Wystarczy sprawdzié, ze
funkcja F'(A) = andil + ... + ainAin spelia warunki (1)-(3). Warunki (1) i (3) sa latwe do
sprawdzenia. Dla dowodu (2) wystarczy zauwazy¢, ze FI(A) = 0, gdy A ma dwie sasiadujace
kolumny identyczne. O

@ Stosujac wzér Laplace’a, mamy swobode wyboru wiersza lub kolumny, wzgledem ktérej zastosu-
jemy rozwiniecie. Oczywiscie korzystnie jest wybraé¢ kolumne (wiersz) z najwieksza liczba zer.
Zanim zastosujemy wzor Laplace’a, mozemy najpierw uzy¢ operacji na kolumnach (wierszach) nie
zmieniajacych wyznacznika, aby wprowadzi¢ mozliwie duzo wyrazéw zerowych w danej kolumnie
(wierszu). Mozemy wigc, do ustalonej kolumny (wiersza) dodaé¢ kombinacje liniowa innych kolumn
(wierszy).

Przyktad 9.10. Odejmujac pierwszy wiersz od pozostatych wierszy i stosujac rozwiniecie
wzgledem pierwszej kolumny, mamy:

1 a a? 1 a a?

1 b b|=10 b—a b —a?

1 ¢ 2 0 c—a 2 —a?
_|b—a b2 — o2
Tle—a 2 —a?

=(b-— a)(c2 — a2) — (e— cL)(b2 — a2)
=(b—a)(c—a)(c—0)
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Whniosek 9.7 (Wlasnosci wyznacznika). (i) Jesli A ma dwa identyczne wiersze (kolumny),
to det(A) = 0.

(ii) Jesli A ma zerowy wiersz (kolumne), to det(A) = 0.

(iii) A jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy kolumny
wiersze s¢ liniowo niezalezne.
( ) A sql l

(iv) Jesli A jest gornie (dolnie) tréjkatna, to
det(A) = aj1ag ... any.
(v) Jeslio € Sy, to
det [ag(l) ... ag(n)} = sgn(o) det [al ... an} .

(vi) Jesli S jest nieosobliwa, to
det(A) = det(S™1AS).

Przykltad 9.11. Rozwazmy macierz Vandermonde’a

1 a o o
1 b v v
A= 1 ¢ &2 &
1 d d* &
Uzasadnimy formute rekurencyjna
1 a a® a
1 b v v Lo bz
L e 2 & =(b-—a)(c—a)(d—a)|l ¢ 02
1 d d* & Lod d

taczaca wyznacznik macierzy Vandermonde’a rozmiaru 4 z wyznacznikiem macierzy Vander-
monde’a rozmiaru 3. W tym celu stosujemy najpierw operacje nie zmieniajace wyznacznika,
aby wprowadzi¢ zerowe wyrazy w pierwszym wierszu macierzy A:

2 3

1 a a° a 1 a a2 0
1 b v B 1 b v b*(b—a) .
1 ¢ 2 3171 ¢ 2 2(c - a) operacja ki —a- ks
1 d & & 1 d @ dd-a)
(1 a 0 , 0
~ 1 l; igﬁ:g; IZZEi:Z; operacja k3 —a- ko
1 d d(d—a) d*(d-a)
(1 0 0 , 0
s 1 2:3 igi:i; izgi:a; operacja ko —a - k.
1 d—a d(d—a) d*(d-a)

7 rozwiniecia Lapalce’a wzgledem pierwszego wiersza mamy

2 3
i Z ‘;2 Zg b—a bb—a) bXb—a)
L e & B=[ca cc—a) c(c—a)
L d &2 & d—a d(d—a) d*(d—a)
1 b b
=(b-a)c—a)(d—a)|l ¢
1 d &
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Przyktad 9.12. Niech

a 0 O 0 0 b
0 a O 0 b 0
0 0 «a b 0 0
An:: Lo R
0 05b ... a 0O
0O b 0 ... 0 a O
b 00 ... 00 a

bedzie wyznacznikiem powyzszej macierzy rozmiaru 2n. Przykladowo,

_CL b_ 2 32
Al—b ‘—a b,
a 0 0 b
0 a b O

22=10 4 0
b 0 0 a
a b 0 0 0 b
=alb a O0/—=bla b O
0 0 a b a O
=a’ AL -2 A = (a® - V) A
2_

ze
a 0 0 b 0 00 0 0
0 a b 00 a O 0 b
Lo R 0 a b 0
An:a' : Lo : —b.
0O b ... a 0O Do Do
b 0 ... 0 a O 0Ob ... a0
0 0 . 0 0 a b 0 ... 0 a

= a2 An—l — b2 An—l = (a2 — b2) An—l-

Indukcyjnie dostajemy, ze A, = (a? — b*)™.
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Przyktad 9.13. Odejmujac ostatni wiersz od pozostatych wierszy, otrzymujemy, ze

1—-n 1 1 1 1 -n 0 0o ... 0 n
1 1—n 1 1 1 0O —n 0 ... O n
1 1 l—-n ... 1 1 0 0O —n ... 0 n
1 1 1 oo 1—n 1 0 ... —n n
1 1 1 1 1—n 1 1 1 ... 1 1—-n
-1 0 O 0 1
0 -1 0 0 1
0 0 -1 0 1
:nn_l . . .
0 0 -1 1
1 1 1 1 1-—n
-1 0 O 0 1
0 -1 0 0 1
0O 0 -1 0 1
_nnfl ) =0
0 0 O -1 1
0 0 O 0
Przyktad 9.14. Pokazemy, ze
1 2 3 45 6
1 3 3 45 6
1 25 45 6
=5l =
12375 6 5! = 120.
123 49 6
1 2 3 4 5 11

Dla j =2,3,4,5,6 od j-tej kolumny odejmujemy pierwsza kolumne pomnozona przez j, otrzy-
mujac macierz dolnie tréjkatna:

12345 6| [100000
13345 6/ (110000
12545 6/_|1 02000 _
12375 6/ |100300
12349 6/ (100040
1234511 (100005

Wnhniosek 9.8. Dia dowolnej macierzy A € My xn(F) zachodzi réwnosé
det(4), gdyi=j,
0, gdy i #j.

Dowdd. Dla i = j jest to réwnoéé (9.5)). Zatézmy, ze ¢ # j. Niech A* bedzie macierzg powstalg
z macierzy A poprzez wstawienie w miejsce j-tego wiersza i-tego wiersza macierzy A. Wtedy
det(A*) =0, bo A* ma dwa takie same wiersze. Ze wzoru (9.5) wynika, ze

0= det(A*) = aﬂAjl + ...+ amAjn.

a1 Ajl + ...+ aip Ajn = { (96)

O]

Definicja 9.6. Dla macierzy A € M, x,(F) definiujemy macierz dolgczong adj A € M, xn(F)
jako macierz

A Ay ... Ap

) Ao Agn ... Ao
adjA=| . .

Aln AQn v Ann
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Whniosek 9.9 (Macierz odwrotna). Jesli macierz A € My, x,(F) jest nieosobliwa, to

1
Al = dj A. 9.7
det(A) Y (07)
Dowdd. Ze wzoru wynika, ze
aill a2 ... Qin A11 A21 Anl
a1 a2 ... G2n| |Ai2 A ... Apa
A(adjA) =
anl Qap2 co. Qpn Aln A2n Ann
= det(A)I.

O

Przyktad 9.15. Zobaczmy jak wzdér na macierz odwrotna wyglada w niskich wymiarach. Dla

: a1 a
n=2iA=|"11 ™2 mamy
a1 a2

All = 22, A21 = —a12, A12 = —any, A22 = 22,

czyli otrzymujemy znany nam wzér

A1 1 azgy  —a12
det(A) |—a21 a1 |’

ail a2 a3
Niech terazn =31 A= |as1 ass aoz| . Wtedy

az1 asz ass

1 A Ao Az
-1
AT = Ap Az Asaf|,
det(A) A A A
13 Aoz Asg
gdzie
az a3 a1 a3 as  a
An = , Ay =— , Azl = ;
aszy ass asi ass as;  asz
a2 a3 ai; ais ai; a2
App = — , Ao = , Azy=— ,
asy ass as; ass asy as
a2 a3 ain a3 ain a2
Az = , Aoz =— , Azz = .
az a3 as a3 as  a

TR
A—lz—g -2 0 4
-1 4 -10

Twierdzenie 9.5 (Wzory Cramera). Zaldzmy, Ze macierz A € My, (F) jest nieosobliwa. Niech
A; oznacza macierz otrzymang z A przez zastgpienie i-tej kolumny w A przez wektor b € R™.
Jedyne rozwigzanie v = |11, ..., 2,7 € F* réwnania Ax = b jest dane przez

. det(A,)
~ det(A)’

T
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Dowdd. Poniewaz x = A™'b, wiec

S by Ay + ...+ by A B det(Ai)
L det(A) ~ det(A)

Przyklad 9.16. Rozwigzemy uklad réwnan

5 2 1 |z 8
3 2 0| [yl =15
1 0 2| |z 3
5 2 1
Macierz ukladu A = [3 2 0| jest nieosobliwa (det(A) = 6), wiec
1 0 2
8 2 1 5 8 1 5 2 8
5 2 0 350 3 2 5
3 0 2 6 1 3 2 6 1 0 3 6
p=10 — A _2_q = A2 = _——
det(A) 6 det(A) 6 det(A) 6

Przyktad 9.17 (Rozklad Schura). Przy obliczaniu wyznacznika czesto stosuje sie metode roz-
ktadu pochodzaca od Schura. Rozwazmy macierz blokowsa

~[248]

gdzie A i D sg macierzami kwadratowymi. Sprébujmy znalezé takie macierze X i Y, ze

L[t

_[A AY

I|Y
0]X

Cloy+X

Jesli nam si¢ to uda, to det P = det A - det X. Taki rozklad jest zawsze mozliwy, gdy macierz
A jest nieosobliwa. Mozemy wtedy przyjaé, ze

Y=A"'B, X=D-CA'B.

_|A]o ]Iy
lolx|lo|T1 |’
wiec mozemy réwniez uzy¢ rozkladu
_|A]o]|I|Y
Po ety o]
| I JojjAlo||I|Y
S| CATHT o [X ||O0]T |
Jedli macierz D jest nieosobliwa, to mamy analogiczny rozktad

p_|I[BD! || A-BD'C|0 I |o
S0 T 0 D || D'C|I |

] i

wiec powyzsze rozklady pozwalaja latwo wyznaczyé¢ P~

Zauwazmy, ze

Al AY
Cloy+X

Poniewaz
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Ocen prawdziwos¢ zdan
 Dla dowolnych macierzy A, B € Msx2(R) zachodzi réwnoéé det(A+B) = det(A)+
det(B).
o Dla dowolnych macierzy A, B € May2(R) zachodzi réwnoséé¢ det(AB) = det(BA).

» Dla dowolnych macierzy A, B € May2(R) réwnosé det(A) = det(B) implikuje, ze
A=B.

o Niech A € Ms,2(R). Jesli Ax = 0 ma niezerowe rozwiazanie, to det(A) = 0.

o Jesli A jest macierza kwadratows i A¥ = 0 dla pewnego k € N, to det(A) = 0.

o Jesli A € My« (R) jest skosnie symetryczna (tzn. AT = —A), to det(A) = 0.

o Jesli A € Myxn(R) jest skosnie symetryczna i n jest nieparzyste, to det(A) = 0.
« Dla dowolnej macierzy kwadratowej det A? = (det A)2.

e Jedli A jest nieosobliwa i gérnie tréjkatna, to

1 1

det A7t =

ai1 Ann

o Jesli A, B € Mpxn(F)idet A=detB, todet(A+ B) =2det A.
« Dla macierzy kwadratowej A mamy det AT A = det AAT.

Definicja 9.7 (Wyznacznik odwzorowania liniowego).

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa wymiaru n. Wyznacznik det L odwzorowania linio-
wego L : V — V definiujemy jako det(A), gdzie A jest macierzowa reprezentacja L w pewnej
bazie vy, ...,v, dla V.

Definicja wyznacznika det L nie zalezy od wyboru reprezentacji macierzowej A dla L. Rzeczywiscie,
jesli B jest inna reprezentacja macierzowa L, to B jest podobna do A, wigc det(A) = det(B).

Whniosek 9.10. Niech L :V — V bedzie odwzorowaniem liniowym i dim(V') < co. Wyznacz-
nik det L # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy L jest izomorfizmem liniowym.

Whiosek 9.11. Jesli L,G : V — V sq odwzorowaniami liniowymi, to det Go L = det G-det L.

9.3 Geometryczna interpretacja wyznacznika

Definicja 9.8 (Iloczyn wektorowy w R3).
lloczynem wektorowym wektoréw u = [uy, ug, ug]’,v = [v1, ve, v3]7 € R3 nazywamy wektor

u2 U3
V2 U3

Uy us3

U U
uUXv:i= cep — -eg + ! 2-63€R3.
v

1 V2

U1 U3

Przez analogie do wzoru Laplace’a bedziemy stosowaé nastepujace niezbyt formalne oznaczenie:

€] ez eg
UXv=\uy U2 uU3|.
v1 U2 U3

Whiosek 9.12 (Wtasnoéci iloczynu wektorowego). lloczyn wektorowy
x :R¥xR* — R?

ma dla dowolnych u,v,w € R? i a,b € R nastepujgce wlasnosci:
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Rysunek 9.1: Tloczyn wektorowy.

(1) (dwuliniowosc)
(a-ut+b-v)yxw=a-(uxw)+b-(vxw)

ux(a-v+b-w)=a-(uxv)+b-(uxw)

(2) (antysymetrycznosc)
UXV=—VXU

(3) (reguia $ruby prawoskretnej)
e X eg = es3, ex X e3 = ey, €3 X e1 = €9
W szezegdlnosci, u x u =0 dla dowolnego wektora v € R3.

Whiosek 9.13. Wektor u x v jest prostopadly do wektorow u i v.

Dowdd. Sprawdzamy tatwo, ze

(uxv|u):det[u|ulv}:0. O

@ Tloczyn wektorowy mozemy zapisa¢ w konwencji macierzowej. Niech u = [a,b,c]T, v = [x,y,2]T €
R3. Bezpoéredni rachunek pokazuje, ze

x
uxv=1|c 0 —a| |yl =A4.(v).
b a O z

—A,

Stad
ux (uxv) = A, (uxv)=A%(v).

7 drugiej strony, sprawdzamy tatwo, ze
u X (uxv)=(ulv) u—(uu)- v

Jedli u jest wektorem jednostkowym, to otrzymujemy, ze

b -2 ab ac T
v— (v|u)-u=—-A%(v) = ab —a? - ¢? be Yy
ac ba —a? —-b?| |z

Odwzorowanie v — v — (v|u) - u jest rzutem ortogonalnym na plaszczyzne ortogonalna do wektora
jednostkowego u.

Lemat 9.7. Dia dowolnych wektorow 0 # u,v € R? zachodzi réwnosé

[lux ol = [lull[[o]| sin £(u, v).
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Dowdd. Bezposredni rachunek pokazuje, ze zachodzi tozsamosé Lagrange’a:
lux ol = lul*lo]l* = ((ulv))?.

Rzeczywiscie, dla u = [u1, ug, u3)’ i v = [v1, v2,v3]T mamy

2 2 2
HUXUHQZ U2 U3 uyp us + Up U2
Vg U3 V1 U3 v1 V2
= (ugv3 — vous)? + (u1vs — uzv1)? + (U1vs — viun)?
= (uf +uj + u3) (vF + v3 + v3) — (w11 + ugvs + uzvz)?
= [JulP[lo]* = ((ulv))?.
Stad
[l x v]|* = [Jul||v]|*(1 = cos® Z(u,v)) = [[u]|*||v]|* sin® Z(u, v) O

Whiosek 9.14 (Pole réwnolegloboku). Niech u,v € R3. Wtedy |lu x v|| jest polem réwnole-
globoku rozpietego na wektorach uw i v. W szczegolnosci, jesli u ¢ v sg liniowo niezalezne, to
ux v #0.

Whiosek 9.15. Niech u = [uy,us]’, v = [v1,v9]T € R2. Wtedy
’det [u ] v”
jest polem rownolegloboku rozpietego na wektorach u i v.

Dowdd. Rozwazmy wektory u* = [uy,us, 0], v* = [v1,v2,0]7 € R3. Zauwazmy, ze

ut Xt =2 €s,
v V2
wiec
2
|u* x v*|| = e ‘det [u | v” O
v U9

Definicja 9.9 (Iloczyn mieszany w R3).
Dla wektoréw u, v, w € R? definiujemy ich iloczyn mieszany jako liczbe

(u X v|w).
Zauwazmy, ze

det[w|u|v}:det{w|u|v}T

wp w2 w3
= |u1p U U3
v V2 U3

U2 U3 uyp uz uyp U2

= w1 — wg + ws
Vg U3 V3 V1 V2

= (u X v|w).

Whniosek 9.16 (Objetosé réownolegloscianu). Objetosé rownolegloscianu rozpietego na wekto-
rach u,v,w jest rowna
[ x o).
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A [a + c’ b + d] A
be P
................... od o 20
Q fad—bc/ Q
@bl /|
P bC 2P bC

Rysunek 9.2: Wyznacznik i pole

Dowdd. Objetosé rownolegloscianu rozpietego na wektorach u, v, w jest réwna iloczynowi pola
réwnolegltoboku rozpietego na wektorach u, v (jest ono réwne ||u x v||) i odleglosci h punktu w
od plaszczyzny P rozpietej na wektorach u, v. Wysoko$¢ h jest dtugoséciom rzutu prostopadlego

wektora w na wektor u x v prostopadly do P. Wtedy h = H%(u x )|, czyli
hHuva:HM(UXU)HHuXUH:](uxv|w)| 0
[lu > v]|2 '

Whiosek 9.17. Niech u,v,w € R3. Objetosé réwnolegloscianu rozpietego na wektorach u,v, w
jest rowna

det [u | v w]|.

Whiosek 9.18 (Iloczyn wektorowy i mieszany — podsumowanie). Niech u,v,w,q € R3. Zacho-
dzq réwnosci

(1) uxv=—vxu.
(3) (ulv x w) = (u x v|jw).
(4) Zachodzi tozsamo$é Jacobiego

ux (vxw)+ovx(wxu)+wx(uxv)=0.

(5) Zachodzi tosamo$é Lagrange’a

Mol = [l > ol|* + ((ulv)*.

(6)

(u x vjw x q) =

(8) det {u | v | w} = (u X v|w).
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(9) ‘det [u | v | w” = |(u x v|w)| jest objetosciq réwnolegloscianu rozpietego na wektorach
U, v, W.

(10) Iloczyn wektorowy nie jest przemienny ani lgczny.
Lemat 9.8. Jesli A € M3y3(R) iu,v € R3, to
AT ((Au) x (Av)) = det(A) - (u x v).
W szczegdlnosci, jesli ATA =1, to
(Au) x (Av) = det(A)A(u x v).
Jesli A € SO(3) tzn. AAT =1 idet(A) =1, to
(Au) x (Av) = A(u x v).
Dowéd. Dla dowolnego w € R? zachodza réwnoéci
((Au) x (Av)|Aw) = det [Au | Av | Aw}
:det(A[uh)]wD
= det(A) - det ({u | v | wD
= (det(A) - (u x v)|w),

oraz

((Au) x (Av)|Aw) = (AT((Au) x (Av))w).

Stad
AT ((Au) x (Av)) = det(A) - (u X v). O

9.4 Orientacja R"

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem R o wymiarze skonczonym n > 1. Dla
dwdch uporzadkowanych baz B = by, ..., b, oraz B’ =b},... b, przez Sp/ p = [si;] oznaczamy
macierz przejscia od bazy B do B’, czyli

n
/ .
bizzsjibj, ZZl,...,n.

j=1

Niech B oznacza zbiér wszystkich baz przestrzeni V. W zbiorze B definiujemy relacje réwno-
wazno$ci R przez: BRB' wtedy i tylko wtedy, gdy

det 53/73 > 0.

Definicja 9.10 (Orientacja).

Powiemy, ze bazy B i B’ zadaja taka sama orientacje V, jesli BRB’. Przez wybdr orientacji
w V' rozumiemy wybér dowolnej uporzadkowanej bazy (jej klasy abstrakcji w relacji R) B =
b1,ba, ..., by,

Przyktad 9.18 (Standardowa orientacja R™). Dla n > 1 standardowa orientacja R™ jest zadana
przez baze standardows ey, ..., ey.

(1) Przypomnijmy, ze macierz przejscia od bazy B = by,...,b, do bazy standardowej jest
rowna S = {bl | ... ] bn}. W szczegdlnosci, B zadaje standardows orientacje R™, gdy
det [bi | ... | ba| > 0.
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(2) Jedli by, by € R? s liniowo niezalezne, to by, ba, by X by zadaje standardows orientacje R3.
Rzeczywiscie,
det {bl | by | by x 62} = (bl X bQ‘bl X bg) > 0.

Whiosek 9.19. Niech L : R® — R" bedzie izomorfizmem liniowym. Nastepujgce warunki sq
réownowazne

(1) baza L(ey),...,L(e,) zadaje standardowq orientacje R™,
(2) det L > 0,

(3) jesli by, ..., by, zadaje standardowq orientacje R™, to L(by), ..., L(b,) zadaje standardowq
orientacje R™.
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Rozdziatl 10

Do czego zmierzamy?

SEOWA KLUCZOWE ROZDZIALU

wektor wlasny ¢ warto$¢ wiasna ¢ diagonalizacja ¢ baza wektoréw wlasnych ¢ dia-
gonalizacja ortogonalna ¢ macierz stochastyczna { dominujaca warto$é¢ wlasna { wie-
lomian charakterystyczny ¢ zespolona posta¢ Jordana ¢ rzeczywista posta¢ Jordana
¢ krotno$é geometryczna i algebraiczna ¢ twierdzenie Cayleya—Hamiltona ¢ diagona-
lizacja ortogonalna macierzy symetrycznej

Przedstawimy teraz motywacje dla naszych dalszych rozwazan. Jak juz pewnie zauwazyliécie
szczegblnie tatwe do analizy sg macierze diagonalne

D =diag(A1,..., ), An,..., A\ €RL
Przyktadowo,
D¥ = diag(Af,...,AL), detD =X\ -... A
Jesli D jest nieosobliwa, to D™1 = diag(1/\1,...,1/\,).
Zalézmy, ze macierz A € M, «,(R) jest podobna do macierzy diagonalnej D, czyli istnieje

taka macierz nieosobliwa,
S=[v1]. | va] € Muxn(R),
ze
S~1AS = D.

Wtedy A = SDS™!, wiec
AF = SDFS™! det A = det D,

czyli A jest réwnie prosta do analizy jak macierz diagonalna D.

PROBLEM 1
Scharakteryzowa¢ macierze A € M, x,(R), ktére sa diagonalizowalne tzn. istnieje taka
macierz nieosobliwa S = {vl | ... vn] € Myxn(R), ze
STAS = D = diag(M, .-, M) = [Mven | [ An e
Zalézmy, ze ST'AS = D. Wtedy AS = SD, czyli
[Avy | ... | Av,| = AS = SD
=S her | dnen)
— [)\1-561 . )\n-Sen}
= [)\1'111 | ... ] )\n-vn}
Stad
Avi = A -v1, ..., Av, = A\, - Up.

7 powyzszych rozwazan wynika nastepujace:
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Twierdzenie 10.1 (Diagonalizacja). Dla macierzy A € My xn(R) ponizsze warunki sq réwno-
wazne

(i) istnieje taka macierz nieosobliwa S € Myxn(R), Ze STAS jest diagonalna,
(ii) istnieje baza vy,...,v, dla R™ oraz takie skalary Ai,..., A\, € R, Ze
Avi:)\i-vi, iZl,...,TL.
Warto jako$ nazwaé wlasnoéé jaka spelniaja wektory v; w punkcie (ii). Beda one peknily
podstawowg role w naszych dalszych rozwazaniach.

Definicja 10.1 (Wektor wlasny i warto$¢ wlasna).
Powiemy, ze niezerowy wektor 0 # v € R™ jest wektorem wlasnym macierzy rzeczywistej
A € Myxn(R), jesli istnieje taka liczba rzeczywista A € R, ze

Av=A-v.
Liczbe A € R nazywamy wartoscig wlasng macierzy A € M, «,(R) dla wektora wlasnego v € R™.
Twierdzenie [I1.1] mozemy sformulowaé nastepujaco:

Twierdzenie 10.2 (Diagonalizacja = baza wektoréw wlasnych). Dla macierzy A € My, xn(R)
ponizsze warunki sg réwnowazne

(i) istnieje taka macierz nieosobliwa S € Myxn(R), Ze STAS jest diagonalna,
(ii) istnieje baza vy, ...,v, dla R™ zlozona z wektoréw wlasnych A.

Definicja 10.2 (Podprzestrzen niezmiennicza).
Podprzestrzen V' C R™ nazywamy niezmienniczq dla macierzy A € My xn,(R), jesli

AV CV,

albo, réwnowaznie, Av € V dla dowolnego wektora v € V.
Podamy geometryczng interpretacje wektora witasnego.

Whniosek 10.1. Dla niezerowego wektora v € R™ i macierzy A € Myxn(R) ponizsze warunki sq
rownowazne

(1) v jest wektorem wlasnym A,

(2) prosta generowana przez v jest niezmiennicza dla A tzn.

A(span{v}) C span{v}.

@ Nie kazda macierz rzeczywista ma jakis wektor wlasny. Wystarczy znalezé macierz rzeczywista A,
ktéra nie ma prostych niezmienniczych. Przykladowo, macierz obrotu o kat 5, czyli

nie ma zadnej prostej niezmienniczej.
Mozemy na to spojrzeé jeszcze troche inaczej. Wektor 0 # v € R? jest wektorem wlasnym A, gdy
dla pewnej liczby rzeczywistej A € R zachodzi warunek

(A—=Xv =0,
czyli ker(A — AI) # 0, wiec det(A — AI) = 0 dla pewnej liczby rzeczywistej A € R. Zauwazmy, ze

w naszym przyktadzie
det(A—XI) =\ +1+#0,
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dla A € R.
Macierz rzeczywista A mozemy traktowaé w naturalny sposéb jako macierz zespolong. Mozemy,

wigc spytaé o istnienie zespolonych wektoréw wlasnych v € C2. Zauwazmy, ze det(A — AI) = 0
dla A = +i. Rozwazmy macierz
. —i -1
A—il = [ 1 —i]

i znajdzmy taki niezerowy wektor v = [a + ib, ¢ + id] € C%, ze (A — il)v = 0. Mamy
(A—il)v=[—ia+b—c—ida+ib—ic+dT =1[0,0]T,
czyli
a+d=0, b—c=0.
Wektor v ma wiec postaé
v =la+ib,b—ia)" = [a+ib,—i(a + ib)]T = (a +ib)[1,—i] .
Wynika stad, ze
AL, —i) T =1, =47,

czyli [1,—i]T jest zespolonym wektorem wlasnym A z warto$cia wlasng i. Analogicznie spraw-
dzamy, ze [1,i]7 jest zespolonym wektorem wlasnym A dla wartosci wlasnej —i. Macierz A jest
diagonalizowalna jako macierz zespolona. Dla

mamy

Pojecie wektora wlasnego mozemy tez zdefiniowaé w bardziej ogélnym kontekscie. Niech L : V —
V bedzie odwzorowaniem liniowym. Powiemy, ze niezerowy wektor v € V jest wektorem wilasnym
L jesli

Lv)=A-v.

Przestrzenn V' nie musi by¢ skoficzenie wymiarowa. Przykladowo, niech C°°(R,R) bedzie prze-
strzenig wszystkich funkcji f : R — R, majacych ciagla pochodna dowolnego rzedu. Wtedy
odwzorowanie (operator rézniczkowania)

L:C®[R,R)> f+— f € C*(R,R)
jest liniowe. Ponadto, dla f = e** € C°°(R,R) mamy
L(f) = (*)
= XM
=\ f7
czyli f = e jest wektorem wlasnym L dla wartoéci wlasnej \.

Uzasadnimy teraz, ze jesli L(f) = X f, to f = Ce*® dla pewnego C € R. Rzeczywiscie, réwnosé
f' = Af oznacza, ze f’' — Af = 0, czyli réwniez

f/ef)\x o )\ef)\zf —_ 07
|y —
=(femr=)
czyli fe’“ jest funkcja stala, wiec fe”‘m =C.
Wynika stad, ze jadro ker(L — AI) ma wymiar 1 oraz

ker(L — \I) = span{e**}.

Niech L : V — V bedzie odwzorowaniem liniowym i niech v,...,v, € V bedzie baza V.
Rozwazmy macierz A € M, x,(F) odwzorowania L w tej bazie. Wektor v = x1-v1+. ..+ 2y vy, jest
wektorem wlasnym L dla wartosci wlasnej A € F wtedy i tylko wtedy, gdy wektor wspolrzednych
[1,...,2,])T € F" jest wektorem wlasnym macierzy A dla wartosci whasnej .
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Mozemy péjs¢ jeszcze krok dalej. Wektory wlasne macierzy diagonalnej D to wektory bazy
standardowej eq, ..., e,. Ma ona wlasnosé

(eilej) = dij.

Takie bazy R" bedziemy nazywaé ortonormalnymi. Wektory e; oraz e; sa ortogonalne i maja
norme 1.

PROBLEM 2
Scharakteryzowa¢ macierze A € M,,x,(R), ktére sa ortogonalnie diagonalizowalne tzn.

istnieje taka macierz nieosobliwa S = [m ... vn} € Myxn(R), ze

STAS = D = diag(M, .-, ) = [Mver | [ A e

oraz

(vilvj) = 04

Zaczniemy od przygladniecia sie takim macierzom
S=vi]...| vn] € Mpsn(R),

ze (vilvj) = d;5. Bezposrednio z definicji iloczynu macierzy i definicji macierzy transponowane;
wynika, ze wtedy
STS =1, cayli St=57T.

Takie macierze bedziemy nazywaé ortogonalnymi. W problemie 2 pytamy wiec o istnienie takiej
macierzy ortogonalnej S € M, «,(R), ze
S1AS =STAS =D
jest diagonalna. Zauwazmy, ze wtedy A = SDST oraz
AT = (SDST)T

_ (ST)TDTST

= SDST
czyli A musi byé¢ symetryczna. Jest to warunek konieczny, aby zaszla sytuacja opisana w pro-

blemie 2. W nastepnych rozdziatach pokazemy, ze macierze symetryczne to jedyne macierze
rzeczywiste rozwiazujace problem 2.

10.1 Rozktad Jordana w wymiarze 2

Sprébujmy nabraé intuicji w przypadku wymiaru 2. Zakladamy, ze cialo F jest rowne R lub C.
Rozwazmy macierz A € Mayo(F).

Definicja 10.3 (Wektor wlasny i warto$é¢ wlasna).
Liczbe A € F nazywamy wartoscig wilasng macierzy A € Mayo(TF), jesli istnieje taki nieze-

rowy wektor v € F2, ze
Av=M\-w.

Kazdy taki wektor v nazywamy wektorem wilasnym A odpowiadajacym wartoéci wlasnej A.

@ Niech F = R. Interpretacja geometryczna jest nastepujaca. Jedli v € R? jest wektorem wlasnym
dla wartosci wlasnej A € R, to prosta | = span{v} jest niezmiennicza dla A tzn. jesli w € I, to
Aw € 1.
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Jedli v € F? jest wektorem wiasnym dla wartosci wlasnej A € F, to (A4 — AI)v = 0. Oznacza
to, ze ker(A — AI) # {0}, czyli det(A — AI) = 0. Odwrotnie, jesli det(A — A\I) = 0 dla pewnego
skalara A € F, to macierz A — A jest osobliwa. W szczegdlnosci, ker(A — AI) # {0}, czyli
istnieje wektor wlasny v € ker(A — AI).

Whniosek 10.2. Dia A € Myyo(F) i A € F nastepujgce warunki sq réwnowazine
(1) X\ jest wartoscig wilasng A;
(2) Ker(A — M) # {0};
(8) A— M jest osobliwa;
(4) det(A— AI) =0.
Warunek (4) oznacza, ze wartos¢ wlasna A € IF jest pierwiastkiem wielomianu
pa(x) =det(A — )

Wielomian p4 nazywamy wielomianem charakterystycznym macierzy A. Bezposredni rachunek
pokazuje, ze

all — a2
a(x) = det
pa(@) [ a21 azg — 96]

=17 — (@11 + a2)x + (ar11a22 — a12a22)
= 2% — tr(A)z + det(A).

@ Macierze podobne maja takie same wielomiany charakterystyczne. Rzeczywiscie, jeéli B = S™1AS,
to

det(B — zI) = det(S™'AS — zI)
=det(S™H(A —zI)S)
= det(A — zI).
Jesli macierze A i B maja takie same wielomiany charakterystyczne, to nie musza by¢ podobne.
Przyktadowo, A = 0 oraz B = {8 (1)
nie sa podobne, bo macierz zerowa jest podobna tylko do siebie same;j.

} maja taki sam wielomian charakterystyczny p(z) = 22, ale

Dla F = C zasadnicze twierdzenie algebry gwarantuje, ze wielomian p4 ma dwa (niekoniecz-
nie rézne) pierwiastki zespolone A1, Ay € C. Sa one wtedy warto$ciami wlasnymi macierzy
A € M3y2(C). Macierz zespolona ma wiec zawsze dwie wartosci wlasne. Nie oznacza to, ze ma
ona dwa liniowo niezalezne wektory wtasne. Przyktadowo wartosciami wlasnymi macierzy

Al
A_[O )\], AeC,

sg A1 = A2 = A. Mamy wiec dwukrotng wartos¢ wlasng . Zobaczmy jak wygladaja wektory
wlasne. Niezerowy wektor v = [v1, v9]T € C? jest wektorem wlasnym dla A jesli (A — A)v = 0,

R RISR]

Stad v = 0, czyli wektor wlasny v ma postaé

ﬁﬂ:mmﬂ:mfy

W przypadku F = R, z algebraicznego punktu widzenia, dla wielomianu charakterystycznego
mamy trzy mozliwosci:
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(i) pa ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste;
ii) p4 ma dwukrotny pierwiastek rzeczywisty;
b y P y y
iii) p4 ma dwa sprzezone (nierzeczywiste) pierwiastki zespolone.
€ y
W przypadku (iii) macierz rzeczywista A nie ma rzeczywistych wartosci wlasnych.

Whniosek 10.3. Niech A € Mayxo(C). Jesli A1, Ao € C sq pierwiastkami réwnania charaktery-
stycznego
2% — tr(A)z + det(A) = 0,

to zachodzq wzory Viéte’a
tr(A) = A1 + A2, det(A) = A1 - A
Dowdéd. 7 zalozenia mamy
(z — M) (z — A2) = pa(z) = 2% — tr(A)z + det(A),

wystarczy wiec poréwnaé wspotezynniki wielomianéw po obu stronach réwnoéci. O

Dla dowolnych macierzy X,Y € Msyo(C) macierze XY i Y X maja takie same wielomiany cha-
rakterystyczne. Wynika, to z faktu, ze

trXY =trYX, detXY =detYX.

Lemat 10.1. Jesli A € Mayo(F) ma dwie réine rzeczywiste wartosci wlasne \i # A2 oraz
v; € F? sq wektorami wlasnymi odpowiadajgcymi \; € F, to vy, vo sq liniowo niezaleine.
W szczegdlnosci, vy, ve tworzg baze F2.

Dowod. W przeciwnym razie vo = p - v; dla pewnego skalara p € F. Wtedy

czyli A1 = A9, co prowadzi do sprzecznosci. SkorzystaliSmy tu z faktu, ze vy # 0. O

Twierdzenie 10.3. Jesli A € Moyo(F) ma dwa liniowo niezaleine wektory wlasne vi,vy € F?
odpowiadajgce wartosSciom wlasnym A1, Ay € F (niekoniecznie réinym), to dla macierzy B =
[vl | 1)2} mamy

A1 0
— p-1 _ M
A:=B "AB = [0 )\2]

Dowdd. Z definicji B mamy, ze B(e;) = v; dla i = 1,2. Oczywiscie B jest odwracalna oraz dla
1 = 1,2 mamy

B7'ABe; = B~ Ay,
= Bil()\i . Ui)
= /\i c€5. ]

Twierdzenie orzeka, ze jesli F? ma baze zlozona z wektoréw wlasnych, to A € Mayo(F) ma
w tej bazie postaé¢ diagonalna A. Macierz A nazywamy postacig Jordana macierzy A.
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U2 Avy = 4y

U1

~

A’U2 = — 32}2

Rysunek 10.1: Dzialanie macierzy A na wektorach wlasnych vy, va o wartoSciach wlasnych \; = 4,
Ao = —3.

Przyktad 10.1. Znajdziemy postaé Jordana macierzy

A:[g _22].

Szukamy najpierw wartosci wlasnych, czyli pierwiastkéw réwnania charakterystycznego
palz) =2 —2—-12=0.

Sa nimi liczby A1 = 4 oraz Ao = —3. Aby znalez¢ wektor wlasny dla A\ = 4, znajdujemy jadro

macierzy
-1 2
A—4l = .
Rozwiazujac réwnanie (A — 41)x = 0, otrzymujemy, ze = [279,22]7. Jednym z wektoréw
wlasnych jest vy = [2,1]7. Analogicznie vy = [~1,3]7 jest wektorem wlasnym dla Ao. W bazie

v1, V2 macierz A ma postaé¢ diagonalng

@ Macierz zespolona A € Ms,2(C) moze mieé rzeczywista warto$é wlasna, ale moze nie mieé odpo-
wiadajacego jej rzeczywistego wektora wlasnego w R2. Dla przykladu rozwazmy macierz

Wielomian charakterystyczny ma postaé

pa(z) =% — 1,

wiec A ma wartoéci wlasne A\; = 1 oraz Ay = —1. Wektor wlasny [z,y]T € C? dla A\; = 1 jest
niezerowym rozwigzaniem réwnania

-1 —¢f |z| |0

i —=1| |y| — |0]’

—zr—iwy=0, wx—y=0.

czyli

Stad, y = ix oraz kazdy wektor wlasny jest postaci
c-[L,4%, ceC\{o}.

Nie moze on byé wektorem z R2.
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Zajmiemy sie teraz przypadkiem, gdy A € F jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu charak-
terystycznego pa. Moga zachodzi¢ dwie mozliwosci:

o dimker(A — AI) = 2. Méwimy wtedy, ze krotnos¢ geometryczna wartosci wlasnej A jest
réowna jej krotnosci algebraicznej. Wowezas A ma dwa liniowo niezalezne wektory wlasne
odpowiadajace A i jesteSmy w sytuacji opisanej twierdzeniem Wtedy postaé Jordana
A macierzy A jest diagonalna:

A0

—plap =
A:=DB AB_[0 N

|-

7 powyzszej rownosci wynika, ze wtedy A = Al.

o dimker(A — M) = 1. Istnieje wtedy tylko jeden liniowo niezalezny wektor wlasny v € F?
dla A € F.

Whniosek 10.4. Jesli A € F jest dwukrotnym pierwiastkiem charakterystycznym macierzy A €
Moy o(F) i A # M, todimker(A—AI) =17 A ma tylko jeden liniowo niezaleiny wektor wlasny.

Lemat 10.2 (Twierdzenie Cayleya-Hamiltona). Dia macierzy A € Mayx2(F) zachodzi réwnosé

pa(A) = A% — tr(A) A + det(A)] = [8 8} .
Dowdd. Zastosujemy brutalna site, czyli bezposredni rachunek. Niech A = [Z Z] . Poniewaz
pa(z) = (z — a)(z — d) — be, wige

pa(A) = (A—al)(A—dI)—bcl

0 b |[a—d b] [bc 0
c d—a c 0 0 bc
_ [ be Of |be O
~|e(a—d)+ (d—a)e be 0 be

[0 0
_00]‘ -

Przyktad 10.2. Niech A € Myyo(C). Twierdzenie Cayleya—Hamiltona pozwala latwo wyzna-
czy¢ A™ dla n € N. Niech A\, A2 € C bedg wartosciami wlasnymi A. Wtedy

A? — ()\1 + )\Q)A + Mol =0,

czyli
(A= MI)(A—XI)=0.
Jesli A\; #£ Ao, to rozwazamy macierze

A—)XoT A— )\
X:i)‘2 Yy — A1

A=A’ DY Yh

Wtedy
X?=X, XY=YX=0, Y’=Y
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Srodkowa réwnoéé wynika bezposrednio z twierdzenia Cayleya-Hamiltona. Sprawdzimy réw-
no$¢ X? = X. Mamy

s (A- )\21)2
= (A1 = A2)?
. (A — )\21)(14 — M1+ ()\1 - AQ)I)
(A1 = A2)?
(A= D(A- M) (A= A)(A — AT
(A1 = A2)? (A1 = A2)?
Al
(M=)
= X.

Stad dla k& > 2 mamy
Dla A\; = X9 rozwazamy

Wtedy Z* =0 dla k > 2. Mamy wiec

= JOUX £ 0Y)" = AEX 4+ 08Y, gdy A # o
MT+2)" = T+ nX7 20 gdy A\ = Ao

Whniosek 10.5. Jesli A € May2(C) jest nieosobliwa, to

1 tr A
A7l = trA-1—A), trA~!'= .
det A (tr ) : det A
Ponadto,
1
det A = 5((tr A)? —tr A?).
Dowdd. 7 twierdzenia Cayleya—Hamiltona mamy
9 00
A% —tr(A)A + det(A)] = 0 ol
Mnozac powyzsza réwnoséé przez A~! otrzymujemy, ze
1
-1
=——(@trd-1—A).
det A (tr )
Biorac $lady obu stron w tej réwnoéci, dostajemy, ze tr A=! = (f;tﬁ. Wz6r na det A otrzymujemy,
obliczajac élady macierzy po obu stronach w réwnoéci Cayleya—Hamiltona. O

Whiosek 10.6. Niech A € Mayo(C). Jesli A ¢ {al : o € C} oraz A2 —aA+bl = dla pewnych
a,beC, to
a=trA, b=detA.

Dowdd. 7 zalozenia i twierdzenia Cayleya—Hamiltona wynika, ze

(a —tr A)A = (b —det A)I.

Zauwazmy, ze a — tr A = 0, bo inaczej A = bt:itert f[ , CO jest sprzeczne z zalozeniem. Stad

réwniez b — det A = 0. O

@ Macierz A € Mayo(C) jest nilpotentna, jesli A™ = 0 dla pewnego n € N. Pokazemy, ze wtedy 0
jest jedyna wartoécig wlasng A oraz A% = 0. Zauwazmy, ze jesli A € C jest wartoscia wlasna dla
wektora wlasnego v #£ 0, to 0 = A™v = A" - v, czyli A = 0. W szczegdlnosci, tr A =01 det A = 0,

czyli pa(x) = 22, Z twierdzenia Cayleya—Hamiltona wynika, ze A% = 0.

153



Lemat 10.3. Jesli A € F jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego pa,

to
(A= \)? = lg 8] :

Dowdd. Ze wzoréw Viete’a mamy tr(A) = 2\ i det(A4) = \2. Z twierdzenia Cayleya—Hamiltona
wynika, ze

2 > Joo
A zmu_[o 0].

Poniewaz macierze A i AI komutuja ze soba (tzn. A(AI) = (AI)A), wiec
(A—AI)? = A2 —20A + \°1. O

Twierdzenie 10.4. Jesli A € F jest dwukrotng wartoscig wlasng macierzy A € Maxo(F) i A #
M, to istnieje taka baza v,w dla F?, ze

Av=X-v, Aw=v+ A w
W szczegolnosci, dla macierzy S = [v | w} mamy nastepujgcg postaé Jordana dla A:

o1 A1
esuase b ]

Dowdd. Niech 0 # v € ker(A — AI) bedzie dowolnym wektorem wilasnym dla A. Kazdy wektor
wlasny A jest postaci p - v, gdzie v jest pewnym wektorem wlasnym A dla \ oraz 0 # p € F.
Niech 0 # u € F? bedzie dowolnym wektorem liniowo niezaleznym z v. W szczegdlnoéci, u nie
jest wektorem wlasnym odpowiadajacym A, wiec (A — A )u # 0. Poniewaz

0=(A—=X)*u=(A—-\)(A—-\)u,
wiec (A — M )u € ker(A — M) jest wektorem wlasnym odpowiadajacym A. Stad

(A= A)u=p-v,

dla pewnego 0 # p € R. Dla wektora w = % - u otrzymujemy, ze (A — A)w = v, czyli

Avw=v+ )\ w. O

PoSTAC JORDANA MACIERZY ZESPOLONEJ
Macierz zespolona A € Msy2(C) ma jedna z dwbch postaci Jordana

5 bl

Whniosek 10.7. (i) Jesli 0 # A € Maxo(C) jest macierzq nilpotentng, to

o]
A_S[O O]S

dla pewnej macierzy nieosobliwej S.

(i3) Jesli A € Mayo(C) jest taka, ze A2 = A, to A=0 lub A =1 lub

R
EE

dla pewnej macierzy nieosobliwej S.
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(iii) Jesli A € Mayo(C) jest taka, ze A2 =1, to A= =+I lub

1 0

-1
0 —15

=

dla pewnej macierzy nieosobliwej S.
(iv) Jesli A € Mayo(C) jest taka, ze A2 = —1I, to A= +i-T lub

R [ I
A_SL O}S

dla pewnej macierzy nieosobliwej S.
Wnhniosek 10.8. Dia dowolnej macierzy A € Max2(C) mamy
(i) A jest podobna do A”.
(i) A jest podobna do macierzy symetrycznej.
(iii) A jest iloczynem macierzy symetrycznych.

Dowdd. Punkt (i). Mozemy zalozy¢, ze A jest w postaci Jordana. Jedli jest ona diagonalna, to
nie ma czego dowodzi¢. Zaldézmy wiec, ze

Al
A_[O A].
0 1 -1 T
Wtedy dla S = 10 mamy ST AS = A'.

3 )1\] Szukamy takiej macierzy nieosobli-

Punkt (ii). Ponownie mozemy zalozy¢, ze A = [
wej S = [CCL Z] € May2(C), ze STLAS jest symetryczna. Dla A = det S # 0 mamy

cd+ \A d?

1 o
§TAS = —c2 —cd+ M\A

Poniewaz szukamy macierzy symetrycznej, wiec musi zachodzi¢ warunek ¢?+d? = 0. Wystarczy
wiec przyjaé takie a,b,c,d, ze ad —bc # 01 c® + d?> = 0. Zwréémy uwage, ze S nie moze byé
rzeczywista. Przykladowo, dlad =i =a,c=11b=0 mamy

fio e A=i1
S‘L z] s AS‘[l A+il|”

Punkt (iii). Zauwazmy najpierw, ze mozemy zalozy¢, ze A jest w postaci Jordana A, bo jesli
A = BC jest iloczynem macierzy symetrycznych, to

A=SAS! = (SBST) (S~ HTcs)

. e . A1 0 .,
jest réwniez iloczynem macierzy symetrycznych. Dla A = [ 01 A\ ] wystarczy przyjac
2

A 0 |1 0
s=3 3] e=i )
- Al o
Jesli A = lo )\1 , to przyjmujemy

11 0 A
32[1 o}’ C:[)\ 1—>\]‘ -
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@ Rozwazmy macierz A w postaci bloku Jordana
A1
A= [O A] .

Dla macierzy

mamy S~! = S oraz

Naturalne jest pytanie o posta¢ macierzy A € Max2(R), gdy jej wielomian charakterystyczny p4
ma dwie zespolone wartosci wlasne A\; = a+i3, Ao = a—if oraz 8 # 0. Macierz A € Max2(R)
mozemy traktowaé jako element przestrzeni Mayxo(C). Istnieje wiec wektor wlasny v € C2
odpowiadajacy wartoéci wlasnej Ay = a + i3. Wektor v € C? wygodnie jest zapisa¢ w postaci

ai + tas a1 claz| . 2
= by iby| = [bl +1 [bJ =1 +ive, v1,v2 € R
Woéwezas
Av = Avy + 1 Avs.
Ponadto

A(vy —ivg) = (a —if) - (v1 — ive),

czyli wektor v1 — jvo jest wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej Ao = a — if3.
Pokazemy, ze wektory vi,ve € R? sg liniowo niezalezne. Rzeczywidcie, przypuéémy, ze
v1 = p - v dla pewnej liczby rzeczywistej p € R. Wtedy

A(vr +ivg) = (a+1i0) - (01 +iv2) = (e +if)(p+1) - v2

A(Ul + ivg) = A((p + i)’Ug) = (p + Z) . A(’Ug),

wiec A(vg) = (a4 if8) - va, co prowadzi do sprzecznosci z warunkiem f # 0.
Zauwazmy, ze

A(vy) +iA(v2) = A(vy +ivg) = (a+i8) - (v1 + iv2),

wiec
A(vi) =a-v1 —B-va, Avg) =B -v1+a-va.

Dla macierzy S = [vl | vg} otrzymujemy réwnosé

—glgg_ | P
A._SlAS_[_ﬁ a].

Dla S; = {7}2 | vl} manmy

8 «

Whniosek 10.9 (Rzeczywista posta¢ Jordana). Jesli Ay = a+if, Ao = a—if 2z # 0 sq
pierwiastkami wielomianu charakterystycznego pa dla macierzy A € Mayo(R), to istnieje taka
nieosobliwa macierz S € Mayx2(R), Ze

ST1AS; = [0‘ _ﬁ] .
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_gla5— | B
A_SlAS_[_B a].

Ponadto, S = [vl | 7)2} dla dowolnego takiego niezerowego wektora vy + tvg € C, Ze
A(U1 + iUQ) = (Oé + 1,8) . (Ul + ivg).

Przyktad 10.3 (Ciag Fibonacciego). Ciag Fibonacciego u, jest zdefiniowany rekurencyjnie
wzorem
Up1 = Up + Up—1, up = 1,ug=0.

Dla macierzy

mamy wiec

11 Uy, __Un+1
1 0| |up—1| | wn |-

i I L R L
Un Uo -

Wynika stad, ze

Wielomian charakterystyczny A ma postaé pa(z) = 22 — x — 1, wiec wartoéciami wlasnymi A
Sa
V5 +1 1-+5
>\+ - 2 5 )\7 - 2 .

Wektory wlasne maja postaé
Vy = [(1 =+ \/5)/27 l]Ta V- = [(1 - \/5)/2, 1]T
Poniewaz
1 (v —v_)
\/5 + =)
wiec

1
[ Un+41 ‘| — ()\ﬁi}_k—)\ri 'U_)7

Un

czyli otrzymujemy formute Bineta

Jej wielomian charakterystyczny ma postaé
pa(z) =2® —dx +4 = (v — 2)%

Stad A = 2 jest dwukrotng wartoscia wlasng macierzy A. Poniewaz

1 1
a1,

wiec [x,y]T € ker(A — 21) jedli x +y = 0, czyli
ker(A — 2I) = span {[1, —1]T}.
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Wektor v = [1, —1]7 jest wektorem wlasnym i kazdy inny wektor wlasny jest liniowo zalezny
7.
Szukamy teraz takiego wektora w = [z,y]T € R?, ze

(A—2Nw=v=[1,-1]7.
Musimy wiec rozwiazaé¢ uklad réwnan
z+y=1 —z—y=-1
Rozwiazaniami sa wektory postaci [z,1 — z]T = z[1, —1]7 + [0,1]7. Mozemy wiec przyjaé, ze
w=[1,0]T = e;.

Dla macierzy

mamy

sas=[0 [ ][A3]=F 3]

Przyktad 10.5. Macierz

ma zespolone wartoéci wlasne A\; = 2i oraz Ay = —2i. Znajdziemy wektor wlasny v; = [a +
bi,c+ di]T € C? dla \; = 2i. Szukamy niezerowych rozwigzan réwnania

[—92i —4
1 -2

a—+bi

0=(A—2il)v= ot di

[ % + 20— 4c — 4di
a-+bi —2ic+2d

 [2ia+2(b - 2¢) — 2i(a + 2d)
a+2d+i(b—2c) '

Stad a + 2d = 0 oraz b — 2¢ = 0. Mozemy wiec przyjac, ze
vy = [2,—i]" = [2,0]" +i[0,-1]T.

Dla wartoéci wlasnej Ao = —2i wektorem wlasnym jest wiec ve = [2,4]7. Dla macierzy

mamy
114 =2[(0 —4] |2 2 2t 0
—1 _ —
SAS=4 lz 2] L o] [—z’ 11 [0 —22‘]
Aby znalezé rzeczywista postaé¢ Jordana, rozwazamy macierz
2 0
ktérej kolumnami sa czeéé rzeczywista i urojona wektora v1 = [2,—i]T = [2,0]7 + i[0, —1]7.

Wtedy
L 12 o]fo —4][2 o 0 2
PAP:[O —1“1 OH() —1]:[—2 o]'
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10.2 Rozktad Jordana w wymiarze 3

Podamy dowdd Twierdzenia Jordana dla macierzy zespolonej A € M3, 3(C). Zastosujemy
podejscie, ktore uogdlnia sie na wyzsze wymiary.

Twierdzenie 10.5 (Rozklad Jordana macierzy zespolonej). Niech A € Msy3(C). Istnieje taka
macierz nieosobliwa S € M3zx3(C), ze STLAS jest jednej z ponizszych postaci:

0 0 M0 0 M 10
0 0 |, 0 X 1T |, [0 XN 1
0 0 00 X 0 0 N\

Ponadto, \; € C sqg wartosciami wilasnymi macierzy A.

Lemat 10.4. Zalozmy, ze wartosci wlasne A1, A2, A3 € C macierzy A € Ms«3(C) sq rozne.

Wtedy odpowiadajgce im wektory wlasne vy, v, v3 sq liniowo niezalezne oraz dla S = {vl | va | ’Ug}
mamy
S™1AS = diag(A1, A2, \3).

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze vy i vy sg liniowo niezalezne. Przypuéémy, ze vo = z - v; dla
pewnego x € C. Wtedy = # 0, bo vy # 0. Mamy

A9 - U9 = Avy
= A(z - vy)
:a:)\l U1

:)\1 - U2,

czyli A1 = Ao, sprzecznoéé.
Przypusémy, ze vz € span{vi,va}. Wtedy vz = 1 - v1 + x2 - v2 dla pewnych z1,29 € C.
Przynajmniej jedna z liczb x1, z2 jest rézna od zera, bo v # 0. Otrzymujemy, ze

)\3 c V3 = AU3
= Az -v1 + 22 - v2)

=211 - V1 + T2 - Vg,

czyli
A3(21 - v1 4+ X2 - v2) = T1A1 - U1 + T - va.
W efekcie
z1(A3 — A1) - v1 +22(A2 — A1) - v2 =0,
co jest sprzeczne z liniowa niezaleznoscia vy i vs. O

Lemat 10.5. Niech A € M3y3(C). Istnieje taka macierz nieosobliwa S € Msy3(C), Ze macierz
STLAS jest gornie tréjkgtna.

Dowéd. Niech A € C bedzie wartoécia wlasng A i niech v € C? bedzie odpowiadajacym jej
wektorem wlasnym. Uzupelniamy v do bazy v, u, w dla C3. Rozwazmy macierz W = [v | u | w} .
Macierz W' AW ma postaé blokowa

WAW =

o O >
Qo *

*
a
c
Z rozkladu Jordana w wymiarze 2 istnieje taka macierz nieosobliwa V' € Myy2(C), ze

_11|a b o
v [ d]v_T
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jest gérnie trojkatna. Definiujemy macierz nieosobliwa

U= [ 1] 0 ] € Mjyy5(C).

0|V
Wtedy
Aok %
U'wltAawu=U"'|0la b |U
O|lc d
_[1 01 32: l10]
- —1
0]V ole 4 0]V

A
=15 ,
jest gérnie tréjkatna i teza zachodzi dla S = WU.

Lemat 10.6. Rozwazmy macierz gornie trojkgtng z 0 jako jedyng wartoscig wiasng

A=

o O O
O O R
S0

Wtedy zachodzi jeden z warunkow
(i) A=0,
(i) dimker A =2 i A jest podobna do macierzy

o

oo O
)

1
0
0

o

(7ii) dimker A =1 oraz A jest podobna do macierzy

01 0

0O 0 1].

0 0 0

Dowdod. Sprawdzamy, ze

0 a b |0 a b 0 0 ac
A2=10 0 ¢||0 O ¢|=1]0 0 0,
0O 0 010 0 O 0 0 O

0 a b |0 0 ac
A3=10 0 ¢||0 O 0] =0

0O 0 010 0 O

Mamy trzy mozliwosci
1. A=0,
2. A#0, A2 =0,
3. A2 40, A3 =0.
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W przypadku (i) @ = 0 lub ¢ = 0, bo A2 = 0 i macierz A jest jednej z postaci

A=

o O O
o O O
oo o

0
c#0, A=10
0

We wszystkich przypadkach rank A = dimim A = 1 oraz
imA C ker A, dimker A = 2.

Inkluzja im A C ker A wynika stad, ze A2 = 0. Niech v; € im A bedzie niezerowym wektorem.
Istnieje wiec taki (niezerowy) wektor ve € C3, e Avy = v1. Wybieramy teraz wektor vs € ker A
liniowo niezalezny z v;. Rozwazmy macierz

S:{’U1|U2‘U3}.

Poniewaz vy ¢ ker A, wiec v1, v, v3 sa liniowo niezalezne, czyli S jest nieosobliwa. Ponadto,

ST1AS =

oo O

1
0
0

oo O

W przypadku (iii) mamy a # 0 i ¢ # 0, wiec
rank A = dimim A = 2.

Ponadto,
im A% C ker 4, dimkerA =1, wiec im A% = ker A.

Niech v € ker A bedzie wektorem wlasnym dla wartosci wlasnej 0. Poniewaz
im A% = ker A,
wiec istnieje taki wektor u € C3, ze A%u = v. Wektory
v, Au, u
sg liniowo niezalezne. Rzeczywiscie, przypusémy, ze - v + y - Au+ z - © = 0 dla pewnych

x,y,z € C. Wtedy
0=A%z-v+y - Autz-u)=z-v,

czyli z =0, bo v # 0. W konsekwencji,
0=A(x-v+y-Au) =y v,
czyli y = 0. Z réwnosci x - v = 0 rowniez x = 0. Dla
S = [v | Au | u}
mamy

S™1AS = O

o O O

1
0
0

O = O

Whniosek 10.10. Zalozmy, ze A € C jest 3-krotng wartoscig wlasng macierzy A € Msy3(C).
Wtedy

(i) jesli dimker(A — AI) =3, to A=\,
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(ii) jesli dimker(A — A\I) = 2, to A jest podobna do macierzy

oo

1
A
0

> o O

(iii) jesli dimker(A — \I) =1, to A jest podobna do macierzy

o O >
S > =
> = O

Dowdd. 7 lematu [I1.5] mozemy zalozy¢, ze A jest gérnie tréjkatna. Stosujemy lemat [11.6] do
macierzy A — \I. O

Lemat 10.7. Zalézimy, ze A € M3x3(C) jest macierzq gornie tréjkatng postaci

A= A # 0.

S O >
o O 2
oo o

Wtedy
(i) dimker A < 3,

>

0 0
(ii) jesli dimker A = 2, to S7YAS = | 0 @ 0 | dla pewnej macierzy nieosobliwej S €
0 O

M3x3(C),
A0 O
(iii) jesli dimker A = 1, to STYAS = | 0|0 1 | dla pewnej macierzy niecosobliwej S €
010 O
ngg((C).
Dowod. Zauwazmy, ze
1 —
dimimA=1<{"’ gdy ¢ =0,
2, gdy c#0,
czyli
2, gdyc=
dimker A ={ = &V € 0
1, gdy c#0,

Zalézmy, ze dimker A = 2. Niech vy, v3 € ker A beda bazg dla jadra. Jesli v; jest wektorem
wlasnym dla A, to v, ve,vs sa liniowo niezalezne. Przypu$émy bowiem, ze v1 = o - v2 + x3 - v3.
Wtedy

A-vp = Ay :SUQ-AUQ-f-J?g'AUg:O,

sprzecznosé. Dla macierzy nieosobliwej S = 1)1 | vo | 1)3 mamy

Niech teraz dimker A = 1, czyli ¢ # 0. Zauwazmy, ze teza zajdzie, gdy znajdziemy taka baze
U1, V2, V3, ze
A’Ul :/\-2)1, A’UQIO, A’ngvg.
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Z wyborem v1 i vo nie mamy problemu: bierzemy wektory witasne dla A i 0. Musimy dobraé
wektor vs, aby Avs = vy. W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze

ker A C im A.

Rzeczywiscie, Alx,y, 2] = [Ax + ay + bz, cz,0], czyli [z,y,2]T € ker A, gdy 2 =0iz = Sy,
czyli jadro jest generowane przez wektor [a/),1,0]7. Sprawdzamy latwo, ze jest on w obrazie
A generowanym przez wektory [),0,0]7 i [b,c,0]T.
Pozostaje sprawdzié¢, ze vy, v, v3 sa liniowo niezalezne. Wiemy, ze v1 i v sg liniowo nieza-
lezne. Przypusémy, ze vs = x1 - v1 + T3 - v9. Wtedy
Vg = Avg
=ux1 - Avy + x5 - Avg

= .%'1)\ * U1,
co jest sprzeczne z liniowa niezaleznoscia vy i vs. O

Wniosek 10.11. Zaléimy, ze A\, A1 € C sq réZnymi wartosciami wlasnymi macierzy A €
M3.3(C) oraz A1 ma krotnosé 2. Wtedy

(i) dimker(A — M\ 1) < 3,

(i) jesli dimker(A — \I) =2, to A jest podobna do macierzy

A0 O
0 A O
0 0 X\

(iii) jesli dimker(A — \I) =1, to A jest podobna do macierzy

A0 O
0l 1
010 M\

Dowdd. 7 lematu [I1.5 mozemy zalozy¢, ze A jest gérnie tréjkatna. Stosujemy rozumowanie jak
w dowodzie lematu 1.7 O

Zajmiemy si¢ teraz macierzami rzeczywistymi A € Msy3(R). Wtedy wielomian charakte-
rystyczny pa jest stopnia 3 i ma wspotczynniki rzeczywiste. Jedli liczba zespolona A € C jest
pierwiastkiem p4, to jest nim réwniez X. Wynika stad, Ze istnieje co najmniej jeden pierwiastek
rzeczywisty pa. Jest on oczywiscie warto$cia wlasna p4. Jesli A ma trzy (liczone z krotno$ciami)
rzeczywiste wartosci wtlasne, to A ma taks sama postaé¢ Jordana jak w przypadku zespolonym.

Pozostaje nam rozwazyé¢ przypadek, gdy p4 ma rzeczywisty pierwiastek A\; € R i pare
pierwiastkéw Ao = o 4 i3 oraz Ao = a — i3 z 3 # 0.

Wnhniosek 10.12 (Rzeczywista posta¢ Jordana). Jesli dla A € Msx3(R) ma rzeczywisty pier-
wiastek Ay = A € R 1 pare pierwiastkow sprzezonych Ao = a + i oraz Ao = a —if8 z f # 0, to
istnieje taka nieosobliwa macierz S € Msy3(R), Ze

Al O O
STtAS=|0] a 5
0| - «

Dowdd. Niech v € R? bedzie wektorem wlasnym dla ), a w = w; + iwy zespolonym wektorem
wlasnym dla o + i8. Wtedy w = w; — iws jest wektorem wlasnym dla o — i5. 7Z naszych
rozwazan w wymiarze 2 wystarczy pokazaé, ze v, wi, ws s liniowo niezalezne nad R, bo wtedy
teza zachodzi dla S = { v ‘ w1 ‘ wy } Wiemy juz, ze wi i we sa liniowo niezalezne. Przypusémy;,
ze

V=121 W1+ T2 Wy,
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dla pewnych x1,xs € R. Poniewaz

1 1
wl—ﬁ-(w—i-@), w2:2—i-(w—w),
wiec
xl—ixg $1+i332 o
= — - w W
2 2 ’

czyli v, w, W sa liniowo zalezne nad C. Prowadzi to do sprzecznosci, bo wektory te odpowiadaja
réznym warto$ciom wlasnym. O

Przyklad 10.6. Macierz

-3 0 0
A=[10 3 =2
0o 1 1
ma wartoéci wlasne A\; = —3, Ao = 2+, A\3 = A3 = 2 —i. Odpowiadajacymi im wektorami

wlasnymi sg przyktadowo

v =[1,0,0F =e;, v =1[0,1+4,1]%, w3=10,1—1d,1]T.

Dla
1 0 0
S=10 144 1—1
0 1 1
mamy
-3 0 0
S7'AS =10 2+4i 0
0 2

Aby otrzymaé¢ postaé rzeczywista, rozwazamy macierz

1
P=10
0

_ = O
S = O

ktérej druga i trzecia kolumna, to odpowiednio, cze$é¢ rzeczywista i urojona wektora wtasnego
vo = [0,1,1]7 +[0,1,0]7. Otrzymujemy, ze

PtAP=1|0

Przyktad 10.7. Wartoéci wtasne macierzy

to A1 =11 Ay = A3 = 2. Sprawdzamy latwo, ze odpowiadajace im wektory wiasne, to
v =[1,1,-2]7, vy =10,0,1]%.

Krotnosé¢ algebraiczna wartosci wlasnej Ao = 2 jest rowna 2, ale jej krotno$é geometryczna jest
rowna 1. Macierz A nie ma wiec bazy wektoréw wlasnych, czyli nie jest diagonalizowalna. Aby
wyznaczy¢ postaé Jordana A, szukamy takiego wektora w, ze

(A —20w = vs.
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Poniewaz

wiec mozemy przyjaé, ze w = [0,1,0]7. Dla macierzy

1 00
S=11 01
-2 1 0
mamy
1 oo0l[1 o0o0]]1 0O 1 00
StAs=12 0 1/|-1 2 0|1 0 1|=1]0 1 1
-1 101 1 2/]-210 001
Przykltad 10.8. Macierz
2 1 0
A=10 2 0
0 -1 2

ma tylko jedng warto$¢ wtasng A = 2 o krotnosci algebraicznej 3. Zauwazmy, ze

0 1 0
A-2I=|0 0 Of,
0 -1 0
wiec
ker(A — 2I) = span{ey, e3}.
Ponadto,

im(A — 2I) = span{[1,0, —1]7} C ker(A — 2I).

Szukamy teraz takiego wektora w, ze
(A—2Nw = [1,0,-1]T.
Latwo sprawdzamy, ze mozemy przyja¢ w = [0,1,0]7 = es. Dla bazy
v1 =[1,0,-1]", v =10,1,0", wv3=1[1,0,0]"

Dla

mamy

0 0 2 1 ol[1 o
SAas=101 oo 2 o|l|0 1
1 0 0 2 0

o O N

1
2
0

N OO

1
ol =
0

Przyktad 10.9. Przygladniemy sie teraz macierzom antysymetrycznym A € Msy3(R). Ponie-
waz AT = — A, wiec A ma postaé

0 a b
A=|-a 0 ¢|, abceR.
—b —c 0

Zakladamy, ze A jest niezerowa, czyli a®4+b?+c? # 0. Poniewaz A jest antysymetryczna i wymiar
n = 3 jest nieparzysty, wiec det A = 0. W szczegdlnosci, 0 jest zawsze wartoscia wlasna. Ma
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ona krotnoéé 1, bo jak latwo sprawdzié¢ pozostale wartosci wlasne, to £iva? + b% + 2. Wektor
wlasny dla wartosci wlasnej 0 jest réwny

vg = [—c,b,—a]l.
Ponadto jesli A, B € M3x3(R) sa antysymetryczne, to
tr(AB) = —2(valvp).

Co wiecej, macierz
[A,B] := AB — BA

jest antysymetryczna oraz
V[A,B] = VA X VB.
10.3 Diagonalizacja w wymiarach 2 i 3

1=

bedzie rzeczywista macierza symetryczna. Réwnanie charakterystyczne dla A ma postaé

Niech

pa(r) =2% — (a+b)x+ab—c*=0.
Poniewaz
A= (a+b)?—4(ab—c?) = (a—b)*+ 42 >0,

wiec wartoéci wlasne A1, Ao macierzy A sa rzeczywiste oraz

a+b+vVA \ a+b—+vVA
S — 2= .

A= 2 - 2

Twierdzenie 10.6. Dia macierzy rzeczywistej A € Maxo(R) nastepujoce warunki sq réwno-
wazne

(i) A= AT,
(ii) R? ma baze ortonormalng ztozong z wektoréw wlasnych A,

(iii) Istnieje taka macierz ortogonalna Q € Maxa(R), Ze
Q"AQ =D,
gdzie D = diag(A1, \2) jest diagonalna z wartosciami wlasnymi A na przekgtnej.

Dowdd. (i) = (i7)

Zalézmy, ze A jest symetryczna. JeSli ¢ = 0, to e1, ey jest baza ortonormalna ztozona
z wektorow wlasnych macierzy A = diag(a,b).

Jedli ¢ # 0, to A > 01 A ma dwie rézne rzeczywiste wartosci wtasne A1, Ao. Niech vy, v
beda odpowiadajacymi im wektorami wlasnymi o normie 1. Pokazemy, ze wektory vy, vo sa
ortogonalne. Mamy

A1(viv2) = (Avrvg)
= (Avy|vg)
= (v1]|Avy)
= (vi]|A2v2)
= A2 (v1v2),

WiQC (1}1|U2) = 0, bo )\1 75 )\2.
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(ii) = (i11) Wystarczy przyjaé¢ Q = { vy ‘ Vo } dla bazy ortonormalnej vi, vy zloZonej

z wektoréw wlasnych.
Wiemy, ze A = QDQT. Wtedy
AT — (QT)TDTQT
= QDQ"
= A.

O

Rozwazmy teraz macierz symetryczna A € Msy3(R). Istnieje A\ € R rzeczywista wartosé

wlasna dla A. Niech v; bedzie odpowiadajacym jej wektorem wlasnym o normie 1.

Niech

V C R3 bedzie plaszczyzna prostopadla do wektora v;. Wybierzmy baze ortonormalng v,

vz € V dla V. Wtedy vy, vo, v3 jest bazg ortonormalna dla R3.

Pokazemy, ze Ave, Avs € V, czyli A(V) C V. Ze wzgledu na symetrie wystarczy pokazad,

ze Avy € V. Poniewaz A jest symetryczna, wiec

(1)1|AUQ) = (A1)1|1)2)
= (Avifvs)

)\1(1)1"02)
0.

Rozwazmy macierz ortogonalng W = {vl | vo | ’Ug}. Wtedy

A0 0
WHAW =WTAW = | 0 [a ¢
0|d b
Poniewaz W71 AW jest symetryczna, wiec d = ¢, czyli
A0 0
WIAW =| 0 [a ¢
0|c b

Wiemy juz, ze istnieje taka macierz ortogonalna B € Myx2(R), ze

BT [CC‘ Z} B = diag()\2, \s3).

Dla macierzy ortogonalnej

U:[(l) g]Engg(R)

mamy

UTWTAWU = diag(\1, A2, A3).

Macierz Q = WU jest ortogonalna i jej kolumny sg baza ortonormalng ztozong z wektorow

wtasnych.

Whniosek 10.13. Dla macierzy rzeczywistej A € M3y 3(R) nastepujgce warunki sq réwnowazne

(i) A= AT,
(ii) R® ma baze ortonormalng zloiong z wektoréw wlasnych A,
(iii) Istnieje taka macierz ortogonalna Q € Msx3(R), Ze

QTAQ =D,

gdzie D = diag(\1, A2, \3) jest diagonalna z wartosciami wlasnymi A na przekgtnej.
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10.4 Twierdzenie Cayleya—Hamiltona w wymiarze 3

Twierdzenie 10.7 (Twierdzenie Cayleya—Hamiltona). Niech A1, A2, A3 € C bedg wartosciami
wlasnymi macierzy A € Msy3(C). Wtedy

(A= MI)(A = AoI)(A—A3I) = 0.

Dowdd. 7 lematu istnieje taka macierz nieosobliwa S € M3zy3(C), ze S™1AS jest gérnie
tréjkatna. Zauwazmy, ze
(STTAS — MI)(STYAS — XoI)(S7LAS — N\3]) =
(STLAS — X\ 1S719)(S7LAS — XS~ 1S)(STLAS — A35719) =
STHA = MI)SS™HA = N)SS™HA - XIS =
STHA = MI)(A — XoI)(A — N3I)S.

Wiynika stad, ze teza zachodzi dla A wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi dla S~'AS. Mozemy
wiec zalozyé, ze A jest gérnie tréjkatna postaci

)\1 a b
A= 0 )\2 C
0 0 X3

Niech v = [x,y,2]T € C? bedzie dowolnym wektorem. Zauwazmy, ze
(A= X3D)v = [z1,41,0]7,
dla pewnych z1,y; € R. Nastepnie,
(A= XoD)[a1,y1,0]" = [22,0,0],
dla pewnego x5 € C. Ostatecznie,
(A= M\I)[x2,0,0]" =[0,0,0]",

czyli
(A= MI)(A—=XoI)(A—A3l)v=0. U

@ 7 pewnosciag zauwazyliscie, ze dokladnie te same argumenty pokazuja, ze dla macierzy goérnie
trojkatnej A € M, (C) zachodzi
pA(A) =0.

Dowéd opiera si¢ na obserwacji, ze dla macierzy gérnie tréjkatnej A podprzestrzenie span{ey, ..., ex}
sa niezmiennicze dla A. Pokazemy pdzniej, ze kazda macierz A € M, «,(C) jest podobna do

macierzy gornie trojkatnej, wiec twierdzenie Cayleya—Hamiltona zachodzi dla dowolnej macierzy
A€ Myxn(C).

. _la b
NlechA—lC d

] € Msyx2(R). Ocenr prawdziwo$¢ ponizszych zdan:

e Jeslia+b=c+d=1,to[1,1]7 jest wektorem wlasnym A.

o Jesli A ma prostg niezmienniczg, to A ma rzeczywiste wartosci wlasne.
e A ma rzeczywisty wektor wlasny.

o Jesli A jest gérnie trojkatna tzn. ¢ = 0, to A jest diagonalizowalna.

o Jedli det A < 0, to A jest diagonalizowalna.

e Jedli det A < 0, to A jest ortogonalnie diagonalizowalna.

o Jedli A2 =0, to A2 =0.
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Jedli R? ma baze zlozong z wektoréw wlasnych A, to A jest nieosobliwa.
0 jest jedyna warto$cig wlasng A wtedy i tylko wtedy, gdy A? = 0.

Jedli tr A = 0, to A jest diagonalizowalna lub A? = 0.

Jesdli det A = 0, to A ma prosta niezmienniczg.

A i A% maja takie same wartosci wlasne.

A i A% maja takie same wektory wlasne.

Jedli A jest nieosobliwa, to A i A~! maja takie same wartosci wiasne.
Jedli A jest nieosobliwa, to A i A~! maja takie same wektory wlasne.

A i AT maja takie same wartosci wlasne.

A i AT maja takie same wektory wlasne.

Jedli S € Maxo(R) jest niecosobliwa, to A i S™'AS maja takie same wartosci
wlasne.

Jedli S € Mayo(R) jest nieosobliwa, to A i S~'AS maja takie same wektory
wlasne.

Jedli A jest nieosobliwa i diagonalizowalna, to A~! jest diagonalizowalna.

Jedli macierz kwadratowa A jest diagonalizowalna, to AT jest réwniez diagonali-
zowalna.

Jedli macierz kwadratowa ma dwa identyczne wiersze (kolumny), to 0 jest jej
wartodcia wlasna.
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Czesc¢ 11

Algebra liniowa z geometrig 2

170



Rozdziat 11

Do czego zmierzamy?

SEOWA KLUCZOWE ROZDZIALU

wektor wlasny ¢ warto$¢ wiasna ¢ diagonalizacja ¢ baza wektoréw wlasnych ¢ dia-
gonalizacja ortogonalna ¢ macierz stochastyczna { dominujaca warto$é¢ wlasna { wie-
lomian charakterystyczny ¢ zespolona posta¢ Jordana ¢ rzeczywista posta¢ Jordana
¢ krotno$é geometryczna i algebraiczna ¢ twierdzenie Cayleya—Hamiltona ¢ diagona-
lizacja ortogonalna macierzy symetrycznej

Przedstawimy teraz motywacje dla naszych dalszych rozwazan. Jak juz pewnie zauwazyli-
$cie, szczegllnie tatwe do analizy sg macierze diagonalne

D:diag()\l,...,)\n), ALy .-y An €ER.
Przyktadowo
DF = diag(\F, ..., AF), detD =\ -... A,
Jesli D jest nieosobliwa, to D™ = diag(1/A1,...,1/\,).
Zalézmy, ze macierz A € M, «,(R) jest podobna do macierzy diagonalnej D, czyli istnieje

taka macierz nieosobliwa
S = { v ‘ ‘ Un, } € Mpxn(R),
ze
S71AS = D.

Wtedy A = SDS™!, wiec
AF = SDFS™! det A = det D,

czyli A jest réwnie prosta do analizy jak macierz diagonalna D.

PROBLEM 1
Scharakteryzowaé macierze A € M, «,(R), ktore sa diagonalizowalne, tzn. istnieje taka
macierz nieosobliwa S = { v1 ‘ ‘ Up, } € M, xn(R), ze
STYAS = D = diag(\1, ..., An) = [ Meer || An-en }
Zalézmy, ze ST'AS = D. Wtedy AS = SD, czyli
[ Avi | ... | Av, | = AS=SD
:S[ /\1-61 ‘ ‘ )\n-en }
= [ M-Ser | [ An-Sen |
= [ )\1'1)1 ‘ ‘ )\nvn}
Stad
Avi = A -v1, ..., Av, = A\, vp.

7 powyzszych rozwazan wynika nastepujace:
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Twierdzenie 11.1 (Diagonalizacja). Dla macierzy A € My xn(R) ponizsze warunki sq réwno-
wazne

(i) istnieje taka macierz nieosobliwa S € My x,(R), ze STLAS jest diagonalna,
(ii) istnieje baza vy,...,v, dla R™ oraz takie skalary Ai,..., A, € R, Ze
Avi=X;-v;, i=1,...,n.
Warto jako$ nazwaé¢ wlasnosé, ktora spekniaja wektory v; w punkcie (ii). Beda one pelnily
podstawowa role w naszych dalszych rozwazaniach.

Definicja 11.1.
Powiemy, ze niezerowy wektor 0 # v € R™ jest wektorem wlasnym macierzy rzeczywistej
A € Myxn(R), jedli istnieje taka liczba rzeczywista A € R, ze

Av=M\-w.
Liczbe A € R nazywamy wartoscig wlasng macierzy A € M, «,(R) dla wektora wlasnego v € R™.
Twierdzenie [11.1] mozemy sformutowaé nastepujaco:

Twierdzenie 11.2 (Diagonalizacja = baza wektoréow wlasnych). Dla macierzy A € My xn(R)
ponizsze warunki sg rownowazne

(i) istnieje taka macierz nieosobliwa S € My x,(R), ze STLAS jest diagonalna,

(i) istnieje baza vy,...,v, dla R™ zloZona z wektoréw wiasnych A.
Podamy geometryczng interpretacje wektora wtasnego.

Whniosek 11.1. Dla niezerowego wektora v € R™ i macierzy A € Myxn(R) ponizsze warunki sq
réownowazne

(1) v jest wektorem wlasnym A,

(2) prosta generowana przez v jest niezmiennicza dla A tzn.

A(span{v}) C span{v}.

Nie kazda macierz rzeczywista ma jakis wektor wlasny. Wystarczy znalezé macierz rzeczywista A,
ktéra nie ma prostych niezmienniczych. Przykladowo, macierz obrotu o kat 5, czyli

0 -1
=l

Mozemy na to spojrzeé jeszcze troche inaczej. Wektor 0 # v € R? jest wektorem wlasnym A, gdy
dla pewnej liczby rzeczywistej A € R zachodzi warunek

nie ma zadnej prostej niezmiennicze;j.

(A= \)v =0,

czyli ker(A — M) # 0, wiec det(A — AI) = 0 dla pewnej liczby rzeczywistej A € R. Zauwazmy, ze
w naszym przykladzie
det(A—XI) = A2 +1+#0,
dla A € R.
Macierz rzeczywista A mozemy traktowaé¢ w naturalny sposob jako macierz zespolona. Mozemy

wiec spytaé o istnienie zespolonych wektoréw wlasnych v € C2. Zauwazmy, ze det(4 — \I) = 0
dla A = +i. Rozwazmy macierz
. -1 —1
A—il = { 1 }
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©

i znajdzmy taki niezerowy wektor v = [a + ib, ¢ + id] € C?, ze (A — il)v = 0. Mamy
(A—il)v=[—ia+b—c—ida+ib—ic+d" =[0,0]7,
czyli
a+d=0, b—c=0.
Wektor v ma wiec postaé
v =la+ib,b—ia)" = [a+ib,—i(a +ib)]T = (a + ib)[1,—i] .
Wynika stad, ze
AL =i =1, ],

czyli [1,—i]T jest zespolonym wektorem wlasnym A z warto$cia wlasng i. Analogicznie spraw-
dzamy, ze [1,i]7 jest zespolonym wektorem wlasnym A dla wartosci wlasnej —i. Macierz A jest
diagonalizowalna jako macierz zespolona. Dla

mamy

Pojecie wektora wlasnego mozemy tez zdefiniowaé w bardziej ogélnym kontekscie. Niech L : V' —
V bedzie odwzorowaniem liniowym. Powiemy, Ze niezerowy wektor v € V jest wektorem wlasnym
L jesli

L(v)=X-w.

Przestrzenn V' nie musi byé¢ skonficzenie wymiarowa. Przykladowo, niech C*°(R,R) bedzie prze-
strzenig wszystkich funkcji f : R — R majacych ciagla pochodna dowolnego rzedu. Wtedy
odwzorowanie (operator rézniczkowania)

L:C®R,R)> f+— f € C*(R,R)
jest liniowe. Ponadto dla f = e’ € C°(R,R) mamy
L(f) = ()
=\
=A- .f7
czyli f = e jest wektorem wlasnym L dla wartoéci wlasnej \.

Uzasadnimy teraz, ze jesli L(f) = A f, to f = Ce® dla pewnego C € R. Rzeczywiscie, réwnosé
f' = \f oznacza, ze f' — Af = 0, czyli réwniez

f/ef)\:v _ )\ef)\:cf — 07
|y —
~(fee)
czyli fe™ 7 jest funkcja stala, wiec fe ** = C.
Wynika stad, ze jadro ker(L — AI) ma wymiar 1 oraz

ker(L — M) = span{e*}.

Niech L : V — V bedzie odwzorowaniem liniowym i niech vi,...,v, € V bedzie baza V.
Rozwazmy macierz A € M,,«,(F) odwzorowania L w tej bazie. Wektor v = x1-v1+...4+Zy, vy, jest
wektorem wlasnym L dla wartosci wlasnej A € F wtedy i tylko wtedy, gdy wektor wspoélrzednych
[1,...,2,])T € F" jest wektorem wlasnym macierzy A dla wartosci whasnej .

Mozemy péjsé jeszcze krok dalej. Wektory wlasne macierzy diagonalnej D to wektory bazy
standardowej eq, ..., e,. Ma ona wlasnosé

(eilej) = dij.

Takie bazy dla R" bedziemy nazywac¢ ortonormalnymi. Wektory e; oraz e; sg ortogonalne oraz
majg norme 1.
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PROBLEM 2
Scharakteryzowa¢ macierze A € M,,x,(R), ktére sa ortogonalnie diagonalizowalne tzn.

istnieje taka macierz nieosobliwa S = [ V1 ‘ ‘ Up, } € Mpxn(R), ze

STIAS = D = diag(M, -, A) = [ Mcer | [ Ancen |

oraz
(vivj) = 04

Zaczniemy od przygladniecia si¢ takim macierzom
S = { v ‘ ‘ Un, } € Myxn(R),

ze (vi|vj) = d;5. Bezpodrednio z definicji iloczynu macierzy i definicji macierzy transponowanej
wynika, ze wtedy
STS =1, czyli S7'=45T.

Takie macierze bedziemy nazywaé ortogonalnymi. W problemie 2 pytamy wiec o istnienie takiej
macierzy ortogonalnej S € M, «,(R), ze

ST1AS =STAS=D
jest diagonalna. Zauwazmy, ze wtedy A = SDST oraz

AT = (SDST)T
— (STYTpT T
= SDST
= A,
czyli A musi byé¢ symetryczna. Jest to warunek konieczny, aby zaszla sytuacja zaprezento-

wana w problemie 2. W nastepnych rozdzialach pokazemy, ze macierze symetryczne to jedyne
macierze rzeczywiste rozwiazujace problem 2.

11.1 Rozklad Jordana w wymiarze 2

Sprobujmy nabraé¢ intuicji w przypadku wymiaru 2. Zakladamy, ze ciato F jest réwne R lub C.
Rozwazmy macierz A € Myxo(TF).

Definicja 11.2.
Liczbe A € F nazywamy wartoscia wlasna macierzy A € Mayo(IF), jesli istnieje taki nieze-
rowy wektor v € F?, ze
Av=A-w.

Kazdy taki wektor v nazywamy wektorem wlasnym A odpowiadajacym wartoéci wlasnej A.

@ Niech F = R. Interpretacja geometryczna jest nastepujaca. Jedli v € R? jest wektorem wiasnym
odpowiadajacym wartosci wlasnej A € R, to prosta [ = span{v} jest niezmiennicza dla A tzn. jesli
w € l, to Aw € l.

Jedli v € F? jest wektorem wlasnym odpowiadajacym wartoéci wlasnej A € F, to (A—AI)v =
0. Oznacza to, ze ker(A—AI) # {0}, czyli det(A—AI) = 0. Odwrotnie, jesli det(A—AI) =0 dla
pewnego skalara A € F, to macierz A — Al jest osobliwa. W szczegdlnosci, ker(A — AI) # {0},
czyli istnieje wektor wlasny v € ker(A — AI).

Whniosek 11.2. Dia A € Myx2(F) i XA € F nastepujgce warunki sq rownowazne

(1) X\ jest wartoscig wilasng A;
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(2) ker(A — AI) £ {0};
(8) A— M jest osobliwa;
(4) det(A— AI) =0.
Warunek (4) oznacza, ze wartos¢ wlasna A € IF jest pierwiastkiem wielomianu
pa(x) = det(A — )

Wielomian p4 nazywamy wielomianem charakterystycznym macierzy A. Bezposredni rachunek
pokazuje, ze

ai;] —x ai2
a(x) = det
P ( ) l a21 az2 — & ]

=2 - (a11 + ag2)x + (11022 — ai2az2)

=22 —tr(A)z + det(A).

Macierze podobne majg takie same wielomiany charakterystyczne. Rzeczywiscie, jesli B = S™1AS,
to

det(B — zI) = det(S™'AS — zI)
=det(S7HA - zI)9)
= det(A — zI).
Jesli macierze A i B maja takie same wielomiany charakterystyczne, to nie musza by¢ podobne.
Przyktadowo, A = 0 oraz B = [ 8 (1)
ale nie sa podobne, bo macierz zerowa jest podobna tylko do siebie samej.

maja taki sam wielomian charakterystyczny p(z) = z2,

Dla F = C zasadnicze twierdzenie algebry gwarantuje, ze wielomian p4 ma dwa (niekoniecz-
nie rézne) pierwiastki zespolone A1, Ay € C. Sa one wtedy warto$ciami wlasnymi macierzy
A € Msy2(C). Macierz zespolona ma wiec zawsze dwie wartosci wlasne. Nie oznacza to, ze ma
ona dwa liniowo niezalezne wektory wtasne. Przykladowo, warto$ciami wlasnymi macierzy

Al
A_lo )\], AeC,

sa A1 = A2 = A\. Mamy wiec dwukrotna warto$¢ wlasna A. Zobaczmy jak wygladaja wektory
wtasne. Niezerowy wektor v = [v1,v2]T € C? jest wektorem whasnym dla A, jesli (A — \)v = 0,

HEBEIHEEE!

Stad vo = 0, czyli wektor wlasny v ma postaé

[O]ZMZ

W przypadku F = R, z algebraicznego punktu widzenia dla wielomianu charakterystycznego
mamy trzy mozliwosci:

(i) pa ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste;
(ii) pa ma dwukrotny pierwiastek rzeczywisty;
(iii) p4 ma dwa sprzezone (nierzeczywiste) pierwiastki zespolone.

W przypadku (iii) macierz rzeczywista A nie ma rzeczywistych wartosci wlasnych.
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Whniosek 11.3. Niech A € Mayo(C). Jesli A\, Ao € C sq pierwiastkami réwnania charaktery-
stycznego
z? —tr(A)z 4 det(A) =0,

to zachodzqg wzory Viéte’a
tl“(A) = A1 + Ao, det(A) = A - Ao

Dowdd. 7 zalozenia mamy
(z — M) (= X2) =pa(z) = 2% — tr(A)z + det(A),

wystarczy wigc poréwnaé wspoétezynniki wielomianéw po obu stronach réwnosci. O

Dla dowolnych macierzy X,Y € Msyo(C) macierze XY i Y X maja takie same wielomiany cha-
rakterystyczne. Wynika to z faktu, ze

tr XY =trYX, detXY =detYX.

Lemat 11.1. Jesli A € Mayo(F) ma dwie réine rzeczywiste wartosci wlasne \i # A2 oraz
v; € F? sq wektorami wlasnymi odpowiadajgcymi \; € F, to vy, vo sq liniowo niezaleine.
W szczegolnosci vy, vy tworzg baze F2.

Dowéd. W przeciwnym razie va = p - v; dla pewnego skalara p € F. Wtedy

A2 - vg = A(v9)
= A(p-v1)
=p- A(v)
=pA1-v1
= A1 - vg,

czyli A1 = Ao, co prowadzi do sprzecznosci. SkorzystaliSmy tu z faktu, ze vy # 0. O

Twierdzenie 11.3. Jesli A € Moyo(F) ma dwa liniowo niezaleine wektory wlasne vi,vy € F?
odpowiadajgce wartosciom wlasnym Ay, Ao € F (niekoniecznie réznym), to dla macierzy B =

[01 ‘ Vg } mamy

A0
. -1 _ 1
A:=B AB—[ 0 )\21

Dowdd. Z definicji B mamy, ze B(e;) = v; dla i = 1,2. Oczywiscie B jest odwracalna oraz dla
1 = 1,2 mamy

B 'ABe; = B™! Au;
= Bil()\i . Ui)
= )‘i c€5.

Twierdzenie orzeka, ze jedli F2 ma baze zlozona z wektoréw wlasnych, to A € Mayo(F) ma
w tej bazie postaé¢ diagonalng A. Macierz A nazywamy postacig Jordana macierzy A.
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Av, = 4vp
1 v

V2

Avy :-3v2

Rysunek 11.1: Dzialanie macierzy A na wektorach wlasnych vy, vo o warto$ciach wlasnych A\; = 4,
A2 = —3.

Przyktad 11.1. Znajdziemy postaé Jordana macierzy

3 2
A= .
Szukamy najpierw wartosci wlasnych czyli pierwiastow rownania charakterystycznego

pa(z) =2>—2—-12=0.

Sa nimi liczby A1 = 4 oraz Ao = —3. Aby znalez¢ wektor wlasny dla Ay = 4 znajdujemy jadro

macierzy
-1 2
A—4l = :
Rozwigzujac réwnanie (A — 41)x = 0 otrzymujemy, ze = [2x2,23]7. Jednym z wektofow
wtasnych jest v; = [2,1]7. Analogicznie, vo = [~1,3]7 jest wektorem wlasnym dla \p. W bazie
v1, vo macierz A ma postaé diagonalna

@ Macierz zespolona A € Max2(C) moze mieé rzeczywista warto$é¢ wlasna, ale moze nie mie¢ odpo-
wiadajacego jej rzeczywistego wektora wlasnego w R2. Na przyklad rozwazmy macierz

Wielomian charakterystyczny ma postac
pa(z) =% — 1,

wiec A ma wartodci wlasne A\; = 1 oraz Ay = —1. Wektor wlasny [z,y]T € C? dla A\; = 1 jest
niezerowym rozwigzaniem réwnania

Al

—x—1wy=0, w—y=0.

czyli

Stad y = ix oraz kazdy wektor wlasny jest postaci
c-[L,4%, ceC\{o0}.

Nie moze on byé wektorem z R2.
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Zajmiemy sie teraz przypadkiem, gdy A € F jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu charak-
terystycznego pa. Moga zachodzi¢ dwie mozliwosci:

o dim ker(A — A\I) = 2. Méwimy wtedy, ze krotno$é geometryczna wartoéci wlasnej A jest
réowna jej krotnosci algebraicznej. Wowezas A ma dwa liniowo niezalezne wektory wlasne
odpowiadajace A i jesteSmy w sytuacji opisanej twierdzeniem Wtedy postaé Jordana
A macierzy A jest diagonalna:

A0

—plap—
A:=1B AB_[0 N

|-

7 powyzszej rownosci wynika, ze wtedy A = AI.

o dim ker(A — M) = 1. Istnieje wtedy tylko jeden liniowo niezalezny wektor wlasny v € F?
dla A € F.

Whniosek 11.4. Jesli A € F jest dwukrotnym pierwiastkiem charakterystycznym macierzy A €
Moy o(F) i A # M, to dim ker(A—AI) = 1 ¢ A ma tylko jeden liniowo niezalezny wektor wlasny.

Lemat 11.2 (twierdzenie Cayleya-Hamiltona). Dia macierzy A € Mayxo(F) zachodzi réwnosé

pa(A) = A% — tr(A)A + det(A)] = [ 8 8 ] .

a b

Dowdd. Zastosujemy brutalng site, czyli bezposredni rachunek. Niech A = l e d ] . Poniewaz

pa(z) = (x — a)(z — d) — be, wiec

pa(A) = (A —al)(A—dI)— bel

0 b a—d b be 0
c d—a c 0| | 0 be

_ be 0 bc 0

“|ela—d)+(d—a)c bc| | 0 be

oo
“lo o

d

Przyktad 11.2. Niech A € Ms,2(C). Twierdzenie Cayleya—Hamiltona pozwala latwo wyzna-
czy¢ A™ dla n € N. Niech A\, A2 € C beda wartosciami wlasnymi A. Wtedy

A% — (A + A2)A + M Aod =0,

czyli
(A—=MI)(A—XoI)=0.

Jedli A1 # Ao, to rozwazamy macierze

A— Xl A—\I
X=—"7— Y=——.
A1 — A’ A2 — A1

Wtedy
X?=X, XY=YX=0, Y?’=Y

178



srodkowa rownos¢ wynika bezposrednio z twierdzenia Cayleya—Hamiltona. Sprawdzimy rownos$é
X? = X. Mamy

5 (A-— AoT)?
= (A1 = A2)?
_ (A=XDA =M+ (M= M)])
(A1 = A2)?
A=A -MI) (A= A)(M — Al
(A1 = A2)? (A1 = A2)?
Al
(=)
= X.

Stad dla k& > 2 mamy
Dla Ay = Ao rozwazamy

Wtedy Z* =0 dla k > 2. Mamy wiec

s (AMX 4 XY)" = X0 X + A7Y, gdy A1 # Ao
MI+2)" = AT +nA7 2, gdy A\ = Ao

Whiosek 11.5. Jesli A € Mayo(C) jest nieosobliwa, to

1 tr A
-1 _ . — -1 f—
A= detA(trA I-A), trA ot A

Ponadto 1
det A = 5((‘51‘ A)? —tr A?).

Dowdd. 7 twierdzenia Cayleya—Hamiltona mamy

A2~ tr(A)A + det(A)] = l 8 8 ] .

Mnozac powyzsza réwnoéé przez A~! otrzymujemy, ze

L1

=——(trd-1—A).

det A ( )
Biorac élady obu stron w tej réwnoéci dostajemy, ze tr A=! = dt;té&' Wzér na det A otrzymujemy,
obliczajac $lady macierzy po obu stronach w réwnosci Cayleya—Hamiltona. O

Whiosek 11.6. Niech A € Mayo(C). Jesli A ¢ {al : o € C} oraz A2 —aA+bl = dla pewnych
a,beC, to
a=trA, b=detA.

Dowdd. 7 twierdzenia Cayleya—Hamiltona wynika, ze

(a—trA)A = (b—det A)I.

Zauwazmy, ze a — tr A = 0, bo inaczej A = %I , co jest sprzeczne z zalozeniem. Stad

rowniez b — det A = 0. O

@ Macierz A € Moy5(C) jest nilpotentna, jesli A” = 0 dla pewnego n € N. Pokazemy, ze wtedy 0
jest jedyna wartoscia wlasna A oraz A? = 0. Zauwazmy, ze jesli A € C jest wartoécia wlasna dla
wektora wlasnego v # 0, to 0 = A"v = A" - v, czyli A = 0.
W szczegdlnodei, tr A = 0idet A = 0, czyli pa(z) = 2. Z twierdzenia Cayleya—Hamiltona wynika,
ze A2 = 0.
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Lemat 11.3. Jesli A € F jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego pa,
to

0 0
—_ 2 —
ar=[0 0]
Dowdd. Ze wzoréw Viéte’a mamy tr(A) = 2 i det(4) = A2, Z lematu Cayleya—Hamiltona
wynika, ze

- N
A MHI_[OO].

Poniewaz macierze A i AI komutuja ze soba, wiec
(A—AI)? = A2 —20A + \°1.
O

Twierdzenie 11.4. Jesli A € F jest dwukrotng wartoscig wlasng macierzy A € Mayo(F) oraz
A # M, to istnieje taka baza v,w dla F?, Ze

Av=X-v, Aw=v+ - w

W szczegolnosci, dla macierzy S = [ v ‘ w } mamy nastepujgcg postac Jordana dla A:

Al
— g-14Q —
A=S AS—[O )\]

Dowdd. Niech 0 # v € ker(A — AI) bedzie dowolnym wektorem wlasnym dla \. Kazdy wektor
wlasny A jest postaci p - v, gdzie v jest pewnym wektorem wlasnym A dla A oraz 0 # p € F.
Niech 0 # u € F? bedzie dowolnym wektorem liniowo niezaleznym z v. Stad u nie jest wektorem
wlasnym odpowiadajacym A, wiec (A — Al )u # 0. Poniewaz,

0=(A—=X)*u=(A—-N)(A—-X)u,
wiec (A — M )u € ker(A — A1) jest wektorem wlasnym odpowiadajacym A. Stad

(A= X)u=p-v,

dla pewnego 0 # p € R. Dla wektora w = % - u otrzymujemy, ze (A — AM)w = v, czyli

Aw=v+ X -w. O

POSTAC JORDANA MACIERZY ZESPOLONEJ
Macierz zespolona A € Max2(C) ma jedna z dwdch postaci Jordana

A1 0 Al
0 A |’ 0 X |’
Wnhniosek 11.7. (i) Jesli 0 # A € May2(C) jest macierzq nilpotentng, to

S O
as[1)s

dla pewnej macierzy nieosobliwej S.

(ii) Jesli A € Mayo(C) jest taka, e A> = A, to A =0 lub A= 1T lub

1 0] ol
A_S[OO]S

dla pewnej macierzy nieosobliwej S.
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(iii) Jesli A € Mayo(C) jest taka, ze A2 =1, to A= =+I lub

S I T I Y
A_Slo s

dla pewnej macierzy nieosobliwej S.
=—I,to A==i-1 lub

(iv) Jesli A € Maxo(C) jest taka, Ze A*
A=S l (1) 01 1 S~
dla pewnej macierzy nieosobliwej S.
Whniosek 11.8. Dla dowolnej macierzy A € Max2(C) mamy
(i) A jest podobna do AT.
(ii) A jest podobna do macierzy symetrycznej.

(iii) A jest iloczynem macierzy symetrycznych.
Dowdd. Punkt (i). Mozemy zalozyé, ze A jest w postaci Jordana. Jedli jest ona diagonalna, to

nie ma czego dowodzi¢. Zalézmy wiec, ze

Al
A= [ A1 ] |
0 1 B r
Wtedy dla S = 1 0o mamy ST+AS = A
. . . C Al - . .
Punkt (ii). Ponownie mozemy zalozy¢, ze A = [ 0\ ] Szukamy takiej macierzy nieoso-

bliwej S = [ Z Z ] € May2(C), ze STLAS jest symetryczna. Dla A = det S # 0 mamy

cd + A\A d?
—c2 —cd + AA

ST1AS =

Poniewaz szukamy macierzy symetrycznej, wiec musi zachodzi¢ warunek ¢+ d? = 0. Wystarczy
wiec przyjaé takie a,b,c,d, ze ad — bc # 0 i ¢® + d?> = 0. Zwréémy uwage, ze S nie moze byé

rzeczywista. Przykladowo, dlad =% =a, ¢c=11i b= 0 mamy

[io e [ A—io1
s=[1 1] smas= 0L

Punkt (iii). Zauwazmy najpierw, ze mozemy zalozy¢, ze A jest w postaci Jordana A, bo jesli

A = BC jest iloczynem macierzy symetrycznych, to

A=SAS! = (SBST) (s~ HTcs)

. e . A1 0 .,
jest réwniez iloczynem macierzy symetrycznych. Dla A = [ 01 \ ] wystarczy przyjac
2

A 0 |10
- Al o
JesllA—lO /\],to przyjmujemy

11 0\
B:l1 01’ C:[)\ 1—)\]'
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@ Rozwazmy macierz A w postaci bloku Jordana

Al
=3 4]
Dla macierzy
0 1
=[]
mamy S~! = S oraz
140101 Al 0 1
stas=| 1 o] [0 a1 o]
A0
1A
= AT

Naturalne jest pytanie o posta¢ macierzy A € Max2(R), gdy jej wielomian charakterystyczny p4
ma dwie zespolone warto$ci wlasne A\; = a+i3, Ao = a —if oraz § # 0. Macierz A € Max2(R)
mozemy traktowaé jako element przestrzeni Mayxo(C). Istnieje wiec wektor wlasny v € C2
odpowiadajacy wartoéci wlasnej Ay = a + i3. Wektor v € C? wygodnie jest zapisa¢ w postaci

a1 + tag |l . | a2 | . 2
=1 by +iby —lbl +1 bQ].—vl—FwQ, v1,v2 € R-.
Woéwezas
Av = Avy + iAwvs.
Ponadto

A(vy —ivg) = (a —if) - (v1 — ive),

czyli wektor vy — jvo jest wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej Ao = a — if3.
Pokazemy, ze wektory vi,ve € R? sg liniowo niezalezne. Rzeczywidcie, przypuéémy, ze
v1 = p - v dla pewnej liczby rzeczywistej p € R. Wtedy

A(vr +ivg) = (a+1i0) - (n1 +iv2) = (e +if)(p+1) - v2

A(Ul + ivg) = A((p + i)’Ug) = (p + Z) . A(’Ug),

wiec A(vg) = (a4 if8) - va, co prowadzi do sprzecznosci z warunkiem 5 # 0.
Zauwazmy, ze

A(vy) +iA(v2) = A(vy +ivg) = (a+i8) - (v1 + iv2),

wiec
A(vy) =a-v1 —B-va, Avy) = v1 +a-va.

Dla macierzy S = [ V1 ‘ V2 } otrzymujemy réwnosé

—glas—| @ B
A._SlAS_[_ﬁ a].

Dla S1 = { ) ‘ VU1 } mamy
_ a —f
SllASlzlﬂ N ]
Whniosek 11.9 (Rzeczywista posta¢ Jordana). Jesli Ay = a+ i, \a = a—if 2z # 0 sq

pierwiastkami wielomianu charakterystycznego pa dla macierzy A € Mayo(R), to istnieje taka
nieosobliwa macierz S € Mayx2(R), Ze
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_glyg_| @ B
vesas-[ o, 2

Ponadto S = [ V1 ‘ V9 } dla dowolnego takiego niezerowego wektora vi + 1wy € C, Ze
A(Ul + iUQ) = (Oé + 1,8) . (Ul + ivg).

Przyktad 11.3 (Ciag Fibonacciego). Ciag Fibonacciego u, jest zdefiniowany rekurencyjnie
wzorem

Upt+l = Up + Up—1, Ul =1,u9 = 0.

Dla macierzy

1 1]
=1

1 1 Up, - [ Up41
10 Un—1 | | un |~

Un+1 — A" U ] — A"
Uy, ug L

mamy wiec

Wynika stad, ze

Wielomian charakterystyczny A ma postaé pa(z) = 22 — x — 1, wiec wartoéciami wlasnymi A
Sa
V5 +1 1-+5
>\+ - 2 5 )\7 - 2 .

Wektory wlasne maja postaé
Vy = [(1 =+ \/5)/27 l]Ta V- = [(1 - \/5)/2, 1]T
Poniewaz
1 (v —v_)
\/5 + =)
wiec

1
[ Un+41 ‘| — ()\ﬁi}_k—)\ri 'U_)7

Un

czyli otrzymujemy formute Bineta

Jej wielomian charakterystyczny ma postaé
pa(z) =2® —dx +4 = (v — 2)%

Stad A = 2 jest dwukrotng wartoscia wlasng macierzy A. Poniewaz
1 1
a1
wiec [x,y]T € ker(A — 2I) jedli x +y = 0, czyli
ker(A — 2I) = span {[1, —1]T}.
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Wektor v = [1, —1]7 jest wektorem wlasnym i kazdy inny wektor wlasny jest liniowo zalezny
7.
Szukamy teraz takiego wektora w = [z,y]T € R?, ze

(A—2Nw=v=[1,-1]7.
Musimy wiec rozwiazaé¢ uklad réwnan
z+y=1 —z—y=-1
Rozwiazaniami sa wektory postaci [z,1 — z]T = z[1, —1]7 + [0,1]7. Mozemy wiec przyjaé, ze
w=[1,0]T = e;.

Dla macierzy

mamy
e |0 -1 3 1 1 1] [21
e  E  E R R

Przyktad 11.5. Macierz
0 —4

ma zespolone wartoéci wlasne A\; = 2i oraz Ay = —2i. Znajdziemy wektor wlasny v; = [a +
bi,c+ di]T € C? dla \; = 2i. Szukamy niezerowych rozwigzan réwnania

a—+ b

c+ di

. [ —2i —4
0=(A—-2il)v= 1 22,]

[ 2+ 2b— 4c — 4di
a-+bi —2ic+2d

[ —2ia + 2(b— 2¢) — 2i(a + 2d)
N a+2d+i(b— 2c) '

Stad a + 2d = 0 oraz b — 2¢ = 0. Mozemy wiec przyjac, ze
vy = [2,—i]" = [2,0]" +i[0, -1]T.

Dla wartoéci wlasnej Ao = —2i wektorem wlasnym jest wiec vo = [2,4]7. Dla macierzy

mamy
114 =2 0 —4 2 2 2t 0
—1 _ —
S AS_4¢[¢ 2 Hl 0 H—z z] lo —21']
Aby znalezé rzeczywista postaé¢ Jordana rozwazamy macierz
2 0
ktérej kolumnami sa czeéé rzeczywista i urojona wektora v1 = [2,—i]T = [2,0]7 + i[0, —1]7.

Wtedy
_ 1/2 0 0 —4][2 o0 0 2
PIAP:[O —1“1 OHO —1]:[—2 0]'
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Twierdzenie 11.5. Niech A € May2(R) bedzie nieosobliwa. Wtedy istnieje odwzorowanie
(07 [0, 1] St— A € M2><2(R)

o wilasnosciach:
(1) Ag=A,
(2)
I, gdy det(A) > 0,

Ay = l1 0

0 1 ] , gdy det(A) <0.

(3) A jest nieosobliwa dla kazdego t € [0, 1] oraz det Ay = det A,

(4) « jest ciggla.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze wystarczy rozwazy¢ postaé Jordana macierzy A, bo jesli o jest
szukanym odwzorowaniem dla A, to

a(t) = S~ 'a(t)S = S~ 4,8,

jest nim dla S~'AS.

Zajmiemy sie najpierw przypadkiem, gdy det A > 0. Bedziemy stosowaé oznaczenie Ag ~ A
jesli istnieje takie szukane odwzorowanie, ze a(0) = Ag i a(l) = A;. Zwréémy uwage, ze jesli
A()SAl iAllAQ,tOA()SAQ.

Krok. 1 Rozwazmy macierz

0 o
a5 8] s

Wtedy przyjmujac, ze

B B 1 (1—1t)b
At_[—b t]’ Bt_[—(l—t)b 1 ’

otrzymujemy, ze

A():AEAl:BZBl:I.

Podkreslmy, ze det A; > 0 i det By > 0.
Krok. 2 Zakladamy, ze A ma postaé Jordana

[ a b
A= b a ] , b#0,
i definiujemy i
A — ta b b£0
t — *b ta ) 9

co sprowadza nas do kroku 1.
Krok. 3 Jesli posta¢ Jordana jest diagonalna

A:[a 0], ac > 0,
c

to rozwazamy

i konczymy w kroku 1.
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Krok. 4 Jedli A ma tréjkatng postaé Jordana

. a 1 2
A_[O a]’ a® >0,

to przyjmujac
Ay =

a t
0 a
ladujemy ponownie w kroku 3.
Pozostaje nam rozwazy¢ przypadek det A < 0. Wtedy wartosci wlasne A sa rzeczywiste i A
ma posta¢ Jordana
a 0
A=
ke

0 , c<0<a.

Definiujemy wéwczas

A =

ta+1 0
0 te—1 |

Podkreslmy, ze det A; < 0. O

11.2 Rozktad Jordana w wymiarze 3

Podamy dowd6d twierdzenia Jordana dla macierzy zespolonej A € M3y3(C). Zastosujemy po-
dejscie, ktére uogblnia sie na wyzsze wymiary.

Twierdzenie 11.6 (Rozklad Jordana macierzy zespolonej). Niech A € Ms3y3(C). Istnieje taka
macierz nieosobliwa S € M3x3(C), e STLAS jest jednej z ponizszych postaci:

0 0 A0 0 At 10
0 0o |, 0 X 1 |, 0 N 1
0 0 0 0 Ao 0 0 M\

Ponadto \; € C sqg wartociami wlasnymi macierzy A.

Lemat 11.4. Zaléimy, Ze wartosci wlasne A1, A2, A3 € C macierzy A € Msy3(C) sq rézne.
Wtedy odpowiadajgce im wektory wiasne vy, va, v3 sq¢ liniowo niezalezne oraz dla S = { V1 ‘ V2 ‘ v3 }
mamy

S™1AS = diag(\1, A2, \3).

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze vi i v sg liniowo niezalezne. Przypuéémy, ze vo = x - v dla
pewnego x € C. Wtedy = # 0, bo vy # 0. Mamy
)\2 VU = A’U2
= A(x - v1)
== :L‘)\l - U1
= A1 - U2,
czyli A1 = Ao, sprzecznoéé.

Przypusémy, ze vz € span{vi,va}. Wtedy vs = 1 - v1 + x2 - va dla pewnych z1,29 € C.
Przynajmniej jedna z liczb x1, z2 jest rézna od zera, bo vs # 0. Otrzymujemy, ze

)\3 V3 = AU3
= A(a:l U1+ X9 - Ug)

= X1A1 - V1 + TaA2 - Vg,

czyli
Ag(xl cv1 + X9 - UQ) =11 - U1 + T\ - Vg
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W efekcie
x1(Ag — A1) -1 +22(A2 — A1) - w2 =0,

co jest sprzeczne z liniowa niezaleznoscia vy i vs. O

Lemat 11.5. Niech A € M3y3(C). Istnieje taka macierz nieosobliwa S € M3y 3(C), Ze macierz
STLAS jest gornie tréjkgtna.

Dowdéd. Niech A € C bedzie wartoécia wlasng A i niech v € C3 bedzie odpowiadajacym jej wek-
torem wtasnym. Uzupeliamy v do bazy v, u, w dla C3. Rozwazmy macierz W = | v ‘ U ‘ w } .
Macierz W' AW ma postaé blokowa

WLAW =

S O >
o %
Q| *

Z rozkladu Jordana w wymiarze 2 istnieje taka macierz nieosobliwa V' € Ms,o(C), ze

1 a b .
v [ d]v_T

jest gérnie tréjkatna. Definiujemy macierz nieosobliwa

U= [ 110 1 € Msxs(C).

0|V
Wtedy
Al %
U'WlAWU =U"'|0|a b |U
Olc d
_[1 0] 3 —— llol
= =
0|V 0le d 0|V
| A]O
o7
jest gérnie tréjkatna i teza zachodzi dla S = WU. O

Lemat 11.6. Rozwazmy macierz gornie trojkgtng z 0 jako jedyng wartoscig wiasng

0 a b
A=10 0 ¢
0 0 0
Wtedy zachodzi jeden z warunkow
(i) A=0,
(7i) dim ker A =2 i A jest podobna do macierzy
0 110
0 00|,
0 00

(i4i) dim ker A =1 oraz A jest podobna do macierzy

o O O
o O =
S = O
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Dowdd. Sprawdzamy, ze

0 a b 0 a b 0 0 ac
A2’=10 0 ¢ 00 c|=|00 0|,
00 0 000 00 0
0 a b 0 0 ac
AB=100 ¢ 00 01]=0
00 0 00 0

Mamy trzy mozliwosci
(i) A=0,
(i) A #0, A2 =0,
(iii) A% #£0, A3 =0.

W przypadku (i) @ = 0 lub ¢ = 0, bo A2 = 0 i macierz A jest jednej z postaci

A= c#0, A=

o o O
o O O
oo o
o O O
S O
o oo

0 0 b

a#0, A=]10 0 0 b # 0.
0 0 0

We wszystkich przypadkach rank A = dim im A = 1 oraz

imA C ker A, dim ker A = 2.

Inkluzja im A C ker A wynika stad, ze A2 = 0. Niech v; € im A bedzie niezerowym wektorem.
Istnieje wie taki (niezerowy) wektor vy € C3, ze Avy = v1. Wybieramy teraz wektor v3 € ker A
liniowo niezalezny z v;. Rozwazmy macierz

S:{Ul‘vg‘vg}.
Poniewaz vy ¢ ker A, wiec v1, v, v3 sa liniowo niezalezne, czyli S jest nieosobliwa. Ponadto
1]0
00
00

ST1AS =

oo O

W przypadku (iii) mamy a # 0 i ¢ # 0, wiec
rank A = dimimA = 2.

Ponadto
kerA Cim A, dimkerA =1, imA?=kerA.

Niech v € ker A bedzie wektorem wlasnym dla wartosci wlasnej 0. Poniewaz
im A? = ker A4,
wiec istnieje taki wektor u € C3, ze A%u = v. Wektory
v, Au, u

sa liniowo niezalezne. Rzeczywiscie, przypusémy, ze = - v + y - Au + z - u = 0 dla pewnych
x,y,2 € C. Wtedy
0=A%(z-v+y Au+tz-u)=z-v,

czyli z =0, bo v # 0. W konsekwencji

0=A(x-v+y-Au) =1y v,
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czyliy = 0. Z réwnosci = - v = 0 réwniez x = 0. Dla
S = { v ‘ Au ‘ u }
mamy

ST1AS =

o O O
S O =
O = O

O

Whniosek 11.10. Zalézmy, ze A € C jest 3-krotng wartoscig wlasng macierzy A € Msy3(C).
Wtedy

(i) jesli dim ker(A — A\I) =3, to A=\,

(i) jesli dim ker(A — AI) = 2, to A jest podobna do macierzy

oo >

1
A
0

> o o

(iii) jesli dim ker(A — A\I) =1, to A jest podobna do macierzy

o O >
S > =
> = O

Dowdod. 7 lematu mozemy zalozy¢, ze A jest gérnie tréjkatna. Stosujemy lemat do
macierzy A — Al. O

Lemat 11.7. Zaldimy, ze A € M3x3(C) jest macierzq gdrnie tréjkatng postaci

A= A #0.

S O >
o O 2
oo o

Wtedy
(1) dim ker A < 3,

(ii) jesli dim ker A = 2, to S~1AS = dla pewnej macierzy nieosobliwej S €

OOH

0 0
0] o
0 [0]

M3x3(C),
A0 O
(iii) jesli dim ker A = 1, to STYAS = | 0|0 1 | dla pewnej macierzy nicosobliwej S €
010 O
M3><3(C).
Dowod. Zauwazmy, ze
. )1, gdye=0,
dlmlmA—{ 9 gdy c£0,
czyli
: _J 2 gdyc=0,
dlmkerA—{ 1. gdyc£0,
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Zatézmy, ze dim ker A = 2. Niech vy, v3 € ker A beda baza dla jadra. Jesli v; jest wektorem
wilasnym dla A, to v, v9, v3 sa liniowo niezalezne. Przypusémy bowiem, ze v1 = x2 - v2 + x3 - v3.
Wtedy

A-vp = Avy = 29 - Avg + 3 - Avg = 0,

sprzeczno$é. Dla macierzy nieosobliwej S = { V1 ‘ Vo ‘ V3 ] mamy

>

0
0
0]

Niech teraz dim ker A = 1, czyli ¢ # 0. Zauwazmy, ze teza zajdzie, gdy znajdziemy taks baze
U1, U2, V3, ze

0
S7tAs=1| o [o]
0 0

A’Ul :/\-1)1, AUQIO, A’ngvg.

Z wyborem v1 i v nie mamy problemu: bierzemy wektory wlasne dla A i 0. Musimy dobraé
wektor vs, aby Avg = vg9. W tym celu wystarczy zauwazyé, ze

ker A C im A.

Rzeczywicie, Az, y,2]T = [Ax + ay + bz, c2,0]7, czyli [z,y,2]T € ker A, gdy 2 =0iz = Y,
czyli jadro jest generowane przez wektor [a/\, 1,0]7. Sprawdzamy latwo, ze jest on w obrazie
A generowanym przez wektory [A,0,0]7 i [b,¢,0]7.
Pozostaje sprawdzié¢, ze vy, ve,v3 sa liniowo niezalezne. Wiemy, ze v1 i v sg liniowo nieza-
lezne. Przypuéémy, ze vg = x1 - v1 + T2 - v9. Wtedy
Vg = Avg
= 'A’Ul—l-.%'g'AUQ

= .7}1)\ * U1,
co jest sprzeczne z liniowa niezaleznoscia vy i vs. O

Wniosek 11.11. Zaléimy, ze A, A1 € C sqg réznymi wartosciami wlasnymi macierzy A €
M3.3(C) oraz A1 ma krotnosé 2. Wtedy

(i) dim ker(A — A\ 1) < 3,

(i) jesli dim ker(A — A\ I) =2, to A jest podobna do macierzy

A0 O
0 A O
0 0 X\

(iii) jesli dim ker(A — A1) =1, to A jest podobna do macierzy

A0 0
0Olx 1
0] 0 X

Dowdd. Z lematu [11.5] mozemy zalozy¢, ze A jest gérnie tréjkatna. Stosujemy lemat do
macierzy A — A\ 1. O

Zajmiemy sie teraz macierzami rzeczywistymi A € Mz, 3(R). Wtedy wielomian charakte-
rystyczny pa jest stopnia 3 i ma wspoétczynniki rzeczywiste. Jedli liczba zespolona A € C jest
pierwiastkiem p4, to jest nim réwniez . Wynika stad, ze istnieje co najmniej jeden pierwiastek
rzeczywisty pa. Jest on oczywiscie wartoscia wlasna p4. Jesli A ma trzy (liczone z krotnosciami)
rzeczywiste wartosci wlasne, to A ma taksa sama postaé¢ Jordana jak w przypadku zespolonym.

Pozostaje nam rozwazyé przypadek, gdy pa ma rzeczywisty pierwiastek A\; € R i pare
pierwiastkéw Ao = a + i3 oraz Ao = a — i z B # 0.
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Whniosek 11.12 (Rzeczywista posta¢ Jordana). Jesli dla A € Msy3(R) ma rzeczywisty pier-
wiastek Ay = X € R 1 pare pierwiastkéw sprzezonych Ao = a+ i oraz Ao = a — i z f # 0, to
istnieje taka nieosobliwa macierz S € Msy3(R), Ze

ST1AS =

Dowdd. Niech v € R? bedzie wektorem wlasnym dla ), a w = w; + iwy zespolonym wektorem
wlasnym dla o + i8. Wtedy w = w; — iws jest wektorem wlasnym dla o — i5. 7Z naszych
rozwazan w wymiarze 2 wystarczy pokazaé, ze v, wy, ws sg liniowo niezalezne nad R, bo wtedy
teza zachodzi dla S = { v ‘ w1 ‘ wy } Wiemy juz, ze w1 i we sa liniowo niezalezne. Przypusémy,
ze

V=T wy + T2 w,

dla pewnych z;,x2 € R. Poniewaz

1 1
wl—g-(w—l—ﬁ), w2:2—i-(w—w),
wiec
Tr1 — 1x9 T1 + 129
_7-10 7.11)
2 2 ’

czyli v, w, W sa liniowo zalezne nad C. Prowadzi to do sprzecznosci, bo wektory te odpowiadaja
réznym warto$ciom wiasnym. O

Przyklad 11.6. Macierz

-3 0 0
A=| 0 3 =2
0o 1 1
ma wartoéci wlasne A\; = —3, A\a = 2+, A\3 = A3 = 2 —i. Odpowiadajacymi im wektorami

wlasnymi sa przyktadowo

v =[1,0,07 =ey, v =1[0,1+4,17, w3=10,1—1d,1]T.

Dla
1 0 0
S=10 14+i 1—i
0 1 1
mamy
-3 0 0
S7'AS=1 0 2+i 0
0 24

Aby otrzymaé¢ postaé rzeczywistg rozwazamy macierz

1
P=|0
0

_ = O
S = O

ktorej druga i trzecia kolumna, to odpowiednio, cze$é¢ rzeczywista i urojona wektora wlasnego
vo = [0,1,1]7 +[0,1,0]7. Otrzymujemy, ze

P'AP=| 0
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Przyktad 11.7. Wartoéci wtasne macierzy

1
A= -1
1

=N O
N O O

to A1 =11 Ay = A3 = 2. Sprawdzamy tatwo, ze odpowiadajace im wektory wlasne, to
o1 = [1,1,-2]7, vy =10,0,1]".

Krotnos¢ algebraiczna wartosci wlasnej Ao = 2 jest roéwna 2, ale jej krotno$¢ geometryczna jest
rowna 1. Macierz A nie ma wiec bazy wektorow wtasnych, czyli nie jest diagonalizowalna. Aby
wyznaczy¢ postaé Jordana A, szukamy takiego wektora w, ze

(A—2Dw = vs.
Poniewaz
-1 0 O
A-2I=| -1 0 0|,
1 10

wiec mozemy przyjaé, ze w = [0, 1,0]7. Dla macierzy

1 00
S=11 01
-2 1 0
mamy
1 00 1 00 1 0 1 00
S7tAS=1| 2 0 1 -1 2 0 1 01]|=]011
-1 10 1 1 2 —2 1 00 1
Przyktad 11.8. Macierz
2 1 0
A=10 2 0
0 -1 2

ma tylko jedna wartos¢ wlasna A = 2 o krotnoéci algebraicznej 3. Zauwazmy, ze

0 1 0
A-2I=|0 0 0],
0 -1 0
wiec
ker(A — 2I) = span{ey, e3}.
Ponadto

im(A — 2I) = span{[1,0, —1]7} C ker(A — 2I).
Szukamy teraz takiego wektora w, ze
(A—2Dw=1,0,-1]7.
tatwo sprawdzamy, ze mozemy przyja¢ w = [0,1,0]7 = es. Dla bazy

V1 = [1303 _1]Ta V2 = [Oa 170]Ta U3 = [17070]T

Dla
1 01
S=10 10
-1 00
mamy
00 -1 2 1 0 1 01 2 1 0
S7tAS=101 0 0 2 0 0 1 0(=|020
10 0 0 -1 2 -1 00 00 2



Przyktad 11.9. Przygladniemy sie teraz macierzom antysymetrycznym A € M3y 3(R). Ponie-
waz AT = — A, wiec A ma postaé

0 a b
A=| —-a 0 ¢ |, abceR.
b —c 0

Zakladamy, ze A jest niezerowa, czyli a®+b>4-c? # 0. Poniewaz A jest antysymetryczna i wymiar
n = 3 jest nieparzysty, wiec det A = 0. W szczegdlnosci, 0 jest zawsze wartoscia wlasna. Ma
ona krotnoéé 1, bo jak latwo sprawdzié¢ pozostale wartosci wlasne, to £iva? + b% + 2. Wektor
wlasny dla wartosci wlasnej 0 jest réwny

vg = [—¢, b, —a]l.
Ponadto jesli A, B € M3x3(R) sa antysymetryczne, to
tr(AB) = —2(valvp).

Co wiecej, macierz

[A,B]:= AB — BA
jest antysymetryczna oraz
V[A,B] = VA X UB.
11.3 Diagonalizacja w wymiarach 2 i 3

=)

bedzie rzeczywista macierzg symetryczng. Réwnanie charakterystyczne dla A ma postaé

Niech

pa(r) =2% — (a+b)x+ab—c*=0.

Poniewaz
A= (a+b)?—4(ab—c?) = (a —b)*> + 4 >0,

wiec wartoéci wlasne A1, Ao macierzy A sa rzeczywiste oraz

atb+ VA atb—VA

A\ =
! 2 2 2

Twierdzenie 11.7. Dla macierzy rzeczywistej A € Maxo(R) nastepujace warunki sq réwno-
wazne

(i) A= AT,
(ii) R? ma baze ortonormalng zlozong z wektoréw wlasnych A,
(iii) Istnieje taka macierz ortogonalna Q € Maxo(R), Ze
Q"AQ =D,
gdzie D = diag(\1, \2) jest diagonalna z wartoSciami wlasnymi A na przekgtnej.

Dowdd. (i) = (i1)
Zaltézmy, ze A jest symetryczna. Jesli ¢ = 0, to ej, es jest bazg ortonormalng zlozong z
wektoréow wlasnych macierzy A = diag(a,b).
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Jesli ¢ #£ 0, to A > 01 A ma dwie rézne rzeczywiste wartoéci wlasne A1, Ao. Niech vy, vo
beda odpowiadajacymi im wektorami wlasnymi o normie 1. Pokazemy, ze wektory vi, vo sa
ortogonalne. Mamy

Ar(vilvz) = (Arvivz)
= (Avp|ve)
= (v1]Avy)
= (v1]A2v2)
= Xz (vifv2),
wiec (v1]|ve) = 0, bo A1 # Ag.
(ii) = (i17) Wystarczy przyjaé @ = { U1 ‘ V2 } dla bazy ortonormalnej vi, vy zlozonej
z wektoréw witasnych.
Wiemy, ze A = QDQT. Wtedy
AT = (QTTDTQT
= QDQ"

O

Rozwazmy teraz macierz symetryczna A € Msy3(R). Istnieje A\ € R rzeczywista wartosé
wlasna dla A. Niech v; bedzie odpowiadajacym jej wektorem wilasnym o normie 1. Niech
V C R3 bedzie plaszczyzna prostopadla do wektora v;. Wybierzmy baze ortonormalng v,
vy € V dla V. Wtedy vy, vo, v3 jest bazg ortonormalna dla R3.

Pokazemy, ze Avy, Avs € V, czyli A(V) C V. Ze wzgledu na symetrie wystarczy pokazaé,
ze Avg € V. Poniewaz A jest symetryczna, wiec

(v1]|Avy) = (Avy|ve)

= (Av1fv2)

= A1(v1]v2)
0.

Rozwazmy macierz ortogonalng W = { V1 ‘ V2 ‘ V3 } Wtedy

M0 o0
WIAW =WTAwW =| 0 [a ¢
0ld b

Poniewaz WT AW jest symetryczna, wiec d = ¢, czyli

A0 0
WTAW = 0 |la c
0lc b

Wiemy juz, ze istnieje taka macierz ortogonalna B € Myx2(R), ze

BT l ‘Z Z 1 B = diag(\2, \3).

Dla macierzy ortonogonalnej
110
U:[O B]Engg(R)

mamy

UTWTAWU = diag(A1, Ao, A3).

Macierz Q = WU jest ortogonalna i jej kolumny sa baza ortonormalng ztozong z wektorow
wtasnych.
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Whniosek 11.13. Dia macierzy rzeczywistej A € M3y 3(R) nastepujgce warunki sq réwnowazne
(i) A= AT,
(ii) R® ma baze ortonormalng zlozong z wektoréw wlasnych A,
(iii) Istnieje taka macierz ortogonalna Q € Msx3(R), zZe
QTAQ = D,

gdzie D = diag(\1, A2, \3) jest diagonalna z wartosciami wlasnymi A na przekgtnej.

11.4 Twierdzenie Cayleya—Hamiltona w wymiarze 3

Twierdzenie 11.8 (twierdzenie Cayleya—Hamiltona). Niech A1, A2, A3 € C bedg wartosciami
wlasnymi macierzy A € Msy3(C). Wtedy

(A= MI)(A = AaI)(A—A3I) = 0.

Dowdd. 7 lematu istnieje taka macierz nieosobliwa S € Mszx3(C), ze S~1AS jest gérnie
tréjkatna. Zauwazmy, ze

(STLAS — M I)(STTAS — Mo I)(STLAS — N\3]) =
(S7LAS — X1 S7189)(S7LAS — XyS™LS)(STLAS — A35719) =
STHA - MI)SS™HA = XD)SS™H(A - N3D)S =

STHA = MI)(A = Xod)(A — X3)S.

S
S

Wrynika stad, Ze teza zachodzi dla A wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi dla S~'AS. Mozemy
wiec zalozyé, ze A jest gérnie tréjkatna postaci

)\1 a b
A= 0 )\2 C
0 0 A3

Niech v = [z,y,z]7 € C3 bedzie dowolnym wektorem. Zauwazmy, ze
(A= Xal)v = [a1,41,0]7,
dla pewnych x1,y; € R. Nastepnie,
(A = XaD)[a1,91,0]" = [22,0,0]",
dla pewnego x5 € C. Ostatecznie,
(A= AiI)[z2,0,0]" = [0,0,0]",

czyli
(A — )\1])(/1 - )\2])(14 - )\3])2} =0.

7 pewnoscia zauwazyliscie, ze dokladnie te same argumenty pokazuja, ze dla macierzy goérnie
tréojkatnej A € M, «,(C) zachodzi

PA (A) =0.
Dowéd opiera si¢ na obserwacji, ze dla macierzy gérnie tréjkatnej A podprzestrzenie span{es, ..., ex}
sa niezmiennicze dla A. Pokazemy po6zZniej, ze kazda macierz A € M, «,(C) jest podobna do

macierzy gornie trojkatnej, wiec twierdzenie Cayleya—Hamiltona zachodzi dla dowolnej macierzy
A€ Myxn(C).
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a b

Niech A = [ e d ] € Msx2(R). Ocen prawdziwo$é ponizszych zdan:

e Jeslia+b=c+d=1,to[1,1]7 jest wektorem wlasnym A.

o Jesli A ma prostg niezmienniczg, to A ma rzeczywiste wartosci wlasne.
e A ma rzeczywisty wektor wlasny.

e Jedli A jest gornie trojkatna tzn. ¢ = 0, to A jest diagonalizowalna.

e Jedli det A < 0, to A jest diagonalizowalna.

o Jesli det A < 0, to A jest ortogonalnie diagonalizowalna.

o Jedli A2 =0, to A2=0.

o Jesli R? ma baze zlozong z wektoréw wilasnych A, to A jest nieosobliwa.
e 0 jest jedyng wartoécig wlasna A wtedy i tylko wtedy, gdy A? = 0.

o Jedlitr A =0, to A jest diagonalizowalna Iub A? = 0.

e Jedli det A =0, to A ma prostg niezmiennicza.

o Ai A? maja takie same wartosci wlasne.

« Ai A? maja takie same wektore wartoéci wlasne.

« Jesli A jest nieosobliwa, to A i A~ maja takie same wartoéci wlasne.
« Jedli A jest nieosobliwa, to A i A~ maja takie same wektory wlasne.

o Ai AT maja takie same wartosci wlasne.

o Ai AT maja takie same wektory wlasne.

o Jesli S € Maya(R) jest nieosobliwa, to A i S™1AS maja takie same wartosci
wlasne.

o Jeéli S € Mayo(R) jest nieosobliwa, to A i S~'AS maja takie same wektory
wlasne.

« Jesli A jest nieosobliwa i diagonalizowalna, to A~! jest diagonalizowalna.

o Jesli macierz kwadratowa A jest diagonalizowalna, to AT jest réwniez diagonali-
zowalna.

o Jesli macierz kwadratowa ma dwa identyczne wiersze (kolumny), to 0 jest jej
wartoécia wlasna.
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Rozdzial 12

Wektory i wartosci wlasne

SEOWA KLUCZOWE ROZDZIALU

wartosci wiasne macierzy podobnych ¢ wektory wilasne réznych wartosci wiasnych
¢ baza wektoréow wlasnych ¢ diagonalizacja ¢ postaé¢ Jordana macierzy nilpotentnej
¢ zespolona posta¢ Jordana ¢ rzeczywista posta¢ Jordana ¢ spektrum ¢ promien
spektralny ¢ formuta Gelfanda ¢ twierdzenie Cayleya—Hamiltona { posta¢ Frobeniusa
¢ exponenta macierzy

12.1 Co jest mozliwe w wyzszych wymiarach?

Rozwazmy macierz A € Myxn(F), gdzie F € {R,C}. Wektory i wartosci wlasne macierzy A sa
zdefiniowane analogicznie jak w przypadku n = 2. Skalar A € F jest wartoscig wlasna A wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje taki niezerowy wektor v € F”, ze Av = X\ - v. Jest to rownowazne
z faktem, ze ker(A— AI) # {0}, wiec det(A —AI) = 0. Warto$¢ wlasna \ € F jest pierwiastkiem
wielomianu charakterystycznego (o wspolczynnikach w )

pa(x) =det(A —xI) =0.

Z zasadniczego twierdzenia algebry wielomian p4 ma w C doktadnie n (liczonych z krotnosciami)
pierwiastkéw zespolonych Aq, ..., A, € C. Dla F = C sa one warto$ciami wlasnymi macierzy A.

Jesli A € Myxn(R), to pa(A) = 0 < pa(A) = 0. Macierz rzeczywista A € My, xn(R) moze nie
mieé rzeczywistych wartosci wtasnych.

Whniosek 12.1 ($lad, wyznacznik i wartosci wlasne). Jesli A\1,...,\, € C sq pierwiastkami
wielomianu charakterystycznego pa, to

M+ o+ A =tr(4), A-...- A, =det(A).
Dowdd. 7 zasadniczego twierdzenia algebry wynika, ze
det(A—zl)=(—1)"(x — A1) ... (z — A\p).

Teza wynika z poréwnania wspotczynnikow wielomianéw po obu stronach powyzszej rownosci.
O

Whiosek 12.2. 0 jest warto$cig wlasng macierzy A wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) = 0.

Whniosek 12.3. Jesli macierze A, B € My,xn(F) sq podobne, to pa = pg. W szczegdlnosci, A
1 B majg te same wartosci wilasne.

Dowdéd. 7 zalozenia istnieje taka macierz nieosobliwa S € M, x,(F), ze B = S~1AS. Stad
pp(x) = det(B — z1)

= det(ST1AS — )
= det(S71(A — 21)S)
= det(A — xI) = pa(z).
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Przyktad 12.1. Jedli A = [ai;] € Mpxn(F) jest macierza (gérnie/dolnie) tréjkatna, to
pa(x) =det(A—2l) = (=1)"(x —a11) ... (x — ann),
czyli wartosci wlasne sa elementami na przekatnej macierzy A.

Whniosek 12.4. Jesli A € My, xn(F) jest nieosobliwa oraz A € F jest wartoscig wilasng A, to %
jest wartoscig wlasng A™Y. Ponadto A i A™! majq takie same wektory wlasne.

Dowdd. Jesli A jest wartoscig wlasng A, to A # 0, bo A jest nieosobliwa. Mamy
0=det(A— )

= det(AA(1/M — A7) =
= (—=1)"det(AA) det(A™" — 1/AT),

czyli det(A~t — 1/XI) = 0.

Niech v bedzie wektorem wlasnym dla A, czyli Av = A-v. Poniewaz A jest nieosobliwa, wiec
1 -1
yov=A""v. O

Wniosek 12.5. Jesli A jest wartoscig wlasng A iv jest wektorem wiasnym, to \™ jest wartoscig
witasng A™ i v jest jej wektorem wlasnym.

Dowdd. Rzeczywiscie,
Ay = A™ Ay
=A™\ -v)
=X A"y

=\".0.
O

Wniosek 12.6. Jesli A jest nilpotentna, tzn. A™ = 0 dla pewnego m € N, to 0 jest jedyng
warto$cig wiasng A.

Przyktad 12.2. Jedli A2 = A i ) jest wartoscia wlasna, to A € {0,1}. Rzeczywiscie, jesli A
jest wartoscia wlasna oraz v jest odpowiadajacym wektorem wlasnym, to
Av=Av
= A%
=)0
Poniewaz v # 0, wiec A = \2.
Zajmiemy si¢ najpierw pewnymi specjalnymi przypadkami.

Twierdzenie 12.1 (Rézne wartosci wlasne). Jesli Ay, ..., Ay € F sq réznymi wartosciami wia-
snymi macierzy A € Myxn(F) z odpowiadajgcymi wektorami wlasnymi vy, ..., vk, to v1,..., V%
sq lintowo niezalezne.

Dowdd. Niech
r = dim span{vy,...,v;}.

Przypus$émy, ze r < k. Mozemy zalozy¢, ze vy, . .., v, sa liniowo niezalezne. Poniewaz vy, ..., vp, Up41
sg liniowo zalezne, wiec istnieja takie, nie wszyskie rowne zero, skalary x; € F, ze

Ty U1+ .o+ T U+ Tpgg - Upgy = 0.
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Zauwazmy, ze x,41 # 0, bo w przeciwnym razie vy, ..., v, bylyby liniowo zalezne. Wtedy

O=z1-An+... 4z - Avp + 241 - Ao
=TiIA V1 + .. T AU J}T_|_1)\T+1 cUpg1-

7 powyzszych réwnosci wynika, ze
iA1= A1) cvr + oo 2 (A — Apg1) s o =0,
co jest sprzeczne z liniowa niezaleznoscia vy, ..., v,. O

Definicja 12.1.
Macierz A € My xn(F) nazywamy diagonalizowalng, jesli istnieje taka macierz nieosobliwa
S € Myxn(F), ze macierz D = S~ AS jest diagonalna. Méwimy wtedy, ze S diagonalizuje A.

Twierdzenie 12.2 (Diagonalizacja=baza wektoréw wlasnych). Macierz kwadratowa A € My, x,,(F)
jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy A ma n liniowo niezaleinych wektoréw wilasnych.

Dowod. Przypusémy, ze v1, ..., v, sa liniowo niezaleznymi wektorami wlasnymi z wartosciami
wlasnymi ;. Niech S = { V1 ‘ ‘ Un } Wtedy
AS:[Avl‘...‘Avn}
= [ )\1'111 ‘ ‘)\nvn}

= Sdiag(A1, ..., An).

Poniewaz S jest nieosobliwa, wiec S~1AS = diag(A1, ..., \n).
Przypuéémy teraz, ze A jest diagonalizowalna, czyli

AS = Sdiag(A1,...,\n)
dla pewnej macierzy nieosobliwej S = { V1 ‘ ‘ Un } Poniewaz Se; = v;, wiec
Avi:)\i-vi, izl,...,n,

co konczy dowdd. O

@ Diagonalizowalno$¢ macierzy rzeczywistej zalezy od tego czy traktujemy ja jako macierz rzeczy-
wista, czy zespolona. Przyktadowo, macierz

0 -1
A =
1 0
nie jest diagonalizowalna jako macierz rzeczywista, bo nie ma rzeczywistych wartosci i wektorow
wlasnych. Jest ona diagonalizowalna jako macierz zespolona, bo ma dwie rézne wartoéci wtasne 4

oraz —t, wiec dopowiadajace im wektory wlasne sa liniowo niezalezne. Jej postaé¢ diagonalna jako
macierzy zespolonej, to

i 0

0 —i |~

12.2 Idea dowodu twierdzenia Jordana

12.2.1 Pewne ogodlne obserwacje o iteracjach macierzy
Niech A € M« (F). Rozwazmy ciag podprzestrzeni

ker A C ker A2 C ker A3 C ...
Poniewaz dim ker A¥ < n, wiec istnieje najmniejsze takie N > 1, ze

ker AN = ker ANTL,
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Lemat 12.1. Dla dowolnego I > 1 mamy
ker ANt = ker AN,

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem [. Dla [ = 1 teza zachodzi z definicji N. Zaldézmy,
ze ker ANtL = ker ANTI=1 Pokazemy, ze ker ANTH1 = ker AN, Poniewaz ker ANT! C
ker AN+ wiec wystarczy pokazaé, ze ker ANTHL € ker AN*!. Niech = € ker ANHH1, Ponie-

waz
O:AN+I+1:C:AN+I(A$)

wiec Az € ker ANt = ker ANH=1, Stad,
0= ANT1(Az) = ANHg,
czyli x € ker ANT, O
Twierdzenie 12.3. Jesli N jest najmniejszq liczbg naturalng, dla ktdrej ker A¥ = ker A1, to
F" = ker AN @ im AV,
Dowdd. 7 formuty wymiaru wynika, ze
n = dim ker AV + dim im A",

wiec wystarczy sprawdzié, ze

ker AN nim AN = {0}.

Przypusémy, ze 0 # = € ker AV Nim AY. Wtedy AV2 = 0 oraz = ANw dla pewnego w € F.
Stad 0 = AN (z) = A2Nw, czyli w € ker A%V = ker AV. W efekcie, z = ANw = 0. O

Wnhniosek 12.7. Dia macierzy A € Myxn(F) nastepujace warunki sq réwnowazne
(i) ker A = ker A2,

(i) F" = ker A @ im A.

Dowdd. Z twierdzenia wynika, ze (i) implikuje (ii). Zalézmy, ze zachodzi warunek (ii).
Przypusémy, ze nie zachodzi warunek (i). Wtedy istnieje taki v € ker A2, ze v ¢ ker A. Wéwezas
Av#0i A% =0, czyli

0# Av € ker A@im A = {0},

co prowadzi do sprzecznosci. O

Lemat 12.2. Podprzestrzenie ker AN oraz im AN sq niezmiennicze dla A.

Dowéd. Teza wynika z réwnosci AAN = AN A. Jedli 2 € ker AV, to

AN Az = AAN
= A0
=0,
czyli Az € ker AV,
7 drugiej strony, AANz = AN Az € im AV, O

Przypomnijmy, ze macierz B € My (F) jest nilpotentna, gdy B™ = 0 dla pewnego m € N.
Whiosek 12.8. Zaléimy, e A € My,xn(C). Niech vi,..., vy bedzie bazqg dla ker AN oraz

Vktls - -+ Up bazg dla im AN . Macierz A ma w tej bazie postaé blokowg

B0

0o(C |’
gdzie B jest macierzq restrykcji A do ker AN w bazie vy, ..., vy, a C macierzq restrykcji A do
im AN w bazie vgy1,...,v,. Ponadto
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(i) macierz B jest nilpotentna,
(ii) O jest jedyng warto$cig wlasng B oraz 0 nie jest wartoscig wilasng C,

(iii) k = dim ker AN jest algebraiczng krotnoscig ng wartoéci wiasnej 0, tzn. jako pierwiastka
wielomianu charakterystycznego pa.

Dowéd. Poniewaz AN zeruje sie na ker AN, wiec BN = 0, czyli B jest nilpotentna. Jedyna
wartoécia wlasng macierzy nilpotentnej jest 0, bo jedli A\ jest wartoscig wlasna B, to AV jest
wartoscia wlasng BY = 0.
Pokazemy, ze 0 nie jest wartoscia wlasna C'. Przypuéémy, ze Cx = 0 dla pewnego 0 # = €
im AN. Wtedy z = ANw dla pewnego w € C™. Stad
0=Cz=CANw
= AANw
= AN Aw

= ANHw,

czyli w € ker ANHL = ker AN, Stad x = ANw = 0, sprzecznosé.
Punkt (7i7) wynika z réwnosci pa = pp - pc i punktu (7). O

@ Jedli B € My, (C) jest nilpotentna, to
BF =o.

Rzeczywiscie, poniewaz 0 jest jedyna wartoscia wlasna B, wiec pp(z) = (—1)Fz¥, wiec z twierdze-
nia Cayleya-Hamiltona wynika, ze pp(B) = (—1)*B* jest macierza zerows.

12.2.2 Posta¢ Jordana macierzy nilpotentnej

Zacznijmy od przyktadu modelowego macierzy nilpotentne;j.

Przyklad 12.3. Rozwazmy macierz

0100
0 010
B_OOOl
0 00O
Mamy
0 010 0 001
0 001 0 00O
2 3 _ 4 __
B_OOOO’B_OOOO’B_O'
0 00O 0 00O

Zauwazmy, ze
Bey =e3, Beg=ey, Bey=¢;, Be =0.

Oznacza to, ze
€1 = B364, €y = B2€4, €3 = Be4, €4 = Boe4.

Definicja 12.2.

Macierz
0 1 0O ... 0
0 O 1 ... 0
0 0 0 1
0 0 0
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nazywamy nilpotentnym blokiem Jordana rozmiaru m > 1. Rozmiar m jest najmniejsza taka
liczba, ze N™ = 0. Macierz blokowa

diag(Ny, ..., Ns)

nazywamy nilpotentng macierzq Jordana, jesli N; sa nilpotentnymi blokami Jordana.

Zalézmy, ze macierz B € M« (C) ma w pewnej bazie posta¢ nilpotentnej macierzy Jordana
B = diag(Ny,...,N;) € Mixi(R) oraz n; jest rozmiarem Nj, to

(1) 0 jest jedyna wartoscig wlasng B,
(2) istnieja takie wektory vy,...,vs, Ze

ni—1 ns—1
B" vy, ..., Bvy,v1, ... B"™7T v, ..., Bug, v,

tworzg baze C™,
(3) baze dla ker B tworza wektory

By, ..., B™ Ly,
czyli dim ker B = s jest liczba nilpotentnych blokéw Jordana.

(4) max{ni,...,ns} jest najmniejsza liczba naturalng n o wlasnosci B" = 0,

(5) krotnoéé¢ algebraiczna wartosci wlasnej 0 jest réwna k = dim ker Bmax{n1,-ns},

Lemat 12.3. Dla macierzy A, B € Myxx(C) zachodzi réwnosé
rank(AB) = rank(B) — dim ker(A) Nim(B).

Dowdd. Niech | = rank(AB). Mozna zalozy¢, ze | > 1, bo w przeciwnym razie AB = 0, czyli
im(B) C ker(B) i teza zachodzi.

Niech w1, ...,u; bedzie baza dla im(AB). Istnieja takie wektory v;, ze ABv; = u; dla i =
1,...,1. Wektory Buvy, ..., By sg liniowo niezalezne. Rzeczywiscie, jesli x1-Bvi+...+x;- By =
0, to rowniez z1-ABvi+. . .4+z;-ABv; = 0, wigc 1 = ... = x; = 0. Niech vj41,..., v beda baza
dla takie, ze Buy, ..., Buys sa baza dla ker(A)Nim(B). Wystarczy pokazaé, ze Buji1, ..., Buiis
tworza baze dla im(B). Niech Bv € im(B). Wtedy ABv = z1 - ABv; + ...+ ;- ABy; dla
pewnych skalaréw x;, wiec

A(Bv—x1-Bvy —...—x;- By) =0,

czyli
Bv—x1-Bvy —...—x- By € ker(A) Nim(B).

Stad Bv € span{Buvy, ..., Bvjs}, wiec

im(B) = span{Buvy, ..., Bujs}.

Wystarczy pokazad, ze Buy, . .., Bui4s sa liniowo niezalezne. Przypusémy, ze x1-Bvi+. .. x4 Bupys =
0. Wtedy

0= I - AB’Ul + ... xl+5ABvl+s =1 - AB’Ul + .. .xlABvl,
bo Busyi,...,Bus € ker(A). W efekcie 1 = ... = 2y = 0, bo ABwvy,..., ABv; sa liniowo
niezalezne. W konsekwencji rowniez ;11 = ... = x;4, = 0. ]

Lemat 12.4. Niech B € My (C) bedzie macierzq nilpotentng i niech 1 < N bedzie najmniejszq
takq liczbg naturalng, ze BN = 0. Istniejg takie wektory ui, ..., us oraz takie liczby naturalne
1<ay,...,as <N, Ze

(i) B%(u;) =0dlai=1,...,s,
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My M3 Mz Mp Mg = kerB

Rysunek 12.1: Sy U S; U Sy U S3 U S, tworzy baze dla ker B pewnej macierzy nilpotentnej, dla ktérej
B =0.

(ii) wektory

B Ly ..., Buy, wy, ..., B% lu, ..., Bug, us.
—_——— —_——
€ker B €ker B

tworzq baze CF,
(iii) s = dim ker B,
(iv) N = max{ay,...,as} <k.

Dowdd. Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze N = 5. Dowdd przypadku ogdlnego z doktadnoscig do
szczegdlow technicznych jest identyczny.

Zaczniemy od konstrukcji pewnej specjalnej bazy dla ker B. W tym celu rozwazamy zste-
pujacy ciag podprzestrzeni

M, =kerBNim B, i=0,1,2,3,4,5,

czyli
{0} = M5 C My C M3 C My C My C My = ker B.

Zajmiemy sie przykladows sytuacja przedstawiona na rys. [12.1] Zaczynamy od wyboru bazy Sy
dla My = ker BNim B*. Na rys. Sy sktada sie z 3 wektoréw zaznaczonych kolorem szarym.
Nastepnie dobieramy wektory Ss C M3, aby suma Sy U S3 tworzyla baze dla Ms.

W zbiorze S5 sa takie liniowo niezalezne wektory z ker BNim B2, ktére nie sa w My, wiec nie
sg one w obrazie B*. Mamy jeden taki wektor zaznaczony kolorem czerwonym. Kontynuujemy
ten proces i otrzymujemy baze Sy U .S1 U Sy U S U Sy dla ker B.

Sktada sie ona z 11 wektoréw:

e 3 wektory czarne: nie naleza one do im B,

« 2 wektory z6lte: naleza do im B, ale nie naleza do im B2,

« 2 wektory zielone: nalezg do im B2, ale nie naleza do im B3,

« 1 wektor czerwony: nalezy on do im B2, ale nie nalezy do im B?,

« 3 wektory szary: naleza do im B?.
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Rysunek 12.2: Rozszerzamy baze dla ker B do bazy dla CF.

Nastepnie rozszerzamy SoU S, U Sy U S3U S, do bazy CF tak jak to pokazano na Rys.
Przyktadowo, kazdy wektor szary z jadra jest obrazem B*u € ker B pewnego wektora u €
CF. Dostarcza on wiec 5 wektoréw

B*u, B3u, B?u, Bu, w.
Mamy 3 wektory szare w jadrze Biuy, Bus, B*us € ker B dajace 15 wektoréw
B*ui, B3ui, B?u1, Buy, ui, Blug, B3uy, B*uy, Bus, ug, Btus, Bus, B*us, Bus, us.
Analogicznie:

« wektor czerwony B3uy € ker B daje 4 wektory

3 2
B Uy, B Uy, B’LL4, Uy,

« 2 wektory zielone B%us, B?ug € ker B daja 6 wektoréw

2 2
B us, BU5, us, B Ue, Buﬁa Uue,

o 2 wektory z6tte Buy, Bug € ker B daja 4 wektory

Buz, uz, Busg, us,

e mamy jeszcze 3 wektory czarne ug, uig, u11 € ker B.

W efekcie otrzymalismy 15 + 4 4+ 6 + 4 + 3 = 32 wektory. Pokazemy, Ze jest ich doktadnie k,
gdy B € My, (C). Oznaczmy

d; = dim M; = dim (ker BNim BY), i=0,1,2,3,4,5,

oraz ‘ .
r; = rank B* = dim im B*, i=0,1,2,3,4,5.
7 lematu [12.3| wynika, Ze

di=ri—riy1, ds=0=rs.
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Oznacza to, ze w zbiorze .S; mamy
Vi =d; —dip1 =1 = 2rip1 + Tigo

wektorow i kazdy z nich dostarcza i + 1 wektoréw. Wszystkich wektordéw jest wiec

4

4
(4 Dyi= (i +1)(di — dita)
i=0

=0 %
=do—di +2(d1 — d2) + 3(d2 — d3) + 4(ds — da)
=dy+d; +do+ds+dy
= (7‘0 — 7’1) + (T1 — 7’2) + (TQ — ?”3) + (7’3 — ?”4) + (7’4 — T5)
=k.
Wystarczy wiec pokazaé, ze skonstruowane wektory sa liniowo niezalezne. Uporzadkujmy wek-
tory nastepujaco: X; dla¢=0,1,2, 3,4 jest macierza ktérej kolumnami sa wektory na poziomie

1, czyli przyktadowo kolumnami Xg sg wektory z ker B, a kolumnami Xy, sa wektory wuy, us, us.
Kolumnami X3 sa Buy, Bus, Bus, uy itd. Definiujemy macierze

Qo=| Xo | BX1 | B2X, | B3X; | B'Xy | wektory na poziomie 0
Q1 = { X4 ‘ BX, ‘ B%X; ‘ B3X, | wektory na poziomie 1
Q2 = { X, | BX3 | B2X, | wektory na poziomie 2

Q3 = [ X3 | BX4 wektory na poziomie 3

Q4= [ Xy wektory na poziomie 4

Pokazemy, ze macierz

Q:{QO‘Ql‘QQ‘QS‘QZL}

jest nieosobliwa. Zauwazmy, ze kolumny macierzy B/ X j sa na poziomie 0 i sg czescig bazy dla
ker B, wigc sa liniowo niezalezne. Stad kolumny macierzy B’Q); sa tez czescia bazy dla ker B,
wiec

ker B/Q; = {0}.

Pokazemy, ze ker Q@ = {0}. Niech z = [20, 21, 22, 23, z4] € C* bedzie taki, ze Qz = 0 oraz Zj ma
tyle wspétrzednych ile kolumn ma @;. Poniewaz Qz = 0, wigc

0 = B*Qz
= [ B'Qo | v'Q1 | B'Qs | B'Qs | B'Qu | 2,
czyli z4 € ker B*Qy, czyli z4 = 0. Stosujac analogiczne rozumowanie dla 0 = B3Qz otrzymu-

jemy, ze z3 = 0. Kontynuujac, otrzymujemy, ze z = 0.
O

Jako wniosek otrzymujemy:

Twierdzenie 12.4 (Posta¢ Jordana macierzy nilpotentenj). Dla macierzy nilpotentnej B €
My« (C) istnieje taka macierz nieosobliwa S € My (C), e S~LAS jest nilpotentng macierzq
Jordana.

Przyktad 12.4. Przeanalizujemy lemat dla k = 4. Z punktu (ii) wynika, ze k = a1 +...+
as, a; = 1. Mamy nastepujace mozliwosci

(1) s=4iar=ay=a3=a4 =1,
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(2) s=3ia1=a2=1, a3 =2,
(3) s=2ia; =ay=2,

(4) s=2ia; =1, ap =3,

(5) s=1iar =4

W przypadku (1) wektory w1, ug, us, us tworza baze ker B, czyli B = 0.
W przypadku (2) mamy baze ui, ug, Bug, us, przy czym uj, ue, Bus sa baza ker B. Macierz
B ma w tej bazie postaé

[0] oo o
o o0 0| g
0 010 1
0 01]00

W przypadku (3) mamy baze Buj, ui, Buga, ug, przy czym Buj, Buy tworza baze ker B.
W tej bazie B ma postaé

0
0
0
0

W przypadku (4) mamy baze uy, B?usz, Busg, ug, przy czym ui, B2ug tworza baze ker B.
Macierz B ma w niej postac

0
0
1
0

W przypadku (5) mamy baze B3u, B*u, Bu,u, pzy czym baza dla ker B jest B3u. W tej

bazie B ma postaé

., Bi=o.

o= O O

12.3 Zespolona i rzeczywista posta¢ Jordana

Twierdzenie 12.5 (Zespolona posta¢ Jordana). Dla macierzy A € Myxn(C) istnieje taka
macierz nieosobliwa S € My xn(C), Ze

A=S"TAS =

gdzie kazdy blok A; (i =1,...,k) jest macierzq postaci

[A] 1 0 ... 0]
o A 1 ..o

6...01
L0 ... 0 0 [A

z wartoscig wiasng A € C na przekginej. Macierz A nazywamy zespolong postacig Jordana
macierzy A, a macierze A; € M;x;(C) blokami Jordana A.
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Przedstawimy idee dowodu twierdzenia [12.5] Pierwszy krok polega na rozktadzie C" na
takie podprzestrzenie niezmiennicze dla A € M, x,(C), w ktérych A ma tylko jedna wartos$é
wlasng. Nastepnie w kazdej z nich stsoujemy lemat do A — \I.

@ Dla macierzy A € M,,«,(C) i wartoéci wlasnej A € C definiujemy ciag podprzestrzeni
ker(A—AD*, k=1,2,3,...

Oczywiscie,
ker(A — M)' Cker(A—M)*C...Cker(A—X)"C ...

Whiosek 12.9. Istnieje najmniejsze takie Ny > 1, Ze
ker(A — AV = ker(A — AI)™M ! = ker(A — A)MF2 = .
Wniosek 12.10. Zachodzi rownosé
ker(A — MM nim(A — A)™ = {0}.
W szczegolnosci,
C" = ker(A — X)) @ im(A — AI)™M.
Ponadto

o Podprzestrzenie ker(A — AXI)™ oraz im(A — X)™* sq niezmiennicze dla A.

o Jedyng wartoscig wlasng A w restrykcji do ker(A — X)N* jest X\. Ponadto )\ nie jest
wartoscig wlasng A w restrykcji do im(A — AI)M.

e Niech ny oznacza krotno$é wartosci wlasnej \ jako pierwiastka wielomianu charaktery-
stycznego pa macierzy A € Myyn(C). Wtedy

ny = dim ker(A — AI)M.

Lemat 12.5. Przypusémy, ze A1, ..., \g sq roznymi wartoSciami wlasnymi macierz A € My xn(C).
Wiedy

C" = ker(A — M D)™ @ ... @ ker(A — X\ J) M,

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem n = dim V. Jedli n = 1, to teza zachodzi, bo C =
ker(A — A\ I). Dla n > 1 stosujemy rozklad

C" = ker(A — M )™ @ im(A — A1)V
i zalozenie indukcyjne do A w restrykcji do im(A — )q[)N*l. O

Dowdd. Dowdd twierdzenia [12.5] Z lematu [12.5] wynika, ze A ma postac¢ blokowa

A_

gdzie A; jest macierza A w restrykeji do ker(A — A1 )N 21, Nastepnie stosujemy lemat do
macierzy nilpotentnej A; — A\; 1. O
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Twierdzenie 12.6 (Rzeczywista postaé Jordana). Niech A € My, (R) bedzie macierzq rze-
czywistq. Istnieje taka macierz nieosobliwa S € Myxn(R), Ze

A=S"1AS =

gdzie kazdy blok A; jest jednej z dwdch postaci

A1 0 ... 0 B I, 0 0
o X 1 ... 0 0 B I 0
0 0 x 1 0 0 B I
0 0 0 A 0 0 0 B
gdzie B = _aﬁ g dla pewnej rzeczywistej wartosci wlasnej \ i zespolonej wartosci wiasnej

atif (B #0) macierzy A.
Macierz A nazywamy rzeczywista postacia Jordana macierzy A.

Twierdzenie 12.7. Zaldimy, ze dla macierzy rzeczywistej A € Moy xon(R) wielomian charak-
terystyczny pa ma n réinych pierwiastkéw \; = o; +1if; oraz \j z Bj # 0 dla j = 1,...,n.
Wtedy istnieje taka macierz nieosobliwa S € Mayxon(R), Ze

S™1AS = diag(Dy,...,D,),

gdzie

Dowdd. Niech v; + iw; € C" bedg wektorami wilasnymi dla A;. Wtedy v; + iw; € C" sg
wektorami wlasnymi dla A;. Pokazemy, ze wektory v, wsi,...,v,, w, sg liniowo niezalezne,
wiec sg baza R?". Przypusémy, ze istniejg takie liczby rzeczywiste c,dj (j=1,...,n), ze

(¢j-vj +dj-wj) =0,
1

J

n

ale nie wszystkie liczby c¢;, d; sa réwne zero. Wtedy

((cj —idy) - (vj +iwy) + (¢j +idy) - (vj — iw;)) = 0.
=1

J
Poniewaz wektory wlasne v; & iw; sg liniowo niezalezne, wigec ¢; = d; = 0 dla wszystkich j.
Otrzymana sprzeczno$é¢ konczy dowdd liniowej niezleznosci.

Rozwazmy macierz nieosobliwg S = { U1 ‘ w1 ‘ ‘ Un, ‘ W, } Wtedy
S_IASGQJ;l = S_IAUj
-1
=57 (aj v = Bj - wy)
=a-eg—1 — fj - ey
Podobnie,
S_IASCQJ' = ﬁj -e2i—1 + o - ez,

skad otrzymujemy, ze
S™LAS = diag(Dy,...,D,).
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Whniosek 12.11. Zaldézmy, ze wielomian charakterystyczny pa macierzy rzeczywistej A € My, xn(R)
ma n roznych pierwiastkow w C. Wtedy istnieje taka macierz nieosobliwa S € Myxn,(R), Ze

Aj
A
-1 k
AS =
S S Dy ,
L D,
gdzie
D = a; B )
Tl B
Ponadto pierwiastkami wielomianu charakterystycznego pa sq As oraz oy £ if3;.
Dowdd. Wybieramy wektory wlasne uq, ..., u; € R™ dla rzeczywistych wartoéci wlasnych Aq,..., Ap €
R oraz wektory vy, w1, . . ., v;, w; odpowiadajace zespolonym warto$ciom wlasnym opisane w twier-

dzeniu Oczywiscie, n = k + 2. Wektory
Ulye ., UL, V1, W1,y...,0, W]

sa liniowo niezalezne, bo

0= Z U, + Z(cjvj + djw;)
m J
ci —id; . c; +id; .
:Zamum—i—Z(ij 5 (v +iwj) + L—2 5 J(Uj—Z’IUj)),
m J

wiec a,, = ¢; = d;j = 0, bo powyzsze wektory wlasne sg liniowo niezalezne nad C.

Wystarczyprzyj@é,ZeS:[ul ‘ ...‘uk‘vl‘wl ‘ ...‘vl‘wl } O

Przypadek macierzy A € M, «,(R) opisanych we wniosku jest szczegdlnie wazny z punktu
widzenia zastosowan. Okazuje sie, ze mozemy dowolnie malo zmieni¢ wspotczynniki dowolnej
macierzy B € M, «n(R), aby otrzymaé¢ macierz A € M, «,(R) spelniajaca zalozenia wniosku
Ponadto jesli macierz A € M, «,,(R) spelnia zalozenia wnioskui B powstaje z A przez
dostatecznie malg zmiane wspolczynnikow macierzy A, to B tez spelnia zalozenia wniosku
Topolodzy méwia wtedy, ze macierze A spelniajace zalozenia wniosku[I2.11]stanowig zbiér otwarty
i gesty w przestrzeni M, x,(R). Méwimy wtedy, ze sa one generyczne. Bardzo niescisle oznacza
to, ze jesli wybierzecie losowo macierz A € M,,x,(R), to z bardzo duzym prawdopodobienistwem
spelnia ona zalozenia wniosku [12.11]

Przyktad 12.5. Zastanéwmy sie, jak moze wyglada¢ zespolona postaé¢ Jordana macierzy A €
My4(C) w zaleznosci od liczby liniowo niezaleznych wektoréw wilasnych macierzy A.

(i) A ma 4 liniowo niezalezne wektory wiasne 21, 2o, 23, 24 € C*. Jest to réwnowazne z faktem,
ze macierz A jest diagonalizowalna. Dokladniej, jesli \; € C jest wartoscia wtasna wektora
zi, czyli Az; = N; - z;, to dla macierzy S = [ 21 ‘ 29 ‘ Z3 ‘ Za } mamy

STLAS = diag(A1, A2, A3, Ag).
Sytuacja ta ma miejsce przykladowo, gdy A ma 4 rézne wartosci wlasne.

(ii) A ma tylko 3 liniowo niezalezne wektory wlasne 21, z2, 23 € C*. W konsekwencji A ma co
najwyzej 3 rézne wartosci wlasne. Rozwazmy podprzypadki:
(a) A ma 3 rézne wartosci wlasne A\, A2, A3 € C odpowiadajace wektorom wlasnym
21, 22, 23. Wtedy ktorad z wartosci wlasnych, powiedzmy A1, ma krotnos$¢ algebraiczna
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(jako pierwiastek wielomianu charakterystycznego) réwna 2. Istnieje taki wektor z; € C*,
e 21, 25, 20, 23 jest bazg C*, (A — \1)zf = 21 1 A ma w tej bazie postaé

A 110 0
0 M0 O
0 01X O
0 01]0 X3

(b) A ma 2 r6zne wartosci wlasne A1, A\a. Wtedy ktérej$ wartosci wlasnej, powiedzmy Ap,
odpowiadaja 2 liniowo niezalezne wektory wlasne. Macierz A ma w pewnej bazie postaé

Ao 110 0
0 MO0 O
0 O0flA O
0 0]0 X

(c) A ma jedna wartoss¢ wlasna A\ krotnosci 4. Wtedy A ma w pewnej bazie postaé

A 1|0 O
0 A0 O
0 0|AX O
0 0]0 A

(iii) A ma dwa liniowo niezalezne wektory wlasne. Stad A ma co najwyzej 2 rézne wartosci
wlasne. Mamy nastepujace mozliwosci
(a) A ma 2 réze wartosci wlasne A1, Ao. Wtedy albo obydwie maja krotnos$¢ algebraiczna 2
albo na przyktad \; ma krotnoéé¢ algebraiczna 3, a Ao ma krotnos¢ algebraiczng 1. Macierz
A ma wtedy w pewnej bazie jedng z postaci:

M 1[0 0 A1 010
0 M|O0 O 0 A 1]0
0 0 A 1 0 0 M1
0 00 X 0 0 0 X

(b) A ma jedna warto$é¢ wlasna A krotnoéci algebraicznej 4. Analogicznie jak w przypadku (a)
macierz A ma jedng z postaci

(iv) A ma tylko jeden liniowo niezalezny wektor wlasny. Wtedy A ma tylko jedna wartosé wlasna
A (dlaczego?) i A ma w pewnej bazie postaé

O O O >
S O > =
S > = O
> = o O

Przyklad 12.6. Zajmiemy sie teraz rzeczywista postacia Jordana macierzy A € Myx4(R).
Jesli wszystkie wlasne A sg rzeczywiste, to jesteSmy w sytuacji opisanej przez zespolong postaé
Jordana. Przypusémy, ze A ma wartosé wlasng A\ = a1 +i81 z 81 # 0. Niech 21 = u1+ivy € ct
bedzie wektorem wtasnym dla A;. Zacznijmy od kilku obserwacji:

(1) Poniewaz A jest macierza rzeczywista, wiec A\ = a1 — i3 jest réwniez wartoécia wlasna

A, bo wielomian charakterystyczny pa(z) = det(A — zI) macierzy A ma wspo6lczynniki
rzeczywiste. Wtedy Z7 = u1 — iv; € C?* jest wektorem wlasnym dla ;.
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(2) Krotnosci algebraiczne wartogci wlasnych A\ i A; sa réwne. Zauwazmy, ze

paz) = (z=M)(z—\) p(2),
~——
€R[z] =22—-2Re (A1)z+|A1]|€R[2]

wiec wielomian p(z) ma réwniez wspoélezynniki rzeczywiste. Jezeli A\ ma krotnos$é 2, to
p(A1) = 0, wiec réwniez p(A;) = 0.

(3) Zalézmy, ze A} ma krotnosé algebraiczna 2. Wartosé wlasna A\; ma dwa liniowo niezlezne
wektory wlasne nad C wtedy i tylko wtedy, gdy A1 ma 2 liniowo niezalezne wektory wtasne.

Z powyzszych uwag wynika, ze mamy nastepujace mozliwosci ze wzgledu na zespolong postaé
Jordana macierzy A:
(a) A ma w bazie z1,Z7, we, w3 postaé

M 0] 0 0
0 M| 0 O
0 01X 0 , A2, A3 €R.
0 0] 0 X3

Wektory wsp, wz € R* sa wektorami wlasnymi dla rzeczywistych wartosci wlasnych g, As.
Pokazazemy, ze wektory wuy, vi,wo, ws sg liniowo niezalezne nad R. Przypuéémy, ze

a-up+b-vi+c-wy+d-wg=0,

dla pewnych a, b, c,d € R. Poniewaz

u_zl—l—ZT U_z1—71__i21—71
1— 2 ) 1— 2 - 2 ’
wiec
a—1b a+ib
5 -2+ ‘Zit+c-wr+d-ws=0.

W konsekwencji a = b = ¢ = d = 0, bo wektory z1, 27, w2, ws sa liniowo niezalezne nad C.
Poniewaz A(uy + iv1) = (a1 +i61) - (ug + iv1), wiec

Alur) = ag-uy — Br-v1,  A(vi) = B1-ug + g - v1.

W konsekwencji A ma w bazie w1, v, we, ws rzeczywisty postaé¢ Jordana:

ar P[0 0
—B1 a1 | 0 0
0 0| O
0 00 X3
(b) A ma w bazie z1,Z71, wa, w3 postaé
AM 010 0
0 M| 0 0
0 0 [N 1 , A €R.
0O 0|0 X

Wtedy mozemy zalozyé, ze we, ws € RY. Z rozumowania w punkcie (a) wynika, ze u1, v1, wa, w3
tworza baze R* i A ma w tej bazie rzeczywista posta¢ Jordana:

(0751 ,81 0 0
—ﬁl aq 0 0
0 0 X 1
0 00 X



(c) A ma w bazie z1, %1, 20 = ug + vy, Z3 postaé

A 010 0
0 M|0 0 - :
0 0|0 X

Pokazemy, ze wektory w1, vi, us, vo € R* tworzg baze R*. Wystarczy pokazaé, ze sa one liniowo
niezalezne. Przypus$émy, ze

a-up+b-vi+c-us+d-vy =0,
dla pewnych a,b,c,d € R. Wtedy

a—1b

a+w _  c—1id c—+id
5 -Z1 + - 22 :

2 2 2

21 520)

wiec wszystkie wspdlczynniki sa zerowe, czyli a = b = ¢ = d = 0. Macierz A ma w bazie
w1, v1, Uz, V2 € R* rzeczywista postaé¢ Jordana:

ar B 0 0
—51 a1 0 0
0 0| a fpo
0 0 |—p2

(d) A ma w bazie z1, 29 = ug + ive, z1, Zg postaé

M 10 0
0 M| 0 0
0 0 |Xx 1
0 0[]0 X\

Analogicznie jak w przypadku (c) pokazujemy, ze wektory uy, vy, us, va tworza baze R*. Ponadto

A(u1 + ivl) = (041 + 251) . (’LL1 + ivl)

oraz
A(ug + ive) = ug + vy + (a1 +i51) - (ug + tve).
Stad
Alw) =ar-ur = pfr-v1, Av) =pr-ur +ag v
oraz

Aug) = up +aq - ug — B -v2, A(va) =v1 + B1 - u2 + oy - va,

wiec A ma w bazie uq1,v1, ug, v9 rzeczywista postaé Jordana:

(05] Bl 1 0
61 | O 1
0 0| a1 B
0 0 |-B1 o

Przykltad 12.7. Znajdziemy postaé Jordana macierzy

0O 1 0 O
11 6 -4 -4
22 15 -8 -9
-3 -2 1 2

A=

Bezposredni rachunek pokazuje, ze wielomian charakterystyczny pa(z) = det(A — zI) macierzy
A jest dany przez

pa(z) =2t =222 +1=(22-1)2 = (2 - 1)} (z + 1)~
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Wartosciami wlasnymi macierzy A sa —1 oraz 1 i majg one krotnosé algebraiczna 2. Dla wartosci
wlasnej —1 mamy

1 1 0 0 ]
11 7 -4 —4
A+I= 22 15 -7 -9 |’
| -3 -2 1 3 |
a dla 1 mamy i i
-1 1 0 0
11 5 -4 —4
A-TI= 22 15 -9 -9
-3 -2 1 1 |

Poniewaz

rank(A — I) = rank(A + I) = 3,

wiec jadra sa 1-wymiarowe. Kazdej z wartosci wlasnych +1 odpowiada wiec tylko jeden liniowo
niezalezny wektor wlasny. Klatki Jordana odpowiadajace —1 i 1 sa wiec (odpowiednio) postaci:

KTt

ker(A 4 I) = span{[—1,1,—1,0]"}, ker(A —I)=span{[0,0,1,—1]"}.

Sprawdzamy tatwo, ze

Szukamy teraz takich wektoréw v, w, ze
(A+Tw=[-1,1,-1,0", (A—Dw=1[0,0,1,-1]7.

Rozwiazaniami sa
v=1[0,-1,-2,0", w=][1,1,0,4]T.

W bazie (A + I)v,v, (A — I)w, w macierz A ma postaé

-1 11]0 0
0 ~1/0 0
0 0|l 1
0 00 1

12.4 Postaé¢ Frobeniusa

Definicja 12.3.
Blokiem Frobeniusa nazywamy macierz B € M, x,(C) postaci

0 0 ... 0 —ap
1 0 0 ... 0 -a
0 1 0 ... 0 —as
B=|. :
0 ... 0 1 0 —ap-2
_O 0 0 1 —0p—1 |

@ Sprawdzamy latwo, ze wielomian charakterystyczny bloku Frobeniusa B jest réwny

pp(r) = 2" + an_ 12" ...+ a1z + ap.
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Przyktad 12.8. Zalézmy, ze macierz A € M3,3(C) ma w bazie vy, vg, v3 postaé bloku Jordana

A=

o O >
S > =
> = O

Oznacza to, ze
Avi = X-v1, Avo=v1+A-ve, Avg=wvo+ A-wvs3,

czyli
(A=Xvy =0, (A=X)vg=wv1, (A—A)vz =0y,

wiec

(A= A)3v3 = 0.
Rozwazmy wektory vs, Avs, A%v3. Zauwazmy, ze
A2’U3 = A(UQ + A ’1)3)
=V + AU+ A-vs.

Wynika stad, ze
vy, Avg=uvo+ \-wvs3, A2U3=U1+)\-U2+)\-03

tworza baze C3. Poniewaz (A — A\ )3v3 = 0, wiec
A(A2’U3) = A3’03
= 3)\A203 — 3)\214113 + )\31)3.

Wrynika stad, ze A ma w bazie vz, Avs, A%v3 postaé blokowa Frobeniusa

00 A
B=|1 0 —3)\2
0 1 3\

Zwr6émy uwage, ze

ag= -\ = —detA, a; =3\, ag=—3\=—trA

sa wspolczynnikami wielomianu charakterystycznego pa = pp = det(4 — 1) = (A — 2)3.

Stosujac analogiczne rozumowanie do blokéw Jordana dowolnej macierzy A € M, «,(C) otrzy-
mujemy nastepujace:
Twierdzenie 12.8 (Posta¢ Frobeniusa). Dla macierzy A € M, xn(C) istnieje taka macierz
nieosobliwa S € Myxn(C), Ze

SLAS = diag(By, ..., By),

gdzie B; sq blokami Frobeniusa.

12.5 Eksponenta macierzy e

Niech A € Mj«x(C). Rozwazmy macierz
1 2 1 n
Spi=I+A+-A"+.. .+ —A".
2 n!
Pokazemy, ze ciag macierzy S, jest zbiezny do pewnej macierzy ktéra bedziemy oznaczaé e
i nazywaé eksponentqg macierzy A. Piszemy wtedy, ze

o An
eA:ZW’ A% =T

n=0
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Lemat 12.6. Niech
p = max {|a;;|: 1 <4,5 < k}.

Jesli A" = [am, to
lal] < (k)™ 1<, j <k

W szczegdlnosci, kazdy z k? szeregéw

[e's) a(")

ZL

|
n—0 n:

jest bezwzglednie zbieiny, wiec macierz

jest dobrze okreslona.

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 0, mamy A° = I, (kp)® = 1, wiec teza
zachodzi. Zalézmy, ze

al’| < (k)" dla 1<i,j <k

Stad
n+1) | _

’az(j

a (n)
n
Zail aij

=1

<" Ja” [y
=1

S

k
<uy lag]
=1

< kplkp)"
= (kp)"*,

Przyktad 12.9. Niech A bedzie macierzg diagonalna

D:[Al 0], A1, A2 € R.

0 A
Wtedy
n
D" = l 01 03 ] ,
czyli . .
n 1
S, = [ Zk:(()) AT ZZ(?]%!AIQC ] o [ 601 622 ] —

Przyktad 12.10. Niech

Wtedy

Zauwazmy, ze



czyli ciag macierzy J" jest okresowy o okresie 4. Stad

C:[ cosb sinb]

—sinb cosb

gdyz dla x € R mamy

73 5 7 2 4 6

simr=2— —+ — — — +. cosx—l———l—f——#—....

31 507! 41 6!

@ Wiemy, ze dla liczby zespolonej A € C szereg

jest bezwzglednie zbiezny. Mozemy wiec zdefiniowaé

oo
)\’I’L
et = E —.
n!

n=0
Sprawdzamy latwo, ze
e®® = cosb+isinb, e*T? =e%(cosb +isinb).

Twierdzenie 12.9. Jesli A, B € My, (C) oraz AB = BA, to

A+B A_B

(& =€ e .

Dowdd. Poniewaz AB = BA, wiec zachodzi wzér dwumianowy Newtona

(A+ B)" Z( )AZB”—’,
1=0
wiec
n Aan l
A B)"
+ lzl' n—1)!

Dla dowolnej liczby naturalnej N > 0 mamy

2N 1 . 2N n AlB”l
;E(‘“B) - Zngun—z

(2N+1)(N+1) skladnikéw

(ENE) LT

ol
n=0 n=0 max(p,l)>N, p+HI<2N P l

(N+1)2  skladnikéw
Zauwazmy, ze w drugim skladniku sumy mamy N (N + 1) par (p,[). Dla
pa =max {|a;] : 1 <4,j <k}, pp=max{|bj;|l:1<1ij<k}

l
oraz ft = max(pa, up), dla wyrazéw c;; macierzy —fB—, mamy

|cij| <
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Wtedy wartos¢ bezwzgledna kazdego wyrazu macierzy

2

max(p,l)>N, p+HI<2N

AP B
ol
jest ograniczona przez
Nv 4y EDT
N! N—oo
Wynika stad, ze

O]

Whniosek 12.12. Dla dowolnej macierzy A € M, xn(C) eksponenta e/ jest macierzq nieosobliwg

0 macierzy odwrotnej e A,

Przykltad 12.11. Poniewaz

A:l “ b]:a1+a1
—-b a

oraz macierze al i bJ komutuja, wiec

A ol bJ o | cosb sinb
et =ee” =¢ ) .
—sinb cosb

Przyktad 12.12. Rozwazmy blok Jordana

A1 0 ... 0
0O X 1 ... 0
A= o | € Mpx(C), AecC
0 0 Xx 1
0 0 0 A
Zauwazmy, ze
A= X+ N,
gdzie
A1 0 0
0o x 1 0
N = .. 1|, Nf=0
0o ... 0 X 1
0O ... 0 0 A
Poniewaz A\l i N komutuja, wiec
oA — AN
N2 Nk:—l
A
= I+ N+ —+...
e < + N + o1 +.o+ (k:l)!)
N2 Nk:—l
A
=e | I+ N+—+...
e ( + N+ o1 +...+ (k:—l)!)
N2 Nkfl
A
= I+N+—+... 44— .
e ( + +2!+ +(k‘—1)!>

Whniosek 12.13. Jesli S € M, «,(C) jest nieosobliwa, to

—1 _
S AS = g-leAg.
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Dowdd. Zauwazmy, ze

(STLAS)" = (S71AS)(S™LAS) ... (S71AS)(S7LAS)
H:/I_/

=S 1A"S.

Stad

|
n=0 n=0 n
=51 Z— S korzystamy z linjowosci S
— 1!
n=0
O
@ Jesli A ma postaé blokowa
A =diag(Aq,...,As),
to e ma postaé¢ blokowa
et = diag(e™, ..., M)
Lemat 12.7. Jesli Ai,..., A\, € C sq warto$ciami wlasnymi macierzy A € Myxn(C), to
eM, ... eM sq wartosciami wlasnymi e?. Ponadto jesli u; jest wektorem wlasnym A odpo-

wiadajgcym N, to u; jest wektorem wlasnym eM.
Dowdd. 7 twierdzenia Jordana istnieje taka macierz nieosobliwa S, ze
ST1AS = diag(Aq, ..., As)
oraz wyrazy diagonalne blokéw Jordana A; sg wartosci wlasne \; macierzy A. Wtedy
eSTAS = diag(eM, ..., eM)
jest macierza gérnie tréjkatna z wyrazami diagonalnymi e*. Poniewaz e” i e —las sg podobne,

wiec majg takie same wartosci wlasne.
Niech u; bedzie wektorem wlasnym A odpowiadajacym A;. Wtedy

A ¢ Ak
e’u; = (ﬁltoz m) .

wiec teza zachodzi. O
Whniosek 12.14. Dla macierzy A € My, (C) mamy

dete? = ¢4,
W szczegdlnosci, jesli A € Myxn(R), to tr A € R, wiec

dete? > 0.
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Dowdd. Mamy

deted = M . eMn

j— 6)\1++An
— etrA.
O
Lemat 12.8. Dia dowolnej macierzy A € Myxn(R) mamy (eA)T = A" oraz jesli AT = —A,
to e € SO(n).
Dowéd. Réwnosé (e)T = eA” jest konsekwencja tozsamosci
T
A2 A" AT 2 AT n
<I+A++...+> Y R P G )
2! n! 2! n!
Jesli AT = —A, to .
(GA)T — 6A — G_A,
czyli
(eNTeAd =e e = =1
Ponadto tr A = 0, wiec
dete? = "4 =1
O
Dla macierzy symetrycznej A = [a;;] € M3x3(R) ocen prawdziwosé zdaii:
o Jedli A ma dodatnie wartosci wlasne, to a; > 0dlai=1,2,3.
e Jedliay >0dlai=1,2,3, to A ma dodatniag warto$¢ wtasng.
e Jedliay >0dlai=1,2,3, to A ma dodatnie wartosci wlasne.
e Jedli det A > 0, to A ma dodatnig wartosé¢ wtasna.
e Jedli tr A > 0, to A ma dodatnia warto$¢ wlasna.
e JedlitrA > 01det A >0, to wszystkie wartosci wlasne A sa dodatnie.
%

Dla macierzy A, B € M, x,(C) ocen ktére z ponizszych zdan jest prawdziwe:
o Jesli A¥ =0 dla pewnego k > 2, to A = 0.
o Jesli A¥ =0 dla pewnego k > 1, to tr A = 0.
o Jedli AF =0 dla pewnego k > 1, to det A = 0.
o Jedli AF =0 dla pewnego k > 2, to rank A = 0.
e JeSlitrA =0, todetA=0.
e Jedli rank A = r, to A ma r niezerowych wartosci wlasnych.

e Jedli Ai B sa podobne, to maja takie same wartosci wlasne.

e Jedli Ai B maja takie same wartosci wlasne, to sa podobne.

« Ai B maja takie same wartosci wlasne wtedy i tylko wtedy, gdy majg identyczne

wielomiany charakterystyczne.

219



A nie moze by¢ podobna do A + 1.
Jesli AB — BA = A, to A jest osobliwa.
Jedli tr A = tr B dla kazdego k > 1, to A = B.

Jesli A ma wartosci wlasne A1, ..., Ay, to A jest podobna do macierzy diag(Aq, . . .

Macierze diag(1,2,...,n) i diag(n,...,2,1) sa podobne.

Jesli A ma wielokrotne wartosci wlasne, to nie jest diagonalizowalna.
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Rozdzial 13

Przestrzenie euklidesowe i
ortogonalnosc¢

SLOWA KLUCZOWE ROZDZIALU

rzut ortogonalny wektora na wektor { podprzestrzenie ortogonalne ¢ dopelnienie or-
togonalne ¢ ortogonalna suma prosta ¢ dopelnienie ortogonalne jadra i obrazu ¢
baza ortonormalna { macierz ortogonalna ¢ rzut ortogonalny na podprzestrzen ¢
macierz idempotentna ¢ ortogonalizacja Grama—Schmidta ¢ rozklad QR { macierz
Grama AT A ¢ grupa ortogonalna O(n) ¢ warto$ci wlasne macierzy symetrycznej ¢
twierdzenie Schura dla macierzy symetrycznej ¢ ortogonalna diagonalizacja macierzy
symetrycznych ¢ grupy macierzowe ¢ izometrie ¢ metoda najmniejszych kwadratow

Przypomnijmy, ze euklidesowy iloczyn skalarny w R" jest okre$lony wzorem

n
(zly) =Yz, zyeR™
i—1

Zadaje on norme euklidesows wzorem

lz|| =/ (z|x), xeR™

Ponadto wektory x,y sa ortogonalne (prostopadle), gdy (x|y) = 0.

13.1 Macierze ortogonalne

Definicja 13.1.

Niech vy, ..., v, € R". Powiemy, ze {v1,..., v} jest zbiorem ortogonalnym, jedli (v;|v;) =0
dla i # j.
Wnhniosek 13.1. Jesli {v1,...,vx} C R" jest zbiorem ortogonalnym i wektory v; sq niezerowe,
to wektory vy, ...,vr sqg lintowo niezalezne.

Dowdod. Przypusémy, ze
c1-v1+...c-vp =0, ¢ €R.

Wtedy dla kazdego j = 1,...,k mamy
0= (0lvy)
= (01 - U1 +...ck-vk|vj)
= Cl<’l)1’1)j) + ...+ Ck(’l)k”l)j>
= ¢;(vjvy).

Stad ¢j(vj|vj) =0, czyli ¢; = 0. O
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Definicja 13.2.
Zbiér wektoréw ortogonalnych {vi,...,vx} C R™ nazywamy zbiorem ortonormalnym, jesli
dodatkowo ||v;|| =1dla j=1,...,k.

Definicja 13.3.
Rozwazmy wektory z,y € R™ i y # 0. Rzutem ortogonalnym wektora x na y nazywamy
taki wektor p € span{y}, ze x — p jest ortogonalny do y.

Whniosek 13.2. Niech wektory x,y € R"™ iy jest niezerowy. Wtedy rzut ortogonalny p wektora
x na wektor y jest dany przez

= . — . T
p= ey = (@) u, u=

Dowdd. Poniewaz p € span{y}, wiec p = a - y dla pewnego a € R. Musimy tak dobraé a, zeby
(z —ply) = 0. Mamy

0= (z—ply)
=(z—a-yly)
= (z|y) — alyly),
czyli
_ (=ly) _ (z[y)
a= = 5 -
(yly) vl
O
Jesli wektor y jest jednostkowy (||y|| = 1), to rzut ortogonalny wektora x na prosta genero-
wana przez y jest réwny
p = (v[y)y.

Lemat 13.1 (Rzut ortogonalny na podprzestrzen). Niech V' C R™ bedzie podprzestrzeniq wek-
torowq. Zaléoimy, ze wektory uy,...,ux tworzg baze ortonormalng dla V. Dla wektora w € R"
rozwazmy wektor

Pw:= (wluy) -uy + ... + (wlug) - ug € V.

Wtedy

(i) Odwzorowanie P : R™ — R" jest liniowe.

(7i) (w — Pwlv) =0 dla dowolnych v € V oraz w € R™.
(7ii) Dla macierzy U = [ Uy ‘ ‘ ug } € My xx(R) mamy
pP=UU".

Dowdd. Sprawdzamy latwo, ze P jest liniowe i nazywamy je rzutem ortogonalnym na podprze-
strzen V. Pokazemy, ze wektor w— Pw jest ortogonalny do V' tzn. (w— Pw|v) = 0 dla dowolnego
wektora v € V. Wystarczy pokazaé, ze (w — Pw|u;) =0dla:=1,..., k. Mamy

(w — Pwl|u;y) = (wlu;) — ((wlug) - ug + ... + (w]ug) - ug|ug)

= (wlug) — (wlu;) = 0.
Rozwazmy macierz U = [ U1 ‘ ‘ U, } € M, «r(R). Pokazemy, ze macierz odwzorowania P

w bazie standardowej ey, ..., e, jest réwna UUT € Myxn(R). Dlai=1,...,n mamy

Pe; = (eilur) ~ur + ... + (ei|ug) - ug
= U[(U1|€i), ceey (uk|el)]T
=UUTe;.
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Wniosek 13.3. Jesli {uq,...,u,} C R™ jest zbiorem ortonormalnym, to wektory uy,...,uy
tworzg baze R™. Ponadto dla dowolnego wektora v € R™ mamy

v=(vur) -ur + ...+ (v|uyp) - up.

Skalary (v|v;) nazywamy wspotczynnikami Fouriera wektora v wzgledem bazy ortonormalnej
ULy oy Up-

Dowdéd. Poniewaz wektory u; sa liniowo niezalezne z wniosku wiec uq, . . ., U, tworza baze
R™. Wektor v ma jednoznaczne przedstawienie w tej bazie:

v=c1 Ul +...+cn U, ¢ €R.
Stad dla j =1,...,n mamy

(vfug) = cr(uafug) + ... + cn(unluy) = ¢j(usluy) = ¢;.

Przyktad 13.1. Rozwazmy wektor jednostkowy u = [v,y,2]7 € R? tzn. |ul| = 1. Rzut
ortogonalny wektora v € R? na prosta span{u} jest dany przez

P(v) = (vju) - u
Z lematu [13.1] wynika, ze
x 2wy xz
P=w!=]|y [ Ty z } = | yx y® yz | € M3.3(R).
z 2 ozy 22

Oznaczmy przez u™ zawierajacg 0 plaszczyzne w R3, ortogonalng do prostej span{u}. Wtedy

rzut ortogonalny R na plaszczyzne u' jest dany macierza
R=1T1—uu’.

Przygladniemy sie teraz symetrii Q wzgledem przechodzacej przez 0 plaszczyzny u' prostopa-
dlej do wektora u. Zauwazmy, ze dla wektora v € R3 mamy réwnoéé

v+ Q) =2R(v),

czyli
Q=1-2uu’.

Oczywiscie, QT = Q oraz Q* = I, wiec Q jest symetryczna i ortogonalna tzn. Q7Q =
Powyzsze rozwazania mozemy powtérzy¢ w dowolnym wymiarze. Powyzszy wzor nazywamy

transformacjg A. S. Householdera (1904-1993).

Przyktad 13.2. Znajdziemy macierz () symetrii wzgledem plaszczyzny x4y —z = 0. Jest ona
prostopadta do wektora v = [1,1, —1]7. Zaczynamy od normalizacji wektora v, czyli definiujemy
wektor

v 1 T
Tt St i
Wtedy
1
-1 ,
|
wiec
1 1 -2 2
Q=I1-2uwu =-| -2 1
3 2 1



Definicja 13.4.
Macierz QQ = { q ‘ e ‘ n } € My xn(R) nazywamy ortogonalng, jesli jej kolumny ¢; tworza
zbiér ortonormalny.

Twierdzenie 13.1 (Charakteryzacja macierzy ortogonalnych). Dia macierzy Q = [ Q1 ‘ ‘ qn } €
M xn(R) nastepujgce warunki sq réwnowazne

(i) Q jest ortogonalna,

(i) Q"Q =1,

(iii) Q jest nieosobliwa oraz QT = Q7 1,

(iv) (Qz|Qy) = (x|y) dla dowolnych x,y € R,
(v) |Qx|| = ||x|| dla kazdego = € R™.

Dowdd. (i) < (ii) Obydwa warunki (i) i (ii) sa réwnowazne z réwnosciami

(gilgj) = 035, i,j=1,...,n.

(77) < (i1) Wynika wprost z definicji.
(iv) & (v) Oczywiscie (iv) implikuje (v). Zalézmy, ze zachodzi warunek (v). Dla dowolnych
wektorow x,y € R™ mamy

(Qz+)|Qx +y)) = |Q(x +y)|?
= [lz +yl?
= (z +ylz+y).

Poniewaz
Q@ +1)|Qx +y)) = Q| + |Qyl* + 2(Q=|Qy),
(= +ylz +y) = lz|> + Iyl + 2(zy),

wiec (Qx|Qy) = (x|y), co dowodzi warunku (iv).
(1) < (iv) Zauwazmy, ze z warunku (iv) wynika, ze

(gilg;) = (Qei|Qejs) = (eiles) = b4y,

czyli (iv) implikuje (i).
7 warunku (i) mamy Q7Q = I, wiec dla z,y € R™ zachodzi réwnoéé

(Qz|Qy) = (21Q" Qy) = (zly).

13.2 Ortogonalizacja Grama—Schmidta. Rozklad QR.

Zalézmy, ze v1, v, v3 tworzg baze R3. Znajdziemy taka baze ortonormalna uq, us, ug, ze

span{u; } = span{v; }
span{u, us} = span{vi,va}

span{ui, uz,uz} = span{vy, vz, v3} = R®.

Zastosujemy procedure zaproponowanag przez J. P. Grama (1850-1916) i E. Schmidta (1876

1959). Zaczynamy proces, definiujac
U1
Uy = —.
[[oa]
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Rozwazmy p; rzut wektora vg na span{u;} = span{v; }, czyli
p1 = (valug) - u1.
Wtedy vo — p1 Luy. Zauwazmy, ze va — p1 # 0, bo

—(v2|U
Uz_plzw'vl—ka)
[[on]]

a wektory vy, vg sg liniowo niezalezne. Mozemy wiec zdefiniowaé

vy — P1
vz — pa|

Wektor us jest prostopadly do u; i ma norme jeden. Ponadto
span{uy, uz} = span{vi, ve}.

Dla konstrukeji us rozwazamy projekcje pa wektora v na podprzestrzen span{u, us} = span{v, ve},
czyli
p2 = (vsfu1) - ur + (vsluz) - ue.

Wektor v3 — po jest niezerowy, bo w przeciwnym razie
v3 = pg € span{uy, us} = span{vy, va},
co jest niemozliwe, bo v1, ve, v3 sa liniowo niezalezne. Mozemy wiec zdefiniowaé

U3 — P2

U3 = ———————.
vz — p2|

)t oraz

Wtedy usz € (span{u,us}

Spa’n{ulv Uz, US} = Span{vl, V2, U3} = ]R3‘

ALGORYTM GRAMA—SCHMIDTA
Niech vy, ..., v, bedzie baza R".

Krok 1. Definiujemy

U1
uy =
[ o]
Krok 2. Definiujemy rekurencyjnie wektory uo, ..., u, jako
Uk+1 — Pk
Uep1 = T pp = (U |ur) cun o (U ug) - ug
[vk+1 — Pl
tzn. py jest rzutem ortogonalnym vy, na podprzestrzen span{ui, ..., ug}.

Wtedy

(1) Span{ub s ,Uk} = Span{vlv cee Uk}7

(2) uq,...,u, jest baza ortonormalna dla R™.
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Rysunek 13.1: Komiks o procesie Grama—Schmidta. Postarajcie sie skojarzy¢ kolejne obrazki z krokami
dokonywanymi w algorytmie Grama—Schmidta.

GRAM—-SCHMIDT W ZAPISIE MACIERZOWYM
Niech v1,...,v, € R™ beda liniowo niezalezne.

Procedura Grama—Schmidta moze by¢ wyrazona formutami

(I — UkUg)vk

U = =1,...,n,
I = URU v’ ’
gdzie Uy = 0 € M,,x1(R) oraz
U, = [ Up ‘ ‘ Uk—1 } S me(k—l)(R)7 k>1.
Przyktad 13.3. Zalézmy, ze niezerowe wektory wvi,...,vx € R™ sa ortogonalne. Definiu-
jac u; = ”f]?”, otrzymujemy baze ortonormalna dla podprzestrzeni V' = span{vy,...,vx} =
span{ui, ..., u}. Rzut ortogonalny wektora v € R™ na podprzestrzen V jest dany przez

Pv = (v|up)ur + ... + (v|uy)uy,

(v|v1) (v|vn)

= v+ ...+ v
o1l lon 27"
v|v vl|v

= ( | 1)v1+...—|— ( | n) Up,
(v1]v1) (Un|vn)

Zauwazmy, ze |[v — Pv|| jest odleglodcia wektora v od podprzestrzeni V.

@ Niech vy, ..., v, bedzie baza R™. Stosujac algorytm Grama-Schmidta otrzymujemy baze ortogo-

nalng vy, ..., u,, dana przez
vy
Uy = ——
||vlll
— (v2u1)us
Uz =
||U2 (v2|ug)us |
- V3 — (’1)3|'LL1)U1 — ('U3|’LL2)’LL2
us
l[vs — (vslur)ur — (vs|uz)us||
U — (Unlur)ur — o — (VU 1) Un 1
Uy = .
[lvn = (vn|ur)ur — ... — (Vp|tn—1)tn—1]|
Jezeli chcemy otrzymaé tylko baze ortogonalna wi, ..., w,, a nie ortonormalna, to modyfikujemy
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nieco powyzsza procedure pomijajac ortonormalizacje. Wtedy

wy = V1
wy = vy — L2I1)
(w1|wr)
ws = 15 — (vslwi) — (vs|ws)
(w1|wr) (w2|ws)
_ (Vn|w1) (Unlwn—l)
n — Un — 1= =77 \Wn-1-
(w1]w1) (wn—1]|wp—1)
Wtedy ||wg|| jest odlegloscia wektora vy od podprzestrzeni span{vi,...,vx—1}. Zauwazmy, ze
procedura ortogonalizacji nie wymaga liniowej niezaleznosci wektoréw vy, ..., v,. Wazne jest tylko

aby byty one niezerowe.

Przyklad 13.4. Rozwazmy plaszczyzne V w R? rozpieta na wektorach vy = [1,2,2]7 i vy =
[~1,0,2]7. Przypusémy, ze chcemy znalezé baze ortogonalng V i rozszerzyé ja do bazy ortogo-
nalnej R3. Mozemy postapié¢ nastepujaco. Najpierw rozszerzamy wektory vy, vy do bazy R3.
Mozemy to zrobié przyktadowo doktadajac wektor vz = [0,0,1]7 = e3. Nastepnie stosujemy
proces ortogonalizacji Grama—Schmidta do tej bazy. Mamy

wy = v = [1,2,2]7

g =y — L2201)
(w1]wy)
[—1,0,2]" 3[1,2,2]
=[-4/3,-2/3,4/3]"
ws = vy — (vs|w1) wi - (vs|w2)
(w1|wr) (wa|w2)

=[0,0,1]" — %[1, 2,2]7 — /3[ 4/3,-2/3,4/3]"
=1[2/9,-2/9,1/9]".
Jedli interesuje nas baza ortonormalna u1, U9, U3, to wystarczy teraz tylko znormalizowaé wek-
tory wi, ws, w3, prayjmujac u; = ” ok Poniewaz,
Jwill =3, [lwall =2, [lws|l =1/3,

wiec
1 1 1
= 2[1,2,2]" =-[-2,-1,2F = 2[2,-2,1]T.
u1 3[ PR ] ) U2 3[ ) ) ] ) 3[ ) ) ]
Przyklad 13.5. Znajdziemy odlegtoéé d wektora v = [0,0,0,1]” od podprzestrzeni V C R*,

rozpietej na wektorach
v =[1,-1,1, -1, w=[1,1,3,-1", v3=[-3,7,1,3]".

W tym celu zastosujemy procedure ortogonalizacji do wektoréw vi,ve,vs, v, prowadzaca do
uktadu ortogonalnego wy, wy, w3, wy. Wtedy d = ||wy]]. Otrzymujemy, ze

w; =v; =[1,-1,1,-1]"

_ (v2|wn)
W9 =V — — W1
(w1fwr)
4
=[1,1,3,-1)7 1[1’ -1,1,-1% =0,2,2,0]"
T C:1 20 DO C: 1102 D
(w1fw) (w2|ws)

~12 16
=[-3,7,1,3]" — T[l, -1,1, -1 - §[o, 2,2,0]7

=10,0,0,0]T.

227



Rysunek 13.2: Rozklad QR macierzy A o liniowo niezaleznych kolumnach.

Oznacza to, ze wektor vs € span{vy, ve}, wiec span {vy, ve,v3} = span{vy, va} jest plaszczyzna.
Powinnidmy zatem dokonaé ortogonalizacji wektoréw vy, ve, v. Otrzymujemy, ze

o L0l ()
(w1|w1) (wz\w2)

~1 0
=10,0,0,1]7 — - [L-11 -7 - g[0,2,2,0]T
= [1/4,-1/4,1/4,3/4]",

wiec
5 1 o V12 /3
d= [[@s]l = ll[L, -1, 1,3 = == = <~.
Algorytmu Grama-Schmidta nie musimy ogranicza¢ tylko do ortonormalizacji bazy. Jesli vy, ..., v, €
R™ sa liniowo niezalezne, to stosujac algorytm otrzymujemy uklad wektoréw ortonormalnych
U, ..., u. Pozwala to na rozklad dowolnej macierzy A = [ a1 | | ak ] € M, «x(R) o liniowo
niezaleznych kolumnach przedstawi¢ w postaci iloczynu macierzy ortogonalnej @ = [ Uy | . | U ] €

M, «x(R) i macierzy gérnie tréjkatnej R € Mgy (R). Opiszemy ten proces na przykladzie macie-
rzy o trzech liniowo niezaleznych kolumnach A = [ V1 | Vg | V3 ] € M,«3(R). Z ortogonalizacji
Grama—Schmidta mamy

v1 = v - w
vy = (valuy) - ug +|lva — pi| - u2
=p1
vz = (va|ur) - w1 + (v3ug) - ug +||vs — pa| - us

=Pp2
Z definicji iloczynu macierzy mamy
ol (v2lur)  (vsus)
A=luwfuzfus ]| 0 Joo—pill (vsluz)
5 0 0 l[vs — pa|

R

Analogicznie, dla A = [ vy | Vg ] € M, x2(R) o liniowo niezaleznych kolumnach mamy

AT w | lorll - (v2lus) ] .
o [ G0 0,
Zauwazmy, ze
det[ vl (v2fur)
0 Jv2—pul
jest polem réwnolegloboku rozpietego na wektorach vy, vs.
Dla macierzy A = [ V1 | Vg | v3 ] € M, x3(R) o liniowo niezaleznych kolumnach

] — Joullfo2 -

flodll  (valur) (vslu)
det | 0 Joa—pill  (vsluz) | = |lvillve — prll[lvs — p2l]
0 0 lvz — p2]

jest objetoscia réwnolegloécianu rozpietego na wektorach vy, v, vs.

228



ROZKELAD QR MACIERZY A O LINIOWO NIEZALEZNYCH KOLUMNACH

| o loal] (volua) — (vsfua)
vl V2 U3 = Uiy U2 U3 0 H’Ug —pl” (1)3|U2)
. o 0 0 vz — pal|
] o X

Kolumny vy, ve, vs macierzy A sa liniowo niezalezne. Wektory w1, ug, us stanowia
uktad ortonormalny otrzymany z v, ve, v3 w wyniku procedury Grama—Schmidta.

vr = |lorfl - w
vy = (volu1) - ug +|v2 — p1l - u2
—_
v3 = (v3lu1) - u1 + (v3lug) - uz +|lvs — paf| - u3

=p2

Whiosek 13.4. Jesli A = { U1 ‘ V9 ] € Myx2(R) ma liniowo niezaleine kolumny, to pole P
réownolegloboku rozpietego na wektorach vy, vo jest réwne

P = vdet AT A.

W szezegdlnoscei, dla n = 2 otrzymujemy, ze P = | det A|.

Analogicznie, jesli A = [ V1 ‘ Vg ‘ V3 } € Myx3(R) ma liniowo niezalezne kolumny, to obje-
tosé O réwnolegloscianu rozpietego na wektorach vi,ve, vs jest réwna

O = Vdet AT A.
Dla n =3 mamy O = | det A|.
Dowdd. Przeprowadzimy dowéd dla A = { 1 ‘ V9 ‘ V3 ] € Mpx3(R). Rozwazmy rozklad A =

QR, gdzie Q = { U1 ‘ U9 ‘ U3 } Zauwazmy, ze

(urlur)  (uilug) (urfus)
QTQ = | (uglur) (u2luz) (uglug) | =1,
(uslur) (usluz) (uslus)

bo wektory w1, ug, us3 sa ortonormalne. Stad

ATA=(QR)TQR
= RTQTQR
= RTR,

wiec

det ATA=detRTR
= (det R)*
=02

Jesli n = 3, to det AT A = (det A)?, co konczy dowdd. O
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Whniosek 13.5 (Nieréwnos$¢ Hadamarda). Niech A = { v ‘ V2 ‘ U3 } € Msx3(R). Wtedy
| det A] < [lorl[[vzlflvs]l-
Dowdd. Dla rozktadu A = QR mamy
(det A)? = det AT A
= (det R)?

= [[o1|*lv2 = pal*[lvs — p2l®
< oal?[lvz*los 12

Niech A € M, xn(R). Zbiér rozwiazan réwnania Az = 0 jest réwny ker A C R™. Zauwazmy, ze
x € ker A wtedy i tylko wtedy, gdy

ai1 " T1+ ...+ Gip - Tn = 0.
Oznacza to, ze = jest prostopadly do kazdej kolumny macierzy A”. Wynika stad, ze x jest

prostopadly do kazdego wektora y € im AT C R™. Powiemy wtedy, ze podprzestrzenie ker(A)
oraz im AT sa ortogonalne.

Definicja 13.5.
Niech V, W C R"™ beda podprzestrzeniami wektorowymi. Powiemy, ze V', W sa ortogonalne,
jesli (v|w) = 0 dla dowolnych v € V, w € W. Piszemy wtedy, ze V_LW.

Wnhniosek 13.6. Jesli VLW, to VNW = {0}.
Dowdd. Niech x € VN W. Wtedy (z|z) =0, czyli = 0. O

@ Musimy by¢ troche ostrozni. Pojecie ortogonalnosci podprzestrzeni V, W nie zawsze jest zgodne
z nasza intuicja. W przestrzeni R3 plaszczyzna xy i z2 nie sa ortogonalne, ale kat miedzy nimi
jest katem prostym. Przestrzenia ortogonalna do plaszczyzny xy jest natomiast prosta z.

Definicja 13.6.
Niech Y C R™ bedzie podprzestrzenia wektorows. Dopelnienie ortogonalne Y+ podprze-
strzeni Y definiujemy jako

YJ-:{xER":(a:\y):O dla er}.

Whiosek 13.7. Y* jest podprzestrzeniq wektorowg w R™ oraz Y LY+,

Twierdzenie 13.2 (Dopelnienie ortogonalne jadra i obrazu). Niech A € My, xn(R). Wtedy
ker A = (im AT)*, ker AT = (im A)*.

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze ker AL (im A”). Niech v € ker A i w = ATu € im A”. Wtedy
(v]w) = (v|ATu) = (Avfu) = (0, |u) =0,

czyli ker AL (im AT), wiec
ker A C (im AT)L.

Niech z € (im AT)t. Wtedy z jest prostopadly do kazdej kolumny AT, wiec Az = 0, czyli
x € ker A. O

Twierdzenie 13.3 (Rozklad na ortogonalna sume prosta). Jesli S C R™ jest podprzestrzenig,
to

R*"=Sa& St
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Rysunek 13.3: Macierz A i rozktady na ortogonalne sumy proste: R” = ker A @ im A” oraz R™ =
ker AT @ im A.
W szczegélnosci,

n =dim S + dim S*.

Dowdd. Poniewaz S1.S+, wiec SN S+ = {0}. Wystarczy pokazaé, ze R = S + S+. Niech
v1,. ..,V bedzie baza ortonormalna dla S. Dla wektora v € R™ rozwazamy wektor s = (v|vy) -
v+ ...+ (v]vg) -vp € S. Wystarczy pokazaé, ze v —s € S*. Jest tak, bodlai = 1,...,k mamy

(v — slvi) = (v]vi) — (slvi) = (vlor) — (vley) = 0.

Whniosek 13.8 (Dopetnienie dopelnienia). Jesli S C R™ jest podprzestrzeniag, to
(SHt =9

Dowdd. Jedli € S, to (z|y) = 0 dla kazdego y € S*+. Stad xz € (S+)*, czyli S C (S4)*.
Poniewaz
R =Sa ST =5Ta M7,

wiec dim S = dim (ST)T, czyli S = (ST)T. O
Wnhniosek 13.9. Dia macierzy A € My, xn(R) mamy ortogonalne sumy proste

R™ =ker A @ im AT, R™ =ker AT @ im A.

13.3 Macierze symetryczne—diagonalizacja

Twierdzenie 13.4 (Wartosci wlasne rzeczywistej macierzy symetrycznej). Niech A € My (R)
bedzie symetryczna. Wiedy wartosci wlasne A sq liczbami rzeczywistymi. Ponadto wektory
wtlasne odpowiadajgce roznym wartosciom wiasnym sq ortogonalne.

Dowdéd. Niech A = a + ib € C bedzie zespolona wartoscia wlasng macierzy A jako macierzy
zespolonej, a v + iw € C" jej wektorem wlasnym dla v,w € R"™. Przypusémy, ze b # 0.
Poniewaz A(v + iw) = A(v + iw), wiec

Av=a-v—b-w, Aw=b-v+a-w.
Zwroémy uwage, ze wtedy v # 0 1 w # 0. Stad
(Av,w) =(a-v—>b-w,w)

= a(v|w) — bl|wlf?,
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(v|Aw) = (v, bv + aw)
— blJol)? + a(olw).

Poniewaz A jest symetryczna, wiec (Av|w) = (v|Aw), czyli
0 < bljv]|? = —b|lw|? < 0.

Otrzymana sprzeczno$é¢ pokazuje, ze b = 0, czyli A € R.
Niech A1, A2 € R beda réznymi warto$ciami wlasnymi macierzy A, a vy, vo € R” odpowia-
dajacymi im wektorami wlasnymi. Wtedy

A1(vifve) = (A1 - vrfve)
= (Avy|ve)
= (v1]|Avy)
= (vi]A2 - v2)

= )\2 (’Ul|U2).
Poniewaz \; # Ao, wiec (v1]vg) = 0. O

Wnhniosek 13.10. Jesli macierz symetryczna A € Myxn(R) ma rézne wartosci wlasne, to istnieje
taka macierz ortogonalna Q € Myxn(C), ze QT AQ jest macierzq diagonalng.

Dowdd. Niech x; bedzie wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej ;. Wtedy dla

Hizll’ wektory uq,...,u, tworza uklad ortonormalny. W szczegélnosci, macierz ) =

u; =
[ U1 ‘ ‘ Uy, } jest ortogonalna i ) diagonalizuje A. O

Pokazemy, ze kazda macierz symetryczna A € M, x,(R) da sie zdiagonalizowaé przy pomocy
macierzy ortogonalnej.

Twierdzenie 13.5 (Symetryczna ortogonalnie podobna do diagonalnej). Niech A € M, xn(R)

bedzie rzeczywistq macierzq symetryczng. Istnieje taka macierz ortogonalna Q@ € O(n), Ze
QT AQ jest diagonalna.

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza zachodzi. Zalézmy, ze teza zachodzi
dla macierzy rozmiaru k x k. Pokazemy, ze zachodzi tez dla macierzy rozmiaru (k+1) x (k+1).
Niech A1 € R bedzie wartoscia wlasna A, a wi; € R™ odpowiadajacym jej wektorem wlasnym
o normie jeden. Wybieramy baze ortonormalng ws, ..., w41 dla (span{w;})t. Wtedy V =
span{ws, ..., w1} = (spanf{w;})* jest niezmiennicza dla A. Rzeczywicie, jedli v € V, to

(w1|Av) = (Awi|v) = A(wi]v) =0,
czyli Av € V. Ponadto w restrykcji do V mamy
(Azly) = (z|Ay), =zyeV.

Niech W = { w1y ‘ ‘ W41 } € Mq1)x(k+1)(R). Pierwsza kolumna macierzy WTAW jest
wektor WT AWe;. Mamy

WTAW€1 = WTAU)1

= WT()\l . wl)
=\ WTU)1
= /\1 cel.
Stad, WT AW ma postaé

MO0 0 ... 0

0

: M ’

0
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gdzie M ma rozmiar k X k i jest symetryczna. Z zalozenia indukcyjnego istnieje taka macierz
ortogonalna V; € Myxk(R), ze Vif MVi = Dy jest diagonalna. Definiujemy

110 0 ... O

[es}

Wi

Wtedy V jest ortogonalna oraz

VIWT AWV =
ViE MV,

D1

jest macierza diagonalna. Definiujemy @ = WV. Wtedy @ jest ortogonalna, bo

QTQ=wwIwv
=viwTwyv
=1.

O]

Twierdzenie 13.6 (Spektralne dla rzeczywistych macierzy symetrycznych). A € M., (R) jest
symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka macierz ortogonalna Q € O(n), ze QT AQ
jest diagomnalna.

Dowdd. Jesli A jest symetryczna, to z twierdzenia jest ortogonalnie diagonalizowalna.
Zalézmy teraz, ze QT AQ = D jest diagonalna dla pewnej macierzy ortogonalnej Q. Wtedy
A =QDQ7 jest symetryczna, bo

AT =(@DQ"N)"
=(@")'D"Q"
=QDQ"
= A.
O
Whiosek 13.11. Jesli A € My xn(R) jest symetryczna, to istnieje baza ortonormalna uy, . .., uy,
dla R™ zlozona z wektoréw wlasnych A. Jesli A\; sq wartosciami wiasnymi dla u;, to
A= Alulu{ +...+ )\nunug.
Dowdd. Niech macierz ortogonalna ) = [ Uy ‘ ‘ Uy, } € O(n) diagonalizuje A. Wystarczy
pokazaé, ze u; sa wektorami wlasnymi A. Poniewaz QTAQ = D = diag(\y,...,\,) oraz
Q' = Q™ wiec
Q" Au; = QT AQe; = \i - e,
wiec Au; = A; - uy, czyli u; jest wektorem wlasnym dla A;. ]
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@ Zalézmy, ze macierz symetryczna A € M, x,(R) ma dodatnie wartoéci wlasne Aq,. .., \,. Wiemy,
ze istnieje taka macierz ortogonalna @ € O(n), ze

QTAQ = D = diag(\1, ..., \n).

Rozwazmy macierz

VD = diag(v/A1, -, VAn)

Wtedy
A=QDQT
= QVDVDQ"
=QVDQT QVDQ"
B

= B2

Zauwazmy, ze macierz B jest symetryczna i ma dodatnie wartoéci wlasne, bo jest ortogonalnie

podobna do v/D. Mozna pokazaé, ze istnieje dokladnie jedna taka macierz symetryczna B o do-
datnich wartoéciach wlasnych, ze B? = A.

r=[o 7]

istnieje nieskoniczenie wiele takich macierzy symetrycznych B € Mayo(R), ze B2 = I. Oprécz

macierzy
1 0 -1 0
{ 0 =1 } ’ { 0 =1 ]

Zwroémy uwage, ze dla macierzy

sg nimi rowniez macierze
1 a b 1 a —b
Va2 +2 [ b —a |7 a2y | b —a |’

1 —a b 1 —a —b
Vaa+ez| b oa|l’ VaZxp2| b a |’
gdzie a,b > 0. Jedli (a,b,c) sa tréjkami pitagorejskimi, czyli takimi liczbami naturalnymi, ze
a’+b% = 2, to powyzsze macierze maja wyrazy wymierne. Tréjek pitagorejskich jest nieskonczenie
wiele, bo jesli (a,b,c) jest taka tréjka, to jest nig réwniez tréjka (ad,bd, cd) dla dowolnej liczby
naturalnej d.

13.4 Macierz Grama AT A

Lemat 13.2. Niech A € My, xn(R). Wtedy
(i) im AT A = im AT oraz ker AT A = ker A,
(ii) rank A = rank AT A,
(iii) wartosci wlasne AT A sq nieujemne.
Dowdéd. 7 wniosku dla dowolnej macierzy A mamy rozklad na ortogonalng sume prosta
R" = ker A @ im AT, ker A = (im A7)+, (13.1)

W szczegdlnosci,
R" = ker ATA @ im AT A (13.2)

bo AT A jest symetryczna. Zauwazmy, ze bezposrednio z definicji wynika, ze
ker A C ker ATA, imATA c im AT,
Pokazemy, ze ker ATA C ker A. Jedli z € ker AT A, to

Az € ker AT Nim A
= (imA)t Nim A

= {0},
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czyli x € ker A.

7 udowodnionej réwnosci ker A = ker AT A i rozkladéw , wynika, ze dim im A7 =
dim im AT A. Poniewaz im AT A C im AT, wiec sa one réwne.

Poniewaz AT A jest symetryczna, wiec ma rzeczywiste wartoéci wlasne (twierdzenie .
Pokazemy, ze sa one nieujemne. Jesli A € R jest wartoscig wiasng ATA i x € R” jest jej
wektorem wlasnym, to

|Az|* = (Az|Az)
= (AT Az|z)
= A(z|z)
= M|,
wige A\ = H"‘fljl'f > 0. O
MACIERZ GRAMA I JEJ KOLUMNY
Niech A = [ ay ‘ . ‘ ag } € M, «x(R) dla pewnych wektoréw ay, ..., ar € R™. Wtedy
(ailar) ... (a1|ak)
(ak\al) NN (ak]ak)
Lemat 13.3 (Macierz Grama a liniowa niezaleznos¢). Wektory aq, ..., ax sq liniowo niezalezne
wtedy 7 tylko wtedy, gdy macierz Grama AT A dla A = [ ay ‘ ‘ ag } jest nieosobliwa.

Dowdd. Z lematu wiemy, ze ker A = ker AT A. Macierz AT A jest wiec nieosobliwa wtedy
i tylko wtedy, gdy ker A = {0}. O

Definicja 13.7.
Dla wektoréw ay, ..., a, € RF definiujemy wielocian na nich rozpiety przez

P(al,...,ak):{:Ul-al—l—...—i—xk-ak:Oéxigl, ’LZI,,]{}
Definiujemy jego objeto$é¢ rekurencyjnie:

vol P(a) = y/(ala) = |lal,

VOlP(CLl, ey O, ak:+1) = VO]'P(al) cee ,CLk)HGk.{.l - pk‘“a
gdzie py jest rzutem ortogonalnym ayy1 na span{as,...,ax}.
Lemat 13.4 (Macierz Grama i objetosé). Dla A = { ap ‘ ‘ ay } mamy

vol P(ay,...,a;) = Vdet AT A.

Dowdd. Mozemy zalozy¢, ze kolumny macierzy A sa liniowo niezalezne, bo w przeciwnym razie
obie strony sa réwne 0. Stosujac algorytm Grama—Schmidta otrzymujemy baze ortonormalna

u,...,u, dla im A = span{ay,...,ax} dana przez
uy = 21
' Jlaa
Uy = as — (aglul)ul
laz — (az|u)u |
ug = as — (aglul)ul — (a3]u2)u2
las — (as|ur)ur — (as|uz)us||
L= ap — (ak|u1)u1 — ... — (ak|uk,1)uk,1 .
lax — (aglur)ur — ... — (ag|ug—1)up—1|
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Rozwazmy rozklad A = QR otrzymany w wyniku procedury Grama—Schmidta, czyli @) =

[ul ‘ ‘uk } oraz

[ aill (azu1) (ag—1|u1) (aklur) ]

0 [laz —pul :
R= 0 € Myxk(R).
: lak—1 —pr—2|l  (aglug—1)

. 0 0 0 lar — pr-1ll |

Zauwazmy, ze
vol P(ay,...,a;) = det R.

Ponadto ATA = RTR, bo QTQ = I, gdyz kolumny macierzy @ sa ortonormalne. Stad

det ATA = (det R)? = (vol P(ay, ..., a;))>.
O
Lemat 13.5. Niech A € Myxn(R) oraz ATA = AAT. Wtedy
(1) ||Av|| = ||ATv|| dla kazdego v € R™,
(2) (I— AY(I - A) = (I — A)(I — AYT.
Dowdd. Dla v € R® mamy
|Av[|* = (Av|Av)
= (v|AT Av)
= (v|AATv)
= (ATy|ATv)
= || ATv|.
Ponadto
(I— AYT(I = 4) = (T — AT)(I - A)
—T-A-AT +ATA
=T—-A— AT + AAT
= (I—-A)I - AT
O

13.5 Rzutowania

Niech V' C R" bedzie podprzestrzenia wektorowa. Wtedy z wniosku [13.9] mamy rozklad na

ortogonalna sume prosta
R'=V+teV, ViLV

Jedli uyg,...,ux € V jest bazag ortonormalng dla V', to rzutowanie ortogonalne P : R” — R" na
podprzestrzen V jest dane przez
Pw = (wlur) -ur + ... + (w|ug) -ug, weR™

Z lematu [I3.1] wiemy, ze
pP=UUT,
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gdzie U = [uq]...|ux] € M,xr(R) jest macierza ktérej kolumnami sa wektory z bazy ortonor-
malnej uq,...,ur. Bezpodrednio z definicji macierzy U wynika, ze

imU = span {u1,...,u;} = V.
Ponadto z twierdzenia [13.2] wynika, ze
ker Ul = (imU)* = v+
Z lematu otrzymujemy, ze
ker P =kerUUT =kerUT = V*, imP=imUU? =imU =V.
Zauwazmy, ze P ma wlasnosci:
(1) P2 =P,
bo UTU = I € Myy1(R), wiec
rP=vvtuuv? =vut =P.
——
=I
(2) (P(v)|lw) = (v|P(w)) dla v,w € R™,
bo UUT jest symetryczna.
v— P(v) € V.

(3)

(4) ker P =V+ oraz im P =V,

(5) R™ = ker P @ im P jest ortogonalna suma prosta,
(6)

jedliw =u+v € R" =V+ @V jest jednoznacznym rozkladem w w sumie prostej, to

P(w) =wv.

(7) Dla dowolnego v € R™ mamy
lw —vl| > [[P(v) =ol, weV\{P()},

czyli rzut prostopadly p = P(v) jest najblizszym wektora v wektorem z podprzestrzeni V.
Rzeczywiscie,

lw = v]|* = [|(w = P(v)) + (P(v) = v)|®
= |lw = P)[I” + [[P(v) = v|* + 2(w — P(v) [ v — P(v))
ev evi
= |w = P()[” +||P(v) — v
>0
> |[P(v) =]

Przygladniemy si¢ blizej warunkom (1) i (6). Zwréémy uwage, ze warunek (1) ma sens dla
dowolnej macierzy kwadratowej. Warto wiec przygladnaé sie takim macierzom P € M, ., (R),
ze P? = P. 7 drugiej strony w warunku (6) sume prosta R” = V+ @ V mozemy zastapi¢ przez
dowolng sume prosta R" =U @ V.

Definicja 13.8. Powiemy, ze odwzorowanie P : R™ — R" jest rzutowaniem w sumie prostej
R*"=U@®V (U, V C R" podprzestrzenie wektorowe) na V, jezeli

P(w) =,

gdzie w = u + v jest jednoznacznym rozkladem wektora w € R™ w sumie prostej R*" =U @ V.
Wtedy I — P jest rzutowaniem w sumie prostej R* =U & V na U.
Rzutowanie P nazywamy ortogonalnym, gdy U = V.
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Whiosek 13.12. Jesli P : R™ — R" jest rzutowaniem w sumie prostej R =U @&V na V, to
P jest odwzorowaniem lintowym.

Dowdéd. Niech w =u+viw; =u; +v1. Wtedy

w+w; = (u+u)+ (v+wv1),
—_——  —\—
ceU cVv

wiec

P(w+w1) = P((u+wuy) + (v+v1))
=V + U1
= P(w) + P(w).

Dlaa e Rmamya-w=a-u+a-v, wigc

Pla-w)=Pla-u+a-v)

O]

Whiosek 13.13. Jesli P : R — R" jest rzutowaniem w sumie prostej R* =U ®V na V oraz
A € Myxn(R) jest macierzg P w bazie standardowej, to

(i) U =ker A oraz V =1im A, czyli

R™ =ker A ®im A,

(i) A(v) =v dlav € im A,
(iii) A% = A.

Dowdd. 7 definicji mamy Aw = A(u+v) = v, gdzie w = u+v € R" = UV jest jednoznacznym
rozkladem w w sumie prostej. Stad Aw = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy v =0 czyli w =u € U.
Oznacza to, ze ker A = U. Ponadto Aw =v €V, czyliim A C V. Dla v € V mamy

imA> A(v) = A(\O/—H}) = .
eu

W szczegblnosci, V C im A. W efekcie V = im A.
Pokazemy, ze A2 = A. Dla w € R® mamy A(w) € im A, wiec A(A(w)) = A(w). O

Definicja 13.9.
Powiemy, ze macierz A € My, «,(F) jest idempotentna, jesli

A% = A
Lemat 13.6. Niech A € M,,»»(R). Nastepujgce warunki sq rownowazne
(1) R™ =ker A@®im A oraz A jest rzutowaniem w tej sumie prostej na im A,
(2) A2 = A.

Dowdd. 7 wniosku [13.13| wynika, ze (1) implikuje (2).
Pokazemy ze (2) implikuje (1). Uzasadnimy najpierw, ze

R"™ = ker A @ im A
Niech w € R". Wtedy Aw € im A. Poniewaz

w = (w— Aw) + Aw,
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wiec wystarczy pokazaé, ze w — Aw € ker A. 7 warunku A% = A mamy

Alw — Aw) = Aw — A%w
= Aw — Aw
=0

Niech w € ker ANim A. Wtedy Aw = 01w = Az dla pewnego z € R™. Stad 0 = Aw =
AAz = A%z = Az = w.
Pokazemy, ze A jest rzutowaniem w sumie prostej R™ = ker A @& im A. Niech

w=u+veER” wuckerd, v=Az€cimA.
Wystarczy uzasadnié¢, ze Aw = v. Mamy

A(w) = A(u) + A(v) = A(v)
= A% = Az

=w.
O

Lemat 13.7 (Wtlasnosci macierzy idempotentnych). Zalézmy, ze macierz A € Myyn(R) jest
idempotentna. Wtedy

(1) jesli A € Myxn(R) jest nieosobliwa, to A =1,

(2) I — A jest idempotentna,

(3) jesli 1 nie jest wartosciq wilasng A, to A =0,

(4) jesli \ jest warto$cig wlasng A, to A =0 lub A =1,
(5) R" =ker A®im A,

(6) im A = ker(A — I), wiec
R™ =ker(A —I) @ ker A,

(7) A w pewnej bazie postaé diagonalng

diag(1,...,1,0,...,0) = [%‘i] ,  r=rank A = dim im A.

Dowéd. (1) Zatézmy, ze A jest nieosobliwa i A2 = A. Wtedy

I=A7'A
— A71A2
= A.

(2) Jedli A2 = A, to

(I—A)?*=1-2A+ A*
—T-2A+A
—I— A

(3) Jesli 1 nie jest wartoscia wlasna A, to I — A jest nieosobliwa, wiec

I—A=1,
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czyli A =0.
(4) Niech v # 0 bedzie wektorem wlasnym dla A\. Wtedy

v = Av = A%

=\,

czyli A2 = A\

(5) Wynika z lematu [13.6]

(6) Pokazemy, ze im A = ker(A — I).

Poniewaz A% — A =0, wigc (A —I1)A =0, czyli im A C ker(A — I). Jesli v € ker(A — I), to
Av =wv, czyli v € im A. Stad im A = ker(A — I).

(7) Z punktéw (5) i (6) wynika, ze mamy rozktad na podprzestrzenie niezmiennicze

R"™ = ker(A — 1) @ ker A,

czyli A ma baze wektoréw wiasnych dla wartosci wlasnych 1 i 0. Wynika stad teza o postaci
diagonalnej A. O

Definicja 13.10.
Macierz A € M, x,(R) nazywamy inwolucjg, gdy A? = I.

Whniosek 13.14. Niech A € My xn(R) bedzie inwolucjg. Wtedy A ma w pewnej bazie postaé
diagonalng
diag(1,...,1,=1,...,—1).

Dowdéd. Zauwazmy, ze macierz P € Myx,(R) jest idempotentna wtedy i tylko wtedy, gdy
A = 2P — I jest inwolucja. Rzeczywiscie,

A% = (2P —I)?
=4P? — 4P+
=4(P?-P)+1

wiec réwnosé I = A? zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy P? = P. Stad,

A+1
P = i,
2
jest rzutowaniem. Z lematu wiemy, ze rzutowanie P ma w pewnej bazie macierz diag(1,...,1,0,...
W tej samej bazie A = 2P — I ma macierz
diag(1,...,1,—1,...,—1).

@ Whiosek [[3.14] mozemy réwniez udowodni¢ bardziej bezposrednio, korzystajac z rozkladu Jordana.
Niech A € C bedzie wartosciag inwolucji A z wektorem wlasnym v € C"*. Wtedy

v =A% = N2y,

czyli A2 = 1, wiec A = £1. Z teorii Jordana wynika, Ze istnieje taka macierz nieosobliwa S €
M, sn(R), ze
ST1AS = A = diag(A1, ..., Ag),

oraz klatki Jordana A; sg postaci

-1 1 0 0 1 1 0 0

0o -1 1 0 0 1 1 ... 0
lub KRR I

0 0o -1 1 0 0o 1 1

0 0 0 -1 0 0 0 1



czyli

A;=+I+ N,
gdzie
0 1 0 0
0 O 1 0
N: : .. .. :
o ... 0 0 1
0O ... 0 0 O

Wystarczy pokazaé, ze wszystkie bloki Jordana sa jednowymiarowe, czyli A; = [£1]. Poniewaz

A? = (ST1AS)(S7TAS)
=S71AS
=1

Z postaci A wynika, ze réwniez A? = I dla kazdej klatki Jordana. Przypusémy, ze pewna klatka
Jordana A; € My z k> 1. Wtedy A; = 1 + N oraz N # 0. Wtedy

I=A?=(+I+N)?
=T+2N + N2,

czyli 2N + N2 = 0, co jak latwo sprawdzi¢ prowadzi do sprzecznosci.

Lemat 13.8. Niech A € My x,(R) oraz A?> = —1. Wtedy n jest parzyste oraz w pewnej bazie
macierz A ma postac
diag(J, ..., J),

0

gdzie J = [ 10

] jest standardowq macierzqg symplektyczng.

Dowdd. Poniewaz A? = —1I, wiec (det A)? = (—1)", wiec n jest parzyste. Niech A € C bedzie
wartoscia wlasng A z wektorem wlasnym v € C". Wtedy

—v = A%v = N2,

wiec A2 = —1. Stad, warto$ciami wlasnymi A sa i, —i oraz majg taka sama krotnoéé¢ algebra-
iczna, wiec n jest parzyste. Z twierdzenia [12.6] wynika, ze

A=S"1AS =

gdzie kazdy blok A; jest postaci

J Iy 0 0
0 J I 0
Az‘: : .. . :
0 ... 0 J I
o ... 0 0 J

Wystarczy pokazaé, ze A; = J dla i =1,... k. Zauwazmy, ze

A? = (S71AS)(STLAS)
= S5714%8
= I
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Z postaci A wynika, ze réwniez A? = —I. Przypusémy, ze A; # J dla pewnego i. Dla ustalenia
uwagi zakladamy, ze

(7 n] . 0 I
Az—lo J]—dlag(J,J)—l— 0 0].
—_——

=N

Dowéd w przypadku ogélnym jest analogiczny. Poniewaz diag(J,.J) i N komutuja oraz N? = 0
J? = — I, wiec
—I = A? = (diag(J,J) + N)?
= diag(J?, J?) + 2diag(J, J)N + N?

= diag(—1Iz, — 1) + 2 8 g ]
0]
Stad 2 [ 8 g ] jest macierza zerowa, co prowadzi do sprzecznosci. O
Przyklad 13.6. Rozwazmy macierz
=97

Wtedy A% = A, czyli A jest rzutowaniem. Nie jest to rzut ortogonalny, bo

im A = span{es}, ker A =span{[1,—1]7}.

@ Niech A € M, x»(R). Jedli dla dowolnych z,y € R™ zachodzi réwnosé
(Azly) =0,
to A = 0. Rzeczywiscie, dla A = [aq, ..., ay] = [a;;] mamy

(Aeiles) = (ailej) = aiy.

Whiosek 13.15 (Kiedy rzut jest ortogonalny?). Zalézmy, ze A2 = A € My xn(R). Nastepujgce
warunki s¢ réwnowaine

(1) A jest rzutem ortogonalnym tzn. ker A = (im A)*,

(2) A= ATA,
(3) A= AT,
(4) ATA=AAT.

Dowdd. (1) implikuje (2). Zakladamy, ze A jest rzutem ortogonalnym. Wystarczy pokazaé, ze
(A-ATA)zly) =0, dla z,yeR.
Mamy

(A= AT A)aly) = (1 — A)" Aaly)
— (Aa|(I - A)y) =0,

bo Az € im A oraz (I — A)y € ker A = (im A)*.
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Oczywiscie warunek (2) implikuje (3) oraz (3) implikuje (4). Pokazemy, ze z warunku (4)
wynika (1). Jesli ATA = AAT to z lematu i twierdzenia otrzymujemy, ze
ker A = ker AT A
= ker AAT
= ker AT
= (im A)*.
O
Twierdzenie 13.7 (Rzut ortogonalny na obraz macierzy). Rozwazmy macierz B € Mp,xn(R).
Jesli rank(B) = n (réwnowaznie ker B = {0} ), to rzut ortogonalny P na im B C R™ jest dany
przez
P=B(BTB)™'BT.
Dowdd. 7 definicji rzutu ortogonalnego mamy
v — P(v) € (im B)* = ker BT,
czyli
0= BT(v— P(v)) & B"v = BT P(v).
Poniewaz P(v) € imB i ker B = {0}, wiec istnieje jednoznacznie wyznaczony taki wektor
x € R", ze P(v) = Bz. Stad
B"Bz = B"w.
Z lematu wynika, ze BT B jest nieosobliwa, wiec
z = (B"B)'B"v,

czyli
P(v) = Bz = B(BTB) !B .
O
Przyklad 13.7. Rozwazmy macierz
1
2
B= 0
1
Obrazem im B jest prosta w R* generowana przez wektor [1,2,0,1]”. Poniewaz BT B = [6],
wiec
1 1 2 01
1] 2 112 4 0 2
To\-1pT _ + _ 2t
BBBTB =51 [1201} 60000
1 1 2 01
Przyktad 13.8. Rozwazmy macierz A € My, xn(R) i zalézmy, ze rank A = r. Niech B €

M5 (R) bedzie macierza, ktérej kolumny sa baza dla im A. Wtedy
B(BTB)"'BT
jest rzutem ortogonalnym na im A, a
I-BB'B)'BT

jest rzutem ortogonalnym na ker AT = (im A)*. Analogicznie, jedli N € My (n—r)(R) jest
macierza, ktérej kolumny tworzg baze dla ker A, to

N(NTN)=INT
jest rzutem ortogonalnym na ker A, a
I—-NNTN)"INT

jest rzutem ortogonalnym na im AT = (ker A)L.
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y:CO+C1X

Rysunek 13.4: Metoda najmniejszych kwadratéw. Szukamy takiej prostej y = co + c1x, aby suma
d? + d3 + d3 byla jak najmniejsza.

13.6 Metoda najmniejszych kwadratow

Przedstawimy najpierw pewna motywacje.

Przyktad 13.9. Przypusémy, ze przeprowadzamy pewne doswiadczenie (obserwacje) i w efekcie
otrzymaliémy tabele wynikdw.

T I i) Tm
Yl | Y2 |- --- | Yn

Jedli wyniki sktadaja sie z n 4+ 1 punktéw, to zawsze mozna znalezé wielomian stopnia co
najwyzej n przechodzacy przez wszystkie punkty.
Przypusémy, ze chcemy znalezé prosta o rownaniu

Yy=c+cx

przechodzaca przez wszystkie punkty (x1,vy1), ..., (Tm, Ym), tzn.

yi=co+cix;, t=1,...,m.
Otrzymalismy uktad rownan
1 Tl U1
1 @ Yo
. l 0 ] = , Ac=b
: €1
1 Tm Un

Jesli m > 2 (punktéw jest za duzo), to otrzymany uklad bedzie zazwyczaj sprzeczny. Trudno
oczekiwaé, aby punkty (x1,y1),..., (Tm,Ym) lezaly na jednej prostej. Mozemy sie zapytaé¢ dla
jakiego wektora ¢ = [cg, c1]? kwadrat odleglosci

1 — Ac|?
jest najmniejszy. W naszym przypadku mamy

16— Acll® = (51 = (co+z1¢1))* + ... + ((Ym — (0 + c12m))?
=di+.. . +d2,.

Rozwazmy réwnanie liniowe Ax = b, gdzie A € My, xn(R) i b € R™. Jesli m > n tzn.
mamy wiecej réwnan niz niewiadomych, to uklad Az = b jest czesto sprzeczny. Oznacza
to, ze b ¢ im(A), czyli b nie lezy w podprzestrzeni R™ rozpietej przez kolumny macierzy A.
Mozemy zapytaé¢ wtedy, dla jakiego wektora = € R™ wektor Ax jest najblizszy b. Naturalne jest
rozwazenie réznicy

r(x) =b— Ax
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ATAx= ATb
ker A ker AT

imAT
Rysunek 13.5: Metoda najmniejszych kwadratéw

Szukamy wiec wektora x € R, dla ktérego norma

()] = [|b — Az|
jest najmniejsza. Zamiast ||r(z)|| wygodnie jest minimalizowaé ||r(z)]|?.
W metodzie najmniejszych kwadratéw szukamy takiego wektora & € R"™, ze AZ jest najbliz-
szym w S = im A wektorem do wektora b. Bedzie tak, gdy

Az =p,
gdzie p jest rzutem ortogonalnym b na S = im A. Oznacza to, ze musi zachodzi¢ warunek
b—Ai=b—pec (imA)*.

Wektor & jest wiec rozwigzaniem Az = b w sensie najmniejszych kwadratéw wtedy i tylko wtedy,

gdy
b— Az € (im A)F = ker(AT).

Réwnowaznie,

0=AT(b— Az).

Musimy wiec rozwigzaé¢ réwnanie

AT Az = ATh.

@ Niech A € My,xn(R). Przypomnijmy, ze (wniosek [13.2))
imATA =im A7,
wiec réwnanie
AT Az = ATb,
ma zawsze rozwigzanie nawet jesli zbiér rozwigzan réwnania Az = b jest pusty.
Wnhniosek 13.16. Niech A € My,xn(R) i b€ R™. Jesli rank(A) = n, to réwnanie
AT Az = AT
ma jedyne rozwigzanie T dane przez
&= (ATA)~1ATD.
W szczegolnosct,

p=Az = AATA)"1ATD
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Dowéd. Wystarczy pokazaé, ze macierz AT A € M, «,(R) jest nieosobliwa. Z formuly wymiaru

wynika, ze ker A = {0}, wiec réwniez ker AT A = {0}.

Przykltad 13.10. Rozwazmy wyniki eksperymentu dane w tabelce

x| 0|36
y| 1415
Mamy tu
10 1
A=1|1 3], c_l%], b= | 4
16 “ 5
Interesuje nas rozwiazanie réwnania
AT Ac= AT,

czyli

sla]-ls]

O]

Rozwiazaniem jest [4/3,2/3]7. Stad najlepsza (w sensie najmniejszych kwadratéw) przyblize-

niem postaci y = cg + c1x jest

4 n 2
=-+4 -x.
Y=373
Ocen, ktoére ze zdan jest prawdziwe:
e Wektory ortonormalne vy, ...,v; € R" sa liniowo niezalezne.

o Kazda niezerowa podprzestrzen V' C R"™ ma baze ortonormalna.

e Macierz ortogonalna jest nieosobliwa.
e Jedli det A =1, to A jest ortogonalna.

o Jedli A jest symetryczna i ortogonalna, to A2 = I.

o Kazda macierz ortogonalnie diagonalizowalna jest nieosobliwa.

o Jedli R" =ker A@im A, to A € M, x,(R) jest idempotentna.

e Jedli A # I jest idempotentna, to det A = 0.

e Jedli A jest idempotentna, to tr A = rank A.

e Suma macierzy idempotentnych jest macierzg idempotentng.

e lTloczyn macierzy idempotentnych jest macierza idempotentna.

e JeSliQeOn)i0#teR, tot-Q e O(n).
e Suma izometrii R" jest izometrig R™.

o Jedli @ € O(3), to Q ma prosta niezmiennicza.

o Jedli Q € O(3), to istnieje taki v € R3, ze Av = v lub istnieje taki v € R3, ze

Av = —o.
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13.7 Izometrie przestrzeni euklidesowych R"

Definicja 13.11.
Odwzorowanie f : R® — R" nazywamy izometrig, jesli dla dowolnych x,y € R™ zachodzi
réwnosé
1f (@) = fW)ll = ll= =y,
czyli f zachowuje odlegtoé¢ euklidesowa.
Whniosek 13.17. Jesli Q € O(n), to Q : R™ — R™ jest izometrig.
Dowdd. 7 twierdzenia i liniowosci ( mamy
Q@) — QW) = Q@ -yl =z —yll, xyeR"
O
Twierdzenie 13.8. Jesli f : R" — R" jest takq izometrig, ze f(0) = 0, to istnieje taka
macierz ortogonalna Q € O(n), ze f = Q. W szczegélnosci f jest izomorfizmem liniowym.
Dowdd. Niech f: R"™ — R™ bedzie izometria oraz f(0) = 0. Dla kazdego x € R" mamy
1f @)l = |If (=) = fO)
= [z -0

= l=l,
czyli f zachowuje norme. Dla dowolnych z,y € R™ mamy
1f (@) = F@)I? = If @7 =20 (@)1 @) + I F W)
= [l = 2(f (@)1 £ () + llylI?,

oraz
lz = yl* = ll2l® = 2(zly) + lyll*.

Poniewaz [ f(x) = f(y)ll = |z = yl|, wiec
(f(@)|f(y)) = (z]y),

czyli f zachowuje iloczyn skalarny.
Niech Q = { f(er) ‘ ‘ flen) } Poniewaz f zachowuje iloczyn skalarny, wiec

(f(ed)lf(e5)) = (eile;) = dij,
czyli @Q € O(n) jest izometria (wniosek [13.17)). Pokazemy, ze f = (). Rozwazmy odwzorowanie
g =Q 'of:R" —R"

Zakonczymy dowdd, pokazujac, ze g(z) = z dla kazdego x € R™. Poniewaz zlozenie izometrii
jest izometrie, wiec g jest izometria oraz g(0) = 0. Ponadto

glei)=¢€;, i=1,...,n.

Rzeczywiscie, g(e;) = Q7' f(ei), czyli Q(g(ei)) = f(es). Z definicji @ mamy Q(e;) = f(es), cayli
g(e;) = e;, bo Q jest izomorfizmem.
Ustalmy z =xz1-e1+...4+ x, - €, € R™ i niech

gx)=br-e1+...4+by-ep.
Poniewaz g zachowuje iloczyn skalarny, wiec
bi = (g(x)les)
= (9(z)lg(e:))

= (z]ei)

= Ty,

czyli g(x) = z. O
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Whniosek 13.18. Jesli f: R" — R" jes izometrig, to
f@)=f(0)+Qx, zeR"
dla pewnej macierzy ortogonalnej @ € O(n).

Dowdd. Odwzorowanie F(x) = f(x) — f(0) jest izometrig i F'(0) = 0, wiec teza wynika z twier-
dzenia O

Pojecie izometrii mozna wprowadzi¢ w dowolnej przestrzeni metrycznej (X,d). Odwzorowanie
f: X — X jest izometria, gdy

d(f(2), f(y) = d(z,y), =y X

Izometria jest odwzorowaniem réznowarto$ciowym, ale nie musi by¢ bijekcja. Przyktadowo, izo-
metria zbioru N
f:Nanr—n+1€N

z metryka d(n,m) = |n — m/| nie jest surjekcja, bo 1 ¢ f(N).

13.8 Grupa ortogonalna O(n) dla n =2,3

Przypomnijmy, ze
O(n) = {Q € Mpxn(R): QTQ = QQ" =1}, SO(n) ={Q € O(n) : det Q = 1}.

Wnhniosek 13.19. O(n) i SO(n) z dzialaniem mnozenia macierzy tworzq grupy.
Dowdd. Zauwazmy, ze jesli A, B € O(n) (SO(n)), to

e AB € O(n) (SO(n)),

e« A7 € 0O(n) (SO(n)),

e I €0(n) (SO(n)).
Uzasadnimy przykladowo pierwszy warunek. Jesli A, B € O(n), to

(ABYTAB=BT ATAB=BTB=1,
=1
wiec AB € O(n). Jedli dodatkowo, A, B € SO(n), to

det(AB) = det(A) -det(B) =1
=1 =1

Przyktad 13.11. Przygladniemy sie blizej grupom O(2) oraz SO(2). Jesli

A:li Z] c0(2),
to z ortonormalnodci kolumn macierz A mamy
A+ =+d?=1, ab+cd=0.
Poniewaz a? + ¢ = 1, wigc istnieje takie 6 € [0,27), Ze
a =cosf, c=sinb.
Na okregu jednostkowym S' sa dokladnie dwa wektory prostopadte do wektora
[a,b)T = [cos@,sin6]T.

Sa nimi
[c,d)T = [~sinf,cosf]T lub [c,d]T = [sin6, —cosh]”.

Macierz A ma jedng z postaci:
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cosf) —sind
(1) A= [ sinf® cosf ]’

cosf sin6
(2) A= [ sinf —cosf ]

Dla 8 = 0 i # = 7 macierze sg diagonalne i mamy cztery mozliwosci

R A O i B Y

Odpowiadaja one odwzorowaniu identycznosciowemu, symetrii wzgledem osi x, symetrii wzgle-
dem osi y i symetrii $rodkowe;j.

W przypadku (1) mamy do czynienia z obrotami.

W przypadku (2), mamy macierz

A cos# sing | |1 O cos) sinf
~ | sinf —cosf | | 0 -1 —sinf cosf |’
odpowiadajaca zlozeniu obrotu z symetrig osiowa. Jest to symetria wzgledem prostej nachylonej
do osi z pod katem 6/2.

Whiosek 13.20. Kazda izometria plaszczyzny zachowujgca 0 jest albo obrotem, albo zloZeniem
symetrii wzgledem osi x z obrotem. Obrot jest zloZeniem co najwyzej dwdch symetrii osiowych.
Kazda izometria plaszczyzny zachowujgca 0 jest ztozeniem co najwyzej 2 symetrii osiowych.

Przyktad 13.12. W przypadku grupy SO(2) mamy dodatkowa restrykcje, ze det A = 1 dla
A € O(2). W szczegblnosci musimy wykluczyé te macierze z O(2), ktére zmieniaja orientacje.
Prowadzi nas to do konkluzji, ze SO(2) sktada sie¢ z macierzy obrotéw postaci

sinf cos@

_ l cos@ —sin6 ]

Jako zbiér mamy wiec, ze

SO(2) = { l cosf —sinf ] , fe [0,27r)}.

sinf  cosf
Mozemy wiec zdefiniowaé¢ bijekcje

cos@ —sin6
sinf cos@

f:50(2) € [

] > (cosf,sinf) € S'.

Jako zbiory (czyli z punktu widzenia teorii mnogoéci) SO(2) oraz S! sa nierozréznialne. My
jednak mamy w tych zbiorach zdefiniowane dodatkowe struktury algebraiczne: SO(2) z dzia-
laniem mnozenia macierzy jest grupa, a S! jest grupg z mnozeniem liczb zespolonych. Czy
mozemy réwniez te dwie struktury algebraiczne uznaé¢ za réwnowazne? Algebraicy chca, aby
wtedy bijekcja f byla zgodna ze struktura algebraiczna w rozwazanych zbiorach. W naszym
przypadku zadamy wiec, aby

F(AB) = F(A)f(B).

Méwimy wtedy, ze f jest homomorfizmem grup SO(2) i S! tzn. odwzorowanie f jest zgodne
z dzialaniami w grupach SO(2) oraz S'. latwo sprawdzamy bezpoérenim rachunkiem, ze jest
tak w naszym przypadku. Oznacza to, ze struktury algebraiczne zadane w SO(2) oraz S! sa
identyczne z dokladnoscia do przyjetej konwencji. Méwimy wtedy, ze grupy SO(2) (z mnoze-
niem macierzy) oraz S! z mnozeniem liczb zespolonych sa izomorficzne, tzn. nierozréznialne
z algebraicznego punktu widzenia.

Lemat 13.9. Jesli Q € O(n) i A € R jest rzeczywistg wartoscig wlasng, to A =1 lub A = —1.
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Rysunek 13.6: Obrét w R? wokét osi z. Jest on réwniez obrotem w plaszczyzZnie niezmienniczej xy,
ortogonalnej do osi z.

Dowdd. Oczywiscie, A # 0. Niech v bedzie wektorem wlasnym dla A. Wtedy

czyli A = A7, wiec A2 = 1. O

Lemat 13.10 (Obroty w R daja SO(3)). Niech Q € SO(3). Istnieje taka baza ortonormalna
vi,v2,v3 wR3, Ze A ma w tej bazie macierz

1 0 0
0 cosf —sind
0 sinf cosé@

Dowdd. Rozwazmy wielomian charakterystyczny macierzy @
po(z) = det(Q — ) = —det(x] — Q).
Jedli A1, Ao, A3 € C sg wartoSciami wlasnymi A, to
pQ(z) = —(z = A1)(z = A2)(z — Aa).

Poniewaz pg(0) = AA2A3 = det(Q) = 1 oraz lim, ,~ Pg(xz) = —oo, wiec pg ma pierwiastek
w (0,00). Z wniosku wynika, ze 1 jest wartoscia wtasna @. Niech v; bedzie jednostkowym
wektorem wlasnym dla wartosci wlasnej 1. Wtedy dla w € [ := span{v; } mamy Quw = w, czyli
na prostej [ kazdy wektor jest punktem staltym Q. Niech H = [ bedzie plaszczyng prostopadla
do prostej [, czyli

H = {v: (v|ny) = 0}.

Dla v € H mamy

(Qulv1) v|Quy)

= (
= (v|v1)
=0,
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wiec Qu € H. Stad, plaszczyna H jest niezmiennicza dla @) oraz () zacieSniona do H jest
izometria ptaszczyny H o wyznaczniku rownym 1. Oznacza to, ze jesli vg, v3 jest bazg ortonor-
malng dla H, to () ma w bazie vy, v, v3 macierz

1 0 0
0 cos@ —sinf
0 sinf cos@

d

Wnhniosek 13.21 (Grupa O(3)). Jesli @ € O(3), to w pewnej bazie ortonormalnej macierz Q
ma jedng z postaci

1 0 0 -1 0 0
0 cosf sinf |, 0 cosf sinf
0 —sinf cosf 0 —sinf cosé

Dowdd. Jedli det Q = 1, to ) ma w pewnej bazie postac

1 0 0
0 cosf sind
0 —sinf@ cos6

Zalézmy, ze det Q = —1. Wtedy —1 jest wartoécig wlasng Q. Niech v bedzie wektorem wlasnym
odpowiadajacym —1 o normie 1. Rozwazmy S = span{v} prosta generowana przez v. Wtedy

R® =S St
gdzie St jest plaszczyzna prostopadla do prostej S. Zauwazmy, ze dla w € S+ mamy

(Qulv) = (w|Qv)
= (w| £ v1)
= E(w|vy)
= ()7

czyli Qw € S*. Mozemy wiec traktowaé¢ @ jako izometrie plaszczyzny S+. Niech uq,us bedzie
baza ortonormalng S7. Wtedy @ ma w bazie v, u1, us macierz postaci

!

gdzie B jest macierza izometrii Q w restrykeji do ST w bazie uj, us. Ponadto det B > 0. Teza
wynika z postaci grupy SO(2). O

Definicja 13.12.
Zbiér izometrii
Isom (R") := {f : R" — R"™ : f jest izometria}
jest grupa z dzialaniem skladania odwzorowan. Nazywamy ja grupa izometrii przestrzeni eu-
klidesowej R™.

Whniosek 13.22. f € Isom (R") wtedy i tylko wtedy, gdy f = Q + v dla pewnej macierzy
ortogonalnej Q € O(n) i wektora v € R™.

Pokazemy teraz pewien trik, pozwalajacy interpretowaé izometrie f jako pewna macierz
nawet gdy f(0) # 0, czyli dla v # 0. Zrobimy to dla n = 3. Niech Q = [g;;] € O(3) oraz
v = [v1,v2,v3]T € R3. Definiujemy macierz

g1 qi2 q3 |0

Q 0 @1 g2 q23 |0
F = = € GL4(R).
[UT 31 q32 q33 |0 1(R)

V1 () (OR3 ‘ 1
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Niech [z1, 29, 23]7 € R3. Wtedy

[ r1q11 + T2q21 + T3q31 + U1
Q 0 T1q12 + T2q22 + T3G32 + V2
1,292,231 =
(21,72, 25, ][ T r1q13 + T2q23 + 13q33 + U3
1

_Qa:—i-v

4
1 c R

13.9 Symetrie w R”

Niech v € R™ bedzie wektorem jednostkowym. Wtedy odwzorowanie L : R — R" dane
wzorem
L(z) =2z —2(z|u) - u

jest symetria wzgledem hiperplaszczyzny (odbiciem)
ut = {x € R": (z|u) = 0}.
Lemat 13.11. Nastepujgce warunki sg rownowazne:
(1) L jest symetrig wzgledem u™ dla pewnego wektora jednostkowego wu,
(2) L ma w pewnej bazie ortonormalnej uy, . .., u, postaé diagonalng

D = diag(—1,1,...,1).

Dowdéd. Jedli zachodzi warunek (1), to definiujemy u; = w i rozszerzamy go do bazy ortonor-
malnej uq, ug, ..., u, i wtedy zachodzi (2).
Zalézmy, ze jest spelniony warunek (2). Niech u = u;. Wtedy L oraz

Li(z) = x — 2(x|u) - u,
przyjmuja te same wartosci na bazie ui,...,u,, czyli L = L. O

Whiosek 13.23. Jesli L : R* — R™ jest symetrig wzgledem u dla pewnego wektora jednost-
kowego u, to

. L2=1,
e« L e€O(n),
o detL = —1.
Lemat 13.12. Zalozmy, ze a,b € R™ sq rozne oraz ||a|| = ||b||. Wtedy dla v = ”afb oraz

a—>bl|
L(z) =z — 2(x|u) - w mamy L(a) = b. Ponadto jesli w jest ortogonalny do a i b, to L(w) = w.

Dowdéd. Poniewaz ||a|| = ||b]|, wiec
2(ala — b) = 2(ala) — 2(alb)
= (ala) + (b|b) — 2(alb)

= (a — bla —b).
Stad
L(a) = a—2(alu) - u
_a_2(a]afb)'a_
= o @Y
=a—(a—0)
=b.
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Lemat 13.13. Niech I # Q € O(n). Istniejq taki wektor jednostkowy uy oraz taka symetria L
wzgledem v dla pewnego wektora jednostkowego u, Ze

Q(ul) ;éul, LQ(ul) = Uui.

Dowdd. Poniewaz Q) # I, wiec istnieje taki wektor x € R", ze Qx # x. Oczywiscie x # 0.
Definiujemy u; = z/||z||. Wtedy Qu; # uy oraz

_ Qx| _ [l=|

I E

|Quall

Z lematu [13.12] zastosowanego do a = Qx, b =  wynika, ze teza zachodzi dla

Qxr —zx
U=-——.
1Qz — ||
O
Lemat 13.14. Zalézmy, ze Q € O(n). Niech uy,...,ux bedzie bazg ortonormalng przestrzeni

ker(Q—1I). Wtedy albo k = n (czyli Q = I), albo istniejq taki wektor jednostkowy ui11 oraz taka
symetria L wzgledem u™ pewnego wektora jednostkowego u, Ze Qupy1 # upi1 oraz LQ(u;) = u;
dlai=1,...,k+ 1. Ponadto wektory ui,...,up+1 $q@ ortonormalne.

Dowdd. Zaldézmy, ze QQ # I, czyli k < n. Istnieje takie x € R", ze Qz # x. Definiujemy

k
v=1x— Z(m\uz) u; € (ker(Q —1I))*.

J=1

Zauwazmy, ze v # 0, bo w przeciwnym razie Qx = x. Niech
v
Upy] = —.
T el

Wtedy Quii1 # ugt1, ||Quisi| = 1 oraz ugiq, Qugsq sa ortogonalne do uq,. .., ug. Z lematu
13.12] istnieje takie odbicie L, ze

LQ(ugt1) = uky1, Lluj) =wj, j=1,... k.
O
Twierdzenie 13.9. Jesli Q € O(n), to istniejg takie inwolucje Ly, ..., Ly (i=1,...,k), ze
Q=1Ly...Ly, k<n.

Dowdéd. Poniewaz w R™ nie moze byé¢ wiecej niz n wektoréw ortonoramlnych, wiec z lematu
[[3.14] istnieja takie odbicia Ly,...,L; dla 0 < k < n, ze

Li...[,Q =1,

co konczy dowodd, bo L;l =L,. O
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Rozdzial 14

Macierze dodatnio okreslone

SLOWA KLUCZOWE ROZDZIALU

macierz dodatnio okreslona ¢ minor gléwny ¢ rozkiad polarny ¢ forma kwadratowa
¢ krzywe stopnia drugiego ¢ postaé¢ kanoniczna formy kwadratowej { powierzchnie
stopnia drugiego

14.1 Macierze dodatnio okreslone

Definicja 14.1.
Macierz symetryczna A € My« (R) nazywamy

(i) dodatnio okreslong, jesli (Av|v) = vT Av > 0 dla kazdego niezerowego wektora v € R",
(ii) wjemnie okreslong, jesli (Avjv) = v Av < 0 dla kazdego niezerowego wektora v € R”,
(iii) dodatnio pétokreslong, jesli (Av|v) = vT Av > 0 dla kazdego wektora v € R",

(iv) wjemnie pétokreslong, jedli (Av|v) = vT Av < 0 dla kazdego wektora v € R™.

Analogicznej terminologii uzywamy w stosunku do skojarzonych form kwadratowych @ 4.

Przyktad 14.1. Rozwazmy macierz diagonalna D = diag(Ai,...,A,) € Myxn(R). Poniewaz
dla v = [v1,...,v,]T € R® mamy

(Dvv) = Mo? + ... 4 A2,

wiec D jest dodatnio pélokreslona (dodatnio okreslona) wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
wartodci wlasne Ap, ..., A, sa nieujemny (dodatnie).

Lemat 14.1. Niech Q € O(n) bedzie ortogonalna. Wtedy macierz symetryczna A € Myxn(R)
jest dodatnio okreslona (potokreslona) wtedy i tylko wtedy, gdy QT AQ jest dodatnio okreslona
(potokreslona).

Dowdd. Ze wzgledu na symetrig wystarczy pokazaé, ze jesli A jest dodatnio okreslona (pétokre-
§lona) wtedy i tylko wtedy, gdy QT AQ jest dodatnio okreslona (péltokreélona). Mamy

(QTAQulv) = (AQu|Qu)

oraz @ jest nieosobliwa, wiec A jest dodatnio okreélona wtedy i tylko wtedy, gdy QT AQ jest
dodatnio okreslona. O

Twierdzenie 14.1 (Dodatnie okreslona = dodatnie wartosci wlasne). Macierz symetryczna
A € Myxn(R) jest dodatnio okreslona (pdlokreslona) wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wartosci
wlasne macierzy A sq dodatnie (nieujemne).

254



Dowdéd. Wynika z przyktadu [I4.1] i lematu [I4.1 O]

Definicja 14.2.
Niech A € M, x,(C). Macierz B € M,,»x,(C) nazywamy pierwiastkiem kwadratowym z ma-
cierzy A, gdy B? = A.

Przyklad 14.2. Macierz nilpotentna
0 1
N =
nie posiada pierwiastka kwadratowego. Rzeczywécie, przypuéémy, ze B2 = N dla pewnej ma-

cierzy B € May2(C). Wtedy B jest réwniez nilpotentna, wiec z twierdzenia Cayleya—Hamiltona
wynika, ze B2 = 0. Stad, N = 0 co prowadzi do sprzecznoéci.

Przyklad 14.3. Macierz identycznosciowa

(s

ma nieskoriczenie wiele symetrycznych pierwiastkéw kwadratowych B € Max2(Q):

lia b 1l a b 1| —a —b 1| —a b
c|lb —al|l’ ¢l -b —al|l’ ¢| -=b a |’ ¢c¢| b al]’
gdzie a, b, c € N sy takie, ze a® 4 b* = 2.

Twierdzenie 14.2 (Pierwiastek z macierzy dodatnio okreslonej). Zaldimy, Ze macierz syme-
tryczna A € R jest dodatnio pélokreslona. Istnieje dokladnie jedna taka dodatnio pdtokreslona
macierz symetryczna B € My, (R), Ze B? = A. Ponadto macierz dodatnio okreslona A ma
doktadnie jeden dodatnio okreslony pierwiastek kwadratowy.

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze taka macierz B istnieje. Wartosci wlasne Aq,..., A\, macierzy
A sa rzeczywiste i nieujemne. Ponadto istnieje taka macierz ortogonalna @ € O(n), ze

QTAQ = diag(\1, ..., \).

Dla
B = leag(\/xa cee \/E)QT?

otrzymujemy, ze

B? = (Qdiag(v/ 1, - - -, VA)QT) (Q diag(v/ A1, . . ., VAL)QT)
Qdiag(V/ A1, - .., VAn) diag(v AL, .., VAR)QT

= Qdiag(A1, ..., \)QT
= A.

Uzasadnimy, ze B jest wyznaczona jednoznacznie. Przypusémy, ze macierze symetryczne
B, C sa dodatnio pélokreslone, B # C oraz

B2 =A=C"

Wtedy B — C # 0 jest macierzg symetryczna, czyli ma niezerows warto$¢ wlasng A € R. Jesli
0 # v € R™ jest jej wektorem wlasnym, to

0 = (v|(B* — C?*)v)
=0
= (v|B(B — C)v) + (v|C(B — C)v)
= A((v|Bv) + (v|Cv)).
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Poniewaz B i C' sa dodatnio pétokreslone, wiec
(v|Bv) = (v|Cv) = 0.

Stad
0 = (v]Bv) - (1Cw) = (v](B — C)v) = A(vlv),

czyli A = 0. Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi, ze B = C. O

Twierdzenie 14.3. Niech A € M, x,(R) bedzie symetryczna. Nastepujgce warunki sq réwno-
wazne

(i) A ma nieujemne wartosci wlasne,
(ii) A = BT B dla pewnej macierzy B € Myxn,(R).

Ponadto A ma dodatnie wartosci wlasne wtedy i tylko wtedy, gdy A = BT B i B jest nieosobliwa.

Dowdd. Zaldzmy, ze wartoéci wlasne A1, ..., A\, sa nieujemne. Dla pewnej macierzy ortogonalnej

@ mamy
QTAQ = D = diag(A1,..., \n).

Poniewaz wartosci wlasne sa nieujemne, wiec mozemy zdefiniowaé

@:diag(m,...,m)

oraz
B=+vDQ".
Wtedy
A=QDQ"
= QVDVDQ"
= BTB.

Oczywiscie, wartosci wlasne sg dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy B jest nieosobliwa.
Zatézmy teraz, ze zachodzi warunek (ii). Wartosci wlasne macierzy Grama A = BT B sa
nieujemne (lemat [13.2)) oraz sa dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy B jest nieosobliwa. O

Whniosek 14.1. Jesli macierz symetryczna A jest dodatnio okreslona, to det(A) > 0.
Dowdéd. Jedli A1,..., A\, > 0 sa wartoSciami wlasnymi A, to det(A) = A1...\, > 0. O

Definicja 14.3.
Niech A € My (R). Wiodgcy minor A, € M,x,(R) (r =1,...,n) macierzy A jest macierza
powstalg z A przez wykreslenie ostatnich n — r wierszy i kolumn.

Przykltad 14.4. Dla macierzy
ail a2 ais
A= an axn ax
azyr az2 ass

mamy wiodace minory

ailp alz2 ais
As = | ag1 az a |, A=

ail a2
, A= [ ail } .
a1 a2

asy azz ag3

Lemat 14.2. Jesli macierz symetryczna A jest dodatnio okreslona, to wiodgce minory Ay, ..., Ay
sq dodatnio okreslone. W szczegdlnosci, det A, > 0.
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Dowdd. Niech 0 # v(r) = [v1,...,v,]T € R". Rozwazmy wektor v = [vy,...,v,,0,...,0]T € R™.
Wtedy
(Ayv(r)|v(r)) = (Av|v) > 0.

O]

Zajmiemy sie teraz bardziej szczegbétowo macierzami dodatnio okreslonymi A w wymiarze
n = 3. Wszystko co dalej powiemy uogdlnia si¢ na wyzsze wymiary. Zaczniemy od pewnych
obserwacji dotyczacych macierzy dolnie i gornie tréjkatnych.

Definiujemy

Ly = {A € M3x3(R): A jest dolnie tréjkatna z jedynkami na przekadtnej},

U, = {A € Msx3(R): A jest gérnie tréjkatna z jedynkami na przek@tnej},
L, = {A € Ms3x3(R): A jest dolnie tréjkatna z dodatnimi wyrazami na przek@tnej},

U, = {A € Msx3(R): A jest gérnie tréjkatna z dodatnimi wyrazami na przek@tnej}.
Sprawdzamy tatwo, ze z dziataniem mnozenia macierzy powyzsze zbiory sa grupami.

Lemat 14.3. Niech D bedzie nieosobliwg macierzq diagonalng (tzn. z niezerowymi elementami
na przekgtnej). Jesli
LD=DU, LelLly, UE€el,

toL=D=1.

Dowdéd. Niech

1 0 O a 0 O 1 a1 ao
L=|b 1 0, D=|05b 0|, U=|0 1 a3 |, a,bc#0.
by by 1 0 0 ¢ 0 0 1
Wtedy
1 0 0 a 0 0 a 0 O
LD=|b 1 0 0 b 0|=|ba b 0
bQ bg 1 0 0 ¢ bga bgb C

Poniewaz LD = DU, wiec LD jest gérnie tréjkatna. Stad by = by = bs = 0, bo a, b, ¢ sg rbézne
od zera. Analogicznie pokazujemy, ze U = I. O

Whiosek 14.2. Jesli D jest nieosobliwg macierzq diagonalng oraz
LDU =1,1DU;, L,Ly€ Ly, UU €U,
to L =1L oraz U = U;.

Dowod. Mamy
(L7'L)D = DU ),
wiec z lematu [I4.3 wynika, ze
L'L=1=U,U""
O

Lemat 14.4. Niech A € Msy3(R) bedzie macierzq symetryczng z minorami wiodgcymi o do-
datnich wyznacznikach. Uzywajoc wylacznie (II1) dozwolonej operacji na wierszach, mozemy
macierz A sprowadzi¢ do postaci gornie trajkginej z dodatnimi wyrazami na przekgtnej. W szcze-
golnosct,

A=LU, LeLli, Ucl,.
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Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze
ay; = det A; > 0.

Krok 1. Uzywajac pierwszego wiersza i operacji (III) mozemy macierz A sprowadzi¢ do postaci

all * * all * *
A= * ap| * |-—>| 0 a§12) *
* * ‘ ass * * ‘ ass

Wykonana tu operacje mozemy zapisaé przy pomocy mnozenia z lewej strony macierzy A przez
macierz elementarng

1 00
0 0 1
gdzie by = —Z—ﬁ. Oznacza to, ze
ail * *
ElA == 0 QSQ) *

as1 asp | ass

Krok 2. Nastepnie macierz Fj A sprowadzamy uzywajac operacji (III) do postaci

all * * aill * *
EiA=1| 0 a%) x | -—>| 0 aglz) x| =AW,
az  asz | ass 0 aé?

W krokach 1 i 2 minor

zostal przeksztalcony na macierz

all *
0 aglz)

. ) ) 1
o takim samym wyznaczniku, wiec aéz) = gg: ﬁi > 0.

Krok 3. Mozemy wiec stosujac (III) operacje sprowadzi¢ macierz AWM do postaci

ail * * ail * *
A = | 0o a%) x | -=»| 0 aglz) *
0 * aé? 0 0 aé?

Po dwoch krokach minor As zostal przeksztalcony na macierz

all * *
U=1] 0 a(212) *
0o 0 af

o takim samym wyznaczniku, czyli

0 < det A3 = a11a§12)a:(g?a

wiec
(2) det Az
(35 = det Ay > 0.
W tym kroku dla
1 0 0
Es=(0 1 0],
0 b3 1
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mamy

EsEyFh1A=U.
Zauwazmy, ze
1 0 0
EsEbyE1=1|b; 1 0 € L.
by b3 1
Ponadto
L= (E3EyFy)~!
= BBy B!
1 0 0
=1 =b 1 0| €L,
—by —bg 1
wiec

A=LU, Lecly, Uel,.
O

Whniosek 14.3. Niech A = LU € M3y3(R) dla pewnych L € Ly oraz U € Uy.. Istnieje macierz
diagonalna D z dodatnimi wyrazami na przekginej oraz takie macierze L € L1, Uy € Uy, ze

A = LDU;.
Ponadto jesli A jest symetryczna, to
(a) A=LDL",
(b) A= LiLT dla pewnej macierzy Ly € L.

Dowdd. Zauwazmy, ze

I all a b 1
U= 0 ano &
L 0 0 ass ]
-a11 0 0 1 1 a/a11 b/a11
= 0 ago 0 0 1 C/CLQQ
L 0 0 ass ] 0 0 1
D Ux
= DU;.

Pokazemy, ze zachodzi warunek (a). Rozwazmy rozklad A = LDU;. Wtedy
LDU; = A
= A"
= (U)"DL”.
Z wniosku wynika, ze LT = Uy, czyli A= LDL".

Dla dowodu punktu (b) rozwazmy macierze /D := diag(v/dy, /dz, v/d3) oraz Ly = Lv/D.
Wtedy

A=LDL"

— WDVD' LT
=1,LT.
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Twierdzenie 14.4 (Sylvester). Niech A € M« (R) bedzie macierzq symetryczng. Nastepujgce
warunki s¢ rownowazne

(i) A jest dodatnio okreslona,
(i) A ma dodatnie wartosci wlasne,
(iii) wiodgce minory A1, ..., A, majq dodatnie wyznaczniki,
(iv) A= LU, gdzie L € L1 oraz U € U,
(v) A= LDL", gdzie L € L oraz D jest diagonalna z dodatnimi wyrazami digonalnymi,
(vi) A= LL", gdzie L € L,
(vii) A = BT B dla pewnej macierzy nieosobliwej B.

Rozklad A = LLT nazywany jest rozktadem Choleskiego (1875-1918).
Dowdéd. 7 naszych poprzednich rozwazan wynika, ze

(6) DML gy Jem T Jom DALy v BEIE), () 2 BEIO) 0y o (i) 2eBED, 5y,

O]

14.2 Rozklad polarny (biegunowy)

Lemat 14.5. Jesli A € My,xn(R) jest nieosobliwa, to macierz Grama AT A ma dodatnie war-
tosci wlasne.

Dowdd. 7 lematu wiemy, ze wartoéci wlasne macierzy AT A sa nieujemne. Poniewaz AT A
jest nieosobliwa jako iloczyn macierzy nieosobliwych, wiec 0 nie jest wartoécia wlasng ATA. O

Twierdzenie 14.5 (Rozklad polarny macierzy nieosobliwej). Jesli A € Mpxn(R) jest nie-
osobliwa, to istniejg jednoznacznie wyznaczone macierz ortogonalna @ € O(n) oraz dodatnio
okreslona macierz symetryczna P € Myyxn(R) takie, Ze

A= PQ.

Dowdd. Macierz AAT jest symetryczna i ma dodatnie wartoéci wlasne, wiec jest dodatnio okre-
Slona. Z twierdzenia|l4.2]istnieje doktadnie jedna taka dodatnio okre$lona macierz symetryczna
P € Myxn(R), ze P? = AAT. Definiujemy

Q=P A
Wtedy
QQT — P—IAAT(P—I)T
— P—l ATA(PT)—l
S~~~

~—
=pP2 =P

_ p-lp2p-1
=1,

czyli @) jest ortogonalna.
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Pokazemy, ze taki rozklad jest jednoznaczny. Przypu$émy, ze A = P1Q1, gdzie Q1 € O(n)
oraz P; jest symetryczna i dodatnio okreslona. Wtedy

AAT = PQQT P!

=p Py
= P?.
Z twierdzenia [[4.2) wynika, ze P = P;. Stad
Q=P 'A=Q.

O]

@ Nazwa rozkladu polarnego (biegunowego) macierzy nieosobliwej A = PQ pochodzi od wspdirzed-
nych biegunowych (postaci trygonometrycznej) liczby zespolonej. Niech z = a + ib € C\ {0}.

W macierzowej interpretacji ciala liczb zespolonych C odpowiada jej macierz

. { a b }
a+ b — .
-b a
W postaci trygonometrycznej z = |z|(cosf + isinf) powyzsza odpowiednio$é¢ mozemy zapisaé
w postaci
. 0 in 6

|z|(cos @ + isin @) — [ 2| 0 ] [ €08 St } .

0 |z —sinf cosé

P dodatnio okreslona Q ortogonalna

14.3 Formy kwadratowe w wymiarze 2

Definicja 14.4.
Funkcje Q : R? — R postaci
Q) = ax?® 4+ 2bzy + cy?, a,b,c€R, v=[z,y]T € R?
nazywamy formg kwadratowg dwdch zmiennych. Zakladamy, ze a® + b> + ¢ > 0.

Zauwazmy, ze dla macierzy symetrycznej

=15

oraz wektora v = [z, |7 zachodza réwnoéci
Qv) = az® + 2bxy + cy?
= ([az + by, bz + cy] " ||z, y])
= (o)

=7 Av

=[5 ][]

Jak wiemy dla macierzy symetrycznej A istnieja wektory wlasne uj, us macierzy A, tworzace
baze ortonormalna. Wtedy P = { U1 ‘ U2 } jest macierza ortogonalna, wiec P~' = PT. Po-
nadto macierz D = P7'AP = PT AP jest diagonalna z wartos$ciami wlasnymi X, 1 na przekat-
nej. Niech [2/,9/]T = w = P71(v). Wtedy



Definicja 14.5.
Krzywymi drugiego stopnia nazywamy krzywe zadane rownaniem postaci

ax?® + 2bxy + cy® + 2dx +2ey + f =0, a®+b>+c? > 0.
Roéwnanie krzywej stopnia drugiego
ar® +2bxy + iy’ +2dr+2ey+ f =0, a®>+b>+c >0 (14.1)

mozemy zapisaé w postaci

(Av|v) + 2(v|u) + f =0,

gdzie v = [z,y]", u = [d, f]T. Zalézmy, ze det A # 0.
Znajdziemy teraz tzw. posta¢ kanoniczng réwnania krzywej stopnia drugiego. Pokazemy
najpierw, ze istnieje takie z = [21, 20]7 =€ R?, 7e dla w = v + 2 przyjmuje ono postaé

(Aw|w) + f =0,
dla pewnego f € R. Zauwazmy, ze
0= (Av|v) +2(vju) + f = (A(w — 2)|w — 2) + 2(w — z|u) + f

= (Aw|w) — (Aw|z) — (Az|w) + (Az|2) + 2(w|u) — 2(z|u) + f

= (Aw|w) + f — 2(Aw|2) + 2(wlu),
dla f = (Az|z) — 2(z|u) + f. Szukamy wiec takiego z, aby

0=—2(w|Az) + 2(wlu) = 2(w|u — Az)
dla kazdego w € R?. Bedzie tak tylko wtedy, gdy Az = u, czyli z = A~'u. We wspélrzednych

¥=x+z2, yY=y+2x

réwnanie ((14.1]) ma postaé

a(z')? 4 2bx’y' + c(y)* + f = 0.
7 powyzszych rozwazan wynika, ze po liniowej zmianie zmiennych przez macierz ortogonalna
P = [ U1 ‘ U9 } przyjmuje ono postaé¢ kanoniczng

Ma")? 4+ uly")? + f =0,
gdzie A, p € R sg niezerowymi wartosciami wlasnymi macierzy symetrycznej A.

Przyklad 14.5. Okrag o $rodku w punkcie [zq,yo]”

stopnia o réwnaniu

i promieniu r > 0 jest krzywa drugiego

(x —20)* + (y — o) =1°.

a>b a<b o=

Rysunek 14.1: Elipsa i okrag.
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Przyktad 14.6. Elipsa o érodku w punkcie (g, yo)” jest krzywa drugiego stopnia o réwnaniu

(90 - 5130)2 (y - yo)2
a? + b2

=1, a,b#0.

Elipsa

jest obrazem okregu x? + y? = 1 przez izomorfizm liniowy zadany macierza [ 8 2 ] . Rzeczy-
wiscie, jesli
[, y']" = Alz, )" = [ax, by]",

to [z, y]T = [2'/a,y' /b]T, czyli 2% + y* = 1 oznacza, ze

22 + 02 =1.

y y

I \:/
\ b
- R > X
/ /_b
2 2 2 2
X y- _ Yy X _
?‘p—l,a,b>0 ﬁ—?'—l,a,b>0

Rysunek 14.2: Hiperbola.

Przyklad 14.7. Hiperbola o érodku w punkcie [z, yo]” jest krzywa drugiego stopnia o réwna-

o ( ) )
T — X0 Y —Yo
" — 2 =1, a,b#0.

Przyklad 14.8. Parabola o wierzcholku [xg, 307 jest krzywa drugiego stopnia o réwnaniu

alz—z0)? —(y—1yo) =0, a#0.

y=ax2,a>0 y=ax2,a<0 x=ay*, a>0 2

y y
2 x=ay-, a<0

Rysunek 14.3: Parabola.

Przyktad 14.9. Rozwazmy rownanie

322 + 22y + 3y = 8.

Dla macierzy symetrycznej

131 _ T
A—ll 3] oraz z = [x,y]
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Rysunek 14.4: Krzywe stopnia drugiego (stozkowe): okrag, elipsa, parabola i hiperbola.

mozemy je zapisa¢ w postaci

(Az]z):zTAz:[ary]l? ;] [Z]:&

Macierz ma ma wartosci wlasne Ay = 2 1 As = 4. Odpowiadajacymi im jednostkowymi wekto-
rami wlasnymi sg na przyktad

uy = [1/\/57 _1/\/§]T7 U2 = [1/ﬂ> 1/\/§]T'

Dla macierzy ortogonalnej (obrét)

% % cosT/4 sinw/4
Q= _% % | —sinw/4 cosm/4

mamy
QTAQ = [(2] 2] .= D.
Stad, dla 2’ = [/, |7 := QT2 (czyli z = Qz') mamy
(42]2) = (AQ~'|Q) = (QTAQZ'|2) = (D),
wiec réwnanie w nowym ukladzie wspélrzednych przyjmuje postaé
2(a')? +4(y')* =38,

czyli

Jest to wiec elipsa.

Przykltad 14.10. Rozwazmy réwnanie
22 +V3zy —3=0.

Wtedy
. [1 \?]
£

ma wartosci wlasne —% i % o odpowiadajacych jednostkowych wektorach wlasnych u; = [1/2, —/3/2]7,
ug = [v/3/2,1/2]7. Réwnanie tej krzywej mozemy zapisa¢ w postaci kanonicznej

czyli

wiec jest ona hiperbola.
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14.4 Formy kwadratowe w wyzszych wymiarach

Nie ma powodu aby$my ograniczali si¢ wylacznie do wymiaru 2. Niech A € M,,x,(R) bedzie
macierzg symetryczna.

Definicja 14.6.
Formg kwadratowg nazywamy funkcje Q4 : R — R, dang przez

Qa(v) = (Avlv)

=7 Av

n
= Z aijTizy, v =[r1,..., 2] €R™
ij=1

Przyklad 14.11. W wymiarze 3 dla macierzy

a1 a2 ais
A= | a2 ax a3
a3 a3 ass

mamy
Qalr,y, 2)" = a112® + agey® + aszz® + 2a107y + 2a1372 + 2a23y%.

Twierdzenie 14.6 (Posta¢ kanoniczna formy kwadratowej). Dla macierzy symetrycznej A €
M,,5n(R) istnieje taka macierz ortogonalna P € O(n), e PTAP = D jest diagonalna oraz dla
u = PTv zachodzi rownosé

v Av = u?' Du

czyli Qa(v) = Qpr gp(u) = Qp(u).

@ Niech Qa(z) = (Az|x) bedzie forma kwadratowa na R™ dla pewnej macierzy symetrycznej A €
Mysn(R). Jesli S € M« (R) jest nieosobliwa (nie musi by¢ ortogonalna) oraz x = Sy, to

Qa(z) = (Azlz)
= (ASy|Sy)
= (ST ASyly)
= Qgras(y)-

Zmiana bazy S zmienia macierz formy A na macierz ST AS. Macierze A i ST AS nie musza byé
podobne.

POWIERZCHNIE STOPNIA DRUGIEGO
Zalézmy, ze A = [a;j] € M3x3(R) jest niezerowa macierza symetryczna, b, c € R3.
Powierzchnig stopnia drugiego nazywamy powierzchnie zadana rownaniem

(Avjv) + (bj) +¢c=0 v =[z,y,2]"
Jesli A jest nieosobliwa, to dokladnie tak samo jak w przypadku n = 2, powyzsze

réwnanie w pewnym ortonormalnym ukladzie wspétrzednych [2/,y/, 2/]7 ma postaé
kanoniczna

M@+ X))+ X322+ =0

dla pewnego ¢’ € R3. Liczby A1, A2, A3 sa wartosciami wlasnymi macierzy A.
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Rysunek 14.5: Po lewej sfera 2 + y? + 22 = R%2. W drodku elipsoida i—; + % +2 =1. Po

b 2
prawej stozek eliptyczny 2—2 + z—; — %; =0.

= -5=-1
a? 2

Rysunek 14.6: Po lewej hiperboloida jednopowtokowa 5—2 + zj — ‘Z—z = 1. Po prawej hiperboloida

2 2
dwupowlokowa % + ¥z — % = —1.

Rysunek 14.7: Po lewej paraboloida eliptyczna ﬁ—; + y—j

;z — 2 = 0. Po prawej paraboloida hiper-

2 2
: z y _
boliczna 5 — ¢z — 2 =0.

Rysunek 14.8: Walce. W kolejnosci:walec eliptyczny z—;—l—yj

3z = 1, walec hiperboliczny o 1,
walec paraboliczny az? — y = 0.

2
a? b2
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Rozdzial 15

Rozklad singularny

SEOWA KLUCZOWE ROZDZIALU
liniowe twierdzenie o rzedzie { wartosci singularne { macierz quasi diagonalna ¢
rozklad singularny

15.1 Liniowe twierdzenie o rzedzie

Zajmiemy sie teraz postacia macierzy A € Myym(R) o rzedzie r = rank A. Z definicji rzedu
wynika, ze r < m,n.
Dla r < m,n definiujemy macierz

I, |0
AT

Oznacza to, ze

Udlzt, ..., zm]” = [z1,...,2,,0,...,0]T.

Twierdzenie 15.1 (Liniowe twierdzenie o rzedzie). Dla macierzy A € My xm(R) majgcej rzqd
r istniejq takie macierze nieosobliwe B € My, xm(R), C € Myxn(R), Ze

C'AB =U,.
Dowdd. Z formuly wymiaru wynika, ze dimker A = m — r. Niech vy,..., v, bedzie baza
ker A. Dopelnieniem ortogonalnym dla ker A jest im A”. Wybieramy w1, ...,u, baze im A”.
Rozwazmy macierz nieosobliwa
B:[ul‘...‘ur‘vl‘...‘vm,r}.
Niech w; = Au; dlai=1,...,r. Wtedy
AB = Auy | ... | Au, | Avy | ... | Avy |
:{wl‘...‘wr‘O‘...‘O}.
Wektory wq, ..., w, sa liniowo niezalezne i leza w im A. Uzupelniamy je wektorami w41, ..., wy,
do bazy R™. Definiujemy C = [ w1 ‘ ‘ Wy, } Poniewaz C~1C = I, wiec
_ 1,
C 1[w1w700}:[w‘|,
(n—r)xr
czyli C~'AB = U,. O
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15.2 Twierdzenie o rozkladzie singularnym

Niech A € M,,xm(R). Przypomnijmy, ze wtedy

(i) ker A = (im A7)+ oraz ker AT = (im A)*. W szczegélnoéci, mamy rozktady na ortogo-
nalne sumy proste

R” =im AT @ ker 4, R™ =ker AT ¢ im A.

(i) im AT A = im AT oraz ker AT A = ker A,
(iii) rank A = rank AT A,
(iv) wartosci wasne AT A sa nieujemne.

Zaczniemy od pewnego szczegdlnego przypadku. Rozwazmy macierz nieosobliwg A € M, «,(R).
Jesli A nie ma bazy wektoré6w wilasnych, to A nie jest diagonalizowalna. Sytuacja zmienia sie,
gdy dopuscimy wybor innej bazy w dziedzinie niz przeciwdziedzinie. Okazuje sie, ze wtedy
istnieja takie macierze ortogonalne U = [u1]|...|up],V = [v1]...|vn] € O(n), ze

VT AU = diag(o1,...,00n) =2 D, o1 >...201>0.
Zastan6éwmy sie, jak znalezé takie U, V, D. Réwnosé
AU =VD,
oznacza, ze A =V DUT, wiec
ATA=wDTvTy(vDUT)=UD"DUT.
Stad, ATA i DT D maja te same wartoéci wlasne. Poniewaz

DTD = diag(c?,...,02),

n

wiec A\ = 0 > ... > A\, = 02 sa warto$ciami wlasnymi macierzy Grama AT A. Kolumny
macierzy U tworza baze ortonormalna, ztozong z wektoréw wiasnych macierzy Grama AT A.
Poniewaz o; > 0 oraz
Au;=o0;-v;,, 1=1,...,n,

wiec v; = U%Aul Sprawdzimy, ze wektory v, ..., v, tworza baze ortonormalna. Mamy

(0il0]) = —— (Aug| Auy)

Zauwazmy, ze

AAT = vDDTVT,
wiec kolumny V' tworza ortonormalne wektory wlasne macierzy AA”.

Definicja 15.1.
Niech A\; > ... > )\, > 0 beda warto$ciami wlasnymi macierzy Grama AT A. Liczby

JZ':\/E, t1=1.....,m

nazywamy warto$ciami singularnymi macierzy A.
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Przyklad 15.1. Poniewaz rank A = rank AT A, wiec rzad macierzy A jest réwny liczbie nieze-
rowych wartosci singularnych macierzy A. Zwr6¢émy uwage, ze nie jest to prawda dla wartosci
wlasnych. Przykladowo macierz

01

00

ma rzad 1, a nie ma niezerowych wartosci wlasnych.

Lemat 15.1. Jesli A € M,xn(R) ¢ Q,U € O(n), to macierze A i B = UAQ majq te same
wartosci singularne.

Dowdd. Wystarczy sprawdzié, ze macierze AT A i BT B sa podobne. Mamy
B"B = (QTATUT)(UAQ)
=Q"(AT4)Q.
O

@ Niech \; > 0 bedzie warto$cia wlasng macierzy Grama AT A z jednostkowym wektorem wlasnym

w;. Wtedy
Ai = Aj(wi|w;)
= (A - wilw;)
= (A" Aw;|w;)
= (Aw;| Aw;)
= || Awi%,
czyli

i = VA = [ Awl].

Przyklad 15.2. Znajdziemy wartosci singularne macierzy

11
A=|[1 0
0 1
Macierz Grama
T, |21
At A= [ 1 9

ma wartosci wlasne A\ =31 Ay =1, czyli
o1 = \/g, o9 = 1.

Definicja 15.2.
Macierz A € My, xm(R) nazywamy quasi-diagonalng, jesli a;; = 0 dla i # j, czyli jej niedia-
gonalne wyrazy sa zerowe.

Twierdzenie 15.2 (Rozklad singularny). Jesli macierz A € Myxm(R) ma rzqd r, to
A=VDUT,
gdzie U € O(m), V € O(n) oraz D € Myxm(R) jest quasi-diagonalna postaci

[0 O ... 0 O ... 07

0 o9 0 0 ... 0

D=1] 0 0 o O 0
0 0 0 0 0

L0 ... 0 0 0 ... 0]

Wyrazy diagonalne macierzy D sq wartosciami singularnymi A.
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Dowdd. Macierz AT A jest symetryczna, wiec jest ortogonalnie diagonalizowalna przy pomocy
ortogonalnej bazy wektoréw witasnych w1, ..., u,. Wartosci wlasne \; sa nieujemne,

(ATA)uZ- =XN-u, 1=1...,m.
Niech r = rank A. Jedli r < m, to
dimker A = dimker ATA =m — r,

czyli m — r ostatnich wartosci wlasnych jest réwne 0. Dla wyrdznienia wektory witasne z bazy
U1, .., Uy ktore sa w jadrze AT A oznaczamy przez ki, ..., km—,. W tej konwencji baza orto-
normalng w R™ jest

Uy vo s Upy K1yenos Koy € R™.

Wektory ui,...,u, odpowiadaja niezerowym warto$ciom wlasnym.
Skonstruujemy teraz odpowiednig baze w R". Poniewaz rank AT = rank A = r, wiec

dimker AT =n —r.

Niech k#,...,k" . bedzie baza ortonormalna dla ker A”. Dobieramy v1,...,v, baze ortonor-

malng dla im A kladac

1 1
cAu; = — - Auy, i=1,...,7.
Ai g

V; =
Jest to baza ortonormalna, bo

(vilvj) = —— (Aug| Auy)

0i0;
= Uilaj (AT Au;luj)
= )
= 6.
Sprawdzimy, 7e teza zachodzi dla
o T B T P e O e IR0 I RS I I e

7 konstrukcji wynika, ze

ATAUZ' = )\Z * Uyg, Ak‘l == 0, Auz = 0j * U4, AT/{?; =0.

Stad
AU = [ owi|...[ o [0]...[0]=VD,
dla
o1 0 ... 0 0 ... 0]
0 oy 0 0 0
D=1 0 0 o 0 0
0 0 0 0 0
L 0 0 0 0 0
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Rysunek 15.1: Rozklad singularny.

| Vv B || U’

Podamy interpretacje geometryczna twierdzenia Kazda macierz A mozemy przedstawié
w nastepujacy sposéb. Najpierw izometria U” przeksztalca kolumny U na baze standardowa.

Nastepnie D przeskalowuje pierwszych r osi w R™ i posyta je do R™. Na koncu, V przeksztalca
izometrycznie baze standardowa na kolumny V.

Wnhniosek 15.1. Dia dowolnej macierzy A € My, xm(R) istnieje taka baza ortonormalna uy, ..., up
w R™, Ze

(Au2|Au]) = 0, ] 75 _]

Dowdd. Rozwazmy rozktad singularny

A=VDUT.
z U = [ up ‘ ‘ U, } Stad AU =V D, czyli
AUj = (AU)CJ
= (VD)e;
= V(Dej)
=V(oje;)
= O'jV(ej).

Poniewaz V jest ortogonalna, wiec jej kolumny sa ortonormalne. Stad
(Aui|Auj) = oio;(V(ei)|V(ej)) =0, i #j.

O]

Whniosek 15.2. Zaloimy, ze A € Myuxn(R) jest kwadratowa. Wtedy istniejg takie macierze
ortogonalne, U = [ uq ‘ ‘ Up } V= [ 1 ‘ ‘ Un, ] € O(n), ze

A =Udiag(oy,...,0,)VE, VAUT = diag(o1,...,00).

Oznacza to, Ze A w bazach ortonormalnych vi,..., v, i U1, ..., U, ma postaé diagonalng.
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Whniosek 15.3. Jesli A € My xm(R) (n > m), to istniejq takie macierze U € O(n), V € O(m)
oraz D € My xm(R) postaci

fop O 0 T
0 ()] 0
D=0 ... 0 o],
0 O 0
L O 0 0 |
ze
A=UDVT.

@ (1) Wartosci singularne o1, ..., 0., macierzy A € M, x,(R) sa wyznaczone jednoznacznie, ale
macierze ortogonalne U i V juz nie.

(2) Z dowodu twierdzenia wynika, ze V = [ vy ‘ ‘ Um } diagonalizuje AAT, wiec v; sa
wektorami wlasnymi AA*.

B)U=[wm ‘ ‘ uy, | diagonalizuje AT A oraz u; sa wektorami wlasnymi AT A.

(4) Z dowodu twierdzenia wynika, ze jesli rank A = r, to

(a) v1,...,v, tworza baze ortonormalna im A,

(b) vpi1,...,v, tworza baze ortonormalng ker AT
(¢) ui,...,u, tworza baze ortonormalng im A%,
(d) wpt1,-.., Uy tworza baze ortonormalna ker A.

Whiosek 15.4. Przy powyzszych oznaczeniach mamy
A=o0 ~'U1u1T+...+0T~vruZ.

Dowdd. Przy oznaczeniach twierdzenia mamy A = VDUT, wiec

A=VvDU"
S R O RN VN O | R CEEEREE. S R o B ¥ % R I
“[on | | v ] diag(or o) [ | ... | ]
=0 -vul 4+ o vl
[

Przyktad 15.3. Znajdziemy rozklad singularny macierzy

1 1 0
A= l 0 01 1 ’
Macierz Grama
1 1 0
ATA=]1110
0 01

ma wartodci wlasne Ay = 2, Ay = 1 oraz A3 = 0 z odpowiadajacymi jednostkowymi wektorami
wilasnymi

up = [1/v2,1/v/2,0]7,

Wartosci singularne sa dane przez

0-1:\/57

uy = [0,0,1]7,  wuz =[-1/v2,1/v2,0] .

oo =1, o03=0.
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il D U
(d)

(a) (b) (c)

Rysunek 15.2: Rozklad singularny A = UDVT macierzy nieosobliwej A € M3y3(R). W punkcie (a)
baza ortonormalna vy, vy, v3 (kolumny V). Poprzez VT przechodza one na baze standardowa e, e, e3
w punkcie (b). Macierz diagonalna D przeksztalca baze standardowa na baze o1 - e1,09 - €2,03 - €3
w punkcie (¢), ktora poprzez U przechodzi na baze o1 - u1, 09 - us, 03 - ug w punkcie (d). Obrazem sfery
jednostkowej jest elipsoida.

Mamy
1/vV2 0 —1/V2
U:[ul‘uQ‘u;;}: 1/\/50—1/\/5
0 1 0
oraz \/QOO
D:[ 0 1 o]'

Macierz V = [ U1 ‘ Vo }, gdzie
1 T 1 T
v = —Aul = [1,0] s Vo = 7A’U2 = [0, 1] y
o1 02
czyli V = I. W efekcie,
A=VDUT.

Przyktad 15.4. Przygladnijmy sie rozkladowi singularnemu macierzy nieosobliwej A € M3y 3(R).
Wtedy
o1209203>0

oraz istnieja takie bazy ortonormalne v, vo, v3 oraz uy, us, us, ze

A= { Uy ‘ Uz ‘ u3 }diag(ffl,@,%) { V1 ‘ v ‘ v3 ]T-
— D

VT
Poniewaz V1 = V1 oraz V(e;) = v;, wigc
A(v;) = UDVT (v))
= UDe,;
= U((Ti . 61')

= 0 * Uj;.
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Rozwazmy teraz sfere
S? = {[z1, zo, z3]T : 2 + 22 + 2% = 1}.

Zobaczmy jak wyglada jej obraz poprzez U A. Niech y = Az dla pewnego = € S?. Poniewaz
x = A"y oraz U i V sa ortogonalne, wiec dla w = UTy mamy

1=zl = A7 Az|

= A7y

= VDU

= [D"w|

_ Wi s wi

N (72 (72 (72 ’
1 2 3

Wynika stad, ze UT A(S?) jest elipsoida, ktérej polosie maja diugoéci oy, 09,03 oraz sa one
skierowane wzdluz kierunkéw bazy standardowej ei, es, e3. Poniewaz U przeksztatca U TA(SZ)
na A(S?) oraz Ue; = u;, wiec osie elipsoidy A(S?) sa skierowane wzdtuz bazy wuy,us,usz i sa
réwne o; - u; = A(v;). Zauwazmy, ze

max || Az|| = max |UDV Tz
z€S? z€S?

= max ||D
ma | Dy |
= 01.
Analogicznie,
min ||Az|| = o3.
r€S?

Przyktad 15.5. Niech A € M,,«»(R) ma rzad r = rank A. Zobaczymy jak wyglada obraz
sfery jednostkowej S*~ ! = {x € R" : ||z|| = 1} pod wptywem dzialania A. Rozwazmy rozklad
singularny

A=VDUT,
gdzie
U:{ul T } € O(n), V:[vl | vm } € O(m)
z wartosciami singularnymi
or=2...20, >0, opp1=...=0,=0.
Niech z = [z1,...,2,]7 bedzie jednostkowym wektorem w R”. Poniewaz U € O(n), wiec

IUT ]| = =] = 1, czyli
2

(ulz)?+ ... + (ulz)? =1

Poniewaz
A= T T
=o1vuy + ...+ opUrU,

wiec
Azx = Ulvlur{x +...+ Urvru,?x
= (1wl z) vy + ...+ (o,ulx) v,
——— ———
=Y1 =Yr
=Yy1-Uv1+ ...+ YrUp.
Jesli r =n, ton < m oraz

Ar =y -v1+ ... Ay =Vy, y=I1, - un)"

Stad,
[Az]| = [[Vyl = llyll,
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oraz

2 2
(yl> +...+<y"> ~1.
01 On

Jedli r < n, to podobne rozumowanie pokazuje, ze

2 2
('yl) +...+<y7"> <1,
o1 oy

15.3 Inaczej o rozkladzie singularnym

Podamy teraz alternatywny dowdd twierdzenia Niech A € Mpxm(R) ma rzad r > 1.
Poniewaz sfera

S = {u e R™: ||lu|| =1}
jest zbiorem zwartym i odwzorowanie R™ > u — Au € R™ jest ciagle, wigc istnieje taki wektor
up € S™L ze

lAu]l = max [ Aul.
Poniewaz r > 1, wiec o1 := ||Auq|| > 0. Definiujemy
Auy Au
ST Al T e

Niech
Spm_1:=8""1n uf

bedzie sfera jednostkowa w dopelnieniu ortogonalnym prostej span{u}. Istnieje taki wektor
Uy € Sy_1, 7€
||Auz|| = max |[|Aul.
1

m—

Jesli [|Auz|| > 0 (czyli r > 2), to definiujemy

AU2 AUQ
o9 = ||Aug||, wvq:= Tua] = o

Wtedy o1 > 02 > 0. Z konstrukcji wynika, ze ui,us sa ortonormalne. Nie jest oczywiste, ze
v1, V2 8§ ortonormalne.

Lemat 15.2. Jedli [|Aus || = maxyegm—1 [|Aul| > 0§ vy = 4y, to

A(Spm_1) C vt
W szczegolnosci, vi,va sq ortonormalne.
Dowdd. Niech u € S;,,—1. W szczegblnosci, ||u|| = 1 oraz (u|uy) = 0. Dla t € R definiujemy
u(t) = (sint) - u + (cost) - uj.
Zauwazmy, ze u(0) = u; oraz

lu(®)]1? = (u(t)]u(t))
= sin? t (u|u) +2sint cost (u|uy) + cos? t (uy|u)
~—— —— ———
=1 =0 =1
=1.
Rozwazmy funkcje klasy C*° dang przez
70 = Au(®)| = (Au(t)| Au(t)), teR.
Funkcja f osiaga maksimum dla ¢ = 0, bo f(0) = ||Au||. Stad, f/(0) = 0. Z drugiej strony,
f1(t) = 2(Ad/ (1) | Au(t))
= sin 2t (|| Aul|? — || Aui||?) + 2 cos t(Auy|Au).

Poniewaz f'(0) = 0, wiec (Aui|Au) = 0, czyli (vi|Au;) = 0. O
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@ Zauwazmy, ze okrag jednostkowy w plaszczyZnie span{uy,us} jest réwny zbiorowi
{cost-uj +sint-uy:te€R}.

Poniewaz
A(cost -uy +sint - ug) = o1 cost - vy + oo sint - vg,

wiec obrazem tego okregu jest elipsa w plaszczyZnie span{vi,v2} o pélosiach diugosci o1, oo.
Jak dotad znalezliémy takie wektory ortonormalne uy,us € R™ i v1,v9 € R”, ze
Aluq|ug] = [Aug| Aus]
= [o1 - vi]oz - vo
= [v1]vy] diag(o, 02),

czyli
AU =V diag(al, 02).

Rozszerzymy teraz indukcyjnie macierze U = [u1|ug] € Myx2(R) i V = [v1|va] € Myx2(R) do
macierzy kwadratowych. Zalézmy, ze

AU =V diag(o1,...,0%), k<r
gdzie o1 > ... > o}, > 0. Poniewaz k < r = rank A, wiec (span{us,...,u;})* # {0}. Niech
Sm_t = S™ 1N (span{uy, ..., ux})*t
bedzie sfera jednostkowa w dopelnieniu ortogonalnym do obrazu U. Istnieje taki wektor ugyi €
Sp—k, ze
Al = mox Al
Poniewaz k < r, wiec ||Augy1|| > 0. Przyjmujemy, ze
Augq _ Augiy

7t = el e = T T o
Wtedy
Alur|. .. |ugugs1] = [v1] - . . |vg|vgsa] diag(or, . .., 0k, Okt1).
Wektory uyq,...,ug+1 sa ortonormalne. Pozostaje sprawdzi¢, ze v, ..., Vg1 sa ortonormalne.

Dla ustalonego 7 = 1,...,k stosujemy rozumowanie z dowodu lematu do okregu jednost-
kowego w plaszczyznie span{u;,u} dla u € Sy, pokazujemy, ze Auyy1lv;, czyli vy Lv;.

Mozemy te procedure kontynuowaé, az otrzymamy macierze Uy = [uq| ... |u, i V4 = [v1,...,0,]
o r ortonormalnych kolumnach:

AU, = Vi diag(o1,...,00), o012=...2 0, >0.

=
Niech Uy bedzie macierza o m—r kolumnach bedacych baza ortonormalna dla (span{us, ..., u,})*,
a V5 macierza o n—r ortonormalnych kolumnach, bedacych baza ortonormalng dla (span{vi, ..., v.})*.

Poniewaz 0,41 = 0, wiec AVo =0, czyli
10
AV = 113 HW]

o1 = max ||Azx||

7 dowodu wynika, ze

llefl=1
o9 = max  ||Az||
llzll=1
w€(span{u })*
o3 = max || Az|]
llell=1

x€(spanf{uy,uz})*

o= max |z,
llzll=1
x€(span{u1,...,ur )+
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Twierdzenie 15.3 (Minimax dla wartosci singularnych). Niech A € My (R). Jesli Sy jest

zbiorem podprzestrzeni wektorowych w R™ wymiaru m —k+1 dla k=2,...,r, to
or = min max [|Azx||.
VeSk_1 ||£L‘H—
zeV

Dowdod. Niech V € Si_1 bedzie ustalona. Wtedy
V Nspan{uy,...,u;} # {0},
bo w przeciwnym razie
dim(V + span{uy,...,up}) =m—k+1+k=m+ 1.

Wybieramy = € V Nspan{uy,...,k} o normie jeden. Wtedy

k
r=(x|ur) - ur + ...+ (z|ug) - ug, Z(l"uz)Q =1
i=1
Stad
[Az|* = (Az|Az)
k

= D Galun)o?

(zu;) )
i=1

2
O'k,

@

czyli max| =1, zev [|A| = ok. Z dowolnosci wyboru V' wynika, ze

or < min max [|Azx||.

VeSk_1 ||z|=1
zeV
Minimum jest osiagane dla
V =span{ug,...,uy} oraz = uy.
O
@ 7 réwnoéci
VTAU =D

otrzymujemy, ze

diag(c?,...,02,0,...,0) = DTD = UT AT AU,

T

wiec wartosci singularne s wartogciami wlasnymi macierzy Grama A7 A.
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Rozdzial 16

Macierze hermitowskie 1 unitarne.

SLOWA KLUCZOWE ROZDZIALU

iloczyn hermitowski ¢ sprzezenie hermitowskie A* { macierz hermitowska { wartosci
i wektory wlasne macierzy hermitowskiej ¢ macierz unitarna ¢ twierdzenie Schura ¢
diagonalizacja unitarna macierzy hermitowskiej ¢ macierz normalna { diagonalizacja
unitarna macierzy normalnej { rzeczywiste macierze normalne

Definicja 16.1.
Tloczynem hermitowskim nazywamy odwzorowanie

(])e:C"xC" —C
dane dla wektoréw u = [u1, ..., u,]",v = [v1,...,v,]T € C" wzorem
(u|v)s = wTT + ... + Ty
Powiemy, ze wektory w i v sa ortogonalne (wzgledem iloczynu hermitowskiego), gdy
(u|v), = 0.
Zauwazmy, ze dla wektoréw rzeczywistych u,v € R™ mamy

(u|v), = w01 + ... + Uy,
=uUiv1 + ... +uyv,

= (ufv).
Norma wektora z = [z1,...,2,)T € C" jest okreslona przez

2] = (2]2)-
=21Z1+ ...+ 2n2

=zl 4. 4 |zmr=0.
Whniosek 16.1. Dla dowolnych wektoréw u,v,w € C" i skalaréw a,b € C spelnione sq warunki:

(1) (hermitowska dwuliniowosé)
(a-u+b-vw), = alulw), + bvjw),
(ula-v+b-w)y = a(ulv)s + blulw),

(2) (hermitowska symetrycznosc)

(3) (dodatnia okreslonosé)
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(ulu)x =0

przy czym (ulu). = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy u = 0.
Lemat 16.1. Dila wektoréow u,v € C" zachodzq:

(i) (norma sumy)
lu+vl2 = [lul]? + 2Re (ulv). + [|v]12.
(ii) (nieréwno$é Cauchy’ego—Schwarza)
[(ulv)] < lJull«[lo]l+
(7ii) (nieréwno$é trijkata)
lu+ ol < lulle + flvlls.
(iv) (wzory polaryzacyjne)
Aulv) = [lu+ollZ = llu—vlfZ + illu + 2 — illu — ]2
2(ufv)e = (L4 D)(IlullZ + [[I12) = lu = v]I2 —illu — iv]|3
Dowdd. Dla dowodu punktu (i) zauwazmy, ze

[lu 4+ UHE = (u+v|u+v),
= (ufu)s + (u|v)s + (vu)s + (v]v).
= [Jull2 + (ufv)s + (u[v)« + 0|13,

co koriczy dowdd, bo (u|v)s + (u|v). = 2Re (u|v),.
Niech u,v € C". Mozemy zaltozy¢, ze u # 0, bo dla v = 0 nieréwnos¢ jest prawdziwa. Dla
dowolnego t € C mamy
0 < [[tu+olZ = [[tull? + 2Re (tulv). + [|v]?
= [t*|ull? + 2Re t(ulv). + [|v]?.

—(u]v).
[[ull¥

Wstawiajac t = dostajemy, ze

(loh? J@lo)? o
OS T =2 gz Tl

co dowodzi, ze |(u|v).| < ||ull«]|v]|«.
Punkt (iii) wynika z (ii), bo
w4 )2 = (u+ vlu+v),
= [|ull? + (ulv)« + (v]w)s + [Jv]lZ
< ull? + 2llull ol + ]2
= (llull« +Ilvll+)*.

Punkt (iv) wynika z bezposrednich rachunkéw i jest pozostawiony jako ¢wiczenie. O

Niech vy, ...,v, € C™ bedzie dowolng baza. Stosujac odpowiednik procedury Grama—Schmidta
z przypadku rzeczywistego (zastepujac euklidesowy iloczyn skalarny iloczynem hermitowskim),
otrzymujemy taka baze ortonormalna wuq, ..., u,, ze

span{vy,...,vp} = span{u,...,ur}, 1<k<n.
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Lemat 16.2 (Nieréwnos$é¢ Bessela). Niech ui, ..., uy, € C" bedzie ukliadem wektoréw ortonor-
malnych. Dla v € C" mamy

- 2
> i)™ < ol
=1
Ponadto réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy v € span{uy, ..., Umn}.

Dowdéd. Niech v € C". Dla .
w=uv-— Z(U|ul)* U

i—1
mamy
m m
(whw)e = (@ — S (wlus)s - wilo — > (olui)e - ),
i=1 i1
m m m
Z vlug)s - ulv) —(U\Z( |ui) Z v|ug)« uz\z Ol )s - Us)
i=1 i—1 i—1
m m
= Joll7 = > (vlug)«(uilv)s (v]ui)s + Z 0l ug) e (v]eg) o (uglu;) «
=1 z:l i,7=1

m
= vl = D [(wlui)s [
i=1

Poniewaz (w|w), > 0, wiec nieréwnosé zachodzi.
Przypus$émy, ze zachodzi réwnosé. Wtedy (w|w), = 0, czyli w = 0, wiec v € span{uy, ..., un}.
Z drugiej strony, jesli v = >, x; - u; € span{ui,...,un}, to z; = (vju;).. W efekcie

(o) =D 1(v]ug)s]*.
i=1
O

Rozwazmy macierz M = [mj;] € My, xn(C), gdzie m;; = a;j +1ib;;. Dla A = [a;5], B = [b;;] €
My xn(R) mamy
M =A+1iB.

Definiujemy
M =A—iB.

Definicja 16.2.
Dla macierzy M = [my;| € Mp,xn(C) definiujemy jej sprzezenie hermitowskie przez

M*=MT =",
Moéwimy, ze M € M, «,(C) jest hermitowska (samosprzezona) , jesli M* = M.
Przykltad 16.1. Jedli A € M,,x,(R) jest symetryczna, to A jest hermitowska.

Przyktad 16.2. Macierz A = [a;;] € Max2(C) jest hermitowska, gdy

a a a a
A= 11 12 _ 11 21 — A"
a1 Q22 a2 a2

Jesli A = [a;5] € Max2(C) jest hermitowska, to a1, a2 € R oraz aja = az1. Macierz hermitow-
ska A € Myy2(C) ma wigc postaé

A—[a z], a,beR, zeC.
zZ b
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Whniosek 16.2. Jesli M € M, (C) jest hermitowska, to elementy diagonalne mqy, ..., Mpyy
sq liczbami rzeczywistyms.

Whniosek 16.3. Zachodzqg wilasnosci
(1) (A*)" = A,
(Il) (aA+ BB)* = aA* + B*,
(III) (AC)* = C*A*.
naprawde prze-

Niech u,v € C". Wektory u,v mozemy traktowaé jako macierze nalezace do M, 1(C). Wtedy "’
u? € My, (C). Przy tych oznaczeniach mamy

(ulv), = u'7.

Lemat 16.3. Niech A € My, xn(C). Wtedy A* € My, xm(C) jest jedyng takq macierzq z My xm(C),
ze

(Av|w), = (v|A*w)s, veC"weC™

Dowdd. Mamy

(Av|w), = (Av)Tw

oraz

(v|A*w), = vT A*w
= vl ATw
TAT

= w.

Przypu$émy, ze B € M, «m(C) jest taka, ze
(Av|w)« = (v|Bw)y, veC”, weC™

Niech w € C" bedzie dowolnie ustalone. Wtedy (v|A*w), = (v|Bw), dla wszystkich v € C",
czyli

(v|A*w — Bw), =0 dla wszystkich v € C".
Dla v = A*w — Bw mamy (A*w — Bw|A*w — Bw), = 0, czyli A*w = Buw. O

Lemat 16.4. Niech A € My« (C). Jesli A € C jest wartoscig wlasng A, to X\ jest wartoscig
wiasng A*.

Dowod. Zauwazmy, ze

0 = det(A — \I)
= det(AT — \I)
= det(A* — \I),
wiec det(A* — \). O
@ Niech 01
A= [ 01 ] '

Wektorem wlasnym dla wartoéci wlasnej A = 1 jest wektor [1,1]”. Dla macierzy A* = AT
i wartoéci wlasnej A = 1 wektorem wlasnym jest [0,1]7.

281



Whniosek 16.4 (Geometryczna charakteryzacja macierzy hermitowskich). Macierz A € My, (C)
jest hermitowska wtedy i tylko wtedy, gdy

(Av|w)s = (v[Aw),. (16.1)
dla dowolnych v,w € C"
Dowdd. Jesli A = A*, to z lematu spelniony jest warunek (16.1). Zalézmy teraz, ze
zachodzi warunek ((16.1]). Wtedy A = A* z jedynosci w lemacie m O

Twierdzenie 16.1 (Wartosci wlasne macierzy hermitowskich). Wartosci wilasne A € My xn(C)
macierzy hermitowskiej sq liczbami rzeczywistymi. Ponadto wektory wlasne odpowiadajgce réz-
nym wartosciom wilasnym sq ortogonalne.

Dowdd. Niech A € C bedzie wartoscig wlasna A, a x wektorem wlasnym, odpowiadajacym tej
wartosci wlasnej.

Wtedy
A2 = (@|xe).

czyli A = \.
Niech A1, A2 € R beda réznymi wartodciami wlasnymi, a vy, vo odpowiadajacymi im wekto-
rami wlasnymi. Wtedy

(v2] Avr)w = (V2| A1v1)+
= A1 (v2|v1)s.
7 drugiej strony
(v2]|Av1)s = (Avo|vr)s

= (Ava|v1)«
= Aa(v2|v1).
Poniewaz \; # A2, wiec (v2|v1). = 0. O
Definicja 16.3.
Macierz U = [ Uy ‘ ‘ Up, } € My,xn(C) jest unitarna, jesli jej kolumny tworza uklad

ortonormalny tzn.

uity = (uilug)s = dij.
Wnhniosek 16.5. Macierz U € M, x,(C) jest unitarna wtedy i tylko wtedy, gdy U*U = I.
W szczegélnosci, U' = U*. Rzeczywiste macierze unitarne, to macierze ortogonalne.
Whniosek 16.6 (Warto$ci wlasne macierzy unitarnej). Niech U € Myxn(C) bedzie unitarna.
Jesli A € C jest wartoscig wlasng U, to |A\| = 1.

Dowdd. Niech 0 # v € C™ bedzie wektorem wtasnym U dla A. Oczywiscie, A # 0, bo U jest
odwracalna. Wtedy



Stad, A\ = %, czyli |A] = 1. O

Réznice w terminologii
R™ Ccn
euklidesowy iloczyn skalarny (-|-) hermitowski iloczyn skalarny (-|-)
macierz symetryczna A = AT macierz hermitowska A = A*
macierz ortogonalna QTQ = I macierz unitarna U*U = |
grupa ortogonalna O(n) grupa unitarna U(n)

@ Dla podprzestrzeni wektorowej U C C™ definiujemy podprzestrzen ortogonalng
Ut ={veC": (v|u), =0 dlakazdego u € U}.

Podobnie jak w przypadku rzeczywistym pokazujemy, ze mamy rozklad na ortogonalna sume
prostg
C'=UaU

Twierdzenie 16.2. Niech A € M,x,(C). Wtedy
ker A* = (im A)*, im A* = (ker A)*.

Dowdd. Przypomnijmy, ze jesli v € C", to (u|v), = 0 dla kazdego u € C" wtedy i tylko wtedy,
gdy v = 0. Stad
ker A* = {v € C" : A"v =0}
={veC™: (uld™), =0 dla kazdego u e C"}
={veC™: (Aulv), =0 dla kazdego wu € C"}
={veC™: (w), =0 dlakazdego w € im A}
= (im A)*.

Uzasadnimy teraz druga réwnosc z tezy. Jesli v = A*w € im A* oraz u € ker A, to

czyli im A* jest podprzestrzenia (ker A)*. Wystarczy pokazaé, ze maja one ten sam wymiar.
Mamy

dimim A* = m — dim ker A*
= m — dim(im A)*
=dim im A
=n — dimker A
= dim(ker A)~*.
O

Lemat 16.5. Zaldzmy, ze A € Myyun(C) jest hermitowska. Jesli U C C" jest podprzestrzeniq
niezmienniczq dla A (tzn. A(U) C U), to UL jest réwniez podprzestrzeniq niezmienniczq dla

A.

Dowdd. Niech v € UL. Pokazemy, ze Av € UL. Dla u € U mamy

(Avlu)s = (v | Au). =0.
~ N~
eUL+ €U
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Przyktad 16.3. Jedli A € M, (C) jest dowolna macierza, to macierze A*A i AA* sa hermi-
towskie. Podobnie jak w przypadku rzeczywistym (lemat [13.2)) pokazujemy, ze

ker A¥*A=ker A, imA*A =im A*.

Pokazemy, ze kazda macierz hermitowska da sie zdiagonalizowaé przy pomocy macierzy
unitarnej. Udowodnimy najpierw:

Twierdzenie 16.3 (Schur). Niech A € M, xn(C) bedzie dowolna macierzq. Istnieje taka
macierz unitarna, ze U*AU jest gornie trdojkgtna.

Dowdéd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza zachodzi. Zalézmy, ze teza zachodzi
dla macierzy rozmiaru k x k. Pokazemy, ze zachodzi tez dla macierzy rozmiaréw (k+1) x (k+1).
Niech A; bedzie wartoécia wlasna A, a w; odpowiadajacym jej wektorem wilasnym o normie
jeden. Stosujac procedure Grama-Schmidta znajdujemy baze ortonormalna wi,ws, ..., w1
dla C**1. Niech

W = [ w1 ‘ ‘ WE41 } S M(k+1)><(k+1)(C).
Wtedy pierwsza kolumna macierzy W* AW jest wektor W* Aw,. Mamy

W*Awl == W*)\l - W1

=\ - Wy
= )\1 cel.
Stad, W* AW ma postaé
YRR *
0
: M ’
0

gdzie M ma rozmiar k X k. 7 zalozenia indukcyjnego istnieje taka macierz unitarna V; €
My (C), ze Vi* MV, =T} jest gérnie trojkatna. Definiujemy

1/0 0 ... 0

Wi

Wtedy V jest unitarna oraz

YRR *

VW*AWYV =

0

jest macierza gornie trdojkatna. Definiujemy U = WV. Wtedy, U jest unitarna, bo

UU = (WV)*WV
= V*W*WV
=TI
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7 dowodu twierdzenia Schura wynika, ze jesli A1,...,\, € C sg wartoéciami wlasnymi macierzy
A € M,,%x,(C), to istnieje taka macierz unitarna U, ze

)\1‘* * ... %

U*AU =
. T1
0
macierz T € M,_1)x(n—1)(C) jest gérnie tréjkatna oraz Aa, ..., A, sa wartosciami wlasnymi 7.
Twierdzenie 16.4 (A. Brauer). Zalozmy, ze A\, A2, ..., A\, € C sq wartosciami wilasnymi ma-
cierzy A € Myxn(C). Niech x € C" = M, «1(C) bedzie wektorem wilasnym dla . Wtedy dla
kazdego wektora v € C™ = My»1(C) macierz A 4+ zv* ma wartosci wlasne X+ v*x, Ay, ..., Ay.

Dowdd. Niech & = z/||z||.. Istnieje taka macierz unitarna

U=[¢lu| . [un],
ze
A ‘ * k... ok
0
U*AU - ’
: T1
0
oraz Mg, ..., A, sa wartoSciami wlasnymi 71 € M,,_1)x(n—1)(C). Zwréémy uwage, ze
e
usT
Utzv*U = ] v*U
| upT
]
0
= : {v*f‘v*w‘...‘v*un}
| 0
[ vz ‘ x % *
0
| 0
| 0
Stad
Ao | x % *
0
U* (A4 z0")U = _
. T1
0
ma wartos$ci wlasne A + v*x, Ao, ..., Ay ]

Whniosek 16.7. Dla dowolnych wektoréw v,z € C™ mamy
det(I + zv*) =1+ v x.

Twierdzenie 16.5 (Spektralne dla macierzy hermitowskich). Jesli A € My, x,(C) jest hermi-
towska, to istnieje taka macierz unitarna U € Myxn(C), ze U*AU jest diagonalna.

Dowdd. Wiemy, ze istnieje taka macierz unitarna U, ze T' = U* AU jest gornie trojkatna. Wtedy

T = (U*AU)*
=U"A"U
=U"AU
= T7
czyli T jest hermitowska. Stad 7" musi by¢ diagonalna. 0

285



Whiosek 16.8. Jesli A € M,x,(R) jest rzeczywistqg macierzqg symetryczng, to istnieje taka
macierz ortogonalna Q € O(n), ze QT AQ jest diagonalna.

Twierdzenie wynika réwniez z nastepujacego rozumowania. Zalézmy, ze A € M+, (C) jest
hermitowska oraz Aq, ..., A\; sa réznymi wartoSciami wlasnymi A. Definiujemy

Vi={veC':Av=X\ v}, i=1,... k.

Podprzestrzen
U=Vi+...+V;

jest rozpieta na wektorach wlasnych A. Wystarczy pokazaé, ze U = C". Roéwnowaznie, pokazemy,
ze U+ = {0}. Przypuéémy, ze UL # {0}. Z lematu podprzestrzetn U+ jest niezmiennicza dla
A. Stad UL musi zawiera¢ wektor wlasny A, co prowadzi do sprzecznoéci, bo wszystkie wektory
wlasne naleza do U.

Wniosek 16.9. Niech \i,...,\, € C bedg wartosciami wlasnymi macierzy A = [a;j] €
My xn(C). Wtedy

n n

STINP <Y ag

i=1 ij=1

Ponadto réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy A jest unitarnie diagonalizowalna.

Dowdd. 7 twierdzenia Schura istnieje taka macierz unitarna U, ze T = U*AU jest gbrnie
tréjkatna z wartosciami wlasnymi A na przekatnej. Zauwazmy, ze

n
tr A*A = Z ]aijlz.
ij=1
Ponadto T*T = U*A* AU, wiec tr T*T = tr A*A. Sprawdzamy, Ze
n
Z |aij|2 = tI‘A*A
ij=1
=t T*T
> |t11’2 +...+ |tnn|2

=> N
=1

O]

Lemat 16.6. Niech P € M, «x,(C) bedzie idempotentna (tzn. P?> = P). Wtedy P jest hermi-
towska wtedy i tylko wtedy, gdy (ker P)* = im P.

Dowdéd. Poniewaz P jest idempotentna, wigc
C"=%kerP®imP

oraz P jest rzutowaniem w tej sumie prostej na im P.
Jesli P jest hermitowska oraz u € ker P i w € im P, to

(u|Pw)
Pu|w)x
O|w)«
0.

(ufw).

= (
= (

Stad im P C (ker P)*. Poniewaz maja one ten sam wymiar, wiec sa réwne.
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Zatézmy, ze (ker P)* = im P. Niech v; = u; 4+ w;, gdzie u; € ker P i w; € im P dla i = 1, 2.
Wtedy
(Poi|vz)s = (wifug + w2)«
= (w1]wa)«
= (u1 + w1!w2)*
= (v1|Pv2)x.

O]

@ Niech A € M, x»(C) bedzie hermitowska i niech A,..., A\ € R beda réznymi wartosciami wila-
snymi A. Dla podprzestrzeni wlasnych

Vi={veC": Av=N\v}, i=1,...,k
mamy rozklad na ortogonalna sume prosta

Niech P; bedzie rzutowaniem na V; w tej sumie prostej. Z lematu [I6.6] wynika, ze rzutowania P;
sa hermitowskie oraz P;P; = 0 dla i # j. Ponadto

I=P+...+P, A=X-P+...4+ X Pp.

Lemat 16.7. Niech A € My xm(C). Wtedy

(i) wartosci wlasne macierzy A*A sq nieujemne,

(ii) jesli A > 0 jest wartoscig wlasng A*A z wektorem wlasnym v, to X > 0 jest wartoscig
wlasng AA* z wektorem wilasnym Av. Ponadto krotnosci algebraiczne A jako wartosci
witasnych A*A ¢ AA* sq réwne.

Dowdd. Poniewaz A*A jest hermitowska, wiec ma rzeczywiste wartoéci wtasne. Niech A € R
bedzie wartoscia wlasng z wektorem wlasnym v. Mamy
Av|v)e = (X - v|v)y
= (A" Av|v),
= (Av|Av),,
czyli
AR

2~
*

0]
Niech A > 0 bedzie wartoscia wlasng A*A z wektorem wlasnym v. Wtedy A*Av = A - v # 0,
wiec Av # 0 oraz
AAAv = A(X-v) = X - Av,

czyli Av jest wektorem wlasnym AA* z wartodcig wlasng A.

Niech na+4 i naa» oznaczaja algebraiczne krotnosci A > 0 jako wartosci wlasnych A*A
i AAx. Poniewaz A*A i AA* sa diagonalizowalne, wiec krotnoéci sa réwne krotno$ciom geome-
trycznym, czyli liczbie liniowo niezaleznych wektoréw wtasnych dla A. Ze wzgledu na symetrie
wystarczy pokaza¢, ze naxa < naa-. Niech vy,...,v,,., bedzie baza podprzestrzeni wlasnej
dla A\. Wystarczy pokazac, ze Avy, ..., Avy,., sa liniowo niezalezne. Jesli ay - Avy + ... ap 4, -
Avy ., = 0 dla pewnych skalaréw a;, to réwniez

0=A%0)=a1 - A"Avi + ...an ., - A" Avy .,

czyli
(Aa1) -vi+ ... (Aanguy) - Ve, = 0.

Z liniowej niezaleznosci wynika, ze a; = ... = an ., =0, bo A > 0. 0

@ Lemat mozna czasami wykorzysta¢ do latwego wyznaczenia dodatnich wartosci wlasnych
macierzy A*A. Przyktadowo, niech A € Migox2(C). Wtedy A*A € Migox100(C) ma duzy rozmiar.
Macierz AA* € Msy2(C) ma takie same dodatnie wartosci wlasne liczone z krotnosciami.
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16.1 Macierze normalne. Ortonormalna baza wektorow wla-

snych.
Przypusémy, ze dla A € Myxn(C) przestrzein C" ma baze ortonormalna ui,...,u, zlozona
z wektorow wlasnych A. Dla macierzy unitarnej U = { U1 ‘ ‘ Uy } mamy wtedy, ze U*AU =

D jest diagonalna oraz

DD* =UAUU*A*U = U*AA™U,
D*D =U"A"UU*AU = U*A*AU.
Poniewaz DD* = D*D dla macierzy diagonalnej D, wiec
AAT = AT A.

Jest to wiec warunek konieczny na istnienie bazy ortonormalnej uq, ..., u, ztozonej z wektoréow
wlasnych A.

Definicja 16.4.
Macierz A € M, «,(C) nazywamy normalng, gdy

AAT = AT A.
Przyklad 16.4. Macierz rzeczywista jest normalna, gdy ATA = AAT.

Przyklad 16.5. Macierze symetryczne i hermitowskie sa normalne. Podobnie maciecierze
ortogonalne i unitarne.

Przyklad 16.6. Macierz
cosf sinf
A= [ —sinf cos@

] € 0(2)

jest normalna. Jesli sinf # 0, to A nie jest ortogonalnie diagonalizowalna (nad R). Jest ona
jednak unitanie diagonalizowalna (nad C).

Lemat 16.8. Niech A € My xn(C) bedzie macierzqg normalng. Wtedy
(i) ||Av||« = ||A*v||« dla kazdego v € C,
(ii) ker A = ker A*,
(iii) macierz A — X jest normalna dla kazdego A € C,
(iv) wektory wlasne odpowiadajgce réznym wartosciom wilasnym A sq ortogonalne,

(v) jesli v jest wektorem wlasnym macierzy A dla wartosci wlasnej A, to v jest wektorem
wlasnym macierzy A* dla wartosci wlasnej \,

(vi) B =U*AU jest normalna dla dowolnej macierzy unitarnej U.

Dowod. Mamy

Punkt (ii) jest konsekwencja (i). Punkt (iii) wynika z bezposredniego rachunku.
Udowodnimy punkt (iv). Niech U = A — AI. Wtedy U* = A* — XI. Poniewaz U jest
normalna, wiec z punktu (ii) U(v) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy U*v = 0.
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Niech A1, A2 beda réznymi warto$ciami wlasnymi z wektorami wlasnymi v1,vo. Wtedy

Poniewaz \; # A2, wiec (vi|v2). = 0.
Dla dowodu (vi) zauwazmy, ze
B*B = (U*AU)*(U*AU)

=U"A"UU*AU
=U"A"AU

=U"AA*U

=U"AUU*A*U
= BB*.

O

Lemat 16.9. Jesli macierz gornie trojkgtna T € Myxn(C) jest normalna, to jest diagonalna.

Dowdd. Przygladnijmy sie, jak to wyglada dla n = 2. Niech
tir ti2
T = .
[ lo1 122 ]

tu? * [t + [t2]*
= | It TT* =
* ’t12‘2 + |t22‘2 ’ * ’t22|2

Wtedy

Poniewaz T*T = TT*, wiec (poréwnujac wyrazy diagonalne tych macierzy) otrzymujemy, ze
t12 = 0, wiec T jest diagonalna.

Ogolnie, jesli T' = [t;;] jest gérnie tréjkatna, to (poréwnujac elementy diagonalne macierzy
TT* oraz T*T) otrzymujemy, ze

[t11)? + |taz]® + [tis]? + - -+ [tal® = [t]?
’t22|2 -+ |t23‘2 + ...+ |t2n|2 = |t12‘2 + ‘t22’2

tan|® = [t1in]? + [ton|® + - .. + [tan]
Wynika stad, ze t;; = 0 dla 7 # j, wiec T jest diagonalna. O

Twierdzenie 16.6 (Unitarna diagonalizacja macierzy normalnej). Macierz A € M, xn(C) jest
normalna wtedy @ tylko wtedy, gdy C* ma baze ortonormalng uy,...,u, zloZong z wektorow
wilasnych A co oznacza, Ze istnieje taka macierz unitarna U, zZe U*AU jest diagonalna.

Dowdd. Zatézmy, ze A jest normalna. Wiemy, ze istnieje taka macierz unitarna U, ze
T=U"AU

jest macierza gornie trojkatna. Wystarczy sprawdzié, ze T jest diagonalna. Wtedy kolumny U
sg wektorami wlasnymi A. Pokazemy najpierw, ze T' jest normalna. Mamy

T*T =U"A*AU, TT*=U"AA"U,
czyli T*T = TT*. Z lematu [16.9] wynika, ze T jest diagonalna. 0
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Whniosek 16.10. Jesli macierz normalna A € My« (C) ma rzeczywiste wartosci wlasne, to A
jest hermitowska.

Whniosek 16.11. Niech A € M, x,(C). Nastepujace warunki sq réwnowazne
(i) A jest unitarna,
(it) istnieje taka macierz unitarna U € My, (C), Ze
U* AU = diag(e', ..., e").

Dowdéd. Warunek (ii) implikuje (i), bo diag(e1, ..., e") jest unitarna.

Jesli zachodzi (i), to A jest normalna, wiec jest tez unitarnie diagonalizowalna. Teza zacho-
dzi, bo wartoéci wlasne A jako macierzy unitarnej leza na okregu jednostkowym S'. O

@ Przypusémy, ze macierz A € M,,x,(C) jest unitarna. Wtedy
A = U diag(e, ... e"%)U*
dla pewnej macierzy unitarnej. Rozwazmy odwzorowanie
H:[0,1] x C" > (t,2) — U diag(e™,... " )\U*z € C".
Ma ono nastepujace wlasnosci:

o H(0,2)=2, H(l,z)= Az,
o H(t,-) = Udiag(e®®,... e )U* € M, x,(C) jest unitarna dla kazdego ¢ € [0, 1],
e H jest odwzorowaniem ciaglym.

Topolodzy méwig wtedy, ze odwzorowanie A jest homotopijne z odwzorowaniem identycznoscio-
wym I i odwzorowania posrednie H(t,-) sa réwniez unitarne.

Lemat 16.10. Jesli wektory zespolone a + bi = (ay £ iby,...,a, £ib,) € C" 2 b # 0 sq
ortonormalne, to (a|b) =0 oraz ||a|| = ||b|| = 1/2.

Dowdd. Mamy
0 = (a+ bila — bi)

= (ala), + i%(b|b)s + i(bla). + i(alb).
= (ala) — (b|b) + 2i(alb),

wiec
0= [|af|* — [Ibl|* + i2(alb).
Stad ||la|| = ||b]| oraz (a|b) = 0. Z réwnosci 1 = ||a + b||2 = ||al|? + ||b]|* otrzymujemy, ze
1
(alp) =0, fall* = [|b]|* = 3.
O
Lemat 16.11. Jesli
0= (a+ iblu+iw), = (a + iblu — iw),,
to
(alu) = (a|lw) = (blu) = (b|w) = 0.
Dowdd. Wynika z réwnosci
(a + iblu +iw). = (alu) + (blw) + i((blu) — (a|w)),
(a + iblu —iw). = (alu) — (blw) +i((b|u) + (a|w)).
0
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@ Niech A € M, x»(R) bedzie macierza rzeczywista. Zalézmy, ze
UL = V1 F W, ...y Uy = Uy + W,

jest bazg ortonormalng C™ zlozona z wektoréow wlasnych macierzy A. Zmodyfikujemy baze orto-
normalng uq, ..., u, dla C" do pewnej bazy ortonormalnej x1, ..., z, dla R". Jesdli warto$¢ wlasna
A; dla u; jest rzeczywista, to u; € R™ i kltadziemy z; = uj.

Zatbézmy, ze A\j = «;+1f3; jest zespolona z B; # 0. Poniewaz A jest rzeczywista, wiec /\7 =a;—1i6;
jest réwniez wartoscia wlasna. Mozemy zalozy¢, ze odpowiada ona wektorowi wlasnemu w; 41 = u;.
Wtedy w bazie ui,...,u, wektory u; oraz u;y; zastepujemy przez wektory 2v; oraz 2w, tzn.
podwojong cze$é rzeczywisty i urojong wektora u;. Otrzymujemy wektory x1,...,Z,. Z lematéow
16.10]i [16.11| wynika, Zze x1,..., %, jest bazg ortonormalng R™. Jedli u; = v; + tw;, to

Aij = Q;T; — ﬁjijrl, A(EjJrl = Q;Tj41 + ﬁjl’j.
Wynika stad nastepujace:

Twierdzenie 16.7 (Rzeczywista macierz normalna). Niech A € M, «,(R) bedzie macierzq rze-
czywistg. Nastepujgce warunki sq rownowazne

(1) A jest normalna tzn. AAT = AT A,
(2) istnieje taka macierz ortogonalna @ € My xn(R), zZe
QTAQ = diag(Alv A23 cey Ak)a

gdzie A; € M1x1(R) lub A; € May2(R) ¢ ma postaé

Ponadto jesli A jest symetryczna, to A; sq jednowymiarowe, a gdy A jest ortogonalna, to jedno-
wymiarowe klatki A; sq rowne £1.

Wtasnosci spektralne
macierz wartosci wlasne
hermitowska/symetryczna rzeczywiste
unitarna/ortogonalna Al =1
Grama A*A/ATA nieujemne
nieosobliwa niezerowe
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Rozdzial 17

Przestrzen dualna

SEOWA KLUCZOWE ROZDZIALU
przestrzen dualna ¢ funkcjonal liniowy ¢ baza dualna { twierdzenie Riesza

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem F. Szczegdlna role pelnia odwzorowania
liniowe L : V — F. Warto je wyr6znié.

Definicja 17.1.
Niech V' € Vektp. Przestrzenn L(V,F) nazywamy przestrzenia dualna do V i oznaczamy
przez

V'=L(V,F)={f| f:V — F odwzorowanie liniowe}.

@ Przestrzen dualna V' jest czesto oznaczana przez V*.

Przyktad 17.1. Niech V' = C([a,b],R) bedzie przestrzenia wektorowa funkcji ciagltych na
przedziale [a,b] z a < b. Wtedy calka Riemanna

C(ja,b,R) > f —> /bf(a:)dx eR
jest elementem C/([a, b],R)".
Przyktad 17.2. Niech v € My, (F). Odwzorowanie
Mpx1(F) 2 wr—vw e M1 (F) =F
jest elementem przestrzeni dualnej do M, «1(F). Zwréémy uwage, ze dla F = R mamy
vw = (v w).

Opiszemy teraz przestrzen dualng V' do przestrzeni skonczenie wymiarowej V. Niech
v1,...,V, bedzie bazg V. Rozwazmy f € V', czyli odwzorowanie liniowe f : V — F. Takie
odwzorowania (tzn. gdy prowadza do F) nazywa sie funkcjonatami liniowymi albo kowektorami
albo 1-formami. Zdefiniujemy pewna baze dla V' skojarzong z baza vy, . .., v, w V. Dla wektora
bazowego v; zdefiniujemy pewien kowektor

vj:V —TF.
Jest on jednoznacznie wyznaczony przez wartosci na bazie vy, ..., v,. Definiujemy
vi(v5) = 0ij.
Wtedy dla wektora v =x1-v1 + ...+ 2y - v, € V (2; € F) mamy
vi(v) = zvi(v1) + ..+ T (vn) = 24

W szczegdlnoscei,

v=0v1(v) v+ ...+, (V) vy
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Przyktad 17.3. Jedli eq, ..., e, jest bazg standardowa F", to
e([z1, ... zn)T) = a4,
czyli €} : R" — R jest rzutowaniem na i-ta wspélrzedna.

Twierdzenie 17.1 (Baza dualna). Niech V' bedzie przestrzeniq wektorowq skoriczonego wy-
miaru. Dla dowolnej bazy vy, ..., v, dlaV, kowektory v, ..., vl tworzq baze dla V'. Nazywamy
ja bazg dualng do bazy vi,...,v, dla V. W szczegdlnosct,

dimV = dim V".
Dowdd. Pokazmy najpierw, ze v,...,v], sa liniowo niezalezne. Przypusémy, ze
T+t v, =0
dla pewnych z; € F. Wtedy
0= (z1 -V +...+xp V) (v;) =z

dlai=1,...,n, wiec v},..., v, sa liniowo niezalezne.
Uzasadnimy teraz, ze
/ / !/
span {vi,...,v,} =V".

Niech f € V. Dla x; = f(v;) otrzymujemy, ze
f:azl-vi+...+:nn-vil,
bodlai=1,...,n mamy
fi) =z = (z1-v] + ...+ 2 0),) ().
O

Whiosek 17.1. Niech vi,...,v), € V' bedzie bazq dualng do bazy v, ... v, dla V. Wtedy dla
veVifeV zachodzqg réwnosci

v=v1(v) v+ ... 0L V) v, f=f(o1) v+ f(op) -0l
Przykltad 17.4. Rozwazmy baze
v =[2,1]T, v =[3,1]7

dla R2. Znajdziemy jawne formuly na baze dualng v}, v} dla (R?)’. Poniewaz v} : R? — R
jest odwzorowaniem liniowym, wigc ma ono postacé

Vi ([z,y]") = az + by
dla pewnych a,b € R. Z definicji v} wynika, ze

1=2v(v1) =2a+b, 0=v](ve)=3a+b.

Stad a = —1, b = 3, wiec

Vi([z,y)") = —2 + 3y.

Analogicznie pokazujemy, ze
vy([z,y") == —2y.

@ Niech W C V bedzie n — 1 wymiarowa podprzestrzenia n-wymiarowej przestrzeni V. Niech
wi,...,W,_1,V, bedzie takg baza V, ze wy, ..., w,_1 jest bazg W. Definiujemy f € V' przyjujac,
ze
fw)=0, i=1,...,n—1, f(v,)=1
Wtedy ker f = W.
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Lemat 17.1. Niech V bedzie skoriczenie wymiarowa i niech funkcjonal f € V' bedzie niezerowy.
Wtedy istnieje taka baza uy,...,u, dla 'V, Ze

flur) =1, flug) = ... = flun) = 0.

Dowdd. Poniewaz f # 0, wiec istnieje taki wektor u € V', ze f(u) # 0. Definiujemy

U
U = ——.

f(u)
Wtedy f(u1) = 1. Uzupelniamy wektor u; do bazy ui,ws,...,w, dla V. Wystarczy teraz
przyjac, ze
w; = w; — f(w;) - uy, 2<i<n.
Sprawdzamy latwo, ze wektory wui,ug,...,u, € V sa liniowo niezalezne oraz f(u;) = 0 dla

1=2,...,n. O

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa. Wtedy mozemy rozwazy¢ przestrzen dualna (V')
do przestrzeni dualnej V'. Nazywamy ja przestrzenia bidualng i oznaczamy V.

Lemat 17.2. Niech V bedzie przestrzeniq wektorowq. Odwzorowanie j : V. — V" zadane dla
veV oraz f € V' formulg

G)(f) = f(v)
jest monomorfizmem. W szczegdlnosci, jesli dimV < oo, to j : V. — V" jest izomorfizmem.

Dowdd. Zauwazmy, ze j(v) € V" wiec j jest dobrze okreslone. Ponadto j jest liniowe, bo dla
a,be R, v,w €V oraz f € V' mamy

(la-v+b-w)(f) = fla-v+b-w)
=a- f(v)+b- f(w)
=a-(J)(f)+b-(G(w))(f)
= (a-j)+b-j(w))(f),
czyli
jla-v+b-w)=a-jw)+b-j(w).

Przypusémy, ze j(v1) = 01 vy # 0. Oznacza to, ze dla dowolnego funkcjonatu f € V’

0= ((v))(f) = f(v1)-

Rozszerzymy wektor vy do bazy v1,va, ..., v, i rozwazmy baze dualna v}, v, ..., v}, dla V'. Dla
f = v} mamy
0= (j(v1))(v1) = vi(v1) =1,

co prowadzi do sprzecznosci. ]

Jedli V jest skoniczonego wymiaru z bazg vy, . . ., v,, to izomorfizm j : V' — V" pozwala utozsamié
baze dualna do bazy dualnej vi, ..., v}, z baza vy,...,v, dla V.

Whiosek 17.2. Przestrzen wektorowa V jest skoriczonego wymiaru wtedy i tylko wtedy, gdy V'
jest skoniczonego wymiari.

Dowdd. Jedli V' jest skonczonego wymiaru, to V” jest skoniczonego wymiaru. Poniewaz j :
V — V" jest monomorfizmem, wiec V jest skoriczonego wymiaru. O

Definicja 17.2.
Niech L : V — W bedzie odwzorowaniem liniowym. Odwzorowanie dualne L' : W' — V'
jest zdefiniowane przez

L'(f)=foL, feW.
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Whniosek 17.3. Niech L : V. — W bedzie odwzorowaniem liniowym. Wtedy odwzorowanie
dualne L' : W' — V' jest liniowe.

Dowdéd. Dla f,g € Wit € F mamy

L'(f+g9)=(f+g)oL
=fol+golL
=L'(f)+ L'(9)
Lit-f)=(t-f)oL—t-(foL) =t L'()).
(]

Przyktad 17.5. Zalézmy, ze odwzorowanie liniowe L : V. — W ma w bazach vi,ve dla V'
oraz wi, w2, ws dla W macierz

air a2
A= | a1 a2 |,
as; as2

czyli
L(vi) = a1 - w1 + a1 - wa + azr - w3, L(v2) = a12 - w1 + aga - wa + asz - w3

Zobaczymy, jak wyglada macierz odwzorowania dualnego L' : W/ — V' w bazach dualnych
wh, wh, wh oraz vy, vy. Pokazemy, ze
L'(w]) = a1 - v} + a1z - vy € V™.
Wystarczy sprawdzié, ze obydwie strony zgadzaja sie na bazie vy, ve dla V. Mamy
L'(wy)(v1) = (wy o L)(v1)
1(L(v1))
= w)(a11 - w1 + ag - w2 + a3y - w3)

= w

ai

= (a11 . ’Ui + aqg - Ué)(vl).

Podobnie,

= (CLH . ’Ui +aig - Ué)(?)g).
Analogicznie pokazujemy, ze
L'(wh) = asy - v} +ag -vh € V',
oraz
L'(w) = azy - v} + agy - vy € V'
3 31 1 32 2 .
Wynika stad, ze odwzorowanie dualne L* ma w bazach dualnych macierz
a11 a1 @
AT — [ 11 021 a3 ]

a12 22 Aas2

Whiosek 17.4. Niech V., W bedqg przestrzeniami wektorowymsi nad ciatem F. Wtedy odwzoro-
wamnie

LV,W)> L+ L' € LW, V)

jest lintowe.
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Dowdd. Niech Ly, Ly € L(V,W) iaj,as € F. Dla f € W/ mamy

(a1-Li+4az- Ly)'(f) = fo(ar-Li+ag- Lo)
=a;-folLj+az-foly liniowos¢ f
=ay - Ly (f) + az - Ly(f)
= (a1 - L} +az - Ly)(f).

O
Wnhniosek 17.5. Jesli L € L(V,W), G € L(W,U), to
(GoL)Y =LoG".
Ponadto
(id\/)/ = idy.
Dowdd. Poniewaz G o L € L(V,U), wiec (Go L) € L(U',V'). Niech f € U'. Wtedy
(GoL)(f) = foGol
—(fo0)
=L'(G'(f))
= (L' o G)({).
O

Lemat 17.3. Niech L : V. — W bedzie odwzorowaniem liniowym. Jesli L ma w bazach
Vi, ..Uy dla Vo i wi, ... Wy dla W omacierz A = [ai;] € Mpxn(F), to odwzorowanie dualne
L' : W' — V' ma w bazach dualnych macierz AT

Dowdd. Niech B = [b;;] bedzie macierza L' w bazach dualnych. Sprawdzimy, ze B = AT.
Z definicji L’ i wniosku mamy

L'(w}) = wjo L

= (w}o L)(v1) - v} + ... 4 (wj o L)(vn) - vp,
czyli
bij = (w0 L)(v;).

7 drugiej strony,

(wj o L)(v;) = wj(L(vs))
= wi(ay - w1 + ... + Gmi - W)
= Qji,
Czyli bij = Ayj- ]
Whniosek 17.6. Niech L : V. — W bedzie odwzorowaniem liniowym miedzy przestrzeniami

skoriczonego wymiaru. Wiedy
rank L = rank L.

Definicja 17.3 (Anihilator podprzestrzeni). Dla podprzestrzeni wektorowej M C V definiu-
jemy jej anshilator MO jako

M ={feV':fv)=0 dlakazdego ve& M}
={feV': M Ckerf}.

Whiosek 17.7. Niech M C V bedzie podprzestrzeniq wektorowqg. Wtedy M jest podprzestrze-
nig wektorowq przestrzeni dualnej V'.
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Dowdd. Oczywiscie f =0 MY. Jesli f1, fo € MP oraz a1, as € F, to dla kazdego v € M mamy

(a1- f1+az- f2)(v) = a1 f1(v) +az fo(v) =
N

——
-0 =0

0

d

Lemat 17.4. Zalozmy, ze M C V jest podprzestrzeniq przestrzeni skonczonego wymiaru V.

Niech vy, ..., v, bedzie takqg bazg V, Ze
M = span{vy,...,vn}.

Wtedy
M° = span{v), 1,...,V,}.
W szczegélnosci,
dim M + dim M° = dimV = dim V".
Dowdod. 7 definicji bazy dualnej i anihilatora wynika, ze

span{v), 1, -, v} C M.

Niech f € M% oraz f =a1 - v} +...+ay-v,. Dlai=1,...,m mamy

0= f(w) = a;,

czyli f € span{v;, ,...,v,}.

Jedli V jest skonczonego wymiaru i N C V' jest podprzestrzenia, to izomorfizm j : V. — V"
pozwala utozsamié anihilator N° z podprzestrzenia przestrzeni V dang przez

N={veV:f(v)=0 dlakazdego f €& N}.

Przy tej identyfikacji z lematu wynika, ze dla podprzestrzeni M C Vi N C V' mamy

M =M, N®=N.

Lemat 17.5. Zalozmy, ze V. ma skonczony wymiar oraz V. =M @& N. Wtedy

V/:MO@NO

oraz odwzorowania zaciesnien

V'sofrsflueM, V' sfr— flveN

indukujg izomorfizmy

M°s fr— flveN', N°>f+— flayye M.

Dowdd. Wybieramy taka baze vi,...,v, dla V, ze

M = span{vi,...,vm}, N =span{vmyi1,...

Z lematu wynika, ze

0 / / 0 /
M® = span{v,, 1,...,v,}, N° =span{vy,...

Dowodzi to, ze V! = MY & N°. Zauwazmy, ze restrukcje v}, 1|n, ...

do bazy vp1,...,v, dla N, co dowodzi drugiej czesci tezy.
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Zajmiemy si¢ teraz przestrzenia (R™) dualng do przestrzeni euklidesowej R". Zauwazmy, ze
wektor v € R™ definiuje funkcjonal f, € (R™)" dany przez

fo(u) = (v]u),
czyli f, jest mnozeniem skalarnym przez wektor v.

Twierdzenie 17.2. Niech L : V — W bedzie odwzorowaniem liniowym przestrzeni skornczo-
nego wymaiaru. Wtedy

ker L' = (im L)° oraz im L' = (ker L)°.

Dowéd. Udowodnimy réwnoéé ker L' = (im L)°. Nie zalezy ona od skoticzonosci wymiaréw -
jest prawdziwa dla dowolnych przestrzeni wektorowych. Mamy

ker ' = {f e W' :L'(f) =0}
—{feW :foL=0}
={feW': f(imL) = {0}}
={feW :imL C ker f}
= (im L)°.

Udowodnimy teraz druga réwnoéé z tezy. Pokazemy najpierw, ze im L’ jest podprzestrzenig
(ker L)°. Niech f = L'(g) € im L’ dla pewnego g € W’. Dla v € ker L mamy

f(v) = L'(g)(v)
= 9(L(v))
=¢(0) = 0.

Dowéd, ze im L' C (ker L)? jest podprzestrzenia, nie zalezal od skonczonoéci wymiaréw. Uzy-
jemy tego zalozenia dla dowodu przeciwnej inkluzji. Wystarczy pokazaé, ze powyzsze przestrze-
nie majg ten sam wymiar. Mamy

dimim L' = dim, W' —dim L’ (formula wymiaru)
=dim W — dim(im L)°  (twierdzenie i pierwsza réwnosé z tezy)
=dimim L (lemat |17.4)

=dimV —dimker L (formula wymiaru)

= dim(ker L)°  (lemat [17.4)).

Twierdzenie 17.3 (Riesza o postaci funkcjonatu). Odwzorowanie
R:R">v+— f, € (R
jest izomorfizmem liniowym.
Dowdd. Odwzorowanie R jest liniowe, bo jak tatwo sprawdzi¢
forw=fot+ fw, fw=t-fu, teF, vwelV.
Wystarczy pokazaé, ze R jest monomorfizmem. Jesli R(v) = f, =0, to
(vlu) = 0,

dla kazdego u € V. W szczegdlnosci, (vjv) = 0, czyli v = 0. O
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/
Przyktad 17.6. Wskazemy izomorfizm miedzy przestrzenia dualng (Mnxm(IF)) a przestrzenia
/
Mypscn(F). Dla macierzy A € My scp (F) definivjemy fa € (M (F)) wzorem

fa(B) := tr(AB) = tr(BA), B € Myxm(F).

Odwzorowanie liniowe

L:Mpyxn(F)s2 Ar— fa € (Mnxm(F))/

jest izomorfizmem. Rzeczywiscie, dziedzina i przeciwdziedzina maja ten sam wymiar nm, wiec
wystarczy sprawdzi¢, ze L jest monomorfizmem. Przypu$émy, ze f4 = 0 dla pewnej macierz
A = [ai1]...|an]. Wtedy fa(B) = 0 dla kazdej macierzy B € M, xm(F). W szczegblnosdci dla
B = AT mamy
0= fa(A")
=trATA
= (a1]a1) + ... + (anlay).

Stada; =...=a, =0, czyli A=0.
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Rozdzial 18

W telegraficznym skrécie

UKEADY ROWNAN
Twierdzenie Kroneckera-Capellego

Niech
A=l a|...|an | € Mpn(F), bEF.

Nastepujace warunki sa réwnowazne
(i) Az = b ma rozwiazanie,
(ii) b € span{ai,...,an},

(iii) rank{ A ‘ b } = rank A.

Nastepujace warunki sa réwnowazne
o Ax = 0 ma jednoznaczne rozwiazanie,

o ker A ={0}.

Jesli A € M, .,,(F), to nastepujace warunki sa réwnowazne
e Ax = b ma jednoznaczne rozwiazanie dla kazdego b € F",
o A jest nicosobliwa.

Wtedy = = A~'b. Wspélrzedne rozwiazania z sa tez dane wzorami Cramera

o det A;
YT et A

gdzie A; jest macierza powstala z macierzy A przez zastapienie i-tej kolumny A przez
wektor b.
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WYZNACZNIK I KILKA WAZNYCH WZOROW
Niech A € M, xn(F).

° dEt(‘Ll) - ZO’ESM Ag(1)1 "« - " Qo(n)ny
e wyznacznik jest n-liniowym, antysymetrycznym odwzorowaniem kolumn A,
o rozwiniecie Laplace’a

det A = (1[144,'1 + ...+ (]jr,441j,]' = (Il‘jAl‘j + ...+ (Irz,‘jAn,j;

gdzie A;; = (—1)""I det A(4,j) oraz A(i,j) € Mn—1)x(n—1)(F) jest macierza
otrzymang z macierzy A przez wykreslenie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny.

e A jest nicosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy det A # 0.

o« Al = (leil(;—\)a’dj A, gdzie
A12 A22 e An?
adjA = . :
Aln A2n [P Ann

o |det A| jest objetoscia réwnolegloscianu rozpietego na kolumnach macierzy A.
e (AB)I = BT AT oile AB ma sens,

o rank A = rank AT, dla A € Myxm(R),

o det(AB) = det(A) - det(B),

o det(A™1) = ﬁ,

o det AT =det A,

e (AB)"' =B71AY

e tr(AB) = tr(BA),

—1
a b o d —b
c d Codet(A) | ¢ g |7

e Dla wartosci wtasnych Aq,..., A, € C macierzy A mamy

trA=MN+...4+ A\, (10’5(/1):)\1-...-)\,,,.

o Zazwyczaj
AB # BA, det(A+ B) # det A+ det B.

o Dla macierzy A € May2(C) oraz A € C mamy

det(A — XI) = A2 — tr(A)\ + det(A).
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MACIERZE NIEOSOBLIWE
Dla macierzy A = [ uq ‘ ‘ Unp } € M, xn(R) nastepujace warunki sa réwnowazne:

o A jest nieosobliwa,
e Az = 0 ma tylko zerowe rozwiazanie,
e Ax = b ma rozwigzanie dla dowolnego b € R",

e Ax = b ma dokladnie jedno rozwigzanie dla dowolnego b € R",

e det A #£0,

e kolumny aq,...,a, macierzy A sg liniowo niezalezne,
e span{ai,...,a,} =R"

e kolumny ai,...,a, tworza baze R",

o ker A = {0},

e rank A = n,

o AT jest nieosobliwa,

e A =0 nie jest wartoécig wlasng A,

o (ker A)* =R",

. (im A)* = {0},

o A jest iloczynem macierzy elementarnych,

e zredukowana postaé schodkowa A jest rowna I,,.

PODPRZESTRZENIE FUNDAMENTALNE MACIERZY A
Niech A € M, «x(R). Podprzestrzenie fundamentalne, to

ker A, im AT c RF,
ker AT, im A c R".
Mamy ortogonalne sumy proste
R* = ker A @ im AT, R™ = ker AT @ im A,

czyli
ker A = (im A7)t ker AT = (imA)*.
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NIEZMIENNIKI PODOBIENSTWA MACIERZY
Macierze podobne A i S~'AS majg takie same:

wyznaczniki,

o 1z¢dy,

o wielomiany charakterystyczne,
e wartosci wlasne,

o Slady,

e wymiary podprzestrzeni wlasnych dla wartosci wlasnej .

ROZKEAD JORDANA MACIERZY ZESPOLONEJ A
Niech A € M, (C).

o Wielomian charakterystyczna p4(z) = det(A — zI) ma n pierwiastkéw zespolo-
nych Aq,..., A\, € C liczonych z krotnosciami.

o Istnieje taka macierz nieosobliwa S € M, «,(C), ze
A = S"1AS = diag(Aq, ..., Ap),

gdzie kazdy blok Jordana A; (i =1,...,k) jest macierza postaci

(Al 1 0 ... 0]
o [A]l 1 ... o0

0 ... 1
I 0 [l

0
0 0

z wartodcig wtasna A € C na przekatnej.

o Wymiar dim ker(A—\TI) podprzestrzeni wlasnej dla wartosci wlasnej A jest réwny
liczbie blokéw Jordana A; z A na przekatne;j.

RZECZYWISTA POSTAC JORDANA
Niech A € M, x,(R) bedzie macierza rzeczywista. Istnieje taka macierz nieosobliwa
S € Myxn(R), ze

A= S7YAS = diag(Ay, ..., Ay),

gdzie kazdy blok A; jest jednej z dwdch postaci

A1 0 ... 0 B I, 0 0
0O X 1 ... 0 0 B I 0
0 0 x 1 0 0 B I
0 0 0 A 0 0 0 B
a g . L , . Ly . , .
dlaB=| ~ 3 a przy pewnej rzeczywistej wartosci wtasnej A i zespolonej wartosci

wlasnej a & i3 macierzy A.
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DIAGONALIZACJA
Niech F € {R,C}. Dla macierzy A € M,x,(F) nastepujace warunki sa réwnowazne

« istnieje taka macierz nieosobliwa S € M,,x,(F), ze S™tAS jest diagonalna,

e istnieje baza wvi,...,v, € F" gzlozona =z wektoréw wlasnych A.
AT}Z' = )\i *U;
W szczegoblnoscei, jest tak gdy A ma n réznych wartosci wlasnych Aq, ..., A\, € F.

Dla macierzy A € M, «,(R) nastepujace warunki sa réwnowazne
« A= AT,

o istnieje taka macierz ortogonalna Q € M,x,(R), ze QT AQ jest diagonalna,

Q—l — QT
e istnieje baza ortonormalna v1,...,v, € R" zlozona z wektoréow wlasnych A.
(uilvj) = 6
Dla macierzy A € M, «,(C) nastepujace warunki sa réwnowazne
o A*A=AA", (macierz normalna)

o istnieje taka macierz unitarna U € M,x,(C), ze U*AU jest diagonalna,

Ufl — U*

 istnieje baza hermitowsko ortonormalna vy,...,v, € C" zlozona z wektorow
wlasnych A, czyli

(uilvj)s = 6ij

Macierz ortogonalna
0 1
A=
nie ma rzeczywistych wektoréw wtasnych, wiec nie jest diagonalizowalna jako macierz
rzeczywista. Jej wartoSciami wlasnymi sg +i. Wektorem wlasnym dla ¢ jest wektor

[1,4]", bo
o 1][r] [+ 1] . [1
R HEETH

Dla macierzy unitarnej

mamy

(JMU:UMU:[ZOW.
0 —2
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ALGORYTM GRAMA—SCHMIDTA
Niech v1,...,v; € R™ beda liniowo niezalezne.

Krok 1. Definiujemy

U1
U = ——
[[o]]
Krok 2. Definiujemy rekurencyjnie wektory us, ..., u; jako
Vk+1 — Pk
Upp1 = T pp = (vprfwn) - un o+ (Orp ) -
[y |
tzn. py jest rzutem ortogonalnym vy, 1 na podprzestrzen span{us, ..., ug}.

Wtedy

(1) Span{uh cee ,Uk;} - Span{vl, ) Uk}?

(2) u1,...,u jest ukladem ortonormalnym.

GRAM—SCHMIDT W ZAPISIE MACIERZOWYM
Niech v1,...,v, € R™ beda liniowo niezalezne.

Procedura Grama—Schmidta moze by¢ wyrazona formutami

I — T
’LLk = ( UkUk )vk — 17-.-,”7

I(T = U)okl

gdzie Uy =0 € My, «1(R) oraz

U = [ Ul ‘ ‘ Uk—1 } S me(kfl)(R% k> 1.

ROZKEAD QR MACIERZY A O LINIOWO NIEZALEZNYCH KOLUMNACH

. I o]l (v2lur) (v3lu)
vp U2 w3 | = | w uz ug 0 Jluo—pil] (v3lug)
. R 0 0 llvs — pal|
I R e

Kolumny w1, ve, vs macierzy A sa liniowo niezalezne. Wektory w1, ug, ug stanowia
uktad ortonormalny otrzymany z v, ve, v3 w wyniku procedury Grama—Schmidta.

vr = [Jui] - w
vy = (volu1) - ug +|v2 — p1f - u2
—
v3 = (vslu1) - ur + (vs|ug) - uz +[|vs — pa|| - us

=p2

Tak samo jest dla wiekszej liczby wektoréw liniowo niezaleznych.
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MACIERZ GrRaMA AT A

Niech A = [ ay ‘ ‘ ay } € M, «r(R). Macierz Grama jest macierza symetryczna
(allal) e (allak)
AT A = EMka(]R).
(axlar) ... (ak|ay)

« wartoéci wlasne AT A sg nieujemne.

o det ATA >0 oraz tr ATA > 0.

e ker A = ker AT A oraz im AT A = im A”.

o rank AT A = rank A = rank A7 = rank AAT.

o mamy rozklad na ortogonalng sume prosta

RF = ker ATA @ im AT A.

« kolumny macierzy A sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy det AT A > 0.

Vdet AT A jest objetodcig wielogcianu rozpietego na kolumnach macierzy A.

ROZKEAD POLARNY MACIERZY NIEOSOBLIWEJ
Niech A € M« (R) bedzie nieosobliwa.

o Macierz Grama AT A ma dodatnie wartosci wlasne Aq, ..., \p.
o A= Bdiag(\i,...,\,)BT dla pewnej macierzy B € O(n).

P = Bdiag(v/A1, ...,V )BT jest dodatnio okreslona.

Macierz Q = AP~ jest ortogonalna.

A=QP.

MACIERZE DODATNIO OKRESLONE
Dla macierzy symetrycznej A € M, «,(R) ponizsze warunki sa réwnowazne

(i) A jest dodatnio okreslona,
(ii) wiodace minory macierzy A maja dodatnie wyznaczniki,

(ili) A = LU, gdzie L jest dolnie tréjkatna z 1 na przekatnej oraz U jest gornie
tréjkatna z dodatnimi wyrazami diagonalnymi,

(iv) A= LLT, gdzie L jest dolnie tréjkatna z dodatnimi wyrazami na przekatnej,

(v) A= BTB dla pewnej macierzy nieosobliwej B.
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ROZKEAD SINGULARNY
Niech A € M, xm(R) ma rzad r = rank A.
Mamy rozklady na ortogonalne sumy proste

R™ = kerA @ imA7T, R" = ker AT ¢ imA
=ker ATA =imATA =ker AAT  =im AAT

Macierz AT A ma baze ortonormalna wektoréw wlasnych

ULy onyUp, Up41y-++5Um -
€im AT A cker AT A
Wartoéci wiasne AT A sa nieujemne i Aq,..., )\, odpowiadajace wektorom wlasnym

U, ..., U sg dodatnie.
Wartosciami singularnymi macierzy A sa

o =vVAz=...20 =y >0.

Macierz AAT ma baze ortonormalna wektoréw wlasnych postaci

1 1
’l)lzf'AU1,...,'U7‘:7'Aur7 s Ur41y-- 03 Un -
o1 Or —
cker AAT
€im AAT

Dla macierzy ortogonalnych
U:[ul ‘ ...‘um}eO(m), V:[vl ‘ ...‘Un:|60(n),

oraz quasi-diagonalnej

D [ dlag(alé"'7a7‘) 8 ‘| S MnXm(R)7

mamy

A=VvVDUT.
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Rozdzial 19

Grupa unitarna i kwaterniony

SLOWA KLUCZOWE ROZDZIALU
grupa unitarna ¢ specjalna grupa unitarna SU(2) ¢ kwaterniony macierzowe { kwa-
terniony ¢ grupa SO(3)

Definicja 19.1.
Grupa unitarna jest zdefiniowana jako zbiér

U(n) = {A € My (C) - AA* =T},

z dzialaniem mnozenia macierzy.

@ Definicja jest poprawna, bo
o jesli A, B € U(n), to AB € U(n),
o I €U(n),
o jesli A € U(n), to A=t = A* € U(n).

Ponadto dla A € U(n) mamy

1 =det AA™
=det A - det A*
=detA-det A
= | det A,

czyli det A € S,
Specjalng grupe unitarng definiujemy jako
SU(n) = {A € U(n):det A = 1}.

Przyktad 19.1. Jesli A € M;41(C), to A = [z] dla pewnego z € C oraz |z| = | det A| = 1, czyli
jako zbiér U(1) = S'. Odwzorowanie identycznosciowe

Ul) 3 [z]— zeSt
oczywiscie jest zgodne z mnozeniem w tych grupach, wiec jest izomorfizmem grup. Stad
U(1) =S, su(1) = {1}.

Odwzorowanie
cosf sinf

S! 5 cosf +isinf —s .
—sinf cosf

] € S0(2)

jest izomorfizmem grup, czyli
U(1) =s!' = 50(2).
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Przygladniemy sie teraz blizej grupie SU(2).

[
—-w z

dla pewnych z,w € C spelniajgcych warunek |z|? + |w|? = 1.

Lemat 19.1. Jesli A € SU(2), to

Dowdéd. Niech

€ SU(2).

zZ1 w
A= l 1 1
w2 22

Poniewaz det A = 1, wiec

—w2 21
Stad,
zg —wy | | &1 W2
—w2 21 wy Zp |
AT Ax
czyli
Z2 =721, W2 = —wp

Whiosek 19.1.
SU(2) = { [ : ;U 1 cz,w € C oraz|z|* 4 |w|? = 1}'

Rozwazmy sfere
$° = {[$1,$2,$3,$4]T eR': 2} + a3 + a3+ xi}
= {[Zaw}T €C?:z =11 + iz, w=3+ix4, |2]° + |w]* = 1}_
Z wniosku [19.7] wynika, ze odwzorowanie

h:SU(2)9[ ”‘w Qj}»—ﬂz,w]TES?’

jest bijekcja, wiec jako zbiory SU(2) i S? sg identyczne. Zbiér SU(2) ma dodatkowsa strukture
algebraiczng — jest grupa z mnozeniem macierzy. Mozemy uzy¢ bijekcji h, aby zdefiniowaé
mnozenie w zbiorze S®. Przyjmujemy, ze

h(A) - h(B) := h(AB).

Zobaczmy jak to mnozenie wyglada. Niech

A:[ : w], B:[ o “}1]
—-w z —w1 21
Wtedy

AB—[

2z1 — Wwwi Zw1 + wzy
—(zwy + wZ1) zz1 —wWWwy

Stad

[2,w]" - [21,u1]" = h(A) - h(B)
= h(AB)

= [z21 — w0, 2wy + w:?l]T.
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7 tak okre$lonym dzialaniem mnozenia S? jest grupa, zwana grupg kwaterniondw jednostkowych.
Zauwazmy, ze powyzsza formula pozwala nam zdefiniowaé mnozenie nie tylko w S3, ale
réwniez w C2. Mozemy po prostu przyjaé, ze

[z,w]T - [z1,wi]T = [221 — wy, 2wy + w7t

Zwréécie uwage na analogie do konstrukeji ciala liczb zespolonych C. W zbiorze R? zdefi-
niowaliémy mnozenie, korzystajac z dzialan w R. Teraz robimy to samo dla C2. Oczywiicie
w zbiorze C? mamy tez naturalnie zdefiniowane dodawanie. Naturalne jest wiec pytanie, czy
tréjka (C2, 4+, ) jest cialem? Okazuje sie, ze nie, bo mnozenie w C? nie jest przemienne. Tréjke
(C2, +, ) mogliby$my nazwaé cialem nieprzemiennym. Sg to tzw. kwaterniony, oznaczane przez
H. Struktura ta zostata odkryta przez Hamiltona w 1843 roku.

Poniewaz C? mozemy utozsamié¢ z R* poprzez

[x1 + iz, x5 + im]T — [$1,$U2,963,ZU4]T’

wiec kwaterniony mozemy traktowaé jako czwoérki liczb rzeczywistych. W tej konwencji dziata-
nia sa zdefiniowane przez

[a1,b1,c1,d1]T + [ag, by, co, do]T = [a1 + ag, by + by, 1 + co,dy + da] 7T,

[a1,b1701,d1]T : [GQ,bQ,CQ,dQ]T -
[araz — biby — cica — dida, a1bs + bras + c1da — dica,

a1ca — bids + crao + dibs, a1ds + bico — c1bg + dlag]T.
Przez analogie do liczb zespolonych kwaterniowy mozemy zapisa¢ w postaci algebriacznej
a1-14as-i4+asz-j+aq-k,

gdzie
1=11,0,0,07, i=10,1,0,0]7, j=1[0,0,1,0]", k=1[0,0,0,1] .

W konwencji macierzowej, wyréznionym elementom odpowiadaja macierze

tH T R R |

Latwo sprawdzamy, ze zachodzg réwnosci
il=1-i=i, j-1=1-j=4, k-1=1-k==F.
Kwadraty pozostalych symboli sa réwne —1:
i2 =2 =k =—1.

Tloczyn dwéch symboli sposrédd i, j, k jest réwny plus/minus trzeciemu:

jeoi=—k, kej=—i, i-k=—j
Reguta mnozenia symboli 1,4, j, k rozszerza sie na R*, dajac formute
(a+bi+cj+dk)- (x+yi+zj+wk) =
(ax — by — cz — dw) + (ay + bx + cw — dz)i+
(az 4 cx + dy — bw)j + (aw + dx + bz — cy)k.

Mnozenie kwaternionéw bez sktadowej k i j zgadza sie z mnozeniem liczb zespolonych. Mamy

wiec inkluzje
RcCcCCH.
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Liczbe zespolona przedstawiamy w postaci z = a + bi. Podobnie, kazdy kwaternion ¢ =
a + bi 4+ ¢j + dk mozna zapisa¢ w postaci ¢ = z + wj dla pewnych z,w € C, bo

(a+bi)+ (c+di)j=a+bi+cj+dk=q.

Zajmiemy sie teraz zwiazkiem pomiedzy SU(2) (czyli kwaternionami jednostkowymi), a grupa
obrotéw SO(3). W tym celu wygodnie jest wprowadzié¢ jeszcze jedna konwencje zapisu kwater-
nionu.

Dla kwaternionu q = [qo, g1, q2, g3]” stosujemy notacje

q=[g0.d)", a=[q.q ¢ €R.

Bezposredni rachunek pokazuje, ze w tej konwencji iloczyn kwaternionéw mozemy zapisaé¢ przy
pomocy formuty

p-q=[po,p1,p2,03)" - [q0, 01, G2, q3]"

= [pogo — (Pla),poq + qop + p x q]".
Tloczyn skalarny kwaternionéw jest dany przez

(plg) = pPogo + P11 + P2g2 + P393 = Pogo + (P|q).

Definiujemy

7= lg0. ~a1. a2, —a5)" = [ao, —a)”, lal = \/(ala) = /@ + @} + &3 + 3.

Bezposredni rachunek pokazuje, ze

Wynika stad, ze dla ¢ # 0 mamy

Przygladniemy sie teraz grupie obrotéw SO(3). Wyréznimy trzy obroty wzgledem osi stan-
dardowego ukladu wspoétrzednych

(1 0 0
R,(0)=1] 0 cosf —sinf |,
0 sinf cosf

cos® 0 sind |
Ry(0) = 0 10 )
—sinf 0 cos@

cosf —sinf 0 |
R.(0)= | sinf cosf O
0 0 1

Jak wiemy 1 jest wartoscia wlasna obrotu R € SO(3). Niech n = [n1,n2,n3]" € R3 bedzie
jednostkowym wektorem wiasnym R. Wtedy obrét R jest obrotem wokél prostej generowanej
przez wektor n o kat 6. Znajdziemy jawna formute na R w zaleznosci od n i 6. Poniewaz n jest
wektorem jednostkowym, wiec mozemy go zapisaé (we wspdlrzednych sferycznych) w postaci

n = [cos asin 3, sin asin 3, cos B]7
dla pewnych 0 < a < 27 oraz 0 < 8 < 7. Sprawdzamy latwo, Ze

n = R.(a)Ry(B)es.
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Obrét R mozemy teraz wyrazié¢ przez
R = R.(a)Ry(B)R.(0) R, (B) R (),

czyli obracamy najpierw uktad wspélrzednych, aby 0§ obrotu n przeszta na ez, dokonujemy
obrotu o 6 wokoét osi z i obracamy ponownie ez na n. Wstawiajac formuly na R,, Ry, R, oraz
stosujac oznaczenie ¢ = cosf, s = sin 6, otrzymujemy, ze R = R(6,n) ma postaé

c+(n1)?(1—c) mnina(l—c) —sng ning(l —c) + sng
R=| noni(1—c)+sn3 c+(n2)?(1—c) mnansg(l—c)—sn
ngni(l —c) —sng ngna(l —c)+sn;  c+ (n3)?(1 —c)

Mozemy ten wzér zapisaé jeszcze troche inaczej, podstawiajac a = cos0/2 1 b = sin6/2:

a? —b? + (n1)%(20%)  2b%ning — 2abng  2b%nin3 + 2abns
R = 2b%nony + 2abns a? —b? +2b%(n2)?  2b%ngnz — 2abng
2b%n3n; — 2abns 20%n3ng + 2abn;  a® — b? + 2b%(n3)?

Poniewaz n? + n3 + n% = 1, wiec otrzymujemy, ze

a? + b%(n? —n3 —n?) 2b%n1n9 — 2abns 2b%n1n3 + 2abns
R = 2b%n9ny + 2abns a? +b*(n% —n} —n?) 2b%ng9ns — 2abng
2b%n3n, — 2abns 20%n3ns + 2abng a? +b%(n3 — n? —n3)

Rozwazmy teraz kwaternion jednostkowy ¢ = [qo, q1, g2, q3]” € S3. Sfere S* mozemy sparame-
tryzowaé za pomoca 0 < 0 < 4w i n € S?, przyjmujac

qgo =a =cosf/2,
g1 =ni1b=n1sin6/2,
g2 = n2b =ngsinf/2,

g3 = nzb = ngsinf/2.

Wtedy
R+ad—d—a 2092 — 29093 2¢143 + 2q0q2
R(q)=| 2q¢+2900 @—-ad+3 -3 299 —290a
29193 — 2qoq2 2¢203 + 201 @4 — 44 — @5 + &3

Obrét R(q) € SO(3) mozemy wyrazié za pomoca mnozenia kwaternionéw. Dla g € S? oraz
r = [x1,22,73]7 € R bezpoéredni rachunek pokazuje, ze
R(q)x = q- [0, 21,9, 23]" - 7.
Twierdzenie 19.1. Odwzorowanie
f:S*2 g+ R(q) € SO(3)

jest surjektywnym homomorfizmem grupy kwaternionow jednostkowych i grupy obrotéw. Po-
nadto R(q) = R(—q).

Dowéd. Niech qi,qo € S. Mamy pokazaé, ze
flar-a2) = f(@1) f(q2)-

Dla z € R? mamy

flar @)z = (q1- ) [0,21,22,23]" - (g1 q2)
= (Q1 : qQ) ' [O,l‘l,l‘g,xg]T : (Q1 ' q2)

gt gt

=q-q2- 0,21, 22,73
flg2)=
= (f(@1)f(q2))z.
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Rozdzial 20

Iloraz Rayleigha

SEOWA KLUCZOWE ROZDZIALU

iloraz Rayleigha ¢ twierdzenie \i — max (A:C |ZL‘)
Couranta—Fischera ¢ nieréwnosé = £0 ($| x)
Weyla { twierdzenie Cauchy’ego
A
A, — min A7)
A (el)

Twierdzenie 20.1 (Rayleigh). Niech Q(x) = (Az|x) bedzie formg kwadratowq skojarzong z ma-
cierzqg symetryczng A € Myxn(R). Niech \y > Ay > ... = A, bedg wartosciami wlasnymi A.
Wtedy

(i) M < Q) < i dla 2] = 1,

(ii) Jesli vy jest jednostkowym wektorem wilasnym A odpowiadajgcym wartosci wlasnej A1, to

Q1) = M = max Q(x),

llzll=1

(iii) Jesli vy, jest jednostkowym wektorem wlasnym A odpowiadajgcym wartosci wlasnej Ay, to

Q(vn) = An = min Q(z).

l[=|=1
Obserwacja to pochodzi od fizyka brytyjskiego Lorda Rayleigha (1842-1919).
Dowdd. Niech Q = { Uy ‘ ‘ U, } bedzie taka macierza ortogonalna, ze
QTAQ = diag(\1, ..., \).
Wektory ui,...,u, tworza baze ortonormalna zlozona z wektoréw wilasnych dla A, ..., A,.

Niech x bedzie wektorem jednostkowym. Istnieje dokltadnie jeden taki wektor y, ze x = Q(y).
Poniewaz @) jest ortogonalna, wiec ||z|| = ||Q(v)|| = |ly||. Stad,

Q(z) = (Azlz) = (A ( )IQ(y))
= (QTAQW)ly)
= (Dyly)
=Myl + .2
<MY+ +yn)
= A1
Ten sam argument pokazuje, ze Q(x) = A,. O
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@ Réwnosci
A1 = max (Az|z), A, = min (Az|z),

llzll=1 llzll=1
s czesto zapisywane w réwnowaznej formie

A1 = max M, A, = min (A;v|x)
«#0 (z|x) «#0 (z|x)

Wyrazenie (éjg) jest nazywane ilorazem Rayleigha.

Twierdzenie 20.2 (Courant-Fischer). Niech
M=z .2\

bedg wartosciami wlasnymi macierzy symetrycznej A € Myyn(R). Wtedy

Ai = max min (Az|z),
dim V=i eV
[lzl=1
= min max (Azx|z).
dim V=n—i+1 ”:Lﬁvl
xll=

Dowdd. Udowodnimy tylko wersje min-max. Dowdd wersji max-min jest analogiczny. Poniewaz
dla z = Q(y) i D = diag(A1,...,\,) mamy ||z| = ||y|| oraz

(Az|z) = (Dyly),

wiec wystarczy udowodnié, ze

A\ = min max (D .
" dim V=n—itl yeV (Dyly)
llyll=1

Dla podprzestrzeni V' wymiaru n — ¢ + 1 rozwazamy
Sv={yeV:ilyll=1} Sy={yeVnF:|yl=1}
gdzie F' = span{ey,ea,...,e;}. Zauwazmy, ze V N F # {0}, bo w przeciwnym razie
dim(V+ F)=dimV +dim F =n + 1,
co jest niemozliwe. Zauwazmy, ze Sy, sklada si¢ z wektoréw w Sy, ktére sa postaci
y=1[y1,-,u,0,...,07, ¥4+ +y2=1
Stad dla y € S|, mamy

(Dyly) = Myi + ... + \iy?
2)\i(y%+...+yi2)
=\

Poniewaz S, C Sy, wigc
max(Dyly) > max(Dyly) > \;,
Sy SQ/

czyli
mvin HéaX(Dy|y) >\
14

Dla V = F iy =e; mamy (De;le;) = \;, wiec

i Dyly) = ;.
minmax(Dyly) = Ai

315



Twierdzenie Couranta—Fischera ma nastepujace alternatywne (,,ortogonalne”) sformulowanie: dla
1 <4 < n mamy

Ai = max min  (Az|z),
V1,00 Un—i zlog,..., Vp—i
llzll=1
Ai = min max  (Ax|z).
ViyeensVi—1 rlvy,...vi_1
llzll=1

Wnhniosek 20.1. Niech A € Myy,xn(R) oraz n < m. Jesli

sq wartosciami singularnymi A, to

0; = max min (Ax|Ax)
V1yeeyUn—i  xlwy,..,vp_;

—_———
[|lz]|=1 =|| Az||

= min max  ||Az||
ViyeeyVi—1  xlvg,...,v;_1
flzll=1
= max min [|Azx||
dim V=1 zeV
[|lz[|=1
= min max ||Az|.
dim V=n—i+1 ”mﬁVl
xz||=

W szczegolnosct,
o1 = max ||Az| oraz o, = min1 || Az]|.
xll=

llel=1 [l]
Dowdd. Poniewaz o; = +/\;, gdzie )\; sa wartoéciami wlasnymi macierzy Grama A’ A oraz
(AT Az|z) = (Az|Ax), wiec wystarczy zastosowaé twierdzenie do macierzy AT A. O

Twierdzenie 20.3 (Nieréwno$é Weyla). Niech
A== 2N\
bedg wartosciami wilasnymi macierzy symetrycznej A € Myxn(R). Przypusémy, e B= A+ E
jest perturbacjg macierzy A przez macierz symetryczng E o warto$ciach wiasnych ey = ... = €.
Jesli
sq warto$ciami wlasnymi macierzy B, to
ANt+er=2Bi>2M+e, i=1,...,n.
Dowdd. Jedli @ jest taks macierza ortogonalna, ze
QTAQ = D = diag(\1, ..., \n),

to B = QTBQ oraz E = QT EQ maja te same wartoéci wlasne, co Bi E oraz B = D+ E. Jesli
r € F =span{ey,...,e;} manorme 1, to x = [z1,...,2;,0,...,0]" oraz

(Dx|z) = N\,

316



wiec, stosujac twierdzenie Couranta—Fischera do macierzy B, otrzymujemy, ze

o in (B
P amvs i (Bele)
z||=1

> min (B
> gjrg;ﬂl( x|x)
[lzf=1

= 1;161? ((D:J;\:L’) + (Em|x))
[lefl=1

> min (Dx|z) + min (Ez|z)
zEF

zcF
llzll=1 llell=1

>\ + ;rel]% (Ez|x)

llzll=1
=\ + €.
Analogicznie, dla © € T' = span{e;, ..., e, } 0 normie 1 mamy (Dzx|z) < A; oraz
_ - B
b= i VEn—it Ia?eaé(( zle)
llel=1

< B

< 12 (Belo)
llefl=1

- ;n%{ ((Dzlz) + (Bzlz))
z||=1

< max (Dx|z) + min (Ez|x)
el

z€T
llzl=1 llzll=1
<\ + max (Ex|z)
TER™
llzl|l=1
= \; + €1.

O]

Twierdzenie 20.4 (Cauchy). Zaléimy, ze macierz symetryczna A € Myxn(A) ma wartosci
wtlasne

Rozwazmy symetryczng macierz blokowg

Alc
B = l T ] € Mpny1)x(nt1)(R),

dla pewnego c € R", a € R. Jesli
fr=...2 Bnt1

sq warto$ciami wlasnymi B, to
BrzM=B22X2...2 082 Ay 2 By

Dowdd. Mamy pokazaé, ze
Bi =N = Pit1, i=1,...,n.

Niech @ bedzie taka macierza ortogonalna, ze

QTAQ = D = diag(A1,. .., \n).

r-[3]
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jest réwniez ortogonalna, wiec B ma te same wartosci wlasne jak macierz

_ D
B=PTBP = ly—T‘%] , y=Q%c

Dla x € F = span{ey,...,e;} C R""! 0 normie jeden mamy

(Bz|z) = Z)\jx? > A,
j=1

czyli
;= in (Bz|z) > .
5= GRS i (i) 2
ll=]]=1
Z drugiej strony, dla € T' = span{e;_1,...,e,} C R*™! 0 normie jeden mamy
~ n
(Bz|z) = Z )\jx? < Ai—1-
j=i—1
Stad,
;= min max (Bx|z) < A\j_1.
ﬁz dim V=n—i+2 mﬁ\/)'(l( | ) N sl
z||=

@ Niech A € My« (R). Zalézmy, ze wartosci wlasne Aj,..., A, € C macierzy A spelaniaja nieréw-
nosci
Al = ... = |l

Jesli
oL = ...=2 0y

sg warto$ciami singularnymi macierzy A, to zachodza niercwnosci Weyla
0'10'2...0'k>|)\1>\2...)\k‘, kzl,...,n.

Mozna réwniez udowodnié, ze jesli o, (A™) jest k-ta wartoscia singularna macierzy A™, to

lim m\'/O'k(Am):P\k‘, k=1,...,n.
m— o0
Lemat 20.1. Niech A, bedzie macierzq otrzymang z macierzy A € Mpyxn(R) przez wykre-
Slenie r kolumn (lub wierszy). Wtedy (uporzqdkowane malejgco) wartosci singularne spelniajq
nieréwnosct
0k<A) 20—]{?("4’[‘) >Uk+r(‘4)7 k= 17'-'7min{mvn}>

gdzie dla B € M,y q(R) stosujemy konwencje: 0;(B) =0, gdy j > min{p, ¢}.

Dowdd. Wystarczy rozwazy¢ przypadek r = 1. Niech A; powstaje z A przez wykreslenie s-tej
kolumny. Dla wektora x € R™ przez x°® oznaczamy wektor otrzymany z x przez usuniecie s-tej
wspolrzednej. Mamy

oi(A) = min max || Azx||
Vi,yeryVj—1 ER™ rluy,..vi_1
[|lz[|=1

>  min max  ||Az||

V1,e.,0;—1 ER™ rlvy,..,vi_1,€s
[lzll=1

= min max  ||Az|

V15U ERPL 2 Loy,
flz*[|=1
= O'Z‘<A1).
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7 drugiej strony

oi+1(A) = max min Ax
l+1( ) ViyeoyUn—i—1ER™  xlwvy,...,vp_i—1 H H
[|lz]|=1
< max min || Az||
V1, Un—i—1€ER™  xlvi,...,vp—i—1,€s
[lz|l=1
= max min || Az|]
Ul,...,’l}n_i_leR”71 x5 Lvy,.e.,Up—i—1
f|lz*]|=1
:O'i(Al).

O

Lemat 20.2. Niech B = %(A + AT bedzie symetryzacjg macierzy kwadratowej A € My xn(R).
Jesli

sq warto$ciami singularnymi A oraz

sq wartosciami wltasnymi B, to
O'k(A)Z)\k(B), kzl,...,n.

Dowdd. Dla wektora jednostkowego x € R™ mamy

1
(Bz|x) = i(Ax + ATz|z)

= (Az|z)
< [l Az|f]|
= || Az|.
Stad
B) = i B
MB)=, min o mex, (Bl
[lz]=1
<  min max  ||Az||
V1yeeyVk—1 zlug,..,Vp_1
llz]=1
= o (A).

@ Rezultaty tego rozdziatu pozostaja prawdziwe dla macierzy zespolonych, jesli macierze symetryczne
zastapimy przez hermitowskie, a ortogonalne przez unitarne. Wartosci singularne sg wtedy pier-
wiastkami z wartosci wlasnych macierzy A*A.

Jesdli A € M,,xn(C) jest kwadratowa, to
| det(A))* = det(A*A) = 03(A)...02(A),

wiec

|det(A)| = 01(A) ... (A).

Lemat 20.3. Niech A € Myxn(C) i niech U € U(n) bedzie macierzq unitarng. Jesli Uy €
M, «1(C) jest macierzq utworzong z pierwszych k kolumn macierzy U, to

(1) oi(UFAU,) < 0i(A) dlai=1,...,k,
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(i) | det Uy AUR| < 01(A) . ..ok (4).

Dowdd. Poniewaz macierz U} AU), powstaje z macierzy U* AU przez wykreslenie ostanich n — k
kolumn i wierszy, wiec z lematu [20.1]i unitarnej niezmienniczosci wartosci singularnych mamy

oi(ULAU) < 0y(UTAU) = 0;(A).
Stad
| det U AUY| = o1 (UFAUL) . .. op(UEAUR) < 01(A) . .. o4 (A).
O

Twierdzenie 20.5 (Nieréwnosci Weyla). Niech A € M, (C). Jesli wartosci singularne i war-
tosci wiasne sqg uporzgdkowane malejgco:

o1(A) > ... 2 0p(A) >0
oraz
A(A)] = ... = [Aa(A)],

to

Ponadto dla k = n zachodzi réwnosé.

Dowdd. 7 twierdzenia Schura istnieje taka macierz unitarna U € U(n), ze macierz U*AU = A
jest gornie trojkatna z wartosciami wtasnymi A na przekatnej. Jesli Uy sklada sie z pierwszych
k kolumn macierzy U, to

U*AU = [Ug|*]* A[Ug|*]

. U;AUk *
o * *

=A.

Stad, U} AUy, jest gérnie tréjkatna o wyrazach diagonalnych \i(A),..., \p(A). Z lematu m
mamy

g 0'1<A) . O’k<A)
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Rozdziat 21

Twierdzenie Gerszgorina

St.OWA KLUCZOWE ROZDZIALU
dyski Gerszgorina { twierdzenie Gerszgorina

Rozwazmy macierz A € M, x,(C). Pokazemy warunek pozwalajacy na lokalizacje wartosci
witasnych A na plaszczyznie zespolonej C.

Definicja 21.1.
Dla A € Myxn(C) oraz i =1,...,n definiujemy

r; = Z la;j| oraz D;= {z €C:|z—ayl < ri}.
J#
Zbior D; nazywamy dyskiem Gerszgorina

Przyktad 21.1. Jedli A =diag(\1,..., ), to D; ={\;}dlai=1,...,n.

Twierdzenie 21.1 (Twierdzenie Gerszgorina). Wartosci wiasne macierzy A € M, xn(C) sq
zawarte w zbiorze

DyU...UD,.
Dowéd. Niech A € C bedzie wartoécia wlasna macierzy A dla wektora wlasnego z = [z1, ..., z,]7.
Niech 0 # z; bedzie wspdtrzedna = o najwiekszym module. Poniewaz Az = Az, wiec

n
E aijazj = )\xj,
Jj=1

wiec
(/\ - au)xl = Z aija:j.
J#i
Stad
1
e
YA
1
< il > laijl|a;]
N
< lagjlas] = ra.
J#1

A —aii| =

Przyktad 21.2. Wartoé¢ wlasna A € C macierzy

c 1 000
1 ¢ 1 00
A=]101 ¢ 0 0
001 ¢ 1
0001 ¢
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spelnia warunek |c — \| < 2. Rzeczywiscie, sprawdzamy latwo, ze
rm=r5=1, ro=r3=r17r4=2.
Wszystkie dyski Gerszgorina maja srodek w punkcie ¢ € C, wiec ich suma jest réwna
{zeC:|z—c] <2}
Przyktad 21.3. Rozwazmy macierz
0 1
=[5 0)
o wartoéciach wlasnych /2. Dyski Gerszgorina D; i Dy maja érodki w punkcie 0 i pro-

mienie

rr=1, 7ro.

W dysku D; nie ma zadnej wartosci wtasnej. Obydwie zawieraja si¢ w Dao.

Poniewaz A i AT maja takie same wartoéci wlasne, to sa one réwniez zawarte w sumie dyskéw
Gerszgorina ~ _
Dyu...uD,

dla AT. W konsekwencji, wartosci wlasne sa zawarte w przecieciu

(D1U...UD,)N(DyU...UD,).

Przyktad 21.4. Rozwazmy macierz

2 1 0
A=105 6 05
2 0 8

Dyski Gerszgorina maja srodki w punktach
21 =12,01", 2 =1[6,0", 2z =[8,0"

i promienie
rm=1, ro=1, r3=2.

Zauwazmy, ze 0 nie nalezy do ich sumy, wiec nie jest wartoscia wlasna, czyli macierz A jest
nieosobliwa.

Whniosek 21.1. Jesli suma k dyskéw Gerszgorina macierzy A € Myxn(C) jest rozlaczna z sumq
pozostatych n — k dyskdw, to pierwsza z nich zawiera dokladnie k wartosci wlasnych (liczonych
z krotno$ciami), a druga suma zawiera ich n—k. W szczegdlnosci, jesli pewien dysk Gerszgorina
jest rozlgezny z sumq pozostatych dyskow, to zawiera dokladnie jedng warto$é wiasng macierzy

A.

Dowdd. Niech A = [a;;] oraz D = diag(aii,...,an,). Zalézmy, ze Up jest suma k dyskéw,
a U suma pozostalych n — k dyskow. Zbiory U;, Uy sa zwarte i rozlaczne, wiec odleglosé
d = d(Uy,Usz) > 0 jest dodatnia. Definiujemy macierze

Ay=(1—-t)D+tA, telo1].

Macierz A; ma te same wyrazy diagonalne co macierz A dla kazdego ¢t € [0,1]. Stad dyski
Gerszgorina macierzy A; maja te same $rodki co dyski macierzy A. Natomiast ich promienie sa
rowne t-razy promien dyskéw dla A. Wynika stad, ze odpowiadajace sumy dyskéw Gerszgorina
Ui(t), Ua(t) dla A; sa rozlaczne oraz

d(t) = d(UL(), Ua(t)) = d, ¢ € [0,1].
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Zauwazmy, ze teza zachodzi dla Ay = D. Niech A\(0) € U;(0) bedzie wartoscia wlasna D.
Funkcja
t— A(t)

jest ciggla, wiec réwniez funkcja
d(t) := d(A(t), Ua(t))

jest ciagla. Przypus$émy, ze A(1) € Us = Ua(1). Wtedy d(1) = 0 oraz d(0) = d > 0. Z wlasnosci
Darboux istnieje takie tg, ze
0 < d(ty) < d.

Oznacza to, ze
Alto) & Ui(to) U Ua(to),

co jest sprzeczne z twierdzeniem 21.1] O

Whniosek 21.2. Zalézmy, ze dla pewnego dysku Gerszgorina D; = {a;;}. Wtedy ai; jest warto-
$cig wlasng A.

Dowdd. 7 zalozenia wynika, ze

ri =Y laij| =0,
J#i
czyli a;; = 0 dla j # i. Oznacza to, Ze i-ty wiersz macierzy A ma postac

a(i):[O,...,aii,...,O].

Wtedy i-ta kolumna macierzy A7 ma postaé [0,...,a,...,0]. Stad, ATe; = aze;, czyli ay; jest
wartoécia wlasna AT, wiec réwniez A. O

323



Rozdzial 22

Uogdlniony problem wlasny

SEOWA KLUCZOWE ROZDZIALU

uogélniony problem wlasny ¢ A/U — )\ . B/U

uogoélniona wartos¢ wiasna O
uogOlniony  wektor wilasny ¢
symultaniczna diagonalizacja

Niech A, B € M,,«x,(C). Powiemy, ze niezerowy wektor v € C™ jest uogdlnionym wektorem
wlasnym pary (A, B), jesli
Av=X-Bv

dla pewnego A € C. Skalar A nazywamy wtedy wogdlniong wartoscig wlasng dla v.
Podobnie jak w przypadku B = I, czyli klasycznego problemu wtasnego, A € C jest uogdl-
niong wartoscia wlasna, jesli A — AB jest osobliwa, czyli A jest pierwiastkiem wielomianu cha-

rakterystycznego
m(x) = det(A — zB).

@ Jedli B # I, to w(x) moze mieé¢ 0 lub nieskonczenie wiele wartosci wlasnych. Dla przykladu

rozwazmy macierze
1 0 1 0
A= [ 0 a } » B= { 0 b } '

det(A —zB) = (1 — z)(a — bx).

Wtedy

Mamy nastepujace przypadki:

(i) Jesli a # 0, b # 0, to mamy dwie uogélnione wartosci wlasne 11 a/b.
(ii

) Jeslia=01b+#0, to mamy dwie uogélnione wartoéci wlasne 11i 0.
(iii) Jesli @ # 01 b = 0, to mamy tylko jedna uogdlniong jednokrotna warto$é¢ wlasna 1.
)

(iv) Jesli a = b =0, to kazda liczba zespolona A jest uogdlniong wartoscia wlasna.

Twierdzenie 22.1. Niech A, B € My, x,(R) bedg macierzami symetrycznymi i niech B bedzie
dodatnio okreslona. Wtedy uogdlniony problem wlasny

Av =)\ -Bv

ma n rzeczywistych wartosci wilasnych i odpowiadajgce im uogdlnione wektory wiasne mogq byé
tak wybrane, Ze sqg ortogonalne wzgledem iloczynu skalarnego

(ulw)p = (Bw|u).

Ponadto jesli A jest dodatnio okreslona, to uogélnione wartosci wlasne sq dodatnie.
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Dowdd. Poniewaz B jest dodatnio okre§lona, wiec B = LLT dla pewnej macierzy nieosobliwej
L € My xn(R). Mozemy wiec problem wlasny

Av=\-Bv=\-LLTv

zapisa¢ w postaci
-1 ™N—1\7T,\ _ . 7T
(LT"ALY ) )(L'v)=A- L.
C z z

Jest to wiec klasyczny problem wlasny
Cz=\-z.

Poniewaz C' = CT, wiec mamy n rzeczywistych wartoéci wlasnych, z odpowiadajacymi takimi
wektorami wlasnymi z1, ..., z,, ze
(2il2j) = dij-

Wtedy v; = (LT)~1(2;) sa uogélnionymi wektorami wiasnymi dla uogélnionego wtasnego oraz

(Bvjlv;) = vl-Tij
=N LL) (L) s
= 5.

Jesli dodatkowo A jest dodatnio okreslona, to C' jest réwniez dodatnio okre$lona, wigc wartosci
wlasne sa dodatnie. O

Twierdzenie 22.2 (Symultaniczna diagonalizacja). Niech A, B € M,x,(R) bedg macierzami
symetrycznymsi ¢ niech B bedzie dodatnio okreslona. Wtedy istnieje taka macierz nieosobliwa
Q € Mpxn(R), ze

QTAQ=D, Q"BQ=1,

gdzie D jest diagonalna. Ponadto D = Q=Y (B~YA)Q, wiec wyrazy diagonalne D sq wartosciami
wlasnymi B~ A.

Dowdd. Ponownie, niech B = LL” dla pewnej macierzy nieosobliwej i niech C' = L~tA(LT)~!.
Poniewaz C jest symetryczna, wiec istnieje taka macierz ortogonalna P € O(n), ze PTCP = D,
gdzie D jest diagonalna. Niech Q = (LT)’lP. Podkreslmy, ze ) nie musi by¢ ortogonalna.
Mamy

QTAQ = PTL ALY P

=prcp
=D
oraz
QTBQ =PI~ (LL)(LH P
=prp
=1
Ponadto,

QDQ ™ =QQTAQQ™!
=N tPPTL A
_ (LT)flLflA
=B lA.
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Rozdzial 23

Alternatywny dowdd twierdzenia
Cayleya—Hamiltona

SEOWA KLUCZOWE ROZDZIALU
twierdzenie Cayleya—Hamiltona

Rozwazmy macierz A € M, x,(C) i wielomian
f(z) =ap+ a1z +...apz" € Clz].
Definiujemy macierz
flA)=ag-IT+a1-A+...+ay - A" € Myxn(C).
Wniosek 23.1. Jesli D = diag(A1,...,\n), to f(D) =diag(f(A1),..., f(An))-

Twierdzenie 23.1 (Cayley-Hamilton). Niech A € M« (C). Jesli pa(x) = (—1)" det(xl — A)
jest wielomianem charakterystycznym macierzy A, to

pa(4) =0,

tzn. p(A) jest macierzq zerowq.

@ Mogliby$cie powiedzieé, ze twierdzenie Cayleya—Hamiltona jest trywialne, bo przeciez
pa(A) = (—=1)"det(Al — A) = (=1)"det 0 = 0.

Powyzsze rozumowanie nie ma wiele wspdlnego z dowodem twierdzenia Cayleya-Hamiltona, bo
pa(A) jest macierza, a nie liczba.

@ Niech A € M,,x,(C) bedzie dowolna macierza. Poniewaz M, ., (C) ma wymiar n?, wiec macierze
I,A,.. . A"
sa liniowo zalezne. W szczegdlnodci, istnieje taki wielomian f stopnia co najwyzej n?, ze f(A) = 0.
Lemat 23.1. Twierdzenie Cayleya—Hamiltona zachodzi dla macierzy diagonalnych.

Dowdd. Niech D = diag(A1, ..., ). Wtedy \; sa wartoSciami wlasnymi D, wiec pp(\;) = 0.
Stad
pp(D) = diag(pp(A1),...,pp(An)) = diag(0,...,0) =0.
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Lemat 23.2. Zaldzmy, ze B jest nieosobliwa. Wtedy

PA =DPp-14AB
oraz dla dowolnego wielomianu f mamy

f(B™'AB) = B 'f(A)B.
Dowdd. Zauwazmy, ze (B~'AB)¥ = B~1A*B. O
Lemat 23.3. Twierdzenie Cayleya—Hamiltona zachodzi dla macierzy diagonalizowalnych.
Dowéd. Jesli D = B~1AB jest diagonalna, to pa(D) = pp(D) = 0. Ale
0=pa(D)=pa(B'AB) = B 'pa(A)B,

wiec pa(A) = 0. O
Lemat 23.4. Twierdzenie Cayleya—Hamiltona zachodzi dla macierzy gornie tréjkgtnych.

Dowdd. Niech A bedzie macierza gérnie tréjkatna. Wtedy aii,...,an, sa wartoSciami wita-
snymi A. Mozemy dowolnie malo zmieni¢ wyrazy diagonalne, aby byly one rézne. Otrzymamy
macierz diagonalizowalna A. Wynika stad, ze istnieje taki ciag gérnie tréjkatnych macierzy
diagonalizowalnych A,, ze A, = A. Wtedy pa, — pa oraz

pa(A) = lim pa,(An) =0.

Lemat 23.5. Twierdzenie Cayleya—Hamiltona zachodzi dla dowolnych macierzy.

Dowéd. Dla dowolnej macierzy A istnieje taka macierz unitarna U (tzn. U~! = U*), ze UAU*
jest gbérnie tréjkatna. O

Przyktad 23.1. Pokazemy, Ze twierdzenie Cayleya—Hamiltona mozna uzy¢ do oblicznia ma-
cierzy odwrotnej do macierzy nieosobliwej. Rozwazmy przyktadowo macierz

5 7 =5
A=10 4 -1
2 8 -3

Bezposredni rachunek pokazuje, ze
pa(z) = —2® + 62 — 11z + 6.

Poniewaz wyraz wolny pa jest niezerowy, wiec A jest nieosobliwa. Z twierdzenia Cayleya—
Hamiltona wiemy, ze

— A% +6A% —11A+61 =0.

Stad
—A2 4+ 6A—11T+6A7 1 =0,
czyli
. -4 —-19 13
A= (A2 —6A+11I)=~| -2 -5 5
6 -8 —26 20

327



Rozdzial 24

Rownanie Sylvestera i réwnanie
Lapunowa

SEOWA KLUCZOWE ROZDZIALU
rownanie Sylvestera ¢ symultaniczne sprowadzanie do postaci trojkatnej ¢ istnienie
i jednoznacznos¢ rozwigzan réwnania Sylvestera ¢ zasada Rotha { réwnanie Lapunowa

Niech A, B,C € My x,(C). Naszym celem jest zbadanie zbioru rozwigzan réwnania macie-
IZOWego

AX -XB=C

wzgledem X € M,,x,,(C). Jest ono nazywane réwnaniem Sylvestera. Rownanie to pelni wazna
role w teorii stabilnosci w sensie Lapunowa punktéw stacjonarnych réwnan rézniczkowych.

Lemat 24.1. Niech A, B € M, xn(C) bedq takie, 2e AB = BA. Wtedy, istnieje taka macierz
nieosobliwa S € Myxn(C), Ze
S~tAs, S7'BS

sq gornie trojkgtne.

Dowdéd. Stosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza zachodzi. Niech n > 1. Jedli A = I

i B = ul, to teza zachodzi. Mozemy wiec zalozy¢, ze przykladowo A # AI dla kazdego

A € C. Niech X\ € C bedzie wartoscia wlasna A i niech U = ker(A — A\I) bedzie odpowiadajaca

podprzestrzenia wlasng. Wtedy U jest niezmiennicza dla B, bo z AB = BA wynika, ze
B(A—\I)=(A-)\I)B.

Niech 1 < m = dimU < n. Wybieramy baze dla U i rozszerzamy ja do bazy B dla C". Niech
P bedzie macierza przejécia od bazy B do bazy standardowej. Wtedy

-1 _ Bl Cl -1 o Bz CQ
PAP_[O D | pPiBP = | " D |

Poniewaz P~'AP komutuje z P~'BP, wiec rowniez By komutuje z By oraz D komutuje z Ds.
7 zalozenia indukcyjnego moga one by¢ symultanicznie sprowadzone do postaci gornie tréjkatnej
przez macierze nieosobliwe R € M5, (C) oraz S € M(;,_m)x (n—m)(C). Wtedy

R 0
sprowadza P~'AP oraz P~'BP do postaci gérnie tréjkatnej. Wystarczy wiec przyjaé, ze C' =
PQ. O

Twierdzenie 24.1 (Sylvester). Niech A,B € M;x,(C). Jesli A i B nie majg wspdlnych
warto$ci wlasnych, to dla dowolnej macierzy C' € My, (C) réwnanie

AX -XB=C

ma jednoznaczne rozwigzanie X € Myyn(C).
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Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze odwzorowanie
L:Mpxn(C)> X +— AX — XB € Mpx,(C)
jest izomorfizmem. Zauwazmy, ze
L=Ly—Lp, gdzie Ls(X)=AX, Lp(X)=XB.
Ponadto, Lo o Lp = Lp o L, wiec Ly i Lp mozna symultanicznie sprowadzi¢ do postaci
gérnie trojkatnej. Wynika stad, ze wartosci wlasne L s réznicami wartosci wlasnych Ly i Lp.

Poniewaz wartosci wlasne L4, to wartosci wlasne A i wartosci wlasne Lp, sa warto$ciami
wlasnymi B, wiec warto$ci wlasne L sg niezerowe. W szczegdlnosci, L jest izomorfizmem. [

Whiosek 24.1 (Zasada Rotha). Niech A, B,C € M, x,(C). Jesli réwnanie AX — XB = C ma

rozwigzanie, to macierze
AlC AlO
0/B|" |0|B

sq podobne. Implikacja przeciwna jest réowniez prawdziwa.

Dowdd. Wystarczy zauwazyc¢, ze

[IX] lAC] lI—X]le]
ojI|{{o|B||o] T | |0]|B]
O
Szczegdlnym przypadkiem réwnania Sylvestera jest nastepujace rownanie Lapunowa
ATC 4+ CA=—I, A€ Muxn(R). (24.1)

Wiemy, ze jesli A i —AT maja rézne wartosci wlasne, to ma ono jednoznaczne rozwigzanie
C =C1+iCy € Mypxn(C), gdzie C; € Myyn(R). Wtedy C jest réwniez rozwiazaniem réwnania
, wiec C' = (' jest macierza rzeczywista. Jest tak w szczegélnosci, gdy wszystkie wartosci
wlasne macierzy A maja ujemne czedci rzeczywiste. Jesli C jest rozwigzaniem réwnania ,
to

—I1=ATc+cA)T
=CcTA+ ATCT,
czyli CT jest réwniez rozwigzaniem réwnania (24.1). Z jednoznacznoéci rozwiazan wynika, ze
C = C7 jest macierzg symetryczng. Ponadto mozna udowodnié, ze w tym przypadku jedyne
rozwigzanie C jest macierzg dodatnio okreslona.

Przy wyznaczaniu rozwiazania C' rownania Lapunowa czesto stosuje sie nastepujaca tech-
nike. Przypusémy, ze C jest szukanym rozwigzaniem. Definiujemy macierz

S:=CcA-ATC. (24.2)
Jest ona antysymetryczna, bo

ST =(Aa-ATo)"

= ATCT—c"A
=ATCc-cA
= -5.

Z rownodei (24.1) i (24.2) otrzymujemy, ze 2CA =S — I, czyli
1
C=_-(S—-NA"L
2
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Wystarczy wiec znalezé macierz antysymetryczng S. Mamy
ATS + SA=ATCA - ATATC +CcAA - ATCA
= —ATATC —(1+ATC)A
=-ATATCc+cA) - A
=AT - A

Réwnanie

ATS 454 = AT — 4, (24.3)

jest prostsze do rozwigzania od réwnania (24.1]). Przykladowo, w wymiarze 2 macierze antysy-
metryczna S ma postaé
0 s
g —

wiec rownanie (24.3)) jest réwnaniem z jedna niewiadoma s € R. Dla
a b

0 s(a+d) | 0 c¢—b
—s(a +d) 0 S lb—c O '

Z zalozenia o warto$ciach wlasnych macierzy A wynika, ze a + d = tr A < 0, wiec

przyjmuje ono postaé

s c—b
Ca+b
W efekcie
c—b
oo 1 1 =1 d b
2det A —;;Z -1 —c a
! [ S s ]
T 914k A d(c—b b(c—b
2det A - ngd) —a+ Ez+d)
Macierz C' jest symetryczna, bo b + % =c— dff;;). Poniewaz det A > 01 tr A < 0, wiec
1 (c —b)?
trC = —trA— 0
' 2detA< g tr A >> ’

2
det C = + (c—0) >>O.

4det A < (a+d)?

Stad C' ma dodatnie wartosci wlasne, czyli jest dodatnio okreslona.

@ Jedli = jest rozwiazaniem liniowego réwnania rézniczkowego & = Az, to

d . :
a(ng\gc) = (Ci|z) + (Cz|z)
CAz|z) + (Cz|Ax)
CAz|z) + (ATCx|z)

(ATC + CA)z|z)

~—~ o~ o~ —~



Rozdzial 25

Liniowe uktady dynamiczne

SEOWA KLUCZOWE ROZDZIALU

dyskretne liniowe uktady dynamiczne ¢ punkt staly A’n,
i okresowy ¢ orbita ¢ punkt siodlowy (V)

Rozwazmy macierz

Zauwazmy, ze

Wynika stad, ze dla dowolnego wektora v € R? mamy

lim A"v = lim (0.5)"v =0.
n—-+00 n——+00
Rozwazmy macierz A € Myyr(R) i wektor v € RF. Naturalne jest pytanie: co mozemy

powiedzie¢ o zachowaniu ciagu
Av.

Czasami odpowiedZ jest bardzo prosta. Przyktadowo, jesli v = 0, to oczywiscie A"0 = 0 dla
kazdego n > 1. Oznacza to, ze punkt 0 nie porusza si¢ w tym liniowym ukladzie dynamicznym.
Takie punkty nazywamy punktamsi stalymi.

Definicja 25.1.
Wektor v € R”™ jest punktem stalym macierzy A € Myx(R), gdy Av = v.

Whiosek 25.1. Niezerowy wektor 0 # v jest punktem statym A wtedy i tylko wtedy, gdy v jest
wektorem wlasnym A dla wartosci wiasnej 1.

Wynika stad, ze A ma dokladnie jeden punkt stalty wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A — I
jest nieosobliwa.
Zauwazmy, ze jeSli Av = v to dla kazdego n > 1 mamy A"v = v, czyli punkt v nie porusza
sie, gdy zmieniamy n.
Bardziej ogdélnie, jedli A € R jest wartoscia wlasna, to dla odpowiadajacego jej wektora
wlasnego v € R mamy
Ay = N

Wynika stad, ze je$li w € span{v}, to Aw € span{v}. Méwimy wtedy, ze prosta span{v} jest
dodatnio niezmiennicza dla A.

Definicja 25.2.
Podzbiér S C R jest zbiorem dodatnio niezmienniczym dla macierzy A € Mgy (R), gdy
Aw e Sdlaw e S.
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Rysunek 25.1: Dynamika zadana macierzg diagonalna A = 0.5I. Poniewaz A™v = (0.5)"v, wiec A™v
zbiega do wektora zerowego 0. Dla wektora x¢p = [1,1]7 mamy: z; = Azg = [0.5,0.5], 15 = Az, =
A%xo = [(0.5)2,(0.5)%]T. Ogdlnie x,, = A"xo = [(0.5)", (0.5)"]7.

Rysunek 25.2: Dynamika zadana taka macierzg diagonalng, ze Ae; = 0.5e; i Aes = 2e5. Uklad ma
dwie proste niezmiennicze odpowiadajace wektorom wlasnym dla wartoéci wlasnych Ay = 0.51 Ay = 2.
Dla kazdego wektora v na osi z mamy A™v — 0, a dla wektora w na osi y zachodzi ||A"w]| — oo.

Definicja 25.3.
Dla wektora vg = v ciag v, = A™v,_1, czyli

v, Av, A%, Adv, ...

nazywamy dodatnig orbitg wektora v. Jesli A jest nieosobliwa, to mozemy réwniez rozwazaé
orbite ujemng
s A0, A2, A, v

oraz orbite

oo A0, A2, A7V, v Av, AP, Adu, ...

0.5 0
A_[O 2].

Wektorami wlasnymi macierzy A sg e i eo. Zauwazmy, ze

Przyktad 25.1. Niech

A" = (0.5)"e1, Aegy =2"e,.
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=

N

Rysunek 25.3: Liniowa zmiana zmiennych w ukladzie dynamicznym.

Proste generowane przez e; i es sa niezmiennicze dla tego ukladu. Dla niezerowego wektora
[z,0]” na osi z mamy
lim A"[z,0]" = lim [(0.5)"z,0]7 =0,

n—-+00 n——+00
lim [[A"[z,0]"|| = lim [|[(0.5)",0]"| = +oo.
n——oo n——oo
Natomiast dla niezerowego wektora [0, y]”

lim A"[0,49)" = lim [0,2"y]" =0,

n——oo

na osi y mamy

. n T _ . n T _
Jm [|A[0,y]7 || = lim {[[0,2%y]" || = +oo.

Rozwazmy teraz taki wektor [z,y]7, ze x # 0 i y # 0. Wtedy
A, y)" = [(0.5)", 2"y]T.
Zauwazmy, ze wtedy
(0.5)"x - 2"y = xy = const,

czyli orbita lezy na hiperboli. Osie uktadu wspétrzednych sa jedynymi prostymi niezmienni-
czymi dla uktadu. O$ x jest nazywana podprzestrzeniq stabilng, bo wszyskie punkty na niej
zbiegaja do poczatku uktadu 0 pod wplywem dzialania macierzy A. Punkt 0 nazywamy w tym
przypadku punktem siodlowym.

Skupmy si¢ na przypadku macierzy A € Myyo(R). Zauwazmy, ze wystarczy przeanalizowaé
macierze A w postaci Jordana, bo dla macierzy nieosobliwej S € Mayo(R) mamy

(S71AS)" = §71AnS.

Przyktad 25.2. Dla ukladu generowanego przez macierz
0.5 1
A=
[ 0 0.5 ]
0§ = odpowiadajaca wektorowi wlasnemu e; jest jedyna podprzestrzenia niezmienniczg. Jest
ona stabilna (rys. ?? (a)). Macierz A mozemy przedstawi¢ jako sume macierzy diagonalnej D

i nilpotentnej N
A:l0.5 1 ]:[0.5 0 ]Jrlo 11
0 05 0 05 00|
—_—— ———

D N
Poniewaz DN = ND oraz N? = 0, wiec

n

At=[D+N"=Y" <Z> DEN"F = pm 4 DN,
k=0

Zauwazmy, ze dla dowolonego wektora v € R? mamy

lim D" =0, lim nD" ‘v =0,
n—-+00 n—-+00

wiec A"v — 0.
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@) (b) ©

Rysunek 25.4: Uktady dynamiczne na plaszczyznie.
Przyktad 25.3. Rozwazmy teraz macierz A € Myyo(R) z zespolonymi wartosciami wlasnymi
a b
A= b # 0.
52, o

Jesli a® +b? =1, to A jest obrotem i ma postaé

A:[ cosf Slﬂ@]

—sind cosf

dla pewnego 6 € [0,2x]. Dynamika generowana przez macierz A jest pokazana na rys. 7?7 (b).
Okregi o érodku w punkcie 0 sa zbiorami niezmienniczymi, bo A jest izometria.
Jesli a® 4+ b? # 1, to A jest zlozeniem jednoktadnoéci z obrotem, bo

A_[\/a2+b2 0

VaZ+b2 Va2+b2

0 va? + b2
Dynamika ukladu dla a? 4+ b > 1 jest pokazana na rys. ?? (c).
Whniosek 25.2. Niech A € Mayxo(R). Jesli [A\i],|A2| < 1 dla warto$ci wiasnych A, to

a b
[ VaZ+b2 Va2 +b? ]
b a :

lim A"v =0, wveR2

n—oo
Whiosek [25.2] uogélnia sie na wyzsze wymiary.

Twierdzenie 25.1. Jesli A € Mpxn(C) oraz |A| < 1 dla kazdej wartosci wilasnej macierzy A,
to
lim A"v =0, veC"
n—oo
Lemat 25.1 (Uklad dynamiczny-potegujemy macierz). Zalézmy, ze
S =181,..-,5n] € Mpxn(R)

jest nieosobliwa oraz D = diag(\1, ..., A\n) € Muxn(R). Rozwaimy macierz A= SDS~'. Wtedy
(i) As; = Nis; dlai=1,...,n;
(ii) A¥ = SD¥S~! dla k € N;
(ii) Dliav =21 81+ ...+ 2p S, i kK € N mamy
Akv:xl)\lf-sle...—l—xn)\fl-sn.

W szczegdlnosci, jesli |Ai| < 1 dla kazdego i =1,...,n, to

lim A*v = 0.

k—o0
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Dowdd. Dla dowodu punktu (i) zauwazmy, ze s; = Se;, wiec

As; = SDS™1s;
= SDS™1Se;
= SDe;
= S(\iei)
= \NiS(ep)
= \;S;.

Punkt (ii) wynika z faktu, ze
AF = (SDS™1)*
= (SDS Y (SDS™)...(SDS™1)
k
= SDkSL.

Punkt (iii) jest konsekwencja punktu (i), bo A¥s; = AFs;.
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Rozdzial 26

Przestrzenie unormowane 1 unitarne

SLOWA KLUCZOWE ROZDZIALU

norma ¢ metryka ¢ iloczyn skalarny ¢

normy roéwnowazne | | v ’ ’ — <U ‘ /U)

Skupimy si¢ na przestrzeniach wektorowych V nad ciatem R.

Definicja 26.1.
Norma w przestrzeni wektorowej V' nazywamy dowolne odwzorowanie

-1V ov— v eR
spetniajace dla dowolnych v, w € V oraz ¢ € R warunki
(1) |jv]| = 0, oraz ||v|| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy v = 0,
(2) lle-vll = lelllvll,
(3) [l +wll < [lolf + flwll.
Przestrzen wektorowa z ustalona norma nazywamy przestrzenig unormowandg.

Przyktad 26.1. Oto kilka popularnych norm w przestrzeni R™:

lzlle = /22 + ... + 22,

e norma euklidesowa

o [zl = fza] + - lznl,
o [[zlloo = max{|zi],..., |zal},

o dla liczby rzeczywistej p > 1 mamy norme

lzlly = {1l + ...+ |aalr.
Stad || - [z = || - [l oraz [| - [[s = || - [|1-
Nier6wnos¢ tréjkata dla normy || - ||, czyli
n 1/p n 1/p n 1/p
(Sterur) < (Srr) o ()
i=1 i=1 i=1
jest nazywana nierdwno$cig Minkowskiego. Jest ona zwigzana z inng znana nieréwnoscig. Dla
p > 1 rozwazamy takie ¢ > 1, ze
1 1
- +-=1.
P q
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Wtedy zachodzi nieréwnoéé Héldera

n

> lwiysl < lllpllyllg:
i=1

Dla p = 2 jest to nieréwno$é Cauchy’ego-Schwarza.

Przykltad 26.2. Rozwazmy przestrzen wektorowa C([0, 1], R) wszystkich funkeji ciagltych f :
[0,1] — R. Mozemy w niej rozwazy¢ norme

[fllar = max [f(z)].

z€(0,1]

Inne normy w tej przestrzeni sa zadane wzorami

1 1
17l =/ [ @z, 11l = [ 1f@)de.

Przyktad 26.3. Dla niepustego zbioru X definiujemy przestrzenn wektorowa F'(X,R) zlozona
z wszystkich funkeji f : X — R, ktére sa ograniczone, tzn. istnieje takie M > 0, ze |f(x)| < M
dla wszyskich z € X. Mozemy w niej zdefiniowa¢ norme wzorem

[flloo := sup | f(2)].
zeX

Kazda norma || - || w przestrzeni wektorowej V zadaje w niej metryke wzorem
dv,w) = |lv—w|, v,weV.

Jest ona funkcja
d:VxV—R

o wlasnosciach
(i) d(v,w) > 0, oraz d(v,w) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy v = w,
(i) d(v,w) = d(w,v),
(iii) d(v,w) < d(v,u) + d(u, w),
dla dowolnych v, w,u € V.

Definicja 26.2.
Tloczynem skalarnym w przestrzeni V' nad cialem R nazywamy dowolne odwzorowanie dwu-
liniowe

(]):VxV—R,
spetniajace dla v, w € V warunki
(a) (vlv) >0, oraz (v|v) = 0 tylko, gdy v = 0,
(b) (v]w) = (w]v).

Przestrzen V z ustalonym iloczynem skalarnym nazywamy przestrzeniq unitarng.

@ Iloczyn skalarny pozwala zdefiniowaé ortogonalno$é wektoréw i inne pojecia rozwazane wezesniej
w kontekscie euklidesowego iloczynu skalarnego w R™. W kazdej przestrzeni unitarnej zachodzi
nier6wno$¢ Cauchy’ego-Schwarza

|(u[o)] < v (ulu)V/(v]v),  w,veV.

Iloczyn skalarny zadaje norme wzorem
[oll = v/ (vv).
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Taka norma spelnia tozsamo$¢ rownolegtoboku

lu+ol” + [lu ol = 2(|ull® + [[v]?), w,veV. (26.1)
Nie kazda norma w przestrzeni wektorowej spelnia tozsamosé (26.1]). Mozecie sie zastanowié, ktére
sposréd norm || - ||, w R™ dla p > 1 ja spelniaja.

Okazuje sie, ze norma || - || spelnia tozsamosé¢ (26.1) wtedy i tylko wtedy, gdy pochodzi ona od
pewnego iloczynu skalarnego, tzn. istnieje taki iloczyn skalarny (-|), ze

[o]] = v/ (v]v).

Jesli norma spelnia tozsamo$é (26.1]), to mozna sprawdzié¢, ze wzdr polaryzacyjny
1
(ufv) = 2 (Jlu+ ol* = flu —v[1?)
definiuje iloczyn skalarny.

Przyklad 26.4. Kazda przestrzen unitarng mozemy traktowaé jako przestrzen unormowana
z normyg zadang przez iloczyn skalarny wzorem

[l ==/ (v]v), wveV.

(o) = [ F@(@is

zadaje iloczyn skalarny w C([0, 1], R).

Przyktad 26.5. Wzér

Definicja 26.3.
Normy || - || oraz || - ||« na przestrzeni wektorowej V' sa rdwnowazne, jesli istnieja takie stale
dodatnie Cy,Cy > 0, ze
Cilloll < l[oll« < Coljoll, veV.

Twierdzenie 26.1 (réwnowaznosé¢ norm w skoficzonym wymiarze). Wszystkie normy w R™ sq
réwnowazne.

Dowdd. Pokazemy, ze dowolna norma || - || w R™ jest réwnowazna z norma

[olly = max fug].
1=1,...,n
Niech ey, ..., e, bedzie baza standardowa R". Wtedy

Iz =yl = l(z1 —yr)er + . + (20 — yn)enl
<z = wllleal] + -+ |z = ynlllenll
< max{fle;[[} (Jz1 = w1+ 4 zn —wal),
czyli dla Cy = max;{||e;||} mamy
[z =yl < Coflz -yl

Z nieréwnosci tej wynika, ze funkcja || - || : R™ — R jest ciagla. Z twierdzenia Weierstrassa
osigga ona minimum C} na zbiorze zwartym S = {z € R" : ||z||; = 1}. Stad

[zl = Cr, el = 1.

Dla x # 0 mamy
[/l ]} = C1,

czyli [lz]| = Cyl[z]]s.
Pozostaje pokazaé, ze C; > 0. Oczywiscie C1 > 0. Przypusémy, ze C; = 0. Istnieje wiec
taki z, ze ||z||1 = 1 oraz ||z|| = 0. Ale wtedy x = 0, co prowadzi do sprzecznosci. O
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Niech A € Msy2(R). Istnieje taka baza vy, vs € R?, Ze zachodzi jeden z warunkéw

(1) dla wartosci wlasnych A1, A2 € R mamy

A(Ul) = )\1’01, A(’Uz) = )\2212,

(2) dla wartosci wlasnej A = Aj 2 € R mamy

A(’Ul) = )\2}1, A(UQ) = + )\'UQ,

(3) dla zespolonych wartoéci wlasnych Aj 2 = a + ib mamy

A(Ul) = avy — buvo, A(Uz) = bvy + avs.

Ponizsze twierdzenie pelni wazna role w jakoSciowej teorii rownan rézniczkowych. Jest ono
prawdziwe w dowolnym wymiarze, ale przyktadowo udowodnimy je tylko w wymiarze 2.

Twierdzenie 26.2. Niech A\, 2 € C bedg wartosSciami wilasnymi macierzy A € Maxo(R)
(liczonymi z krotnoSciami), spelniajgcymi warunek

m < ReA,Reda < M

dla pewnych stalych m, N € R. Istnieje taki iloczyn skalarny (-]-) w R? i odpowiadajgca mu
norma ||z|| :=/(z|z), Ze

milzll < (A212) < M|jz], = € R2.
Dowdd. Jedli A spelnia warunek (1) lub (3), to definiujemy iloczyn skalarny na bazie vy, vy

przez
(v1]v2) = dij,

czyli jest to baza ortonormalna wzgledem tego iloczynu skalarnego. Niech z = x1v; + xovs.

Wtedy ||z|| = /2?2 + 22. W przypadku (1) mamy

(Az|z) = (z1 w1 + z2Ava|T101 + 2202)

= :L‘%)\l + x%)\g,
wiec teza zachodzi. W przypadku (3) mamy

(Az]z) = (z1(avi — bva) + 22(bv1 + ava)|z1v1 + 22V2)
= x%a + J:ga
= al|z||?,
czyli teza zachodzi.

Jesli powtérzymy to rozumowanie w przypadku (2), czyli przyjmiemy, ze vy, vo jest baza
ortonormalna wzgledem iloczynu skalarnego (-|-), to otrzymamy, ze

(Az|z) = (x1Av1 + z2(v1 + Ave)|z101 + 2202)
= 22\ 4 z129 + TIN

= )\||ZH2 + x129.

Teza nie musi zachodzi¢. Musimy wiec zmodyfikowaé nasze podejscie. Ustalmy ¢ > 0 i rozwazmy

baze

1
up = vi, ug = EUQ.

Wtedy
Au1 = )\ul,
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oraz

1
AUQ = *AUl

€
1
= E(Ul + Avg)

= eu1 + \ua.

Rozwazmy iloczyn skalarny (- |-) w ktérym baza wug,ug jest ortonormalna. Wtedy dla z =
T1U1 + Touz mamy

(Az]z) = (3:1)\u1 + xocui + )\uQ\xlul + :L'QUQ)

= \||z||* + ex12.

Poniewaz )
[o1za| < S (af + 23),
wiec
(A —€/2)[[2]* < (A2]z) < (A +e/2)|I2]1%,
wiec teza zachodzi dla dostatecznie maltego € > 0. O

@ 7 dowodu twierdzenia wynika, ze w przypadku gdy A spelnia warunek (1) lub (3), to wystarczy
zalozyé, ze

m < ReAy, Redy < M.
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Rozdzial 27

Normy macierzowe

SEOWA KLUCZOWE ROZDZIALU

norma macierzowa ) norma kompatybilna ¢ norma Frobeniusa { norma operatorowa
¢ promien spektralny ¢ formuta Gelfanda

Zajmiemy sie teraz przykladami norm w przestrzeni M, ., (F), gdzie F € {R, C}.
Powiemy, ze norma || || w M, xn(F) jest normg macierzowq, jesli spelnia dodatkowo warunek

IABI| < [|AIl[B]l, A, B € Mpsxn(F).

@ Jedli || - || jest norma macierzowa, to

[A™ | < [[A["
W szczegdlnodci, jesli || Al < 1, to

lim ||A"|| = 0.

n—roo

Jezeli w F™ jest ustalona norma, to méwimy, ze norma macierzowa jest z nia kompatybilna,
gdy zachodzi warunek

[Az]| < [[Allfl]l, 2 € F".
Przyktad 27.1. Przykladem normy macierzowej w M, «,(R) kompatybilnej z norma euklide-

sowa jest norma Frobeniusa
n
1Al =] > ai; = Vir ATA.
ij=1

Norma Frobeniusa ma nastepujace wtasnosci:

(1) jesli aq,...,a, € R™ sa kolumnami macierzy A, to

n
1Allp = | > llaill3,
=1

(2) jesli a(l),...a(n) € M1xn(R) sa wierszami macierzy A, to

1AllF = | D lla()TI5,
i=1

(3) dla x € R® mamy Az = [(a(1)T|z),..., (a(n)T]z)]T, wiec

n

[Az]l2 = | >_(a(i)T]2)?

i=1

N

n

Z la(@i)T||3]|z]|3, (nieréwnosé Cauchy’ego-Schwarza)
i=1

= [[All#ll]l2-
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(4) dla A, B € My, (R) mamy
|AB||F = [[[Ab1]. .. [Aby]|[ F

= | 2 14613
i=1
< NAlley | D l1bill3
i=1

= [All7IBlF.

(5) jesli Q € O(n), to
1QA|lr = /tr(QA)TQA
— Jtr ATQTQA

=VtrATA
= [|Allp.

(6) jesli oq,...,0, sa dodatnimi wartosciami singularnymi A, to
|AllFp =02+ ...+ 02

Przyktad 27.2. Dla macierz A € M,,»,(F) definiujemy jej norme operatorowq przez

Al = mnax | Az],

gdzie ||z|| jest ustalong norma w F™. Z twierdzenia Weierstrassa wynika, ze || A|| < +o00. Ponadto
dla dowolnego x € F"* mamy

[Az| < [|Afll]l.
Istotnie, nieréwnosé zachodzi dla x = 0. Jesli  # 0, to

[Az| = A([lz]|=/[l=])]
= [l ACz/[l=[D]
< [l l1All-

Przygladniemy sie normom operatorowym w My, x,(R), zdefiniowanym nastepujaco

4l = max f[Az]y, Al = max [Azllz, [ Aflec = max [Az]o
-

llzlli= llzll2= B2

Lemat 27.1. Dla macierzy A € My xn(R) mamy

PERRRY L%

14 = max (Z !%!) = max{lla[1,. .., [lan1},

[Afloo = max (ZI%I) = max{|la(1) |1, ..., a(n)" [1}.

Dowdéd. Pokazemy, ze
[Allx = max{[lail|1, ..., lan|[1}.

Niech
a:=max{[laill1, ..., lanll1} = [lak]1,

342



dla pewnego k € {1,...,n}. Dla z = [x1,..., 2]

wiec

-y (mr > w)

Stad, ||Az|;1 < «, gdy ||z]1 = 1. W efekcie,
1Al < @

7 drugiej strony,
[Aekllr = llakl1 = o,
czyli ||All1 = .
Pokazemy teraz, ze

1A4]loo = max{[la(1)"[|1. .- .. [la(m) |1 }.
Niech
B :=max{|la(1)"|1,..., la(n)" |1} = [latk)"]1,
dla pewnego k € {1,...,n}. Dla z = [z1,...,2,)T € R" 2 ||2]|0c = max{|z1],...,|zal} = 1
mamy
14200 = max{|(a(1)"]z)],. .., |(a(n)|2)[}
<max {3 oy, . DI }
=1 i=1
< max { Z laijl, ... ,Z ]anj|}
j=1 j=1
= f.
W efekcie,
[Alle < B
Z drugiej strony,
| Alsgn ag, .. . sgnsia] oo = llalk) 1 = B,
oyl | Alloo = 8. =

Niech A € M,,xn(R). Jesli

sa wartoéciami wlasnymi macierzy Grama AT A, a o; = /)\; odpowiadajacymi wartoéciami
singularnymi, to istnieja takie macierze ortogonalne V.U € O(n), ze

A=VvDUT, D =diag(oi,...,0n).
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Twierdzenie 27.1. Dia A € M, x,(R) mamy
|All2 = 01, najwieksza wartosé singularna.

Ponadto jesli A jest nieosobliwa, to

_ 1
1A 2 = —.
g

n

Dowdd. Poniewaz V, U sa ortogonalne, wiec
|All2 = [[VDUT |l = || D||2.

Sprawdzamy tatwo, ze | Dlj2 = o7. O

27.1 Promien spektralny. Formula Gelfanda

Definicja 27.1.

Przez o(A) oznaczamy zbiér wartosci wlasnych macierzy A € My, (C) i nazywamy go
spektrum macierzy A. Promien spektralny macierzy A definiujemy jako nieujemna liczbe rze-
czywista

p(A) = max{|A\|: A€ c(A)} > 0.

Lemat 27.2. Dla kompatybilnej normy macierzowej i kazdego k > 1 mamy

p(A) < IIAF[ < [|A]

Dowdd. Jesdli A € 0(A) i v jest odpowiadajacym wektorem wlasnym, to

IAF vl = [|A®]|
= || A™v||
< 1A% ][],
wiec
AP < AR
O
Lemat 27.3. Niech
A1 0O ... 0
0 A 1 0
B = : ‘. Lo
0o ... 0 A1
0 ... 0 0 A

bedzie blokiem Jordana odpowiadajgcym wartosci wilasnej A. Wiedy

(B")ij = ( " ) AT G >

j—1

Dowdd. Wynika to z bezposredniego rachunku. Zauwazmy, ze

A0 0 0 01 0 ...0
0 X 0 ... 0 00 1 ...0

B=: TP I o .. .. | =AM+N,
0 0 A 0 0 0 0 1
0 0 0 A\ 0 0 0 0

344



gdzie

0 1 0 0
0 O 1 0
N = : " o
O ... 0 0 1
0O ... 0 0 O

jest macierza nilpotentna. Wystarczy poréwnaé wspotczynniki po obu stronach réwnosci

B"=(\+N"=Y" (Z) Ne Nk,
k=0

Twierdzenie 27.2 (Formutla Gelfanda). Zachodzi réwnosé

p(A) = lim §/[lA"|o

Dowdd. 7 twierdzenia Jordana istnieje taka macierz nieosobliwa S, ze S™'AS ma postaé¢ Jor-
dana

A =S 'AS = diag(By, ..., B,).

Wtedy
p(A) < {147
= {/I5A"S |
< 1S Nooll S oo /1A -
Poniewaz

: n -1 _
i {18l S e = 1,

wiec z twierdzenia o trzech ciggach wystarczy pokazac, ze

Jim /1A% oe = p(A).

VIl = max {3/15¢0}.

wiec wystarczy przygladnaé sie blokom Jordana. Z jawnej postaci B} dla A\ # 0 mamy

Poniewaz

dy

1Bk lloe = D [(BE)14

=1

dy
=S, e
=il

d
_ n »
= [Ae]" (p\k”l W dy, <]. B 1>\>\k|d’c J) :
=1

dy,
My = [A|'75 7 A
j=1

Dla

z nieréwnoéci 1 < (jfl) < n% mamy
My ™ < [|Bitlloo < Mpn™ [ Ag|™,
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Stad

3 n n —
Jim /[ B[loo = [Akl-
Jesli A\, = 0, to By jest nilpotentna, wiec powyzsza réwnos$é jest réwniez spetniona.

Wynika stad, ze
tim /A7 oo = max{ |\l } = p(A).

n—oo
O
Whniosek 27.1. Formula Gelfanda zachodzi dla dowolnej normy w My xn,(R).
Dowdd. Wynika to z rownowaznosci norm i twierdzenia o trzech ciggach. O

Whniosek 27.2. Niech A € My,x,(C). Wtedy, p(A) < 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
lim AF =o0.

k——+o0

Ponadto, jesli p(A) > 1, to

lim ||A¥|| = occ.
k—+o00

Lemat 27.4. Niech A € M, xn(C) i € > 0 bedg ustalone. Wtedy, istnieje taka norma || - ||«
w C", Ze dla indukowanej normy operatorowej mamy

p(A) < [ All« < p(4) + e

Dowdd. 7 twierdzenia Schura A = U*TU dla pewnej macierzy unitarnej U € M,,«,(C) i ma-
cierzy gornie trojkatnej T postaci

)\1 tia ... tin
0 X ... top
T = . . . )
0 0 ... M\
gdzie A1,..., A\, € C sg wartosciami wlasnymi A. Dla ustalonego § > 0 definiujemy macierz
diagonalna
Ds := diag(1,6,6%,...,0" 1)
oraz norme || - ||, w R™ przez

]l == [1D5 ' Uz|oo-

Dla indukowanej normy macierzowej mamy

Az||.

Al = may 1421

25 el
D5V Adl

= max —
270 || Dy Uz ||s0
| D5 UU*TUz |00
= max —
w20 ||D5 Uzl

Poniewaz DglU jest izomorfizmem liniowym na C”, wiec dla y = Dé_an: mamy

D;'TD
4, = mae 25 IDoe _y o
y#0 1l
Sprawdzamy bezposrednim rachunkiem, ze
A1 Ot1a ... (5n_1t1n
0 X ... " 2tgy,
0 ce An—1 6t(n71)n
0o o0 ... 0 An
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wiec jesli 0 > 0 jest dostatecznie mata, to

ID5 T Ds|loo < p(A) + .

O
Wniosek 27.3. Dla dowolnej macierzy A € Myx,(C) mamy
p(A) =inf{||A|| : || - || jest kompatybilng normg macierzowq}.
27.2 Wartosci singularne a wartosci wtasne
Niech A € M,,«,,(C) oraz niech
o1(A) > ... 2 0,(A) =0
beda jej warto$ciami singularnymi, a A\j(A4), ..., A\,(A4) € C jej wartodciami wlasnymi uporzad-

kowanymi przez
p(A) = M) > > [Aa(A)]

Whniosek 27.4. Dia A € My»,(C) mamy
(a) p(A) < [[All2 = a1(A),
(b)

p(A) = lim /JAm]ly = lim §for(4m),

IM(A) . A(A)] < o1(A) .. op(A), k=1,... n

(¢)

(d) jesli A, powstaje z A przez wykreslenie p kolumn (lub p wierszy), to
oi(A) = 0i(4p) = 0iyp(4), i=1,...,n—p.
Whniosek 27.5. Dia A € My,»,(C) mamy
Jim Yo (A7) = (3 (4)].
Dowdd. Jedli A jest singularna, to A™ jest singularna dla kazdego m = 1,2,.. ., wiec
an(A™) = An(A™) = 0,

czyli teza zachodzi. Jesli A jest nieosobliwa, to stosujemy punkt (b) wniosku m do macierzy
A~ korzystajac z faktu, ze

Twierdzenie 27.3. Dia A € M,,xn(C) oraz k =1,...,n mamy

Tim fon(Am) = [A(A)].
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Dowdd. Wiemy, ze teza zachodzi dla k = 1 oraz k = n. Z twierdzenia Schura istnieje taka
macierz unitarna U € U(n), ze U*AU = T jest gornie tréjkatna oraz t;; = A\i(A) = A\i(T'). Dla
k=2,...,n—1przez Ty € M1 (C) oznaczamy macierz powstala z T przez wykreslenie k
ostatnich wierszy i kolumn, a przez T<i> € My 1)x(n—k +1)((C) macierz powstaly z T przez
wykreslenie pierwszych k — 1 wierszy i kolumn. Zauwazmy, ze dla macierzy gornie tréjkatnej
dla m > 1 mamy

(Ti)™ = (T )y T<ts)™ = (T™) <t

Z punktu (d) we wniosku oraz unitarnej niezmienniczo$ci wartosci singularnych mamy

or(A™) = o (T™)
> o ((T™) )
= o ((Tj)™)

op(A™) = o (T™)

<o ((T™)<k>)
= 01((T<k>)™).

ok((Thy)™) < T{L/Uk(Am) < "\1/01((T<k>)m)-

Z wniosku wynika, ze
Jim %o (Thy)™) = [ Ae(Thiy)]

a z punktu (b) we wniosku mamy

Otrzymujemy, ze

lim /o1 (Teks)™) = [M(Teks)|-

m—r0o0

Zauwazmy, ze

k(i) = (1) = Ak(A),

oraz

>‘1(T<k>) = Ak(T) = )‘k(A)7

czyli teza zachodzi. O
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Rozdzial 28

Pseudoodwrotnosé
Moore’a-Penrose’a

SELOWA KLUCZOWE ROZDZIALU

pseudoodwrotnos¢ Moore’a—Penrose’a

f{vvi;lé?:i f;nrose’a@metoda najmniejszych AATA = A
ATAAT = AT
(AANT = AAT
(ATA)T = AT A

Jesli macierz kwadratowa A € M,,x,(R) jest nieosobliwa, to réwnanie Ax = b ma dokladnie
jedno rozwiazanie

r=A"1b.

Jesli A € Myxn i m > n, to zazwyczaj réwnanie Ax = b nie ma rozwigzan. Jesli kolumny
macierzy A sa liniowo niezalezne, to przyblizone rozwigzanie w sensie najmniejszych kwadratéw
jest dane przez

i=(ATA)~1ATD.

Macierz (AT A)~* AT pekni tu w pewnym sensie role ,,odwrotnosci” macierzy A.

Definicja 28.1.
Niech A € My,x» bedzie macierza o liniowo niezaleznych kolumnach. Macierz

AT = (ATA)AT € M,y (R)

nazywamy pseudoodwrotnos$cig macierzy A.

@ Jesli m = n i A ma liniowo niezalezne kolumny, to AT = A~L,

Lemat 28.1 (Warunki Penrose’a). Jesli A € Mp,xn(R) ma liniowo niezaleine kolumny, to jej
pseudoodwrotnos$é At spetnia warunki

(a) AATA = A,
(b) ATAAT = AT,

(¢) macierze AAY i AT A sq symetryczne.
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Dowdd. Udowodnimy warunek (a). Dowdd warunku (b) jest analogiczny. Mamy
AATA = A((ATA)TAT)A
= A(ATA)~1(AT A)
= A.
Dla dowodu (c) pokazemy, ze AA* jest symetryczna. Macierz Grama AT A jest symetryczna
i odwracalna, wiec jej odwrotnoéé (AT A)~! jest réwniez symetryczna. Mamy
(44T = (A(aTa) A"
= (AN ((ATa)T)" A
= A(ATA)7TAT
= AAT.
0

Wykorzystamy teraz rozklad singularny do rozszerzenie pojecia pseudoodwrotnosci macierzy
A € My, «xn(R) dla dowolnej macierzy A, czyli o niekoniecznie liniowo niezaleznych kolumnach.
Konstrukcja ta pochodzi od E. H. Moore’a (1862-1932) i Rogera Penrose’a (ur. 1931).

Definicja 28.2.
Niech A € M. Zaldézmy, ze

D 0 .
A=V [ 0 0 ] U, D =diag(oy,...,0,),
—_——
=€ Mmxn(R)
gdzie o1 > ... = 01 > 0 sa niezerowymi wartosciami singularnymi macierzy A. Pseudoodwrot-

no$¢ Moore’a—Penrose’a macierzy A jest zdefiniowana jako

D1 0

+ . +y,T + _
AT =UstvT, 2_[ 0 0

] € Mpxm(R).

Lemat 28.2. Dla macierzy A € Myxn(R) o liniowo niezaleinych kolumnach mamy ATA =
I € Myxm(R), czyli AT € Myym(R) jest lewg odwrotnodcig A.

Dowdéd. Poniewaz r = n, wiec

5= l 103 ] € Myxn(R), 7 =] D70 ] € Myam(R).

Mamy

AT A= UztvTyveuT)
=yxtxut
=UIUT
=1

Lemat 28.3. Jesli A € My, xn(R) ma liniowo niezalezne kolumny, to

AT = (ATA)71AT,
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Dowdéd. Mamy pokazaé, ze
(ATA)AT = AT,

Z lematu [28:2] wynika, ze
(ATA)ATA = AT AT
= AT A,
czyli (AT A)A+ i AT pokrywaja si¢ na obrazie im A. Poniewaz
R™ =ker AT @ im A,

wiec wystarczy pokazaé, ze
ker AT = ker AT.

Zauwazmy, ze

AT =us™vT =u[ Do |v"

oraz

A+:U[ D! \O}VT,
wiec AT i AT maja takie same jadra. O

Lemat 28.4. Dla dowolnej macierzy A € My, «xn(R) psedodowrotnosé AT spetnia warunki Pen-
rose’a

(a) AATA = A,
(b) ATAAT = AT,
(c) macierze AAT i AT A sq symetryczne oraz idempotentne, wigc sq rzutami ortogonalnymi.
Dowdd. Przy oznaczeniach definicji 28.2] sprawdzamy latwo, ze
Yty =%, »tEyt =%t

oraz macierze
ryt, 2ty

sa symetryczne. Udowodnimy punkt (a). dowdd (b) jest analogiczny. Mamy

AATA = (vuh)wstvTveuT)
=vV(Eete)u?
=vxuT
= A.

Dla dowodu punktu (c) sprawdzimy, ze AAT jest symetryczna. Rzeczywiscie,

AAT = (vUuh)(UstvT)
=V(ExhHvT,

wiec AAT jest symetryczna, bo Y2V jest symetryczna.
Macierz AA™ jest idempotentna, bo AATA = A, wiec

ATAATA = AT A,
O

Lemat 28.5. Dla macierzy A € Mpxn(R) pseudoodwrotnosé At € Muxm(R) jest jedyng
macierzq spelniajgcq warunki Penrose’a (a)-(c).
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Dowdd. Przypuéémy, ze A’ spetnia warunki (a)-(c). Pokazemy, ze AT = A’. Mamy

AAT = AN AAT
= (4407 (AAT)T
= (4" (A4 A)"
= (4" AT
= (AT
= AA.

Analogicznie pokazujemy, ze AT A = A’A. Stad

At = AT AAT
=ATAA
= A'AA
= A
O
Whniosek 28.1. Dla dowolnej macierzy A € My, xn(R) mamy (AT)T = A.
Dowéd. 7 lematu wystarczy zauwazy¢, ze A spelnia warunki Penrose’a dla AT. O

Whiosek 28.2. Jesli A € Myxn(R) jest nieosobliwa, to AT = A~L,

Whniosek 28.3. Jesli A € Myxn(R) jest symetryczna i idempotentna (jest rzutem ortogonal-
nym), to AT = A.

Dowéd. Wynika z Lematu bo A spelnia warunki Penrosa dla A. O

Podamy teraz zastosowanie macierzy pseudodwrotnej do metody najmniejszych kwadratéw.
Zaczniemy od prostego przykiadu.

Przyktad 28.1. Rozwazmy

11
A:[l 1], b=1[0,1]T.

Uktad réwnann Az = b jest sprzeczny, wiec pozostaje nam szukaé rozwigzan w sensie najmniej-
szych kwadratéw. Sa one rozwigzaniami uktadu

AT Alz, )T = AT]o, 1]7.

Poniewaz kolumny A sa liniowo zalezne, wiec ma on nieskonczenie wiele rozwigzan. Spelniaja

ClEE

=ATA =ATbp

czyli rozwiazania spelniaja warunek

1
:1:+y:§.

Zastanéowmy sie ktore z nich ma najmniejsza norme. Chcemy, wige znalezé minimum funkeji

1 1
fz) =22+ (5 - z)? = 5= 1/4)2.

Jest ono osiagane dla = 1/4, czyli rozwiazaniem (w sensie najmniejszych kwadratéw) o naj-
mniejszej normie jest
[, y]" = [1/4,1/4]".
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Twierdzenie 28.1. Niech A € My« (R) i b € R™. Wtedy

min ||b — Az|?
rER?

jest osiggane dla
F= A"

Ponadto, T ma najmniejszqg norme sposod wektorow minimalizujgcych.
Dowdd. Niech r = rank A. Rozwazmy rozklad singularny
A=VvxUT,
czyli AT = US+VT. Niech
y=UTe =y, )", c=VTb=[c, et
Poniewaz V7 jest ortogonalne, wiec
I — Ax|® = VT (b — Az)||?
= [IVTo—SU 2|
= lle — Syl
= |ler = Dyn, o
Minimum bedzie osiggniete, gdy ¢; = Dy, czyli dla y; = D~ l¢;. Interesuja nas wiec wektory
x=Uy=U[D " er,y0)7. (28.1)
Pokazemy, ze
i=U[D " ep, 07

———
=y

ma najmniejsza norme sposrod wektoréw spelniajacych (28.1). Rzeczywiscie, jesli yo # 0, to

12l = 11Ugl = [l7l
<|lyll = 1Tyl = [l

Pozostaje pokazaé, ze T = ATb. Mamy

Uy

UlD ey, 0
= UX"[cy, 3]
=UxtvTy

= A"b.

z

Przyktad 28.2. Rozwazmy

11
A:ll 1], b=1[0,1]7.

z przyktadu Rozklad singularny macierzy A jest dany przez

- %] [0 o[ 2]
Tl 1V2 =12 |00 1/V2 —1/V2 |

-V =% =uT
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Stad

A+ — 1/vV2 1/V2 1/2 0 V2 1/vV2 | | 1/4 1/4
Sl v2 -2 0 0| 1/vV2 —1/v2 | |1/4 1/4 ]’
=U =+ —yT
wiec
N 1/4 1/4 || 0 1/4
$:A+b:[1/4 1/4“1]:[1/41‘

Otrzymane rozwigzanie pokrywa sie z tym otrzymanym analitycznie w przykladzie 28.1]

Przyklad 28.3. Pseudoodwrotno$é Moore’a—Penrose’a AT nie jest funkcja ciggla wspotezyn-
nikéw macierzy A. Dla € # 0 rozwazmy przykladowo macierz

1 1
Ae_ll 1+e€

Jest to macierz odwracalna, wiec

- 1+1 -1
A+:A1:[ lE 16].

€ €

7 drugiej strony dla e = 0, mamy

1/4 1/4
A(T:L/zl 1/4]’

wiec A A Ap, gdy € — 0.

28.1 Fundamentalne twierdzenia algebry liniowej

Rozwazmy macierz

A=la | |a|=| 1 | €Mucal®)

a(m)

o kolumnach ay,...,a, € R™ i wierszach a(1)T,...,a(m)T € R". W wielu zagadnieniach
podstawowg, role pelnig podprzestrzenie wektorowe

ker 4, im AT c R", im A, ker AT c R™
oraz ich wzajemne zaleznosci. Podsumujmy nasze dotychczasowe rozwazania.
(i) Podprzestrzenie rozpigte na kolumnach i wierszach:
im A = span {ay,...,a,}, im AT =span{a(1)T,... a(m)"}

oraz
rank A := dimim A = dimim A7 =: rank A.

(ii) Ortogonalne sumy proste:
(kerA)J' =im AT, (kerAT)J' = im A.
W szczegblnoéci, mamy ortogonalne sumy proste

R® =ker A®im AT, R™ =ker AT @ im A.
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(iii)

nie jest mozliwe

Rysunek 28.1: Metoda najmniejszych kwadratow.

Macierz Grama AT A:
imATA =im AT, ker ATA =ker A.

Macierz ATA € M, (R) jest kwadratowa oraz AT A jest nieosobliwa, gdy rank A = n
(kolumny macierzy A sa liniowo niezalezne lub réwnowaznie ker A = {0}).

Metoda najmniejszych kwadratow:

Roéwnanie Ax = b dla ustalonego wektora b € R™ ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy,
gdy b € im A czyli jesli b jest kombinacja liniowa kolumn macierzy A.

Jesli b ¢ span {ay, ..., a,}, to zbiér rozwigzan Az = b jest pusty. Mozemy wtedy poszukaé
takiego wektora zz € R™ aby norma ||b — Az|| byla jak najmniejsza. Bedzie tak wtedy, gdy
Az bedzie rzutem ortogonalnym b na obraz im A. Wtedy

b— Az € (im A)* = ker AT,
czyli x spelnia réwnanie
AT Az = ATb.

Jak wiemy, macierz Grama AT A jest odwracalna, gdy kolumny macierzy A sa liniowo
niezalezne. Wtedy
= (ATA)~1ATD,

Rozklad singularny:

Macierz Grama AT A jest symetryczna i ma nieujemne wartosci wlasne A\; > ... > \,.
7 twierdzenia o rozkladzie singularnym, dla wartosci singularnych

0'1:\/)\12...20'71:\/)\7120
mamy
T Aoy, — 524, -
A" Avy =ojv;,, i=1,...,n

dla pewnej bazy ortonormalnej vy, ...,v, € R". Wtedy

| Avil|* = (Avi[ Av;)
= (ATAUZ"W)

= o7 (v|v;)
= O-ZZ’
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r=rank A

Rysunek 28.2: Rozklad singularny macierzy A € M,,xn,(R) rzedu r.

wiec
|Avi|| = 3.

Niech r = rank AT A = rank A. Poniewaz

AAT Av; = Ulevi, i=1,...,r

wiec
1
ui:—Avi, iZl,...,T
i
jest jednostkowym wektorem wlasnym macierzy AAT. Wektory ui,...,u, tworza uklad
ortonormalny. Poniewaz
Avi = O;Uj,
wiec
AV =U%,
gdzie
(1) U= [ Uy ‘ ‘ U } € O(m), gdzie uy,...,u, jest baza ortononormalna dla im A
iUpi1,..., Uy jest bazg ortonormalna dla ker AT
2) V= { v ‘ ‘ U } € O(n), gdzie vy, ..., v, jest baza ortononormalng dla im A”
ivpg1,-..,0, jest baza ortonormalng dla ker A,

(8) ¥ € Myxn(R) jest pseudodiagonalna z niezerowymi wyrazami diagonalnymi

o1 >...>0. > 0.

A:[;g].

Weszystkie cztery podprzestrzenie fundamentalne macierzy A sa jednowymiarowe. Mamy

Przyktad 28.4. Niech

im AT = span {[1,2]"}, kerA = {[-2,1]"},

wiec



g,e
2%2 o
A 2U2

€ 01€1
O1uy
v

Rysunek 28.3: Diagonalizacja przez dobrze dobrane bazy ortonormalne.

7 drugiej strony
im A = span {[1,3]7}, ker AT = {[-3,1]"},

czyli
1 1 -3
U=—= .
V10 l 3 1 ]

Macierz Grama

10 20
TA
A= [ 20 40 ]
ma wartoéci wlasne A; = 50 i A2 = 0, wiec wartodci singularne macierzy A sa réwne
o1 =vH0 10y =0. W efekcie
l 1 -3 ] l 1 -2 ]
3 1 / 2 1
=T = R B S UxvT.
V10 0 O V5

Macierz A mozemy zapisa¢ jako kombinacje = rank A macierzy o rzedzie 1:
A=UxvVT = ulalv{ +...+ ura,«v;:r.

W rozwazanym przypadku
1
A= [ 5 ] (1 2].

Poréwnajmy rozklad Jordana macierzy kwadratowej A € M« (R) z jej rozkladem sin-
gularnym. W rozkladzie Jordana SAS~" = J, wiec wybieramy te sama baze w dziedzinie
i przeciwdziedzinie. Mamy bardzo zwiazane rece. W szczegdlnosci, J nie musi by¢ na-
wet rzeczywista. Jedli J jest rzeczywista, to nie musi by¢ diagonalna. Nawet jesli, J
jest diagonalna, to S nie musi by¢ ortogonalna. Dopuszczajac rézne bazy w rozktadzie
singularnym UT AV = ¥, kazda macierz dziala tak, jak macierz symetryczna tzn. U i V
sg ortogonalne i X jest diagonalna. Z punktu widzenia metody najmniejszych kwadratow
rozklad singularny jest najlepszym wyborem. Z drugiej strony, do obliczania poteg A"
lepszy jest rozktad Jordana, bo chcemy aby S i S™! sie ,skrécily”.

pseudoodwrotnosé Moore’a—Penrose’a

Rozklad singularny A = USVT macierzy A € M,,x,(R) prowadzi bezposrednio do pseu-
doodwrotnoéci Moore’a—Penrose’a AT. Ma ona petnié role macierzy odwrotnej do A, gdy
A nie jest odwracalna. Dla dodatniej wartosci singularnej o; > 0 mamy Av; = o; - u;, wiec
musi zachodzi¢

Atu;=—-v;, i=1,...,r =rank A.
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Rysunek 28.4: Pseudoodwrotno$é Moore’a—Penrose’a A™.

Pseudoodwrotno$¢ ¥ macierzy ¥ ma niezerowe wyrazy 1/0; dla dodatnich wartoéci sin-
gularnych ;. Macierze ortogonalne U i V7 s odwracane przez U i V. Pseudoodwrotnoéé
macierzy A = USV7' jest réwna

At =vstuT.
Podsumujmy, ze dla i = 1,...,r mamy
T + 1
A’Ui:()‘i-ui, A’U,,L':O'i'vi, A’U,IL:*UZ
i
Przyktad 28.5. Dla macierzy
1 2

mamy

i BN
e 2 1 1/\/%0 -3 1 _i 1 3
T \5 0 0 VIO 50( 2 6 |°

Macierz A1 A jest zawsze identycznoécia na podprzestrzeni im A7 i zeruje sie na ker A.
W rozwazanym przypadku
1110 20
Ata= L [ ]

50 | 20 40

jest rzutem ortogonalnym na span {[1,2]7}.

Z drugiej strony, AA™ jest identycznosciowa na podprzestrzeni im A i zeruje sie na ker A7

U nas
1|5 15
+ - -
A4 _50[15 45]

jest rzutem ortogonalnym na span {[1, 3]7}.

358



Rozdzial 29

Macierze nieujemne

SEOWA KLUCZOWE ROZDZIALU
macierz dodatnia ¢ macierz nieujemna ¢ twierdzenie Frobeniusa—Perrona ¢ dominu-
jaca warto$¢ wlasna

Definicja 29.1.
Macierz A € My, (R) nazywamy nieujemng, jedli a;; > 0 dla i, = 1,...n. Jesli a;; > 0
dla 7,7 =1,...n, to A nazywamy dodatniq.

Podobnie, wektor = = [z1, ..., 2,7 jest nieujemny, gdy z; > 0 oraz jest dodatni, gdy z; > 0
dlai=1,...,n.

Powiemy, ze A > B (A > B), jesli a;; > b;; (aij > bij) dla wszystkich i, j.

Definicja 29.2.
Promien spektralny macierzy A € My« (C) definiujemy jako

p(A) = max{|\| : A wartos¢ wlasna A}.
Twierdzenie 29.1 (Frobenius—Perron). Niech A € My,x,(R) bedzie macierzq dodatnig. Wtedy
(i) promien spektralny p(A) > 0 jest wartoscig wlasng A,
(i) p(A) ma algebraiczng krotnosé 1,
(7ii) p(A) ma dodatni wektor wiasny v,

(iv) |\ < p(A) dla kazdej innej wartosci wiasnej X macierzy A.

29.1 Twierdzenie Frobeniusa—Perrona w wymiarze 2

Rozwazmy macierz nieujemna

A:[“ b], a,b,c,d > 0.
c d

Wielomian charakterystyczny A ma postaé
pa(z) = 2% — (a + d)x + (ad — be).

Poniewaz

A= (a+d)2—4(ad—bc):(a—d)2+4bc>(),

wiec wartoéci wlasne A sa rzeczywiste oraz

atd+vVA |, atd-VA

A:
2 2
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Zauwazmy, ze A > 0 oraz A > X > 0.

Zalozmy, ze A jest dodatnia. Wtedy A > 0 oraz A > |\|. Pokazemy, ze istnieje dodatni
wektor wlasny dla A. Niech z = [r1, 22]7 bedzie wektorem wlasnym dla A. Poniewaz —z jest
rowniez wektorem wlasnym, wiec wystarczy pokazaé, ze x1xo > 0, czyli x1 i 29 sa tego samego
znaku. 7 zalozenia wynika, ze x1 # 0 lub x4 # 0. Zalézmy przykladowo, ze x1 # 0. Poniewaz
Az = Az, wiec

axy1 + bry = Ax1, cx1+ dry = Axs.

Stad
T2

a+b22 =)
€1 Mo

(A—=d) =c¢>0.
Chcemy pokazaé, ze % > 0. W tym celu wystarczy sprawdzi¢, ze A > a lub A > d. Tak jest bo
> afd
5
Przypusémy, ze v jest dodatnim wektorem wlasnym dla wartosci wtasnej A,. Pokazemy, ze

Ay = A. Mamy
a+b2 =), c+d2 =122
(% (% 1
Stad

Bhm—a, 20y —d)=c>0,
V1 V1

wiec Ay = ai Ay > d. Stad Ay > 944, czyli Ay = .

@ Naturalne jest pytanie czy twierdzenie Frobeniusa—Perrona zachodzi dla macierzy nieujemnych
A € Myyo(R). Odpowied?Z jest negatywna. Przykladowo, macierz nilpotentna

o o]

[ 0)

ma dwukrotna warto$¢ wlasna A = 1 i nie ma dodatniego wektora wlasnego. Z drugiej strony teza
twierdzenia zachodzi dla macierzy

ma promien spektralny 0, a macierz

Geniusz Frobeniusa polegal na dostrzezeniu réznicy miedzy macierzami A i B w jezyku tzw.
redukowalnosci. Macierz A € M,,x,(R) jest redukowalna, jesli dla pewnej macierzy permutacji P
macierz PT AP ma postaé¢ blokowa

v, [ XY
PAP_{O >

W wymiarze 2 mamy tylko dwie permutacje: I oraz

Wynika stad, ze
a b
c d

jest nieredukowalna wtedy i tylko wtedy, gdy b # 01 ¢ # 0.

29.2 Dowdd twierdzenia Frobeniusa—Perrona

Twierdzenie 29.2 (Twierdzenie Frobeniusa-Perrona dla macierzy dodatnich). Niech A €
M «n(R) bedzie macierzq dodatnig. Wtedy

(1) p(A) > 0 jest wartoscig wilasng A i ma ona dodatni wektor wlasny,
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(2) p(A) jest jedyng wartoscig wlasng na okregu o promieniu p(A),

(3) p(A) ma geometryczng krotnosé 1,

(4) p(A) ma algebraiczng krotnosé 1,

(5) p(A) jest jedyng wartoscig wlasng majgce nieujemny wektor wlasny.

Lemat 29.1. Niech A € M,x,(R) bedzie macierzq dodatnig. Jesli v > w, to Av > Aw.
W szczegdlnosci, istnieje taki e > 0, ze

Av > (1 +€)Aw.

Dowdd. Niech (A(v — w)); bedzie i-ta wspolrzedna wektora A(v — w), czyli
(A(v —w))i = Y aij(v; — wy).
j=1

Wtedy dla i = 1,...,n mamy

n

(A(v —w)); = Z aij(v; — wj)

n

> min{ai; }(v; —w;)
j=1
n
= mjin{aij} Z(vj —wj) >0,
j=1

wiec Av > Aw. O

Lemat 29.2. Niech A € M, «xn(R) bedzie macierzq dodatnig. Wtedy p(A) > 0 jest wartoscig
witasng A © ma ona dodatni wektor wiasny.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze tr A > 0, bo A jest dodatnia. Stad p(A) > 0. Istnieje taka
wartosé¢ wlasna A € C, ze |A\| = p(A). Niech v = [vq,...,v,]T € C" bedzie odpowiadajacym jej
wektorem wlasnym. Rozwazmy wektor

w = [|vi],..., \vnHT € R".

Pokazemy, ze Aw = p(A)w, czyli w jest wektorem wlasnym dla A. Mamy

(Aw); = Zaijh}jl

czyli

Przypus$émy, ze Aw > p(A)w. Wtedy z lematu wynika, ze istnieje taki € > 0, ze

A%w > (14 €)p(A)Aw.
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Poniewaz A jest nieujemna, wiec réwniez kazda jej potega jest nieujemna, czyli

A" > (14 €)p(A) A w.

Stad
A"Aw = A"y
> (14 ¢€)p(A)A™w
> ((1+ p(A)2A" M
= ((1+€)p(A))" Aw,
wiec

A" = (1 + €)p(A))".

Z formuty Gelfanda mamy

p(A) = lim [[A"['" > (14 €)p(A),

n—oo

co oznacza sprzecznos¢. Mamy wiec

Aw = p(Ayw,

czyli w jest nieujemny wektorem wlasnym odpowiadajacym p(A). Z dodatnioéci A wynika, ze
kazda wspdlrzedna wektora Aw jest dodatnia, wiec w jest dodatni. O

Lemat 29.3 (Dominujaca wartos¢ wlasna). Niech A € Myxn(R) bedzie macierzq dodatnig.
Zalozmy, ze v = [v1,...,vy] jest dodatnim wektorem wlasnym odpowiadajgcym A, = p(A).
Wtedy dla dowolnej innej wartosci wiasnej A € C macierzy A mamy

IA] < Ap.
Ponadto, jesli X # p(A) jest warto$cig wilasng A, to nie ma ona nieujemnego wektora wlasnego.

Dowdd. Zauwazmy, ze

v 1 0 0 1
! 0 vy 0
v = = .
2 0 0 ... v | "1
Oznaczmy
V1 0 0 1
0 V2 0
V= . , 1=]"1:
0 0 Un, 1
Wtedy
MV1I= X v=Av=AV1,
czyli

VIAVL = 2\, 1.

Zauwazmy, ze B = V1AV jest nieujemna i ma te same wartosci wlasne co A. Mozemy wiec
zatozy¢, ze v = 1.
Dla z = [z1, ..., 2,7 € C" bedziemy uzywaé normy

Izl = max |z].
i=1,...,n
Dla dowolnego wektora z € C", i-ta wspdélrzedna wektora Az jest rowna

a;1z21 + ...+ ainzn.
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Mamy

|(A2)i| = |ai1z1 + ... + ainzn|
< ag|zi| + .. ain 2]
< zl(ain + - ..+ ain)

= Aoll2]|-
Stad,
[Az]| < Aollz
oraz ||Az|| = A\y||z|| tylko wtedy, gdy z1 = ... = 2, czyli gdy z jest liniowo zalezny z v.
Jesli v jest wektorem wilasnym dla ' # \,, to v’ i v s liniowo niezalezne, wiec
Aoll2'[] > | AZ"]|
= [INZ]|
= [N[I2"];

czyli Ay > |N|.
Przypusémy, ze wartos¢ wlasna A ma nieujemny wektor wlasny y. Niech v bedzie dodatnim
wektorem wlasnym macierzy A7 dla wartosci wlasnej p(A). Wtedy oczywiscie (y|v) > 0 oraz

p(A)(ylv) = (ylp(A)v)

(y[ATv)

(Aylv)

Aylv),

czyli A = p(A). O

Lemat 29.4. Niech A € Myxn(R) bedzie macierzq dodatnig. Wtedy wartosé wlasna p(A) ma
geometryczng krotnosc 1.

Dowdd. Niech v bedzie dodatnim wektorem wlasnym dla A\, = p(A). Przypu$émy, ze v jest
liniowo niezaleznym z v wektorem wlasnym dla \,. Mozemy zalozyé, ze v’ jest rzeczywisty.
Wybierzmy ¢ > 0 tak, aby v — ¢-v' > 0 i przynajmniej jedna jego wspoélrzedna byla zerowa.
Wektor v — ¢ - v jest niezerowy, bo v, v’ sg liniowo niezalezne. Wtedy

A(v—c-v') >0,

wiec
Alv—c-v
v—c-v = ( ) > 0,
p(A)
co prowadzi do sprzecznosci, bo przynajmniej jedna wspoétrzedna v — cv’ jest zerowa. O

Lemat 29.5. Niech A € Myxn(R) bedzie macierzq dodatnig. Wtedy wartosé wtasna p(A) ma
algebraiczng krotnosc 1.

Dowdéd. Niech v bedzie dodatnim wektorem wlasnym A dla A = p(A), a w dodatnim wektorem
wlasnym AT dla \. Pokazemy, ze

wt = {z € R": (z|w) = 0}
jest poprzestrzenia niezmiennicza dla A. Zalézmy, ze (z|w) = 0. Wtedy

(Az|w) = (z]ATw)
= (z[Aw)
= Az|w)
=0,
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czyli Az € w.

Zauwazmy, ze dim w"

=n—1,oraz v ¢ wt, bo

n
(vjw) = Zviwi > 0.
i=1

Stad

R"™ = span{v} & w.
Niech we,...,v, bedzie baza wr. Rozwazmy macierz nieosobliwa B = { v ‘ ) ‘ ‘ Un, }
Wtedy podprzestrzenie B! span{v} = span{e;} i B~'w' = span{es, ..., e,} sa niezmiennicze

dla B~'AB. Macierz B~'AB ma postaé blokowa

B~ 'AB = [ p(64) 3 ] .

Przypu$émy, ze A = p(A) ma krotno$¢ algebraiczng wieksza od 1. Wtedy A jest réwniez
wartoécia wlasng Y. Istnieje wiec wektor wlasny v* dla Y odpowiadajacy A\ w B~ lwt =
span{es, ...,e,}. Wtedy Bv* jest liniowo niezaleznym z v wektorem wlasnym A dla \, sprzecz-
nosé. O
Wnhniosek 29.1 (Formuta Collatza-Wielandta). Niech A € My xn(R) bedzie macierzq dodatnig.

Wtedy
p(A) = max f(x),

rzeN

gdzie

f(x)=  min (Az), oraz N={z#0:z >0}

1<i<n: ;40 x5

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze f jest dobrze okre$lona. Jeéli p > 0 jest dodatnim wektorem
wlasnym dla p(A), czyli Ap = p(A) - p, to f(p) = p(A). Wystarczy pokazaé, ze f(x) < p(A)
dla x € N. Niech ¢ > 0 bedzie wektorem wlasnym dla wartosci wiasnej p(A) i macierzy A7.
Tranponujac réwnosé AT q = p(A) - ¢ otrzymujemy, ze

¢"A=p(A)-q".
Dla z € N mamy
0< f(z) -z <Az oraz ¢ z>0.

Stad f(x) -z < Az implikuje, ze

wiec f(z) < p(A) dlaz € N. O

Twierdzenie 29.3 (Nieujemna para wlasna). Niech A € My, (R) bedzie macierzq nieujemnag.
Wtedy

(1) p(A) € a(4),
(2) wartosé wlasna p(A) ma nieujemny wektor wlasny.

Dowdd. Niech E € My, x,(R) bedzie macierza, ktérej wszystkie wyrazy sa réwne 1. Rozwazmy

ciag macierzy dodatnich
A=A+ (1/k)- E.

7 twierdzenia wynika, ze r, = p(Ar) > 0 jest dodatnia wartoscia wlasna Ay, majaca
dodatni jednostkowy wektor wlasny py > 0. Poniewaz ||pg|| = 1, wiec przechodzac do podciagu
mozemy zalozy¢, ze pr — z. Wtedy z > 01 z # 0, bo ||z|]| = 1. Poniewaz

A1 > Ay > ... > A,
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wiec z formuly Gelfanda (twierdzenie [27.2)) wynika, ze
7“127"22...27".

Niech r* = limg 00 7. Wtedy 7* > r. Pokazemy, ze r* = r. Wystarczy pokazaé, ze r* € o(A),
bo wtedy r* < r = p(A). Pokazemy, ze Az = r*z, czyli r* jest wartoscia wlasna z wektorem
wlasnym z. Poniewaz limy_,, A = A, wiec

Az = lim Agpr, = lim rp - pp, =17 2.
k—o0 k—o0
O

Twierdzenie 29.4 (Perrona—Frobeniusa dla macierzy nieujemnych). Niech A € Myxn(R) be-
dzie takq macierzq nieujemng, ze B := (I + A)¥ jest dodatnia dla pewnego k € N. Wtedy

(i) r=p(A) € o(A) ir >0,
(ii) istnieje taki dodatnie wektor wlasny x >0, ze Az =r -z,
(iii) r ma algebraiczng krotnosé 1,

(iv) jesli p > 0 jest jedynym dodatnim jednostkowym wektorem wlasnym dla r, to nieujemne
wektory wlasne A sqg postacit-p dlat > 0.

Dowdd. 7 twierdzenia r = p(A) € o(A). Pokazemy, ze r ma algebraiczna krotnos$é 1.
Zauwazmy, ze A € o(A) wtedy i tylko wtedy, gdy (1 + \)* € o(B) i krotnoéé algebraiczna A
jako wartoéci wlasnej A jest réwna krotnosci algebraicznej (1 + \)* jako wartosci wlasnej B.
Poniewaz B jest dodatnia, wiec z twierdzenia wartos¢ wlasna p(B) macierzy B ma krotnosé
algebraiczng 1. Wystarczy wiec pokazaé, ze p(B) = (1 + r)*. Wynika to z réwnosci

p(B) = nax 1+ A)F

= (/\renax |1+ )\])

:(1+T) .

Pokazemy, ze warto$¢ wlasna r ma dodatni wektor wlasny. Z twierdzenia [29.3] wynika, ze A
ma nieujemny wektor wlasny = > 0 dla r. Wtedy x jest wektorem wlasnym B dla (1 + r)*.
Z twierdzenia [29.2 H%I jest dodatnie, wiec = jest dodatni.

Zakonczymy dowod pokazujac, ze r > 0. W przeciwnym razie, Az = 0 co jest niemozliwe,
boA>0ixz>0. ]

W kontekscie twierdzenia[29.4]interesujace jest pytanie, dla jakich macierzy nieujemnych A macierz
(I + A)* jest dodatnia dla pewnego k € N. Oczywiécie bedzie tak, jesli A¥ > 0 jest dodatnia dla
pewnego k. Takie macierze nieujemne nazywamy regularnymi.

Réwniez jesli A' = [a{)] i dla kazdej pary (i, j) istnieje takie I > 1, ze a}) > 0, to (I +A)F > 0 dla
pewnego k. Macierze spelniajace ten warunek nazywa sie macierzami nieredukowalnymi. Mozna
pokazaé, ze macierz nieujemna jest nieredukowalna wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje taka
macierz permutacji P € My, x,(R), ze
XY
T _
prap=[X 7]

gdzie X i Z sa macierzami kwadratowymi. W macierzy PT AP wiersze i kolumny macierzy A sa
permutowane w taki sam sposéb.
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Rozdzial 30

Macierze stochastyczne

SEOWA KLUCZOWE ROZDZIALU
macierz stochastyczna ¢ macierz dodatnia i regularna ¢ wiodaca warto$¢ wtasna 1

Definicja 30.1.
Moéwimy, ze macierz A = [a;;] € Mpxn(R) o wyrazach nieujemnych a;; > 0 jest stocha-
styczna, gdy
ali+...+ani=1, 1=1,...,n,

czyli suma wyrazéw w kazdej kolumnie jest réwna 1.

Lemat 30.1. Jesli A € My, «n(R) jest stochastyczna, to 1 jest wartoscig wlasng A.

Dowéd. Zauwazmy, ze dla wektora 1= [1,...,1]7 mamy
A1 = [(a] 1), ..., (ap D))"
= [a11—|—...+an1,...,a1n—i—...—l—ann]T
=1,
czyli 1 jest wartoécia wlasng AT, wiec réwniez A. O

Definicja 30.2.
Macierz A = [ai;] € Myxn(R) nazywamy dodatnig, gdy a;; > 0. Powiemy, ze A jest
reqularna, gdy pewna jej potega jest dodatnia.

Lemat 30.2. Zaléimy, Ze liczby zespolone z1,. .., z, majg modul 1 oraz dodatnie liczby rzeczy-
wiste x; > 0 sq takie, Ze x1+ ... +xp = 1. Jesli |x121 4+ ...+ xpzn| =1, to 21 = ... = z,.

Twierdzenie 30.1. Niech A bedzie reqularng macierzq stochastyczng. Jesli A # 1 jest warto$cig
wlasng A, to |A\| < 1. W szczegdlnosci, p(A) = 1.

Dowéd. Zatézmy, ze z = [z1, ..., 2,]7 € C" jest wektorem wlasnym A odpowiadajacym wartoéci
wlasnej A € C. Niech z; bedzie wspdlrzedna wektora z o najwigkszym module m = |z;| > 0.
Poniewaz Az = A\ - z, czyli

Az = Qp121 + - .- + Qenn,

wiec
IA|m = |Azi| = |agrz1 + - .. + agnznl
< ak1|21] + ...+ agnl2n]

< (ag1+ ...+ agn)m

=1

W efekcie |Ajm < m, czyli |A] < 1.
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Pokazemy teraz, ze jesli |A| = 1, to A = 1. Zalézmy, najpierw, ze A jest dodatnia. Z powyz-
szych nieréwnosci wynika, ze dla |[A| = 1 mamy

m < agr|z1| + -+ agnlzn] < (apr + -+ agr)m = m,

czyli
ag1|z1| + -+ agnlzn] = (agr + - - -+ agn)m,
wiec
ag1(m —[z1]) + ... + agn(m — [2,]) = 0.
Poniewaz A jest dodatnia oraz (m —|z;]) > 0dlai=1,...,n, wiecm = |z|dlai=1,...,n,

czyli z; maja réowne moduly. Ponadto z lematu [30.2) wynika, ze réwnos$é
lag121 + - - - + aknzn| = ag1|z1| + - -+ agnl2n|

zachodzi tylko wtedy, gdy liczby zespolone z1, ..., 2, maja ten sam argument, wiec 21 = ... = 2,.
Wynika stad, ze z € span{[1,...,1]T}, wiec A = 1. Zalézmy teraz, ze A jest regularna i niech

A bedzie dodatnia. Wtedy A*T! jest réwniez dodatnia. Poniewaz A\F i A**1 sa wartoéciami
whasnymi A oraz AFL i |AF| = | M = 1, wige AF = M+ = 1) czyli A¥(A —1) = 0, co
implikuje, ze A =1, bo || = 1. O

Twierdzenie 30.2. Zalézmy, ze A € Myxn(R) jest diagonalizowalna oraz wartosci wlasne A
spetniajg warunek
1=X > ’/\2’ = ... 2 ‘)\n|

Niech v1,...,v, bedzie odpowiadajgcg bazg wektorow wlasnych. Jesli v =1x1-vi+ ...+ xp - vy
jest takim wektorem, Ze x1 # 0, to

lim A*v = 2y - vy.
k—o0

Dowdd. Zauwazmy, ze
k, _ k k
A% =21 - v1 + 225 v+ . F TR Uy — T - VT
O

Przyktad 30.1. Rozwazmy Rynek Gléwny w Krakowie z czterema naroznikami vy, vo, v3, vy.
Bedziemy spacerowaé po rynku od naroznika do naroznika poruszajac si¢ po bokach rynku. Nie
wolno nam i8¢ przez Sukiennice. Mamy wiec krawedzie

V1 < V2, U] <—> V4, V2 < V3, V3<— V4.

Bedac w narozniku, za kazdym razem rzucamy moneta, aby zdecydowaé, do ktérego z sasiadu-
jacych naroznikow sie udamy. Definiujemy macierz A przez

jesli istnieje krawedz laczaca ¢ z j oraz
a,-j = 0,

jesli takiej krawedzi w grafie nie ma. Otrzymujemy macierz stochastyczna

o L o 1L
Lgo1g
2 2
0 5 0 3
1 1
3 050

Lemat 30.3. Iloczyn AB macierzy stochastycznych A i B jest macierzq stochastyczng. W szcze-
golnosci, A™ jest stochastyczna dla kazdego n > 1.
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Dowdd. Zalézmy, ze macierze A, B € M, «,(R) sa stochastyczne. Wtedy

@ e Macierz stochastyczna nie musi by¢ nieosobliwa. Przykladowo, macierze
1 0 1/2 1/2
1 0|’ 1/2 1/2
e Macierz stochastyczna moze mieé¢ ujemne wartosci wlasne i wyznacznik. Przykladowo,
0 1
=100

o Jedli A € Maoyo jest dodatniag macierza stochastyczna, to 1 jest jednokrotng wartoscia wlasna
i istnieje warto$¢ wlasna mniejsza od 1. Rzeczywiscie, A ma postaé

sa stochastyczne.

a 1—a
A[l—b b }, 0<a,b< 1.

Wtedy suma wartosci wlasnych jest réwna a + b < 2. Poniewaz jedna z wartosci wlasnych
jest 1, wiec druga wartos¢ wlasna jest mniejsza od 1.

e Macierz stochastyczna moze mie¢ zespolone wartoéci wlasne i moze by¢ ortogonalna. Przy-
ktadowo,

0 10
A=10 0 1
1 00

e Rozwazmy macierz
5/12 1/4 1/3
A= 5/12 1/4 1/3
1/6 1/2 1/3

Jest ona ,,podwéjnie stochastyczna” tzn. AT jest réwniez stochastyczna. Jej wielomianem

charakterystycznym jest pa(r) = 2% — 23, wiec 0 jest dwukrotna wartoscia wlasna. Wymiar

jadra A jest rowny 1. Macierz A nie jest wiec digonalizowalna.

Przygladnijmy sie macierzom stochastycznym w wymiarze 2. Macierz stochastyczna A €
Msy2(R) ma postaé

1—a a
A—[ b 1_()], a,b € 0,1].

Wiemy, ze 1 jest wartosciag wlasng A z wektorem wtasnym [1,1]7. Poniewaz tr A = 2 — a — b,
wiec druga warto$¢ wlasna jest rowna 1 — a — b. Zalézmy, ze A jest dodatnia, czyli

0<a,b<l1.

|7 jest jej wektorem wlasnym. Wtedy dla

St

SIAS:ll 0 ]

Sprawdzamy tatwo, ze [a, —b

mamy
0 1—a-—0
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Wiemy juz, ze wtedy |1 —a — b| < 1. Wynika stad, ze

A”:S[l 0 ] 51

0 1—a-—20
B 1 0 _1
_5[0 (l—a—b)”]s
10 -1
—>S[O O]S .
Poniewaz
1 b a
_1_
s a+b| 1 —1]’
wiec
n 1 0 -1 _ 1 b a
4 %Slo O]S Tatb|b a]

@ Zauwazmy, ze dla macierzy stochastycznej
0 1
=)

A2k} — 17 A2k‘+1 _ A,

wiec nie kazda macierz stochastyczna ma powyzsza wlasnos$é zbieznosci ciagu A™.

mamy

@ Mozna latwo udowodnié¢ indukcyjnie, ze dla dodatniej macierzy stochastycznej
1—-a a
a0

A L

30.1 Macierze bistochastyczne

zachodzi wzér

Definicja 30.3.

Macierz nieujemna A € M, x,(R) nazywamy bistochastyczng, jesli suma wyrazéw w kazdym
jej wierszu i w kazdej kolumnie jest réwna 1. Przez Q,, C M,x,(R) oznaczamy zbiér wszystkich
macierzy bistochastycznych.

Z definicji wynika, ze macierz nieujemna A € M, ., (R) jest bistochastyczna wtedy i tylko wtedy,
gdy
AL, )T =0, 00 ) AT )T =, 1T

czyli wektor 1 :=[1,...,1]T jest wektorem wlasnym A i AT z wartoécia wlasng A = 1.

P

Przyktad 30.2. Dwuwymiarowa macierz bistochastyczna A € {25 ma postaé

[ @ 1—a17 0<a<l.

1—a a

Lemat 30.4. Jesli A,B € Q, i\ [0,1], to \-A+(1—=)\)-B e Q,.
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Dowdd. Oczywiscie macierz A - A+ (1 — \) - B € §,, jest nieujemna. Ponadto

(A\-A+(1—=X)-B)1=X A1+ (1-))-B1
A 1+(1—-A)-1
=1.

Analogicznie sprawdzamy, ze

A-AT+(1-))-BNH1=1,
czyli A\-A+(1—=X)-Be€Q,. O
Whniosek 30.1. Zbior 2, traktowany jako podzbior R" jest ograniczony, domkniety © wypukly.

Punkt zy nalezacy do zbioru wypuklego S jest nazywany punktem ekstremalnym zbioru S,
gdy S\ {zo} jest réwniez wypukly.

Lemat 30.5. Punkt xo € S nie jest punktem ekstremalnym zbioru wypukiego S wtedy @ tylko
wtedy, gdy istniejg takie roine punkty u,w € S, Ze xg = %u + %w.

Dowdéd. Zaldézmy, ze o nie jest punktem ekstremalnym, czyli S\ {z¢} nie jest wypukly. Po-
niewaz zbidér pusty i jednoelementowy sa wypuktle, wiec istnieja takie dwa rézne punkty u, w €
S\ {zo}, ze \u+ (1 —Nw ¢ S\ {zo} dla pewnego A € (0,1). Wtedy

o = Au+ (1 = Nw.

Ze wzgledu na symetrie mozemy zalozyé, ze 1/2 < A < 1. Wtedy \ = QTH dla pewnego
0 <a<1oraz
xo = 1u + 1(au + (1 — a)w).
2 2
Z drugiej strony, jesli zg = %u+ %w dla réznych punktéw u,w € S, to S\ {xo} nie jest wypuktly,
czyli g nie jest punktem ekstremalnym. O

Lemat 30.6. Niech P € Q,, bedzie macierzq permutacji. Wtedy P jest punktem ekstremalnym
zbioru §,.

Dowdéd. Przypu$émy, ze macierz permutacji P = [p;;] nie jest punktem ekstremalnym £,.
Z lematu B0.5]
A+ B
pP= 5 A#B, A BEQ,.

Poniewaz p;; € {0,1} oraz a;j,b;; € [0, 1], wiec z réwnosci p;; = @ wynika, ze

0, gdypi; =0

CLU — blj — { 1]

1, gdypi; =1.

Stad A = B, co prowadzi do sprzeczosci. O

Definicja 30.4.
Permanent per(A) macierzy kwadratowej A € M, «,(R) jest zdefiniowany wzorem

per(A) = Z H Qo (3)

gESy =1

iloczyn diagonalny

@ [Rozwiniecie Laplace’a] Podobnie jak w przypadku wyznacznika, zachodzi wzér na rozwiniecie
Laplace’a wzgledem i-tego wiersza:

per(4) = Zaij per A(i, 7).

Jj=1
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Podmacierzqg macierzy A nazywamy dowolng macierz, powstaly z A przez wykreslenie pewnej
liczby wierszy i pewnej liczby kolumn.

Twierdzenie 30.3 (Frobenius-Konig). Dla macierzy nieujemnej A € Myxn(R) nastepujgce
warunki s¢ rownowazne:

(i) per A=0,
(i1) A ma zerowq podmacierz rozmiaru v X s, gdzie liczby r, s spelniajg warunekr+s=n-+1.

Dowdd. Zakladamy, ze zachodzi warunek (i). Stosujemy indukcje wzgledem n. Dla n =1 teza
zachodzi. Niech A € M, x,(R). Mozemy zalozyé¢, ze A # 0. Istnieje wiec niezerowy wyraz
a;j # 0. Z rozwiniecia Laplace’a wynika, ze per A(i, j) = 0. Z zalozenia indukcyjnego, macierz
A(i, ), wiec réwniez A ma zerowa podmacierz rozmiaru u x v, gdzie liczby u, v spelniaja réwnosé
u + v = n. Istnieja takie macierze permutacji Py, Py € Myxn(R), ze

B0
P“‘“’Fl%ﬁ]v

gdzie B € Myxu(R) i D € M(;_y)x(n—u)(R). Poniewaz per(A4) = 0, wigc
per(B) =0 lub per(D)=0.

Niech przykladowo per(B) = 0. Z zalozenia indukcyjnego B ma zerowa podmacierz rozmiaru
p X q gdzie p+q = u+ 1. Bez straty ogdlnoéci mozemy zalozy¢, ze sktada sie ona z pierwszych p
wierszy i ostatnich ¢ kolumn macierzy B. Wtedy A ma zerowa podmacierz rozmiaru px (g+n—u)
oraz

p+g+n—u=u+l4+n—u=n+1.

Zal6zmy, ze zachodzi warunek (ii). Mozemy przyjaé, ze pierwszych r wierszy i pierwszych s
kolumn tworzy podmacierz zerowa z r + s = n + 1. Dla ustalonej permutacji ¢ € S, mamy
pokazal, ze a;,(;) = 0 dla pewnego i. Przypusémy, ze a;s(;) = 0 dla kazdego i. Wtedy

{o(1),...,0(r)}N{1,....s} =0,
co prowadzi do sprzecznosci, gdyz r + s =n + 1. O
Lemat 30.7. Jesli A € Q,, jest macierzq bistochastycznag, to per(A) > 0.

Dowdd. Przypus$émy, ze per(A) = 0. Z twierdzenia wynika, ze A ma zerowsg podmacierz
rozmiaru r X s z 7 + s = n + 1. Mozemy zalozy¢, ze

B0
[7‘7] , Oe€ MTXS(R)a B e MTX(n—s)(R)7 D e M(n—r)xs(R)'

Poniewaz A jest bistochastyczna, wiec suma wyrazow w wierszach macierzy B jest réwna 1.
Stad suma wszystkich wyrazow macierzy B jest réwna r. Z drugiej strony suma wszystkich
wyrazéw macierzy B i C jest réwna liczbie kolumn, czyli n —s. Stad r < n — s, co prowadzi do
Sprzecznosci. O

Twierdzenie 30.4 (Birkhoff-von Neumann). Jesli A € Q,, jest macierzq bistochastyczng, to
A=\ -Pi+...+ Xy Pn,
gdzie P; € Myyn(R) s¢ macierzami permutacji, \; € [0,1] oraz \; + ...+ A\, = 1.

Dowdd. Jedli A jest macierza permutacji, to nie ma czego dowodzié. Z lematu [30.7 wynika, ze
per(A) > 0. Istnieje taka permutacja o € Sy, ze

H aw(i) > 0.
=1
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Niech P; bedzie macierza permutacji, odpowiadajaca permutacji o. Dokladniej,

L, gdy (4,5) € {(1,0(1)), ..., (n,a(n))}

0, w przeciwnym razie .

(Pr)ij = {

Niech
Al = () 2= min{ai,01), - -5 Gpomy} > 0.

Oczywiscie, A1 < 1, bo P; nie jest macierzg permutacji. Wtedy

A= P+ (1= ) ( (A= XP)).

1—X
Macierz

1
T 1-N\
jest bistochastyczna i ma przynajmniej o 1 zerowy wyraz wiecej niz macierz A. Jesli B jest
macierza permutacji, to

B

(A= \Py)

A=)\ -Pi+(1-X\)-B,

wiec teza zachodzi. Jesli B nie jest macierza permutacji, to
B=py-Po+(1—p2)-C,

gdzie C jest bistochastyczna i ma wiecej wyrazow zerowych niz B. Jedli C jest macierza per-
mutacji, to
A= N -Pi+X-Po+X3- P, C=P8

dla
A2 = (1= A)pa, Az = (1—A1)(1 — po).

Wtedy dowdd jest zakonczony. Jesli C nie jest macierza permutacji, to mozemy ten proces
kontynuowaé i skoficzymy po co najwyzej n? — n krokach. Dowodzi to, ze A jest kombinacja
wypukla co najwyzej n? — n + 1 permutacii. ]
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Rozdziat 31

Odwzorowania dwuliniowe

SLOWA KLUCZOWE ROZDZIALU

odwzorowanie dwuliniowe symetryczne i antysymetryczne ¢ niezdegenerowanie ¢
forma kwadratowa ¢ forma symplektyczna ¢ macierz symplektyczna ¢ macierze ha-
miltonowskie ¢ twierdzenie Darboux

W tym rozdziale zakladamy, ze V' jest przestrzenia wektorowa wymiaru n € N nad cialem
R.

Definicja 31.1.
Odwzorowanie g : V x V — R nazywamy dwuliniowym, jesli dla a,b € R i v,u,w € V
spelnione sa warunki

° g(a ’ ’U—Fb'u,’(U) = ag(v,w) +bg('LL,'U)),
« g(w,a-v+b-u)=ag(w,v) + bg(w, ).

Definicja 31.2.
Odwzorowanie dwuliniowe g : V' x V — R nazywamy

o symetrycznym, gdy g(u,v) = g(v,u) dla u,v € V,
o antysymetrycznym, gdy g(u,v) = —g(v,u) dla u,v € V.

Dwuliniowe odwzorowania antysymetryczne nazywamy czasami 2-formami. Zauwazmy, ze
woéwezas g(u,u) = 0.

Przyktad 31.1. Niech A € M, «,(R). Wtedy odwzorowanie
g:R" xR" > (v,u) — (Av|u) € R
jest dwuliniowe.

Przyktad 31.2. Iloczyn skalarny (-|-) : R” x R — R jest odwzorowaniem dwuliniowym
symetrycznym. Bardziej ogélnie, jesli macierz A € My, (R) jest symetryczna, to odwzorowanie

g:R"xR" 3 (v,u) — (Av|u) € R
jest dwuliniowym odwzorowaniem symetrycznym. Jest ono symetryczne, bo
9(v,u) = (Avfu)
(v]ATw)
(v]Au)
(Aulv)
9(u,v).

v
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Przyktad 31.3. Odwzorowanie
g:]sz]R29(u,v)b—>det[ u‘v } €eR
jest dwuliniowe i antysymetryczne. Zauwazmy, ze jesli
u=[uy,ug]’, v=1[v,v]",

to
g(u,v) = ugvy — viug.

Odwzorowanie g mozemy zapisa¢ w postaci
9(u,v) = (Julv),

gdzie J jest standardowa macierza symplektyczna:

0 -1
J:ll 0 ], Ju = [—ug, u1]T.

Zauwazmy, ze J! = —J. Mozemy taka konstrukcje uogélni¢ na dowolny wymiar parzysty. Dla

Jop, = diag (J,...,J)
—_———

odwzorowanie
g :R¥ x R*" 3 (u,v) — (Jonulv) €R

jest dwuliniowe antysymetryczne.
Definiujemy przestrzen wektorowa
Lo(V) = {g :VxV —R:g jest dwuliniowe}
i jej dwie podprzestrzenie wektorowe

L3(V) = {9 € Lo(V):g jest symetryczne},

L(V) = {g € Lo(V):g jest antysymetryczne}.

Rozwazmy g € L9(V). Ustalmy baze vy,...,v, dla V. Jesiv =21 -v1+ ...+ zp v, i u =
10U+ ...+ Ty Uy, tO

n n
gw,u) =g (> i vi, Y ;v
i—1 j=1
n

= > wiyjg(vi, v;).

i,j=1
Definiujemy macierz

g(vi,v1) ... g(vi,vn)

g(va,v1) ... g(v2,vn)

Ag=A= . , o

g(vn,v1) ... g(vn,vn)

Wtedy
g(v,u) = (Alz1, ..., x0T, [y1, - unl)) (31.1)

Macierz A nazywamy macierzqg odwzorowania dwuliniowego g w bazie vy, ..., v, dla V.
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Whniosek 31.1. Niech vy,...,v, bedzie bazg V. Odwzorowanie

T:L(V)>gr— Ag € Mpxn(R)

jest izomorfizmem. W szczegdlnodci, dim Lo(V) = n?.

Dowdd. Sprawdzamy tatwo, ze T jest odwzorowaniem liniowym. Jest ono monomorfizmem,

bo jedli T(g) = Ay = 0, to g = 0. Dla dowodu epimorficznosci zauwazmy, ze dla macierzy
A € Myyn(R) wzoér (31.1) definiuje takie g € Lo(V), ze T(g) = A. O

@ Jesli Sym,, i ASym,, sa podprzestrzeniami M,, ., (R) macierzy symetrycznych i antysymetrycznych,
to
T(£5(V)) =Sym,,, T(£3(V)) = ASym,, .

Wynika stad, ze
1
dim £5(V) = @ dim £3(V) =

nin —1)
—

Ponadto, poniewaz A = ALQAT + # oraz Sym,, N ASym,, = {0}, czyli
Mnxn(R) = Symn D Asymna

wiec réwniez

Lo(V) = L5(V) ® L5(V).

Definicja 31.3.
Powiemy, ze odwzorowanie dwuliniowe g € Lo(V') jest niezdegenerowane, jesli dla dowolnego
niezerowego wektora v € V istnieje taki wektor u € V', ze g(u,v) # 0.

Przyktad 31.4. Iloczyn skalarny jest niezdegenerowany, bo (v|v) # 0, gdy v # 0.
Lemat 31.1. Dla odwzorowania g € Lo(V') nastepujgce warunki sg réwnowazne

(i) g jest niezdegenerowane,

(ii) odwzorowanie liniowe

Ly:V3vi— g, e V¥ gy(u) = g(ulv)
jest izomorfizmem,
(7it) det Ay # 0, gdzie Ay jest macierzq g w pewnej bazie vy, ..., vp.
Dowdéd. Zauwazmy, ze Ly jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi implikacja
(Vu eV g(u,v) =0)=v=0.

Wynika stad réwnowazno$¢ warunkéw (i) oraz (ii).
Dla dowodu réwnowaznosci warunkéw (ii) i (iii) pokazemy, ze macierz odwzorowania L,
w bazach vi,...,v, i v],..., v}, jest réwna A,. Rzeczywiscie, jesli

Lg(’UZ') =ay; - ’Uik + .o+ ap; ’U:;,
to

9(vj, vi) = (Lg(vi))(v))
= (a1 - vy + ...+ an;i - vy)(v5)

= aji.
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Definicja 31.4.
Odwzorowanie g : V — R postaci

qv) =g(v,v), veV

dla pewnego g € Lo(V) nazywamy formg kwadratowq. Przez Q(V) oznaczamy przestrzen
wektorowa form kwadratowych na V.

Kazdej formie kwadratowej ¢ € Q(V') mozemy przypisa¢ pewne odwzorowanie dwuliniowe i sy-
metryczne ¥(q) € L5(V), kladac

(u,v) +g(v, u)
5 5

U(q)(u,v) = %(q(u +v) —q(u) —q(v)) = g

czyli U(q) jest symetryzacja odwzorowania dwuliniowego ¢, zadajacego forme kwadratowa q.
Odwzorowanie
U Q(V) — L3(V)
jest liniowym izomorfizmem.
Niech ¢ € Q(V') bedzie forma kwadratowa zadana przez g € L5(V), czyli
q(v) = g(v,v).
Jedli Ay € Sym,, jest macierzg g w pewnej bazie v1,...,v,, to
]T

q(v) = g(v,v) = (Agz|z), x=[T1,...,20

?

gdzie v = x1-vi+. ..+ 2y, v,. Poniewaz A, jest symetryczna, wiec w pewnej bazie ortonormalnej
A, jest diagonalna, czyli istnieje taka macierz ortonormalna @ € O(n), ze

QT A,Q = diag(\1, ..., \n).

Liczby rzeczywiste A1, ..., A\, sa warto$ciami wlasnymi macierzy A,. Wynika stad, ze forma ¢
ma w pewnej bazie ortonormalnej postaé

q(v) = Mot + .+ A2,

Dla macierzy symetrycznej A definiujemy tréjke (p, v, €), gdzie p jest liczba dodatnich wartosci
wlasnych, v liczba ujemnych wartosci wlasnych i £ krotnoscia wartosci wtasnej 0.

Twierdzenie 31.1 (Sylvestera o bezwladnosci). Jesli S € My xn(R) jest nieosobliwa, to ma-
cierze symetryczne A i ST AS majq takie same tréjki (p, v, €).

Dowdd. Niech macierz symetryczna A € M, x,(R) ma tréjke (p, j,s). Pokazemy najpierw, ze
istnieje taka macierz nieosobliwa S € M,,x,(R), ze

Ip
STAS = ~I;

Wiemy, ze jesli
AMyeoos Apy —Apatyeeey—Apri, 0,...,0
D> P+ Y]
S

sa wartosciami wlasnymi A z A\; > 0, to istnieje taka macierz ortogonalna P € O(n), ze
PTAP = diag(A1, -+, Mgy —Apt1s - s —Aprjs 0,000, 0).

Definiujemy macierz nieosobliwag S = PD dla

1 1
D = diag e 1,001 .
(\/)\1 \/)‘p+j >
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Wtedy
STAS = (PD)'APD

=D'PTAPD

= DT diag( M1, .-, Mgy —Apits s —Aptjy 0,...,0)D

=F.
Wystarczy pokazaé, ze jesli

I
F = _Ik )
0y
czyli F' ma tréjke (q, k,t) oraz
F=CTEC,

dla pewnej macierzy nieosobliwej C, to p =¢q, j = ki s =t. Z réwnosci F = CT EC wynika, ze
rank F = rank F', czyli s = ¢.

Poniewaz p+ j +s =n = g+ k + t, wiec wystarczy pokazaé, ze p = ¢q. Przypusémy, ze
p > q. Zapiszmy macierz C' w postaci blokowej

C=[X|Y ], XEMx®), YEMymuqR).
Rozwazmy podprzestrzenie
V=imY CR", W =span{e;,...,e,} CR".
Poniewaz

dim(VNW)=dimV +dim W — dim(V + W)
=(Mn—-—q) +p—dim(V+W)
>0,

wiec istnieje niezerowy wektor x € V NW. Wtedy z = Yy = C[0,y]” dla pewnego y € R4,
Mamy
(Ex|z) = (F[0,y]"[[0,4]") <0

oraz x € W, wiec = = [21,...,2p,0,...,0]T, czyli
(Ex|z) >0,

co prowadzi do sprzecznosci. Analogicznie pokazujemy, ze nie jest mozliwe, aby ¢ > p, wiec
p=q. O

31.1 Forma symplektyczna.

Definicja 31.5.
Niech V bedzie skoniczenie wymiarows, rzeczywista przestrzenia wektorowa. Formg symplek-
tyczng na V nazywamy dowolne niezdegenerowane odwzorowanie w € L£§(V).

Whniosek 31.2. Jesli na przestrzeni V istnieje forma symplektyczna w, to dim V' jest parzysty.

Dowdd. Niech A, bedzie macierzg formy w w pewnej bazie v1,...,v,. Poniewaz w jest niezde-
generowana, wiec det A, # 0. Z drugiej strony macierz A, jest antysymetryczna, wiec

det A, = det AZ;
= det(—Ay)
= (—1)"det A,

czyli 1 = (=1)™. O

377



Przyktad 31.5 (Standardowa forma symplektyczna). Standardowa forma symplektyczna wo
w R?™ jest okreslona dla u = [u1,us]t, v = [v1,v9]T € R® x R™ = R?" przez

wo(u,v) = (vilug) — (v2|ur) = (Julv),
gdzie

0 I
J = [ 7 0 1 c Mgnxgn(R).

Dla u,v € R?" zachodzi tozsamosé
wo(u, Jv) = (JulJv) = (uv).

Mozemy powyzsza konstrukcje uogdélni¢ na przestrzen wektorowa V wymiaru n wyposazona
w iloczyn skalarny. Jezeli (:]-) : V x V. — R jest iloczynem skalarnym, to w przestrzeni
wektorowej V' x V' mozna wprowadzi¢ forme w dana dla u = (u1,usz), v = (v1,v2) € V XV przez

w(u,v) = w((u1, u2), (v1,v2)) = (viluz) — (valur).

Jezeli ey, ..., e, jest baza ortonormalng dla V' wzgledem iloczynu skalarnego (-|-), to macierz
formy w w bazie
éi:(ei,O), én+,~:(0,ei), 1=1,...,n

jest dana przez 2n x 2n-macierz J. Wynika stad, ze w jest niezdegenerowana, czyli jest forma
symplektyczna. Zauwazmy, ze

detJ=1, J'=J1t=—J

@ Strukturg zespolong na rzeczywistej przestrzeni wektorowej V nazywamy takie odwzorowanie li-
niowe, ze

J:V—V, J=-
Pozwala ono zadaé¢ na V' mnozenie przez skalar zespolony wzorem
(a+ib) - u:=a-ut+b-Ju, abeR ueV.
W przypadku V = R?" = R" x R" = C" standardowa macierz symplektyczna J jest mnozeniem

przez —i, bo dla z = x + 1y
Jz=y—

@ Jezeli (+|-)« : C" x C™ — C jest hermitowskim iloczynem skalarnym, czyli
n
(Z|w)* = Z ijija z = [Zla RS Zn]va = [w17 cee 7wn]T € Cna

to N
(z|w). Z Tjuj + y,;v;) + Z UjY; — VL),
gdzie x; = x; + 1y;, w; = u; +iv;. Wynika stad, ze
(z|lw)s = (zlw) + 1 wo(z, w),

wiec jego czeéé rzeczywista jest euklidesowym iloczynem skalarnym w R?", a cze$é urojona jest
standardowsa forma symplektyczna wy.

Niech (V,w) bedzie liniowa przestrzenia symplektyczna tzn. w jest forma symplektyczna na V.
Dla u,v € V definiujemy w-ortogonalnosé przez

ulyve w(u,v)=D0.
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Poniewaz dla u,v € V mamy
ulyvevlyu, ulyu,

wiec kazdy wektor jest do siebie w-ortogonalny. Geometria przestrzeni symplektycznych rézni
sie wiec od geometrii przestrzeni euklidesowych zadanej iloczynem skalarnym.

Dla podprzestrzeni liniowej E C V przestrzeni symplektycznej V' definiujemy jej dopeinienie
w-ortogonalne przez

Ete :{UGV:VUGE w(u,v)zO}.

Sprawdzamy latwo, ze E+« jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V. Zauwazmy, ze jezeli
dimE =1, to E C Et«.

Lemat 31.2. Dla dowolnej podprzestrzeni E C V' zachodzi

dimV = dim F + dim B+, (31.2)
Dowdd. Jezeli eq, . ..eq jest bazg E, to funkcjonaty

w(er,),...,w(eq, ) € V*

sg liniowo niezalezne w V*, bo w jest niezdegenerowana. Stad

F:V3v—s [w(e,v),...,wleq,v)]’ e R
jest epimorfizmem oraz ker F' = E1« co koficzy dowéd. O
Whniosek 31.3.
(E+)te = F
Dowdd. Oczywiscie E C (E+«)t« iz maja one ten sam wymiar. O

Podprzestrzenie F i E+ nie muszg dawaé¢ w sumie prostej przestrzeni symplektycznej V. Na
przyklad, jezeli F jest jednowymiarowa, to

E cC E*,

czyli wtedy . .
E+FE-=E-#YV,

bo z (31.2) wynika, ze
dim B+ =dimV — 1.

Jezeli E C V jest podprzestrzenia wektorowa, to zawezenie w|gy g jest dwuliniowe, antysyme-
tryczne, ale nie musi by¢ niezdegenerowane. Przykladowo, jezeli F jest jednowymiarowa, to
w|lexe = 0.

Moéwimy, ze podprzestrzen E C V jest symplektyczna, jezeli forma

wlpxg: ExE—R
jest niezdegenerowana, czyli w|gpx g jest forma symplektyczng w E.
Lemat 31.3. Jezeli E jest podprzestrzeniq przestrzeni symplektycznej (V,w), to
(1) E jest symplektyczna < E N EL = {0},
(2) E jest symplektyczna < E* jest symplektyczna,
(3) jezeli E jest symplektyczna, to V =E @ E*+,

(4) jezeliV=E®F iw(E,F) =0, to E, F sq symplektyczne.
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Dowdd. Udowodnimy punkt (4). Przypusémy, ze w jest zdegenerowana na E, wiec istnieje taki
wektor 0 # e € E, ze w(e, E) = 0. Poniewaz V = E® F iw(E, F) =0, wigc w(e,V) =0, czyli
w jest zdegenerowana na V', sprzecznosc. O

Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze kazda liniowa przestrzen symplektyczna (V,w) wyglada
jak przestrzenn (R?" wy), to znaczy moze byé sprowadzona do tej samej postaci normalnej, co
rézni formy symplektyczne od niezdegenerowanych, symetrycznych form dwuliniowych.

Twierdzenie 31.2 (Darboux). Jezeli (V,w) jest niezerowq przestrzeniq symplektycznag, to
(1) dimV = 2n jest parzysty,

(2) istnieje taka baza ey, ... epn, f1,..., fn dla'V, ze

1, i=j;
dlat,7=1,...,n,
(3) jezeliu,v € V majg w tej bazie reprezentacje
n n
=" (wie; + Tnyifi), v=Y_(Yi€i+ Yn+ifi),
i=1 i=1

to forma w jest dana przez
W(u,’U) = (JZL‘|y) = wO(£>y)7
gdzie x = [x1,...,72,)  y = [y1, ..., y20]" € R?".

(4) Podprzestrzenie V; = span{e;, fi} (i =1,...,n) sq symplektyczne i w-ortogonalne, gdyi # j
(to znaczy w(V;, V) =0), czyli mamy rozktad

V=vie...eV,, dimV;,=2.
Dowdd. Wybieramy dowolnie 0 # e; € V. Poniewaz w jest niezdegenerowana, wiec istnieje u €
V taki, ze w(u,e1) # 0. Normalizujemy u tak, ze fi = au spelnia w(f1,e1) = 1. Oczywiscie e,
f1 sa liniowo niezelezne, wiec E = span{ey, f1} jest 2-wymiarowa i E jest symplektyczna. Jezeli
dimV = 2, to dowdd jest zakonczony. Jezeli dimV > 2, to poniewaz E jest symplektyczna,

wiec mamy rozklad V = E @ Etv i B jest tez symplektyczna. Mozemy teraz zastosowaé
poprzedni krok do E1« i proces zakonczy sie w skoriczonej liczbie krokéw. O

31.2 Liniowe odwzorowania symplektyczne

Niech (V,w) bedzie przestrzenia symplektyczna. Dla odwzorowania liniowego A : V. — V
definiujemy 2-forme A*w (,,cofniecie formy”) przez

A*w(u,v) = w(Au, Av), u,v e V.
Méwimy, ze odwzorowanie liniowe A : V — V jest symplektyczne, jezeli
A'w = w. (31.3)
Lemat 31.4. Niech V = R?*" i wo(u,v) = (Julv). Nastepujgce warunki sq réwnowazne

(a) macierz A € Mapxon(R) jest symplektyczna,
(b) ATJA=J.
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Dowdéd. Dla dowolnych u,v € R?" mamy
A*wo(u,v) = wo(u,v)

<= wo(Au, Av) = wo(u,v)

< (JAu|Av) = (Juv)

— (AT JAulv) = (Julv)

= ATJA =

O

Twierdzenie 31.3 (Wyznacznik macierzy symplektycznej). Jesli A € Moy, o, (R) jest symplek-
tyczna, to det A = 1.

Dowdd. Poniewaz ATJA = J, wiec det A = +1. Wystarczy wiec pokazaé, ze det A > 0.
Rozwazmy macierz AT A + I. Poniewaz macierz Grama AT A ma dodatnie wartosci wlasne (0
nie jest wartoécia wtasna, bo A jest nieosobliwa), wiec wartosgci wtasne A7 A + I sa wigksze od
1, czyli

det(ATA+ 1) > 1.

Poniewaz A jest nieosobliwa, wiec
ATA4+1T=ATA+ (AT
= AT(A+74T7Y).

Stad
0<1<det(ATA+1)=detA-det(A+ JAJ ),

czyli zakonczymy dowdd pokazujac, ze
det(A+JAJT 1) > 0.
Zauwazmy, ze det(A + JAJ 1) # 0. Zapiszmy A w postaci blokowej

| A A N
A= [ Apy Agy ] . Aij € Myxn(R).
Wtedy
[ A A 0o ][] Ay A 0 —I
-1 _ 11 12 11 12
A+ AT =1, AQQ]JF[—I 0] [Am AQQ] [I 0 ]
_ A Ag n Agy  —An
Agl AQQ —A12 All

[ A+ Ay A — Ay
—Aig+ Ay A+ Ay |7

Oznaczmy C' = A1 + Ao i D = Ajg — A, Wtedy
C D ]

-1 _
A+ JAT = [ Ry

Stad
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Macierze symplektyczne pelnig wazna role w dziale teorii rownan rézniczkowych, dotycza-
cych réwnan hamiltonowskich. Obejmuja one réwnania ruchu Newtona z mechaniki klasycznej.

Definiujemy
Symp(2) := {A € Mayo(R) : AT JyA = JQ}, Jo = [
Bezposredni rachunek pokazuje, ze

ATJQA—[ 0 —detA]

det A 0

0 -1
1 0

|

Wynika stad, ze A € Symp(2) wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) = 1. Oznacza to, ze

Symp(2) = SL2(R)
Przyktad 31.6.

0

Symp(2n) := {A € Mapxon(R) : AT Jp, A = Jgn}, Jon = l /

Oczywiscie Iay, Jon, € Symp(2n). W dalszym ciagu stosujemy oznacznia I =

Lemat 31.5. Symp(2n) jest grupg z dzialaniem mnozenia macierzy.
Dowdéd. Jesli ATJA =7, to
J=(AT)"1AT JAA™!
=(A")tyAa!
= (A HTja™,
czyli J = (A~H)TJA7L, zatem A~! € Symp(2n). Poniewaz
J7t = A7t AT)
wiec AJTAT = J=1 oraz J~! = —J, czyli
(AT AT = J,
zatem AT € Symp(2n). Ponadto,
(AB)TJAB = BT AT JAB
=p'JB
=J,

zatem AB € Symp(2n).

@ Zauwazmy, ze jesli A € Symp(2n), to
A7l = —JAT

co pozwala latwo wyznaczyé A~1.

—I,
0 .

IQn; J = J2n-

@ Z definicji wynika, ze jeSli A € Symp(2n), to det(4) = +1. Z twierdzenia det(4) =1 dla
A € Symp(2n). Dla n > 1 warunek det(A) = 1 nie gwarantuje, ze A € Symp(2n). Na przyklad

macierz

1 0 0 0
01 0 0
A= 00 -1 0
00 0 -1

nie jest symplektyczna, a ma wyznacznik rowny 1.
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Lemat 31.6 (Wartosci wlasne macierzy symplektycznej). Wartosci wilasne A € Symp(2n)
majqg nastepujgce wilasnosci

(1) pa(A) = X"pa(A71),

(2) A € C jest wartoécig wlasng A wtedy i tylko wtedy, gdy \=1 jest wartosciqg wlasng A.
Ponadto, A i \™! majq take samaq krotnosé,

(8) jezeli £1 jest wartoscig wlasng A, to ma parzystq krotnosé.
Dowdd. W dowodzie przyjmujemy, ze p := pa. Otrzymujemy, ze

p(\) = det(A — /\)
= det(AT —
= det(—JA 1J+>\JJ)
—det(J)det( A™Y 4 NI det(J)
=det(—A"T + \I)
= det(A™1) det(—I + \A)
= det(—1 + \A)

= A" det(A — A1)

1
=\"p(<).
p(A)

Poniewaz A jest izomorfizmem, wiec 0 nie jest wartoscia wlasna A, czyli punkt (2) wynika z (1).
Jezeli —1 jest wartoScia wlasna A, to ma ona krotnosé parzysta, bo det A = 1 i z punktu (1)
inne ujemne warto$ci wlasne pojawiaja sie ,,parami”. Podobnie, jezeli 1 jest wartoscia wlasna, to
1 ma krotno$é parzysta, gdyz z (1) iloczyn wszystkich innych wartosci wlasnych ma  krotnosé
parzysta”. O

Przyktad 31.7 (Macierze hamiltonowskie). Definiujemy
Hap = {A € Manyon(R) : JAT + AJ = 0}.

Jest to grupa z dodawaniem macierzy. Jej elementy nazywamy macierzamsi hamiltonowskimi.
Pokazemy, ze jedli A € Ha, i S € Symp(2n), to STLAS € Ha,, czyli symplektyczna zmiana
zmiennych nie zmienia hamiltonowskiego charakteru macierzy. Mamy

JSTAS + STAT(S 1T g =J571AS + STAT(ST)~1J
= ST((ST)~tys—t AS + AT(ST)~1))
J
= ST(JAS + AT (ST)~L))
=ST(JA+ AT (sT)"1gs™s

—_———
J

=ST(JA+ AT))S
= 0.

Jedli A € Ho,, to tr A = 0. Rzeczywiscie, JAT = —AJ, wiec AT = —JTAJ, czyli AT jest
podobna do —A. Stad, tr AT = —tr A. Z drugiej strony, tr AT = tr A, wiec tr A = — tr A.

Przyktad 31.8 (Grupa Heisenberga). Zbiér wszyskich macierzy rzeczywistych postaci

A= , a,bceR

S O =
o = Q2
— 0 o

383



jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie macierzy i tworzy z tym dzialaniem grupe, zwana grupg
Heisenberga. Macierz odwrotna do macierzy A jest dana wzorem

1 —a ac—0»>
At=10 1 —c
0 O 1

Grupa Heisenberga jest podgrupa grupy GL3(R).
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Czesé TV

Z.adania
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Rozdzial 32

Grupy i ciala.

Zadanie 32.1. Uzasadnié, ze /2 jest liczba niewymierng.

Zadanie 32.2. Dodawanie i mnozenie jest dobrze zdefiniowane w zbiorach liczba naturalnych
N i catkowitych Z. Sprawdzi¢ ktére z warunkéw (i)-(ix) definiujacych cialo zachodza dla tréjek
(N, +,) 1 (Z,+,-).

Zadanie 32.3. Sprawdzi¢, ze tréjki (Q,+,-), (R, +,-) oraz (C,+,-) z naturalnie okreslonymi
dziataniami sa ciatami.

Zadanie 32.4. Zaznaczy¢ na plaszczyznie liczby 1 + i, 1 — iv/3 i liczby do nich sprzezone.
Wyznaczy¢ liczby do nich odwrotne. Podaé interpretacje geometryczng sprzezenia liczby zespo-
lone;j.

Zadanie 32.5. Dla jakich liczb zespolonych zachodzi réwnoéé z = Z7
Zadanie 32.6. Uzasadni¢, ze dla dowolnych liczb zespolonych z; oraz zs zachodza réwnosci
Nt =Z1+7%, Z1-2=7%1"'%2
Zadanie 32.7. Niech z;, zo € C. Pokazaé, ze
|21 - 22| = |21]|22],
|21 + 22| < |21 + |22].
Zadanie 32.8. Obliczy¢
(1+i)(243i) =1+, (1—14)3 (3+44)(5—6i)+ (1+2i)(1—1).
Dla z = x + iy # 0 + 0 stosujemy oznaczenie

1 _1 z T .y
—i= = — = — 9 .
z 2|2 22 +y? a2+ y?

Zadanie 32.9. Liczby
241 i 1—5¢
34+i° 1+i 1—4

zapisa¢ w postaci x + iy.

Zadanie 32.10. Znalez¢ takie liczby rzeczywiste z,y € R, ze
(1+20)z+ (3—5i)y=1-— 3.

Zadanie 32.11. Rozwiaza¢ réwnania

12?—2=1—2i, 2Z24+2—-Z=3+2i.
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Zadanie 32.12. Znalez¢ liczby zespolone z,w € C spelniajace uklad réwnan

2+i)z+(2—1)w=6
(3+2i)z + (3 — 20)w =8

Zadanie 32.13. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a wyprowadzi¢ wzory na cos 3¢ oraz sin 3¢.
Zadanie 32.14. Obliczyé (1 — +/3i)° oraz (1 + i)2017.
Zadanie 32.15. Wyznaczy¢ pierwiastki stopnia n z liczb zespolonych 1, —1, i, 1 414, 1 + /3.

Zadanie 32.16. Wyznaczy¢ pierwiastki stopnia 1, 2, 3, 4, 5 z liczby 1. Podaj ich interpretacje
geometryczna.

Zadanie 32.17. Rozwazmy réwnanie kwadratowe o wspélezynnikach rzeczywistych (a,b,c €
R)
az? +bz4+c=0, a#0

oraz A = b? — 4ac < 0. Uzasadnié, ze ma ono dwa rozwigzania zespolone

—b—iy/[A] _ —b+iV[A]

1 2a 2a

Zauwazmy, ze Zg = 2].
Zadanie 32.18. Rozwazmy réownanie kwadratowe o wspé6lezynnikach zespolonych (a, b, ¢ € C)
a2 +bz+c=0, a#0.

Niech A = b? — 4ac i w € C bedzie takie, ze w? = A, czyli w jest jednym z dwéch pierwistkéw
stopnia 2 z liczby zespolonej A (drugim jest —w). Uzasadnié, ze rozwiazaniami réwnania
az’> +bz+c=0s3
—b—w —b+w
, Zy = .
2a 2a

71 =
Zadanie 32.19. Rozwiazaé¢ réwnania w zbiorze liczb zespolonych
o« 224+4=0,
« 22— 243=0,
o (1—d)22+ (—4+2))2+7-9i=0,
o« 224 2iz—-5=0,
e 224+2i=0.
Zadanie 32.20. Uzasadni¢, ze jedli p € N jest liczba pierwsza, to (Zp, +,-) jest cialem.
Zadanie 32.21. Scharakteryzowaé macierze A € Ms,o(R) spelniajace warunki:
(i) A% =-1,
(i) ATA=-I

az1  a22
A mozna zapisa¢ w postaci iloczynu postaci

|10 a1l a12
a=[ e ]

Ile jest rowne b w tym przedstawieniu?

Zadanie 32.22. Niech A = [ i ] € Msy2(C) oraz a1; # 01 a = az1/aj;. Pokazaé, ze
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1 —
1 -1
macierz B € Mayxs(R), 2e BT = Bi B2 =0?

Zadanie 32.23. Sprawdzié, ze dla A = l ] zachodzi A? = 0. Czy istnieje taka niezerowa

11

Zadanie 32.24. Niech A = l 11

]. Oblicz A%, A3. Zgadnij wzér na A" i go uzasadnij.
Zadanie 32.25. Sprawdzi¢ czy dla dowolnych macierzy A, B € Max2(R) zachodzi réwnosé
(A+ B)? = A% + 2AB + B2

Zadanie 32.26. Podaé przyklad takich macierzy niezerowych A, B € Msy«2(R), ze AB =0
i A# B.

Zadanie 32.27. Podaé przyklad takich niezerowych macierzy A, B, C' € Masy2(R), ze A # B
oraz AC' = BC.

7

Zadanie 32.28. Pokazaé, ze dla A = 9

_45 ] zachodzi wzor

A" = > 1.

1+6n 4n n
-9n 1-—6n |’

Zadanie 32.29. Dla macierzy A € Msyo(F) zachodza wzory

1 tr(A) 1
det(A) = §det [ (A7) tr(A) ] .

o trA? = (tr A)? — 2det A,
o trA3 = (tr A)3 — 3(det A)(tr A).

Zadanie 32.30. Niech A, B € Mayx2(R) beda takimi macierzami, ze det A = 7 i det B = 3.
Obliczy¢ det(2AB) oraz det(A~!B).

Zadanie 32.31. Niech A € Myy2(R). Pokazaé, ze
det(A% + 1) = |det(A +iI)]* > 0.
Zadanie 32.32. Niech A, B € Myx2(C). Pokazaé, ze
det(A + B) 4+ det(A — B) = 2det A + 2det B.
Zadanie 32.33. Niech A € Msy2(R). Obliczy¢ det A jesli det(A+AT) = 8idet(A+24T) = 27.

a b

Zadanie 32.34. Niech A = [ e d ] € Mayo(R) bedzie taka, ze A? = —I. Sprawdzié, ze

e« a+d=0,b£0ic+#0,

b
.A:[ ]
it

—a

ab —b
. dlap_[—(l—i—aQ) 0 ]mamy

P tAP = J.

Zadanie 32.35. Niech A = l 3 é " + 1 m

ni 1—n

] . Pokazaé, ze A™ =

1dlan>1.

388



Zadanie 32.36. Pokazaé, ze A € Msyy2(C) komutuje z kazda macierza symetryczng wtedy
i tylko wtedy, gdy A = al dla pewnego « € C.

Zadanie 32.37. Niech A € Myy2(R). Pokazaé, ze

o AAT = AT A wtedy i tylko wtedy, gdy

cosf —sinf
Ac[sin@ cos@]

dla pewnych ¢, 0 € R.

o A? =0 wtedy i tylko wtedy, gdy

A=c

cos 1+sin6
—1+sinf cos 0

dla pewnych ¢, 0 € R.
Zadanie 32.38. Dla A € Ms,2(C) definiujemy
C(A) ={X € My2(C): AX = XA}
Pokazaé, ze
o jesli A= kI dla pewnego k € C, to C(A) = Max2(C),

o jesli A # kI, to
C(A) ={aA+pI:a,pcC}.

o Jesli AB # BA, to
C(A)NC(B)={al:aecC}.

Zadanie 32.39. Niech A, B,C € Ms2(C) beda takie, ze
A2 =BC, B?*=CA, C?=AB.
Pokazaé, ze A3 = B3 = (3.

Zadanie 32.40. Niech A € Ms,5(C). Pokazaé, ze A% = A wtedy i tylko wtedy, gdy (24—1)% =
I. Uzasadnié¢, ze jedli A2 = A, to I + A jest odwracalna oraz

(I+A)1=1- %A.

Zadanie 32.41. Sprawdzi¢, czy

G = { l 2(21_—(2) 2aa_—11 ] ZGER\{O}}

jest grupa abelowa z dzialaniem mnozenia macierzy?

Zadanie 32.42. Sprawdzi¢, czy

G:{[x ?]:x,ye@\m}}

Y

jest grupa abelowg z dzialaniem mnozenia macierzy?
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Zadanie 32.43. Wykazac, ze

cosf sinf
—sinf cos6

SO(2) = {Re _ [

f:St3 cosf+isind— Ry € SO(2)

jest izomorfizmem grup. Dla dowolnego n > 1 zbiér

Jioes)

jest grupa abelowg z dzialaniem mnozenia macierzy. Ponadto,

Ro={Rox 1 k=0,1,...,n—1} C SO(2)

jest grupa abelowa z mnozeniem macierzy oraz

f:Gp={z€C:2"=1} - R,

jest izomorfizmem grup.

Zadanie 32.44. Sprawdzié. czy

G:{[ cos 0 3sin91:9€R}

—% sinf cos#

jest grupa abelowa z dzialaniem mnozenia macierzy?

Zadanie 32.45. Pokazac, ze

G = {A S M2><2(Z) cdet A = :El}

jest grupa z mnozeniem macierzy.

Zadanie 32.46.

G:{l v 23] :x,yG@x2—5y2:1}

jest grupa abelowg z dzialaniem mnozenia macierzy.

Zadanie 32.47 (Grupa czwérkowa Kleina). Niech

K4 - {Iy SZ: Sy7 SO}?

-1 0 1 0
Sx_[o 1]’ Sy_[o —11’ 50

gdzie

K4 jest grupa abelowa z mnozeniem macierzy. Sprawdzié, ze

S, | S, | 5.

S, | Sy | So

I
T |1
Se | Se| I ]SS,

S. | So| S, |S: | 1

Sy | Sy [ So| 18,
S

Zadanie 32.48. Dla a,b, o, 5 € C definiujemy macierze

a —b

U(a7b) = [ b a ‘| ) V(aaﬁ) =

Pokazac, ze

o Ula,b)U(d’, V) =U(aad" — bV, d'b+ al’),
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o jedli a® +b% #0, to U(a,b) jest odwracalna oraz

Ul(a,b):U< a 0 ),

a2 + b2’ a? + b2

e Ua,b)V(a,B) = V(aa —bB,aB + ba),
e V(a,B)U(a,b) = V(aa+ Bb, Ba — ab),

« Ula, f)V(1,0) = V(a, f),

« Ve A)V(d, ') = Ulad + 55, 0’8 — aff),

o jedli a® + B2 £ 0, to V(a, B) jest odwracalna oraz

1 _ ! B
V (a7/8)_v<042+52’042+62>’

o jesli a® +b% #0, to

Ula,b) = Va2 + b2

cos@ —sind
sinf@ cosf ’

a b

gdzie cos = Nk sinf = WL dla pewnego 6 € [0, 27),

[ 5 | cost sint
Vi, f) = o + 5 lsint —cost]’

\/a?TB?’ sint = \/afT@ dla pewnego 0 € [0, 27).

Zadanie 32.49 (Grupa dihedralna). Dla n > 3 definiuejmy zbior

o jedlia® + B2 #£0, to

gdzie cost =

D2n_{[COSQ —Sin9]7 [—005«9 Sine],gdzieH—O,T,...,

sinf cos@ sinf@ cos6

Wykazaé, ze Do, jest grupa z mnozeniem macierzy.

Zadanie 32.50. Sprawdzi¢ czy dla d € R zbior

_ a db | 2 2
Md_{[b a].a,beR,a—db ;éo}

jest grupa z mnozeniem macierzy?

Zadanie 32.51. Rozwazmy macierze, nalezace do SLa(R):
11 0 -1
10 0 —1
Sprawdzi¢, ze

1 -1
’ Q::PQZ[ 0 1 ]

. U’“:[(l) Hdlakez,

« V2= Vl=_V, Vi=1,
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. W’ﬂ:“f H dla k € Z oraz W =UVU,

« P=VU=V?Q? oraz P3 = —1I,

Q:VUVU:VW,QQ:[_Ol _11],Q3:I,

e U=V'P=-VP=VP'=VQ>%
Zadanie 32.52. Ustalmy n € N i taka macierz A € May2(C), ze A # 0, 1. Rozwazmy zbiér
M, ={X € M»(C) : X" = A}.
Pokazaé, ze nastepujace warunki sa rownowazne
(1) (M, -) jest grupa,
(2) A% = A4,
(3) M, ={zA:2€C,2"=1}.

Zadanie 32.53 (kwateriony macierzowe). Rozwazmy macierze

i 0 0 1

Rozwazmy zbiér macierzy

L — |

0 ¢
i 0]

H={M=al +bL +cJ+dK :a,b,c,deR}.
Pokazaé, ze

e H z dzialaniami dodawania i mnozenia macierzy spelnia wszystkie warunki definiujace
cialo z wyjatkiem przemiennosci mnozenia.

e Obliczy¢ MM i MM, gdzie M = al — b — c¢J — dK.

o Znalezé¢ wszystkie takie macierze X € H, ze X2+ 1 =0.
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Rozdzial 33

Przestrzen wektorowa [F"

Zadanie 33.1. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad F € {C,R,Q}. Pokazaé, ze albo
V' jest jednoelementowa albo V jest zbiorem nieskoniczonym. Czy powyzsze jest prawda dla
przestrzeni wektorowej nad dowolnym cialem?

Zadanie 33.2. Dla jakich wartoéci parametru x € R wektory [—3xz,2x]7 i [4,z]7 sa prostopa-
die?

Zadanie 33.3. Dla jakich wartosci parametru k € R wektory
w=|[1,-1,2]", v=[k%k, —3]T,
sa prostopadtle.

Zadanie 33.4. Znalezé wszystkie wektory prostopadle do wektora [1,2]7, ktére maja norme
jeden.

Zadanie 33.5. Znajdz kat Z(u,v) pomiedzy wektorami:
o u=[3,4T,v=1[512]",
o u=[1,2,3]T v=1[2,1,2]7.

Zadanie 33.6. Znalez¢ rzut wektora v na wektor u dla
e v=[-1,3]" u=[21]",
e v=[1,2,3]", u=10,0,1]7,
o v=[1,2,3]T, u=1/2,1/2,1/v2] .

Zadanie 33.7. Udowodnié¢ nastepujace twierdzenie cosinuséw (wzér Carnota). W dowolnym
tréjkacie o bokach dtugosci a, b, ¢ i przeciwlegltych katach «, 8, v zachodzi rownosé

a’> =b*+ % — 2bccos a.

Wskazdéwka: Bez straty ogélnoéci mozna zatozyé, ze jednym z wierzchotkow trojkata jest punkt
0. Ktadac b = ||u||, ¢ = ||v|| oraz a = ||u — v|| obliczy¢ a® = ||u — v||%.

Zadanie 33.8. Pokazaé, ze odlegtoéé punktu p = [p1, p2, p3]’ od plaszczyzny prostopadtej do
niezerowego wektora n = [A, B, C]T i przechodzacej przez 0 jest réwna

|(pln)| _ [Ap1 + Bpa + Chps|
7] VAZ+ B2+ C?

Znalezé odlegtoéé punktu [1,1,1]7 od plaszczyzny 2z + 2y + z = 0.

d=

Zadanie 33.9. Uzasadnié, ze ||lu —v|| > |||ul| — ||v]]|-

Zadanie 33.10. Uzasadni¢, ze ||lu+v|| = ||lu—v|| wtedy i tylko wtedy, gdy u i v sa ortogonalne.
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Zadanie 33.11. Niech u,v,w € R? beda parami ortogonalne. Pokazaé, ze
[l + Jlol1? + [l = llu + v + w]]*.
Zadanie 33.12. Rozwazmy wektory w R3:
ny =[1,0,0]", ny=1[0,1,01", ng=[2722712 0"
oraz liczby p; = ps = 0, p3 = 2'/2. Sprawdzi¢, ze kazde dwie spoéréd plaszezyzn
m={r eR®: (nylx) =p;, i=1,2,3
przecinaja sie wzdtuz prostej, ale wszystkie trzy nie maja punktéw wspoélnych.

Zadanie 33.13. Pokaza¢, ze dla niezerowych wektorow z,y € R™ zachodzi rownosé

Vol = ol = ol
izl = el

I
]|
Zadanie 33.14. Pokazaé, ze dla z,y, z € R™ mamy

Izl =yl < llyllllz ==l + ll=llly — =]

Ponadto, dla niezerowych wektoréw zachodzi réwnoéé wtedy i tylko wtedy, gdy ||z|| =2z, ||y =2y, ||z| ~2=
leza na jednej proste;j.

Zadanie 33.15. W oparciu o nieréwno$¢ Cauchy’ego-Schwarza, pokazaé, ze
? +y? + 22 >y 4 2a + oy,
dla z,y,z € R.
Zadanie 33.16. Niech a € R" bedzie ustalony. Zalézmy, ze x,y € R” spelniaja réwnosé
z+ (zly) -y =a.

— llaf?—]=|?

« Pokazaé, ze (z|y)? 2+lyl1?

e Uzasadni¢, ze ||z]|(1 + ||ly||?) = |la|]| > ||=||. Wryjasnié, przy jakich jakich zalozeniach
zachodzg réwnosci.

Zadanie 33.17. Obliczy¢
e 2,1,2]T 4 [2,0,1]7 w 73,
e 2-[2,2, 117 w Z3,
e 2-([3,1,1,2]7 +[3,3,2,1]7) w Z2.

Zadanie 33.18. Korzystajac z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza, pokazaé, ze jesli aq, ..., a, >

0, to
n n 1
552
i=1 i—1 %i

Zadanie 33.19. Sprawdzié¢, czy R? z okre§lonymi ponizej dzialaniami jest przestrzenia wekto-
rowa

o [z1,01)T + [22, 2]t = (11 + 22,01 + )T it [zt = [t 2, y)T;
® [xlayl]T + [$27y2]T = [mlaO]T it- [xay]T = [t : ZL’,t . y]T

Zadanie 33.20. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem F. Pokazaé, ze dla dowol-
nego v € V zachodzi réwnosé:
(—=1)-v=—v.



Zadanie 33.21. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem F. Pokazaé, ze
e (a—=b)-u=a-u—b-udlaueViabeckF,
e a-(u—v)=a-u—a-vdlau,veViack,
o jeSliaeF\{0}ia -u=a-vdlapewnychu,veV, tou=nv,
o jeSliue F\{0}ia-u=">-udlapewnych a,b €F, toa=>0.
Zadanie 33.22. Znalez¢ réwnanie ogblne plaszczyzny zawierajacej wektory
(1,2,3]7, [2,3,4]%, [1,3,5] .

Zadanie 33.23. Niech V' = (0, +00) bedzie zbiorem dodatnich liczb rzeczywistych. Definiujemy
dziatanie dodawania w V' i mnozenia przez skalar rzeczywisty wzorami

r+y:=xy, xz,y€V,
c-x:=zx° xz€V, ceR.
Sprawdzi¢, czy tréjka (V,+,-) jest przestrzenia wektorowa.

Zadanie 33.24. Niech f : R — R bedzie injekcja. W zbiorze V := f(R) definiujemy dzialanie
dodawania i mnozenia przez skalar rzeczywisty wzorami

z+y:=f(fTH )+ ), wy eV,
c-x:=flc- fYz), zeV,cekR

Sprawdzié, ze tréojka (V, +, ) jest przestrzenia wektorowa. Jako szczegdlny przypadek rozwazyé
funkcje f :R3> 2z — e® € R.

Zadanie 33.25. W zbiorze V = R definiujemy dzialanie dodawania i mnozenia przez skalar
rzeczywisty wzorami
rdy:=z+y+7 zy€ER,

cox:=cx+T(c—1).
Sprawdzié, czy tréjka (R, @, o) jest przestrzenia wektorowa.

Zadanie 33.26. Niech V bedzie zbiorem macierzy zespolonych postaci

Sprawdzié, ze z naturalnie okreslonymi dziatlaniami V jest przestrzenia wektorowa nad R. Czy
jest réwniez przestrzenia wektorowa nad C?

395



Rozdzial 34

Uklady réwnan liniowych

Zadanie 34.1. Rozwiazaé uktad réwnan

1+ 2x9+ 23 =3
31‘1 —:E2—3:B3 = —1,
201 + 320+ 23 =4

sprowadzajac go metodg eliminacji Gaussa do postaci schodkowe;j.
Zadanie 34.2. Rozwiagza¢ ponizsze uktady rownan metoda eliminacji Gaussa

201+ 3x0 + 23 =1
x1 + X2 + X3 = 3, ;
3x1 +4x0 4+ 223 =4

T, — X9 +2x3 =4
2$1+3$2*$3=1 s
Tx1+ 3xo + 43 =7
—x1+ 229 —x3 =2
—2x1 4+ 229 + 23 =4
3r1 4+ 2x0 + 223 =5
—3x1 4 8xg + dxgz = 17

Zadanie 34.3. Rozwigzaé uklady réwnan skojarzone z macierzami

2 1 4)-1 5 _9 1 |3
4 -2 3| 4 |, 9 3 _4l0
5 2 6|-1

Zadanie 34.4. Dla jakich wartosci parametru a € R uklad réwnan

r+2y+z=1
—x+ 4y + 3z = 2,
20 -2y +az =3

ma doktadnie jedno rozwigzanie?

Zadanie 34.5. Zbadac¢ liczbe rozwiazan ponizszego ukladu w zaleznosci od parametréw a,b €
R.

z+y+3z=2

r+2y+4z =3,

x+3y+az=>

Zadanie 34.6. Sprawdzié¢ dla jakich wartoéci p € R uklad réwnan

6p’c — 3y = 3p
20 —y="7

ma dokladnie jedno rozwiazanie i je wyznaczy¢.
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Zadanie 34.7. Rozwiaza¢ uklady rownan nad Zs

T2y =1 cty=1
y+z=0,
Thy=2 r+z=1
oraz uktad nad Zs:
3z+2y=1
x+4y =1,

Zadanie 34.8. Znalez¢ wielomian czwartego stopnia przechodzacy przez punkty (-2, 3), (—1,5),
(0,1), (1,4) i (2,10).
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Rozdziat 35

Baza

Zadanie 35.1. Sprawdzi¢, ktére z ponizszych zbioréw z naturalnymi dzialaniami sa przestrze-
niami wektorowymi. Dla tych ktére sg okresli¢ ich wymiar.

e Cnad C.
e CnadR.
e Rnad C.
e Q nad R.
e R nad Q.
e {a+bV3:a,b€Q} nad Q, R, C.

Zadanie 35.2. Niech u = [2,1]7, v = [4,3]T, w = [7, —-3]T € R2. Sprawdzi¢, ze u, v sa baza dla
R2. Pokazaé, ze u,v,w sg liniowo zalezne.

Zadanie 35.3. Czy wektory u = [3,—2,4]7,v = [-3,2, —4]T,w = [-6,4,8]T tworza baze dla
R3?

Zadanie 35.4. Czy wektory vy = [1 41,2+ 3i]7, vy = [24+ 44,5 —i]” sa baza dla C? nad ciatem
C? Czy sa one baza C? na cialem R?

Zadanie 35.5. Sprawdzi¢, czy liczby 1, v/2, v/3 sa liniowo niezalezne w R nad cialem Q.

Zadanie 35.6. Sprawdzi¢, ze funkcje sinx i cosx sa liniowo niezalezne w przestrzeni funkcji
f:R—=R.

Zadanie 35.7. Niech vy, v9,v3,v4 € R® beda liniowo niezalezne. Ktére z ponizszych zdai jest
prawdziwe:

e v + V2, U2 + U3, U3 + V4, V4 + v1 sa liniowo niezalezne.
e V] — U2, Uy — U3, U3 — V4, V4 — v1 SQ liniowo niezalezne.
e V1 + V2, U2 + U3, U3 + V4, ¥4 — v1 Sa liniowo niezalezne.
e VU1 + V2, U2 + V3, U3 — V4, V4 — v1 Sa liniowo niezalezne.

Zadanie 35.8. Niech vy, v2, v3 € R™ bedg liniowo niezalezne. Dla jakich wartosci k € R wektory
vg — v1, kvg — ve, v1 — v3 s liniowo niezalezne.

Zadanie 35.9. Niech v1,vs,v3 € R” beda liniowo zalezne i wvs,vs3,v4 sa liniowo niezalezne.
Pokazaé, ze vy € span{uvg,v3} i vg & span{vy, ve,vs}.

398



Zadanie 35.10. Niech vy, v9, ..., v, bedzie baza R™. Pokazac, ze
V1,01 +V2,..., V1 + ...+ Up

jest tez baza. Czy
V1 + V2,V2 +V3,...,Un_1+ Un,Up + V1

rowniez tworza baze?

Zadanie 35.11. Jedli V, W sa przestrzeniami wektorowymi nad F, to jest nig réwniez iloczyn
kartezjanski V' x W z dzialaniami

(v1,w1) + (v2,we) = (v1 +v2, w1 +w2), t-(v,w)=(t-v,t w).
Pokazaé, ze jesli V, W sa skonczenie wymiarowe, to dim(V x W) = dim V + dim W.

Zadanie 35.12. Wskazaé dowolng baze R3 zawierajaca wektory [1,5,2]7, [1,4,1]7 i zawarta
w zbiorze
{11,521, [1, 4,17, [2,9,3)", [1,7,5]"}.

Zadanie 35.13. Obliczy¢ A + 3B oraz 2A — 3B dla macierzy

1
A= -2 0
1 2

Zadanie 35.14. Znalez¢ baze dla przestrzeni wektorowej (Mg, (R), +, -) i uzasadnié, ze dim My, (R) =
nk.

Zadanie 35.15. Pokaz, ze wektory u = [1,1,1]7,v = [3,—1,4]7 € R3 sa liniowo niezalezne.
Znajdz taki wektor w € R3, ze u, v, w sa bazg dla R3.

Zadanie 35.16. Sprawdzi¢ czy wektory [1,1,0]7, [1,0,1], [0,1,1]7 tworza baze Z3.
Zadanie 35.17. Sprawdzié¢ liniowa niezaleznoéé¢ wektoréw w R?:
e u=[2,1]1, v=13,27

o u=1[2,3",v=1[46"

o u=[-2,1T v=[1,3T, w=[2,47T
e u=[12T, v=[-1,1]T
o u=[-1,2]", v=[1,-2", w=[2—4"T.

Zadanie 35.18. Sprawdzi¢ liniowa niezaleznoéé¢ wektoréw w R3:
e u=1[1,0,0", v=1[0,1,1]", w=[1,0,1]"
e u=1[1,0,0",v=10,1,11", w=1[1,0,1]T, p=[1,2,3]"
o u=1[2,1,-2|T, v=1[3,2,-2]7, w=[2,2,0]”
o u=[2,1,-2|T, v=[-2-1,2]T, w=[4,2,—4]T
e u=1[1,1,3]T, v=10,2,1]".

Zadanie 35.19. Niech v = [-1,2,3]7, v = [3,4,2]7, w = [2,6,6]", p = [-9,-2,5]T € R3.
Sprawdzi¢ czy

e w € span{u,v},

e p € span{u,v}.
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Zadanie 35.20. Znalez¢ podprzestrzenie spanf{uvy,..., v} dla ponizszych zbioréw wektoréw
{v1,...,vx} w podanych przestrzeniach wektorowych:

. {\/Q} dla przestrzeni R nad ciatem Q,
« {2} dla przestrzeni R nad ciatem R,
e {V2+iy/2} dla przestrzeni C nad cialem C,
e {V2+iy/2} dla przestrzeni C nad cialem R,
Zadanie 35.21. Ktére z ponizszych zbioréw sa podprzestrzeniami wektorowymi
o S ={[r1,22,23]T €R3: 27 = 25},
o S={[z,1]" €eR*: 2 € R},
o S={[z,y]" €R*:y =0},
o S={[z,y]" €R?: 2y =0},
o S = {lo,y]7 € B2 [a] = lyl},
o S={[z,y,2]T €eR3: x4 2=1},
o S={lz,y,2]T eR3: 2z =2z +y},
e S={[r,y,2]f €eR3:2=2 lub z =y}
Zadanie 35.22. Niech A € My, o(F). Pokazaé, ze
V ={B € Myxs(F): AB= BA}

11

01 1 i F =R znalez¢ wymiar V.

jest podprzestrzenia Mayo(F). Dla macierzy A = [
Zadanie 35.23. Niech v1, v, v3, v4, v5 € R3. Pokazaé, ze istniejg takie skalary ay, as, as, as, as €
R, ze zachodza warunki

e nie wszystkie a; sa réwne zero,

e a;+ax+az+ag+a5=0,

e a1v1 + agv2a3v3 + aqv4 + asvs = 0.

Zadanie 35.24. Niech v1,...,v,41 € R™ beda takimi wektorami, ze (v;|v;) < 0 dla i # j.
Pokazaé, ze kazde n wektoréw sposréd nich tworzy baze R™.

Zadanie 35.25. Uzasadnié, ze jezeli vy, ...,vr € V sg liniowo niezalezne, to v; # 0 dla kazdego
i=1,...,k.

Zadanie 35.26. Niech v1,...,v, € R™ beda takimi wektorami, ze (v;lv;) < 0 dla i # j.
Pokazaé¢, ze m < n + 1.

Zadanie 35.27. Niech U,V C R"™ beda podprzestrzeniami wektorowaymi. Ktore ze zbioréw
UNV,UUV,U+V ={u+v:u€Uv eV} sa podprzestrzeniami wektorowymi.

Zadanie 35.28. Rozwazmy przestrzen wektorowa P4 wielomianéw stopnia co najwyzej 4. Ktore
z ponizszych podzbioréw Py sa podprzestrzeniami wektorowymi (badzcie ostroznil):

o S={we€ Py:degw jest liczba parzysta};
e S={we Py:degw = 3};
e S={pe Ps:p(0)=0}.
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Zadanie 35.29. Niech P, bedzie przestrzenig wielomianéw stopnia co najwyzej 2. Ktéry z po-
nizszych podzbioréw P, generuje Ps?

o {1,2% 2% -2},

o {2,2% 2,22 + 3},

e {z+2,2+1,2%2 -1},
o {z+2,27 -1}

Zadanie 35.30. Niech W, Wy C R” beda podprzestrzeniami wektorowymi oraz {0} # W; #
R™ dla ¢ = 1,2. Pokazaé, ze istnieje taki wektor v € R™, ze v ¢ Wi i v ¢ Wha.

Zadanie 35.31. Niech
W ={[z1, 22, 23, 24]L € C: 23 =21 + 20, 24 = 21 — 22}
« Pokazaé, ze W jest podprzestrzenia wektorowa C*.
e Znalez¢ baze i wymiar W.
e Czy {t-[1,0,1,1]7 : t € C} jest podprzestrzenia W?
Zadanie 35.32. Sprawdzi¢, czy podane wektory sa liniowo niezalezne w Ps:
o 1,22 22 -2
o 2,22, 2,22z + 3;

r4+2,x+1,2%—1;

o« x+2,2% 1.
Zadanie 35.33. Wyznacz wymiar podprzestrzeni przestrzeni P» generowanej przez wektory
e z,x—1,22+1;
e z,x— 1,22 +1,2% — 1;
o« 222 —x—1,2+1;
o 2z, — 2.

Zadanie 35.34. Niech S bedzie podprzestrzenia wektorowa przestrzeni Ps, zlozonag z takich
wielomianéw p, ze p(0) = 0 i niech T bedzie podprzestrzenia wektorowa Pe, zlozong z takich
wielomianéw ¢, ze q(1) = 0 (sprawdzi¢, ze sa to faktycznie podprzestrzenie). Znalezé bazy dla
S, TiSNT.

Zadanie 35.35. Niech u,v,w € R” beda liniowo niezalezne. Pokazaé, ze u+ v, u + w,v + w sa
liniowo niezalezne.

Zadanie 35.36. Rozwazmy zbior V' C M3x3(R) zlozony z takich macierzy A, ze

dla pewnej stalej k € R. Pokazaé, ze V jest podprzestrzenia wektorowa. Znalezé wymiar i jakas
yhaturalng baze” dla V. Rozwiaza¢ analogiczny problem jesli macierze z V' spetniaja dodatkowo
warunek
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e L

takich macierzy A, ze ATJ 4+ JA = 0. Pokazaé, ze jest to przestrzei wektorowa i znalezé jej

Zadanie 35.37. Niech J = l ] € Mapxon(R). Niech V' € My, x2,(R) bedzie zbiorem

wymiar.
Zadanie 35.38. Pokazad, ze dla podprzestrzeni V, W C R" zachodzi réwnosé
dim(V 4+ W) =dimV +dim W — dim(V N W).
Ponadto, jesli V¢ W iW ¢ V., to
dim(V + W) > 24+ dim(V N W).

Zadanie 35.39. Poda¢ przyktad takich trzech podprzestrzeni wektorowych w przestrzeni V,
7€

Win (WQ + W3) #* (W1 N WQ) + (W1 N Wg).

Zadanie 35.40. Niech V' C R" bedzie niezerowa podprzestrzenia. Pokazaé, ze jesli istnieje
doktadnie jedna taka podprzestrzen W C R™, ze R" =V & W, to V = R".

Zadanie 35.41. Niech V = {A € Myy2(R) : tr A = 0}. Znalez¢ dim V. Wskaza¢ baze V.

Zadanie 35.42. Sprawdzié¢, czy ponizsze funkcje sa liniowo niezalezne w przestrzeni funkcji
fR—=R:
e sinx oraz cosz,
:02 2
e sin“x oraz cos® x.

Zadanie 35.43. Niech

Znalez¢ bazy dla V + W oraz VNW.

Zadanie 35.44. Uzasadnié, ze przestrzen wektorowa R nad F = Q jest nieskonczenie wymia-
rowa.

Zadanie 35.45. Rozwazmy przestrzen wektorowa F(R,R) wszystkich funkcji R — R (z natu-
ralnie zdefiniowanymi dzialaniami). Ktére z ponizszych zbioréw sa jej podprzestrzeniami

o Zbiér C(R) C F(R,R) wszystkich funkcji ciaglych,
o Zbiér L*(R) C F(R,R) funkcji ograniczonych,
o C(R)NL*>®(R),

o Zbiér takich funkcji f € F(R,R), ze f(0) =1,

o Zbiér takich funkeji f € F(R,R), ze f(1) =0,

e Zbiér takich funkcji f € F(R,R), ze f(0) = f(1),
o Zbiér takich funkcji f € F(R,R), ze f(R) C Q,

o Zbiér C1(R) C F(R,R) wszystkich funkcji klasy C*.

Zadanie 35.46. Niech V bedzie skoniczenie wymiarows przestrzenia wektorowa nad R i niech
S C V bedzie jej podprzestrzenia. Pokazaé, ze

e dimS <dimV,
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e dimS =dimV wtedy i tylko wtedy, gdy S =V,
o Kazda baza dla S jest zawarta w bazie dla V,
e Baza dla V nie musi zawiera¢ bazy dla S.

Zadanie 35.47. Sprawdzié, ktére z ponizszych rzeczywistych przestrzeni wektorowych maja
skonczony wymiar:

e przestrzen wszystkich ciggéw o wyrazach rzeczywistych,
o przestrzen ciagdéw rzeczywistych zbieznych do 0,
o przestrzen takich ciagéw rzeczywistych (ay), ze a, = 0 dla n > 2017.

Zadanie 35.48. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa wszystkich nieskonczonych ciagdéw
[x1, 22,23, ...]7 0 wyrazach z ciala F z naturalnie zdefiniowanymi dzialaniami. Rozwazmy ciag
wektordw

e1 =1[1,0,0,...]%, ey =10,1,0,...]%,
Pokazaé, ze
o kazdy skoriczony podzbiér zbioru {ej,eq, ...} sklada sie z wektoréw liniowo niezaleznych,
e uzasadnié, ze e, eq,... nie jest bazg V,

e opisa¢ zbiér wszystkich kombinacji liniowych wektoréw ey, eq, .. ..

Zadanie 35.49. Uzasadnié, ze dimp Sym,(F) = "(”2+1). Znalez¢ wymiar przestrzeni n X n

macierzy antysymetrycznych.
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Rozdzial 36

Odwzorowania liniowe

Zadanie 36.1. Niech L : R — R? bedzie odwzorowaniem liniowym, v, vo € R™ oraz L(vi) =
[1,1)7, L(vy) = [-1,2]T. Obliczyé¢ L(v) dla wektora v = 3v; — 4vs.

Zadanie 36.2. Niech L : R?* — R? bedzie odwzorowaniem liniowym oraz L[2,3,4]T = [2,1]T
i L[1,2,3]7 = [4,5]7. Obliczyé¢ L([7,10,13]7).

Zadanie 36.3. Niech L bedzie odwzorowaniem liniowym L : R? — R3? zadanym wzorem
L([z,y,2]") = [z + 2y + 2,2 + 3y + 22,20 + 3y — 2|

Uzasadnié, ze
dimker(L) =1, dimim(L) = 2.

Oznacza to, ze ker(L) jest prosta w R3. Znalezé jej rownanie parametryczne. Wyznaczy¢
rownanie ogoélne plaszczyzny bedacej obrazem L.

Zadanie 36.4. Niech L : R3 — R? bedzie takim odwzorowaniem liniowym, ze
L([1,6,97) = 2,4,7F, L([1,2,4]") =19, -3,1]%,
L([5,22,34)7) = [16,14,1)T.
Znalezé wzoér ogolny na L([z,y, 2]7). Wyznaczy¢é jadro i obraz L.

Zadanie 36.5. Zalézmy, ze V, W sa rzeczywistymi przestrzeniami wektorowymi. Niech dim V =
2 oraz dim W = 3. Uzasadnié, ze przestrzenn odwzorowan liniowych L£(V, W) jest izomorficzna
z przestrzenig macierzy Msxo(R).

Zadanie 36.6. Niech V C R"™ bedzie podprzestrzenia wektorowa. Pokazaé, ze istnieje takie
odwzorowanie liniowe L : R® — R", ze ker L = V.

Zadanie 36.7. Niech V C R™ bedzie podprzestrzenia wektorowa. Pokazaé, ze istnieje takie
odwzorowanie liniowe L : R* — R™, ze im L = V.

Zadanie 36.8. Niech f : R™ — R™ jest takim odwzorowaniem niezerowym, ze || f(x)|| < 1 dla
x € R™. Pokazaé, ze f nie jest odwzorowaniem liniowym.

Zadanie 36.9. Czy odwzorowanie L([z,y]T) = [z + vy, zy]? ([z,y]T € R?) jest liniowe?

Zadanie 36.10. Dla ustalonych a,b € R, rozwazmy odwzorowanie
L:Coa+ifr—aa+ibBeC

przestrzeni wektorowej C nad C. Dla jakich a,b € R jest ono liniowe.

Zadanie 36.11. Ktére z ponizszych rzeczywistych przestrzeni wektorowych sa izomorficzne
(maja ten sam wymiar)?

e R? oraz {(z1,20,73,24) € R* : 1 = 29 = w3 = 14},
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o R? oraz {(z1, 20,73, 24) € R* : 2y = 29 = 23},
o R2 oraz {(xl,xg,xg,x4) € R4 1T = Xoiry = 1'4}.

Zadanie 36.12. Niech L : V — W bedzie odwzorowaniem liniowym. Pokazaé, ze jesli S C
W jest podprzestrzenia wektorowa W, to przeciwobraz L=(S) = {v € V : L(v) € S} jest
podprzestrzeniag wektorowag V.

Zadanie 36.13. Niech L : R” — R” bedzie odwzorowaniem liniowym oraz vi,...,v, € R¥.
Jesli ktores z ponizszych zdan jest prawdziwe, to je uzasadnié.

o Jedli vy,..., vy sa liniowo niezalezne, to L(vy),..., L(vg) sa liniowo niezalezne.
o Jesli L(vy),...,L(vg) sa liniowo niezalezne, to vy, ..., vy sa liniowo niezalezne.
Zadanie 36.14. Dla odwzorowan liniowych
L:R? 5 [z,y]T — [22 + 6y, z + 3y]T € R?,
L' :R? 3 [z, y]T = [z + 2y, 2z + 4y]T € R?,
znalez¢ takie, izomorfizmy G, H : R? - R?, ze L' oG = H o L.

Zadanie 36.15. Niech m < n beda liczbami naturalnymi. Pokazaé, ze jadro dowolnego epimor-
fizmu L : F* — F™ jest izomorficzne z F"~™. Poda¢ konkretny przyktad takiego epimorfizmu
oraz wskaza¢ izomorfizm pomiedzy jego jadrem a F™*~ ™.

Zadanie 36.16. Sprawdzi¢, ze odwzorowanie
L:Myxn(R)5A—trAeR

jest liniowe.
Zadanie 36.17. Uzasadni¢, ze przestrzenie R™ oraz M, xm(R) sa izomorficzne.

Zadanie 36.18. Wykres odwzorowania f : R — R™ definiujemy jako zbiér
G = {(z, f(x)): 2 € R"} C R"™.
Uzasadnic¢, ze f jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy G jest podprzestrzenig wektorowg R+,

Zadanie 36.19. Niech L : R — R"™. Pokazaé, ze obrazem prostej przez L jest albo prosta
albo punkt.

Zadanie 36.20. Niech L : V — W bedzie odwzorowaniem liniowym. Pokazaé, ze jesli S C
W jest podprzestrzenia wektorowa W, to przeciwobraz L~1(S) = {v € V : L(v) € S} jest
podprzestrzenia wektorowa V.

Zadanie 36.21. Niech L : R® — R" bedzie odwzorowaniem liniowym. Pokazaé¢, ze jedli
V CcR", W C R™ sg podprzestrzeniami, to

o L7YL(V)) =V +ker f,
o L(L7Y(W))=WnNimL.

Zadanie 36.22. Podac¢ przykltad przestrzeni wektorowej V' nieskonczonego wymiaru i takich
odwzorowan liniowych L,G : V — V ze

e L jest monomorfizmem, ale nie jest epimorfizmem,
e ( jest epimorfizmem, ale nie jest monomorfizmem.

Zadanie 36.23. Niech L : V — W bedzie odwzorowaniem liniowym. Zalézmy, ze vy, ...,v, €
V sg takie, ze
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o ker L C span{vy,...,v,},

o span{L(vy),...,L(v,)} = W.
Pokazaé, ze span{vy,...,v,} = V.
Zadanie 36.24. Niech

Ly Vi = Vo, Ly:Vo—V3, L3:Vs—V,
beda odwzorowaniami liniowymi oraz
dimVp; =8, dimVe =5, dimV3=7 dimV,=6.

Pokazaé, ze Lg o Ly o L1 : V3 — V4 nie jest epimorfizmem.

Zadanie 36.25. Niech L : V — V bedzie odwzorowaniem liniowym. Pokazaé, ze L? = 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy im L C ker L.

Zadanie 36.26. Zalézmy, ze L, S : V — V sg odwzorowaniami liniowymi ora .S jest izomorfi-
zmem. Pokazaé, ze

im(SLS™') = S(im L), ker(SLS™') = S(ker L)
Zadanie 36.27. Niech L : R” — R" bedzie odwzorowaniem liniowym. Pokazaé, ze

dim V + dim L*(V') > 2dim L(V).
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Rozdzialt 37

Macierze

Zadanie 37.1. Dla podanych macierzy A i B oblicz iloczyny AB i BA, o ile sa one wykonalne:

[3 —2
e A=1|2 4 |, B:l‘fié]
1 -3
- 1 1 2
o« A= i);i , B=14 5
I l 13 6
(1 1] (11
A=y o0 B= 22]
11

Zadanie 37.2. Niech A = l 11

]. Oblicz A%, A3. Zgadnij wzér na A" i go uzasadnij.

Zadanie 37.3. Podaé przyktad takich macierzy niezerowych A, B € May2(R), ze AB = 0.
Zadanie 37.4. Niech A € Myyo(C). Pokazaé, ze A2 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A ma jedng

7 postaci
0 a 0 0 a ab
0o 0|’ a 0|’ —ab™ —a |’

dla pewnych a,b € C z b # 0.

Zadanie 37.5. Podaé przyklad takich niezerowych macierzy A, B, C' € May2(R), ze A # B
oraz AC' = BC.

Zadanie 37.6. Niech

o O O O
o O O
O O = O
O = OO

Sprawdzi¢, ze A™ =0 dla n > 4.

0 . . .
0 0 nie p051ada maclerzy

Zadanie 37.7. Uzasadnic¢ na podstawie definicji, ze macierz A = [
odwrotne;j.

Zadanie 37.8. Pokazaé, ze jeSli A € M, x,(F) jest nieosobliwa, to A™ jest nieosobliwa dla
dowolnego m € N oraz (A™)~1 = (A=1)™.

Zadanie 37.9. Niech macierz B € M, x,(R) bedzie nieosobliwa. Pokazaé, ze odwzorowanie

L: Myyn(R)S Ay AB € Myyn(R)

jest izomorfizmem.
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1 —
1 -1
macierz symetryczna B € Mayo(R), ze B? =07

Zadanie 37.10. Sprawdzié, ze dla A = ] zachodzi A? = 0. Czy istnieje taka niezerowa

Zadanie 37.11. Niech A = [ ZH 212 ] oraz a;; # 01 a = ag;/a11. Pokazaé, ze A mozna
21 Q22

zapisa¢ w postaci iloczynu postaci

110 ailr  a12
a=[ ]

Ile jest rowne b w tym przedstawieniu?

7

Zadanie 37.12. Pokazaé, ze dla A = _9 _45 ] zachodzi wzér

A" = > 1.

-9n 1-—-6n

1+6n 4n ]
, n

Zadanie 37.13. Zalézmy, ze A € Myx2(Z) jest macierza o wyrazach caltkowitych. Pokazaé, ze
jesli p € N jest liczbg pierwsza, to liczba tr AP — tr A dzieli si¢ przez p.

Zadanie 37.14. Dla macierzy A € Msyo(F) zachodza wzory

1 tr(A) 1
det(A) = §det [ tr(A2) tr(A) ] .

o trA? = (tr A)? — 2det A,
o trA3 = (tr A)3 — 3(det A)(tr A).
Zadanie 37.15. Niech A, B,C € M, x,(R). Pokazaé, ze
o tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB),
o tr(ABC) moze by¢ rézne od tr(BAC),
o tr(ATB) = tr(ABT).
Zadanie 37.16. Niech A € M,,»,(R). Pokazaé, ze tr AT A = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A = 0.
Zadanie 37.17. Niech A € M,,«,(R) bedzie skos$nie symetryczna. Pokazaé, ze
e I — A jest nieosobliwa,
o jesli B=(I+A)(I—A)~' to B! =BT,
Zadanie 37.18. Niech A, B, A+ B € M,,«»(R) beda nieosobliwe. Pokazaé, ze
AA+B) 'B=B(A+B) A=A+ B H L
Zadanie 37.19. Niech A € M,,x,(R) i B € My xm(R) beda takie, ze
AB=1,,, BA=1I,.

Pokazaé, ze n = m.

Zadanie 37.20. Znalez¢ macierz odwrotng do macierzy A =

_= W N
N DN
W N DN
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Zadanie 37.21. Pokazaé, ze jesli A, B € M,,«,(F) oraz macierze A, B i A+ B sa nieosobliwe,

to
AA'+ B HYBA+B) ' =1.

Co mozna powiedzie¢ o odwracalnoéci macierzy A= 4+ B~1?

Zadanie 37.22. Jedli A jest macierza kwadratows oraz A¥ = 0 dla k > 1, to I — A jest
nieosobliwa oraz

(I-A) ' =T+A+.. 441
Zadanie 37.23. Uzasadnié, ze jesli ATA = A, to A jest symetryczna oraz A = A2
Zadanie 37.24. Niech A € M,,»,,(R) oraz A? = 0. Pokazaé, ze rank A < n/2.
Zadanie 37.25. Pokazaé, 7e jesli A jest antysymetryczna (AT = —A), to A+1 jest nieosobliwa.
Zadanie 37.26. Pokazad, ze
rank(AB) < min{rank A, rank B},
dla A, B € M,xn(R).
Zadanie 37.27. Pokazaé, ze
rank(A + B) < rank A + rank B,
dla A, B € Mpyxn(R).
Zadanie 37.28. Poda¢é przyklady takich macierzy A, B € Mayx2(R), ze
o rank(A + B) < rank A i rank(A + B) < rank B,
o rank(A + B) =rank A i rank(A + B) = rank B,
o rank(A + B) > rank A i rank(A + B) > rank B.
Zadanie 37.29. Niech A, B € M,,»,(R). Pokazaé, ze jesli BT A =0, to
rank(A + B) = rank A + rank B.

Zadanie 37.30. Niech A, B € M,x,(R) i n jest nieparzyste. Pokazaé, ze jesli AB = 0, to
przynajmniej jedna z macierzy A+ AT i B + BT jest osobliwa.

Zadanie 37.31. Niech A, B € M, «,(R) beda takie, ze AB = 0. Pokazaé, ze
rank A +rank B < n.
Zadanie 37.32. Uzasadni¢, ze jesli A € Mpxn(R) 1 B € My, p(R), to
rank(AB) = rank(B) — dim(ker A Nim B).

Zadanie 37.33. Dla macierzy kwadratowej X € Myxn(R) oznaczamy v(X) = dimker X.
Uzasadni¢ prawo Sylwestera

max{v(A),v(B)} < v(AB) < v(A) + v(B).
Zadanie 37.34. Pokazaé, ze dla macierzy A € M,«,(R) nastepujace warunki sa réwnowazne
(a) ker A = ker A%
(b) im A = im A2
(c) kerANim A = {0}.
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Zadanie 37.35. Niech A € M, «,(R) bedzie taka macierza, ze dla dowolnej macierzy B €
M xn(R) mamy
AB = BA.

Pokazaé, ze A = AI dla pewnego A € R.

Zadanie 37.36. Znalez¢ rozkltad LU macierzy

1 2 3 2 2
l;‘lﬂ, 45 6|, 40
8 79 3 4

-1
4
4
Zadanie 37.37. Rozwazmy przestrzen wektorowa Moxo(R). Ktére z ponizszych podzbioréw
S C Max2(R) jest podprzestrzenia wektorowa:
e S-zbiér macierzy diagonalnych;
e S-zbiér macierzy goérnie trdjkatnych;
o« S = {A = [aij] S MQXQ(R) tap = 1};
e S = {A = [ai]’] S M2><2(R) ta1 = O},
e S = {A € MQXQ(R) A= AT};
e S zbiér macierzy nieosobliwych;
Jesli S jest podprzestrzenia, to znajdz jakas baze dla S i wyznacz jej wymiar.

Zadanie 37.38. Niech A € Msy2(R) bedzie ustalona macierza. Ktére z podzbioréw S C
Msyo(R) jest podprzestrzenia wektorowa:

e S={Be MyR): AB = BA};
o S={B € My2(R): AB # BA};
o S={B € My2R): BA=0}.
Zadanie 37.39. Znalezé wspotrzedne wektora [7,4]7 w bazie v; = [3,2]T, vo = [1,1]7.

Zadanie 37.40. Znalez¢ macierz przejécia od bazy vq = [5,2]7, vy = [7,3]T do bazy u; = [3,2]7,
ug = [1,1]7.

Zadanie 37.41. Rozwazmy przestrzen wektorowg C nad cialem R.
o Pokazaé, ze 1, ¢ oraz 1 + i, 1 4+ 2i sa bazami tej przestrzeni wektorowej.
e Zmalez¢ macierz przejscia od bazy 1, ¢ do bazy 1+, 1 4 2i.
Zadanie 37.42. Znalez¢ macierz A odwzorowania liniowego
L([ml,mg,xg]T) = [221 — 9 — 23,229 — 1 — X3,203 — T — (IJQ]T
w bazach standardowych w R3.

Zadanie 37.43. Niech A € M, (R). Pokazaé, ze jesli tr(AX) = 0 dla dowolnej macierzy
X € Mysm(R), to A =0.

Zadanie 37.44. Macierz A € M, »,(R) spelnia réwnanie
A3 —4A% £ 3A -5 =0,

Uzasadnié, ze A jest nieosobliwa.
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Zadanie 37.45. Niech A = [ i 123

]. Dla jakich wartosci parametréw c,d € R zachodzi
A% =0.

Zadanie 37.46. Niech A, B € M, x,(R) beda symetryczne. Pokazaé¢, ze AB jest symetryczna
wtedy i tylko wtedy, gdy AB = BA.

Zadanie 37.47. Czy iloczyn macierzy symetrycznych jest macierza symetryczna? Co mozna
powiedzieé o ilocznie macierzy antysymetrycznych?

Zadanie 37.48. Uzasadnié, ze jedli A € M,,»,(F) jest nieosobliwa i symetryczna, to A~! jest
symetryczna.

Zadanie 37.49. Niech A € My, (F) bedzie dowolng macierza. Uzasadnié, ze iloczyny AAT
i AT A sg okreélone i s3 macierzami symetrycznymi.

Zadanie 37.50. Niech A € M,,»,(R). Pokazaé, ze A jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy
A? jest nieosobliwa.

Zadanie 37.51. Niech A € Msy2(R) bedzie taka, ze tr A = 0. Pokazaé, ze A?> = al dla
pewnego a € R.

Zadanie 37.52. Dla macierzy A, B € M, «»(R) definiujemy ich komutator (nawias Poissona)
przez

[A,B] = AB — BA € My, (R).

Pokazaé, ze

e [A+ B,C|=[A,C]+[B,(C)],

. [4,4] =0,

o [A,B] =—[B,4],

« [A[B,Cll+1[B,[C,All +[C,[A, B]| = 0,

« [A,BC] =[A, B|C + B[A, ],

e tr[A,B] =0,

e [A,B]#1.

Zadanie 37.53. Znalez¢ rzad i jadro macierzy

1 1 1 4
1 1 1
0 1+ 0 O
2 0 2 2

Zadanie 37.54. Niech C' € Myy2(R). Pokazaé, ze ponizsze warunki sa réwnowazne
e trC =0,
o C =[A,B] dla pewnych A, B € Msys(R).

Sprobowaé udowodni¢ analogiczna réwnowaznos$é w dowolnym wymiarze.

Zadanie 37.55. Niech A, B € M,,«»(R) beda takie, ze
(Azly) = (Bzly), = €R", yeR™

Pokazaé, ze A = B.
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Zadanie 37.56. Rozwazmy zbiér
Gon = {A € Mopyon(R) : (JA)T = JAY,

0 —I,

gdzie J = [ I 0

] . Uzasadni¢, ze

(i) A € Go, wtedy i tylko wtedy, gdy JA + AT.J =0,
(ii) Gaop jest grupa abelowa z dzialaniem dodawania macierzy,

(iii) Dla A € G2 zachodzi réwnosé

T7 0 —tI'A
JA+ A J_[trA 0 .

W szczegblnosci, A € Gy wtedy i tylko wtedy, gdy tr A = 0.
Czy (iii) jest prawda dla n > 27

Zadanie 37.57. Pokazaé, ze zbior GL,(R) wszystkich macierzy nieosobliwych A € My, xn(R)
jest grupa z dzialaniem mnozenia macierzy. Uzasadni¢, ze dla ustalonego wektora v € R™ zbiér
{A € GL,(R) : Av = v} jest jej podgrupa.

37.1 Reprezentacja macierzowa

Zadanie 37.58. Zalézmy, ze B jest podobna do A, czyli B = S™'AS. Sprawdzi¢, ze dla
kazdego k € N mamy B¥ = S~1AFS.

Zadanie 37.59. Uzasadnié, ze jesli macierze A, B € M,,«,(R) sa podobne, to rank A = rank B.
Pokazaé¢ na przykladzie, ze implikacja odwrotna nie jest prawdziwa.

Zadanie 37.60. Niech
L:R¥3 [z, y,2]T = [z +y+222—x,2y—2]T €R3.
Zmnalez¢ reprezentacje odwzorowania liniowego L w bazach
2,01,]%, (0,2, 1%, [1,2,1]"

oraz
(1,1,19%, [1,1,0%, Jo,1,1]%.

Zadanie 37.61. Odwzorowanie liniowe L : R? — R3 ma w bazach ui,us oraz vi,vs,v3 ma
macierz

DN =~ W
— =N

Obliczy¢ L(u) jesli wektor u € R? ma w bazie uy, us wspotrzedne [1,3]7.
Zadanie 37.62. Obliczy¢ macierz odwzorowania liniowego

1 2

L:MQXQ(R)BAI—)[S 4

] Ae MQXQ(R)

w bazie standardowej dla Mayo(R).

Zadanie 37.63. Rozwazmy odwzorowanie liniowe L : R? — R? zadane na bazie standardowej
przez

L(e1) = [a,b,b], L(ey) = [b,a,b)", L(es) = [b,b,a]’.

Dla jakich wartosci a,b € R odwzorowanie L ma odpowiednio rzad 0,1, 2, 3.
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Zadanie 37.64. Uzasadnié, ze jesli B jest podobna do A, to det(B) = det(A).

Zadanie 37.65. Pokazad, ze je$li B jest podobna do A i A € R, to B — Al jest podobna do
A — M. W szczegblnosei, det(A — AI) = det(B — AI).

Zadanie 37.66. Przypusémy, ze S, T € M,x,(R) i S jest nieosobliwa. Pokazaé, ze T'S jest
podobna do ST.

Zadanie 37.67. Niech A, B € M,,»,»(R). Uzasadni¢, ze jesli A jest podobna do B, to istnieja
takie macierze S, T € M, «n(R), ze S jest nieosobliwa oraz A = ST i B=TS.

Zadanie 37.68. Niech V', W beda przestrzeniami wektorowymi nad cialem F wymiaru n i m
odpowiednio. Pokazaé, ze przestrzenn odwzorowan liniowych £(V, W) jest izomorficzna z prze-
strzenia macierzy M, xn(F).

Zadanie 37.69. Rozwazmy odwzorowanie liniowe
L: Mays(F) 3 A AT € Moy (F).
Znalez¢ macierz L w bazie standardowej Mayo(F).
Zadanie 37.70. Pokazaé, ze dla dowolnych macierzy A, B,C € M, x,(F) zachodza warunki
(1) A jest podobna do A4;
(2) jesli B jest podobna do A, to A jest podobna do B;
(3) jesli A jest podobna do B i B jest podobna do C, to A jest podobna do C.

Zadanie 37.71. Pokazaé, ze dla A € M,,«,(C) istnieje taka macierz nieosobliwa S € My, x,(C),
ze AT = §—14S.
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Rozdzial 38

Wyznacznik

2—-A 4

. o
3 3\ ] jest odwracalna’

Zadanie 38.1. Dla jakich wartoéci parametru A € R macierz l

Zadanie 38.2. Niech A, B € M,x,(R) beda takimi macierzami, ze det A = 7 i det B = 3.
Obliczy¢ det(2AB) oraz det(A~!B).

Zadanie 38.3. Pokazaé, ze wyznacznik macierzy Vandermonde’a

1z 23
V(zy,z0,23) = | 1 20 23
1 z3 23
jest réwny (z2 — x1)(23 — 1) (w3 — 22).
Zadanie 38.4. Niech
1+ XM 1 1
A= 1 14+ Ao 1 . AN #0.
1 1 14 A3

Sprawdzié, ze
det A A)\)\<1+1+1+1)
et A= : — 4+ —+—.
1A2A3 MTn
Zadanie 38.5. Uzasadni¢, korzystajac z wlasnodci wyznacznika i nie dokonujac obliczen, ze

wyznacznik macierzy
ai a2 az a4 as

b1 by by by b5
cg co 0 0 0 € Msyxs (R)
d da 0 0 0
€1 €9 0 0 0

jest rowny zero.

Zadanie 38.6. Niech A € M, «,(R) bedzie taka macierza, ze a;; € {—1,1}. Pokazaé, ze det A
jest podzielny przez 271

Zadanie 38.7. Niech A € M, x,(R) bedzie taka macierza, ze uklad Az = b dla dowolnego wek-
tora b = [by,...,b,]7 o wspétrzednych catkowitych ma rozwiazanie x = [z1,...,2,]7 o wspét-
czynnikach calkowitych. Pokazaé, ze det A = £1.

Zadanie 38.8. Niech A € M,,«,(R). Pokazaé, ze istnieje taka niezerowa macierz B € My« (R),
ze AB = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy det A = 0.

Zadanie 38.9. Uzasadnié, ze jedli A € M,,x,(R) oraz A% + I = 0, to n jest parzyste. Czy jest
tak réwniez, gdy A jest zespolona?
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Zadanie 38.10. Niech A € M,,«,,(R) bedzie taka macierza, ze A3 = 2I. Pokazaé, ze A2 —2A+
21 jest nieosobliwa.

Zadanie 38.11. Niech A € M, «,(Z) bedzie nieosobliwa. Pokazaé, ze A~! € M,,»,(Z) wtedy
i tylko wtedy, gdy det A = +1.

Zadanie 38.12. Pokazaé, ze réwnanie prostej przechodzacej przez dwa rézne punkty (ap,bi)
i (az2,b2) mozna zapisa¢ w postaci

z y 1
det | a1 by 1 | =0.
a9 b2 1

Zadanie 38.13. Niech A € M, «,(R) bedzie skognie symetryczna tzn. AT = —A. Pokazaé, ze
jesli n jest nieparzyste, to det A = 0. Pokazaé, ze gdy n jest parzyste, to dodanie do kazdego
wyrazu macierzy A tej samej liczby nie zmienia wyznacznika. Uzasadnié, ze dla n parzystego
oraz A # 0 mamy det A # 0.

Zadanie 38.14. Uzasadnié, ze dla macierzy A € M, x,(R) gérnie (dolnie) tréjkatnej zachodzi
wzor
det A =ai1...ann

Zadanie 38.15. Obliczy¢ wyznacznik macierzy

100 a1l a1z a13
A=|la 1 0 0 ag ass
b ¢ 1 L 0 0 ass
[ 1 a b
Zadanie 38.16. Oblicz wyznacznik macierzy | 1 a+x b
|1 a b+y
142 Ta T3
Zadanie 38.17. Sprawdzié, ze det T 14 22 T3 =14z +x9 + 3.

9 1+ x5

Zadanie 38.18. Niech A = [a;j], B = [b;j] € May2(R) oraz
ail a2 b11 b12 0 «
C= . E= .

ba1 D22
Pokazaé, ze
(a) det(A+ B) = det(A) + det(B) 4 det(C) + det(D).
(b) jesli B = EA, to det(A + B) = det(A) + det(B).

Zadanie 38.19. Dla ustalonego n € N definiujemy macierz A = [a;;] € Myxn(R), biorac
a;; = min{i, j}. Obliczy¢ wyznacznik macierzy A.

Zadanie 38.20. Sprawdzi¢, ze dla macierzy Frobeniusa

0O 1 0
A= 0 0 1
apg aip a2

zachodzi rownosé

det(A — A) = A3 — agA? — a1\ — ag.
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Zadanie 38.21. Uzasadnié, ze

bo by b1
det | by by by | = f(1)f(e1)f(e2),
by b1 bo

gdzie 1, €1, €9 sa zespolonymi pierwiastkami stopnia trzeciego z jedynki oraz
flx) =by+ bz + box?.
Zadanie 38.22. Rozwazmy macierz
air a2 a13

A= 1| az axn a3
az1 asz2 as3

Pokazaé, ze jesli
la11| > |a12| + |a1s],
laga| > |ag1| + |azs],
lags| > |as1| + |asz],

to macierz A jest nieosobliwa.

Zadanie 38.23. Niech A € M,;,xn(R) i B € Mpxm(R). Pokazaé, ze

0 |A
det l BT ] = det(AB).

Wskazowka: Rozwazy¢ iloczyn [ —OB 1;1 ] [ é (1)_ ]

Zadanie 38.24. Pokazaé, ze dla macierzy A, B € M,,x,(R) zachodzi réwnos¢

det l%‘%] = det(A + B)det(A — B).

A+B|0
0 |r

. o I| B
Wskazéwka: Rozwazy¢ iloczyn [ 0 ‘ 1-B ]

Zadanie 38.25. Pokazaé, ze dla dowolnej macierzy A € M, ., (R) istnieje taka macierz diago-
nalna J = diag(aii, ..., ann), ze a;; € {—1,1} oraz det(A + J) # 0.

Zadanie 38.26. Macierz A = [a;;] € Myxn(R) nazywamy binarng, gdy a;; € {0,1}. Ile jest
macierzy binernych dla n = 37 Ktoéra z nich ma najwiekszy wyznacznik?

Zadanie 38.27. Niech A, B € M, «,(F) i A jest nieosobliwa. Pokazaé, ze
det(I + AB) = det(I + BA).
Uzasadnié, ze zalozenie o odwracalnosci A nie jest istotne.
Zadanie 38.28. Uzasadnié, ze jeSli A € My xm(F) i B € Mp,xn(F), to
det(I, + AB) = det(I,, + BA).

Wskazéwka: Sprawdzié, ze

it [eetm] [t~ 12

L P e

0 |Im
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Zadanie 38.29. Niech u,v € R™. Pokazaé, ze det(I +uv’) =1+ (ulv).

Zadanie 38.30. Niech
0 1 00 10

D: MZXQ(R) — R

Niech

bedzie taka funkcja, ze
(i) D(AB) = D(A)D(B) dla dowolnych A, B € Max2(R),
(i) D(I) # D(K).
Pokazacé, ze
e« D(0)=D(L)=D(M)=0,D(I)=1, D(K)=—1.

o jesli B powstaje z A poprzez zamiane miejscami wierszy lub kolumn, to D(A) = —D(B).

Jesli jaki§ wiersz lub kolumna A jest zerowy, to D(A) = 0.
o D(A) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy A jest osobliwa.

e Podaé przykltad takiej funkcji D, ktéra nie jest wyznacznikiem.
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Rozdzial 39

Wektory i wartosci wlasne

Zadanie 39.1. Znalez¢ wartosci i wektory wlasne macierzy rzeczywistych

ER N R v

Zadanie 39.2. Znalez¢ wartosci i wektory wlasne macierzy zespolonych

1 1 2 -3 1 =« 0 14
-1 1" {1 0 |” (¢ 1| | 1—=¢ 1

Zadanie 39.3. Znalez¢ wartosci i wektory wilasne ponizszych macierzy nad Zs

el )

Zadanie 39.4. Co mozna powiedzie¢ o wartoéciach wlasnych macierzy rzeczywistej

a=lo],
AN

Zadanie 39.6. Niech \, u € C beda warto$ciami wlasnymi macierzy A € May2(C). Uzasadnié,
ze kazda niezerowa kolumna macierzy A — Al jest wektorem wlasnym dla wartoéci wlasnej u.

gdy be > 07

Zadanie 39.5. Obliczy¢

Zadanie 39.7. Niech A € M,,»,,(C) i A € C jest wartoscia wlasna. Pokazaé, ze dla wielomianu
zespolonego p(z) = anx™ + ... 4+ a1z + ag liczba p(\) jest wartoécia wlasna macierzy

p(A) =a, A" + ...+ a1A + apl.
Zadanie 39.8. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe rzeczywiste postaci Jordana dla macierzy
2a b
A=
w zaleznosci od parametréw a,b € R.

Zadanie 39.9. Niech A € Mjyy2(R). Uzasadnié, ze jesli tr A # 0 oraz det A = 0, to A jest
diagonalizowalna.

Zadanie 39.10. Niech A € M,,»,(C) bedzie taka macierza, ze A™ = I dla pewnego m > 1.
Pokazaé, ze det(I — A) # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

T+A+A%+.. .+ A =0
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Zadanie 39.11. Niech A € Msy2(R) ma dwukrotna warto$é wlasna A € R. Uzasadnié, ze dla

dowolnego wektora v € R?, v jest wektorem wiasnym A lub (A — AI)v jest wektorem wlasnym
A.

Zadanie 39.12. Znalez¢ posta¢ Jordana macierzy

1 2 -1 2 0 -1 1 10
03 —-2|, 0 2 1 ) -1 3 0
0 2 =2 -1 -1 2 -1 1 2

Zadanie 39.13. Dla jakich wartosci parametréw a, b, ¢ € R macierz

S RN
o N O
N OO

jest diagonalizowalna?

Zadanie 39.14. Dla wektoréw u = [1,2,3]7 i v = [1,1/2,1/3]T definiujemy macierz A = uTv €
Msy3(R). Wyznaczy¢ A™ dlan > 1.

Zadanie 39.15. Niech B € Ms3,3(C). Pokazaé, ze
det(zI — B) = 2% — tr(B)x? + tr(adj(B))x — det B.

Zadanie 39.16. Wyznaczy¢ mozliwe rzeczywiste postaci Jordana macierzy

A=

o O O
o o O
o O R

w zaleznosci od parametréw a, b, c € R.

Zadanie 39.17. Niech v bedzie wektorem wlasnym macierzy A dla warto$ci wtasnej A. Poka-
zaé, ze dla skalara ¢ wektor v jest wektorem wlasnym macierzy A —cl odpowiadajacym wartosci
wlasnej A — c.

Zadanie 39.18. Rozwazmy macierz

apg a1 a
A= ay ay a1 € ngg(C).
air a2 ao

Pokazaé, ze A ma wektor wlasny postaci [1,7n,1%]T € C.

Zadanie 39.19. Podaé przyklad takich macierzy A, B € My, x,(R), ze \ jest warto$cia wlasna
A, 1 jest wartodcia wlasna B, ale A\ + p nie jest wartodcia wlasna A + B.

Zadanie 39.20. Rozwazmy macierze A oraz B = A — al dla pewnego o € F. Jaki jest zwiazek
pomiedzy warto$ciami wlasnymi macierzy A i B?

Zadanie 39.21. Uzasadnié¢, ze macierze A i AT majg te same wartoéci wtasne. Czy wektory
wlasne tez sa takie same?

Zadanie 39.22. Niech A, B € M,,.,(F). Pokazaé, ze
(1) jesli AB jest nieosobliwa i A jest wartoscia wlasna AB, to A jest wartodcia wlasna BA.
(2) jesli 0 jest wartoscia wlasna AB, to 0 jest warto$cia wlasna BA.
(3) czy macierze AB i BA maja te same wartosci wlasne?

Zadanie 39.23. Uzasadnié, ze nie istnieja takie macierze A, B € M, «,(F), ze AB— BA=1.
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Zadanie 39.24. Podaé przyklad takich macierzy A, B € My x,(R), ze A jest warto$cia wlasna
A, u jest wartoécig wlasng B, ale A - u nie jest wartoscig wlasna AB.

Zadanie 39.25. Uzasadnié, ze macierze

nie sa podobne.

Zadanie 39.26. Co mozna powiedzie¢ o warto$ciach wlasnych takiej macierzy kwadratowej A,
ze A3 = A.

Zadanie 39.27. Niech A € M,,«,(R) oraz A3v = Av dla pewnego niezerowego wektora v € R”.
Pokazaé, ze co najmniej jedna z liczb 0, 1, —1 jest wartoscia wlasng macierzy A. Poda¢ przyktad
takiej macierzy A spelniajacej powyzszy warunek, ze 0 jest wartodcig wlasng, a —1 i 1 nie sa.

Zadanie 39.28. Niech A € M,,»,,(R) ma n réznych wartoéci wlasnych A1,..., A\, € R. Pokazaé,
ze jesli vy, ..., v, sa odpowiadajacymi wektorami wltasnymi, to dla v = vy + ... + v, wektory
v, Av, ..., A" lv tworzg baze R™.

Zadanie 39.29. Dla jakich wartosci parametru k € R ponizsze macierze sg diagonalizowalne
jako macierze rzeczywiste?

0 k 0 1 10 00 1
Zadanie 39.30. Niech A € M, x,(C). Uzasadni¢, ze A jest diagonalizowalna wtedy i tylko
wtedy, gdy krotnoéé algebraiczna kazdej wartosci wlasnej jest réwna jej krotnosci geometrycznej.

Zadanie 39.31. Rozwazmy macierz Toeplitza

A:li’ Z] € Myyo(C), a#0#c.

Zmalez¢ jej wartoéci i wektory wiasne. Czy jest ona diagonalizowalna? Co mozna, w tym
kontekscie, powiedzie¢ o macierzy Toeplitza

A= , aF0#c?

oo o
o R
Qe O

Zadanie 39.32. Niech A, B € M, «,(R) maja n réznych wartosci wlasnych. Uzasadni¢, ze A
i B maja takie same wektory wtasne wtedy i tylko wtedy, gdy AB = BA.

Zadanie 39.33. Rozwazmy rekurencje liniowa
Ty = QTp—1 + bTp_o, a,beR.

Sprawdzié, ze

Tn, _|a b Tp—1
Tn—1 110 Tp—o |’
- a b L. . L. n
e JeSli A= 10 ma dwie rézne rzeczywiste warto$ci wlasne \; # A2, to z, = c1 A} +

co Ay dla pewnych ¢1,c0 € R,

e Jesli A ma dwukrotng wartos¢ wlasnag A, to x,, = c1 A" 4 conA™ dla pewnych cq, co € R.
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Zadanie 39.34. Niech A € M,,,(R) bedzie macierza antysymetryczna. Pokazaé, ze
o A? jest symetryczna,
e 27 A%z < 0 dla dowolnego = € R”,
e niezerowe wartosci wlasne macierzy antysymetrycznej A sa urojone.
Wskazéwka: Zauwazcie, ze 27 A%r = —x AT Az = (Ax)T Ax.

Zadanie 39.35. Niech A\ = xp + iy, dla k = 1,...,n beda warto$ciami wtasnymi macierzy
rzeczywistej A € My, «n(R). Pokazaé, ze

(2) T1Yy1+ ...+ Tryn =0,
(3) trA2= (a3 +...+a2) — (F +... +y2).

Zadanie 39.36. Niech A1, \y bada réznymi warto$ciami wlasnymi macierzy A € M, (C)
i niech v1, vo beda ich wektorami wlasnymi. Pokazaé, ze v1 + vo nie jest wektorem wlasnym A.

Zadanie 39.37. Niech A € Msy2(R). Pokazaé, ze istnieje taka macierz nieosobliwa S €
Msy2(C), ze wyrazami diagonalnymi macierzy S~1AS s3 01 tr A.

Zadanie 39.38. Niech A € M,,»,(C) bedzie taka, ze rank A = 1. Pokazaé, ze A2 =tr A - A.

Zadanie 39.39. Niech A € M;.5(C) bedzie taka macierza, ze A* = A2 # A. Jakie sa mozliwe
zespolone postacie Jordana macierzy A?

Zadanie 39.40. Narysowa¢ dyski Gerszgorina dla macierzy

1 1 0 2 = 0
05 4 05 |, 1 26 144
1 0 5 0 1 -

Zadanie 39.41. Podaé przyklad takich macierzy A, B € May2(R), ze A jest wartoscia wlasna
A, 1 jest wartoécig wlasna B, ale A\ 4+ p nie jest wartoécig wlasng A + B. Podaé analogiczny
przyktad dla AB.

Zadanie 39.42. Niech A € M, ,,(R). Pokazaé, ze zbiory
V={zeR": lim |A"z| =0},
n——+00
W ={x € R" : sup ||[A"z| < oo},
n>1
sg podprzestrzeniami wektorowymi R"™. Podaé przyktad takiej macierzy A, ze

E+{0}, F#E, F#R"
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Rozdzial 40

Ortogonalnosé

1/2

Zadanie 40.1. Dla jakich wartosci a, b, c € R macierz l b

Z ] jest ortogonalna?

Zadanie 40.2. Zastosowaé procedure Grama-Schmidta do bazy w R3:
v =[1, -1, =17, v =10,3,3]", wv3=13,2,4]T.
Zadanie 40.3. Uzupelnié¢ miejsca oznaczone * tak, aby macierz

1/V2 1/V3
Q= 0 IVAVERE
—1/vV2 1/V/3 =«

byta ortogonalna.
Zadanie 40.4. ZnaleZé baze ortogonalng R?, ktéra zawiera wektor [3,1,5]7.

Zadanie 40.5. Dla macierzy

2 8 2
A= 1 7T -1
-2 =2 1
macierz ortogonalna
2/3 1/3 2/3
Q= 1/3 2/3 -=2/3
—-2/3 2/3 1/3

jest otrzymana w wyniku procedury Grama-Schmidta zastosowanej do kolumn macierzy A.
Zmnalez¢ rozklad QR dla A.

Zadanie 40.6. Dla ponizszych macierzy symetrycznych A:
41 9 _9 230 1 2 2
RE 9 6 | 3 2 4|, 2 1 2
0 4 2 2 21

znalezé takie macierze ortogonalne @ i diagonalne D, ze QT AQ = D.

Zadanie 40.7. Niech A € M,,«,(R) bedzie taka macierza symetryczna, ze A™ = I dla pewnego
m > 1. Pokazaé, ze A2 =1.

Zadanie 40.8. Niech A € M343(R) bedzie macierza symetryczng o wyznaczniku réwnym 6.
Zatézmy, ze vi = [1,2,3]7, va = [0,3, 2|7 sa wektorami wlasnymi odpowiednio dla wartoéci
wlasnych A\ = 11 A9 = 2. Znalez¢ taki wektor wlasny vs postaci [1, z,y] (z,y € R), ze v1, v2, v3
tworza baze R3. Jaka jest warto$é¢ wlasna odpowiadajaca vs.
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Zadanie 40.9. Uzasadnié, ze jeéli macierz A € M, x,(R) jest symetryczna oraz tr A% = 0, to
A=0.

Zadanie 40.10. Znalez¢ dopelnienie ortogonalne W+ podprzestrzeni W w przypadku, gdy
o W jest prosta w R? o réwnaniu parametrycznym
r=t, y=2t =z=—t.
o W =span{[1,1,1,1]7,[1,-1,1,1]7} c R%
Zadanie 40.11. Znalezé baze ortogonalna przestrzeni R? zawierajaca wektory
[1,0,2,2]7, [0,1,1,-1]T.

Zadanie 40.12. Zastosowaé algorytm Grama-Schmidta do znalezienia bazy ortonormalne;
przestrzeni span{xi, x9, x3}, gdzie

r1=[1,1,1,1]7, =z =[1,1,1,01F, 23=10,1,1,1] .

Nastepnie znalezé rozktad QR macierzy

s

|
—= = =
— = = O

O = =

Zadanie 40.13. Znalezé baze ortonormalna podprzestrzeni R* opisanej réwnaniem x; + xo +
z3+ x4 = 0.

Zadanie 40.14. Znalezé macierz symetryczng A € Msx3 o warto$ciach wlasnych A\ = Ay = 1,
A3 = —2 i takich, ze
ker(A — A\ T) = span{[1,1,0]7,[1,1,1]T},

ker(A — XoI) = span{[1,—1,0]7}.

Zadanie 40.15. Uzasadnié, ze jedli uy,...,u, € R” tworza baze ortonormalna, to

n
(zly) = D _(xlui) (uily),
i=1
dla dowolnych z,y € R"™.

Zadanie 40.16. Pokazaé, ze jesli wektory vy,...,vr € R" sg ortonormalne, to dla dowolnego
v € R"™ zachodzi nieréwnos¢:

[l = [(vlon)* + - . + | (v]vw) .

Zadanie 40.17. Niech V' C R" bedzie podprzestrzenia wektorowa wymiaru n — 1 oraz a,b €
R™\ V. Pokazaé, ze istnieje doktadnie jeden taki wektor ¢ € V, ze

le —all + lle = bll < [lu — al| + [lu — b,
dla kazdego u € V.

Zadanie 40.18. W przestrzeni M, x,(R) definiujemy iloczyn skalarny wzorem
(A|B) = tr ATB.
Uzasadnié, ze (A|A) > 0 oraz (A|A) = 0 tylko wtedy, gdy A = 0. Dla macierzy
1 4 a> a-1
A_l—fi 5]’ B= a+1 —1]

znalez¢ wartosci parametru a € R dla ktorych (A|B) = 0.
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Zadanie 40.19. Niech przestrzeni M, ., (R) bedzie wyposazona w iloczyn skalarny i norme

(A|B) =tr ATB, || A|| = /(A|A).

Rozwazmy podprzestrzen V macierzy symetrycznych i podprzestrzen W macierzy antysyme-
trycznych. Pokazaé, ze

« V=W,
e rzut ortogonalny P na V jest dany przez

A+ AT

P(a) = =5

¢ A= P(A)| = (4 - AT)/2) = \/uiT4-udt

Zadanie 40.20. Niech VW C R" beda podprzestrzeniami. Pokazaé, ze

(V+wW)t=vinwt

Zadanie 40.21. Niech A € M, «,(R). Pokazaé¢, ze AT A = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A = 0.
Uzasadnié¢, ze jesli ATA = AAT | to ker A = ker AT oraz im A = im A”. W szczegdlnoéci,

R™ = ker A ® im A.

Zadanie 40.22. Podaé przyklad takiej macierzy A € M, xn(R), ze
ker ANim A = {0},

ale podprzestrzenie ker A i im A nie sg ortogonalne.

Zadanie 40.23. Niech V C R"™. Pokazaé, ze V jest podprzestrzenia wektorowa wtedy i tylko
wtedy, gdy V' = ker A dla pewnej macierzy A € M, (R).

Zadanie 40.24. Znalez¢ macierz rzutu ortogonalnego na podprzestrzen span{[1,2,1,1]7,[~1,1,0,1]7}
przestrzeni R%.

Zadanie 40.25. Niech A € Myy2(R). Pokazaé, ze istnieje taka macierz ortogonalna S, ze
wyrazy diagonalne macierzy SAS™! s réwne.

Zadanie 40.26. Dla jakich wartosci b € R macierz

NI
00 o N
~ 00 i

jest dodatnio okreélona?

Zadanie 40.27. Niech A € M, «,(R) bedzie idempotentna (A? = A). Pokazaé, ze rank A =
tr A.

Zadanie 40.28. Niech A, B € M,,x,(R) beda idempotentne oraz ker A = ker B iim A = im B.
Pokazaé, ze A = B.

Zadanie 40.29. Niech A € M, ,,(R) bedzie idempotentna. Pokazaé, ze istnieje dokladnie
jedna taka macierz idempotentna B € My, x,(R), ze ker A = im B i im A = ker B.

Zadanie 40.30. Niech A, B € M, «,(R) beda idempotentne. Pokazaé¢, ze A+ B jest idempo-
tentna wtedy i tylko wtedy, gdy zachodza warunki

imA Cker B, imB C ker A.
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Zadanie 40.31. Zal6zmy, ze R" = V@ W dla pewnych podprzestrzeni V, W C R™. Pokazacé, ze
istnieje dokladnie jedna taka macierz idempotentna A € My, x,(R), zeim A = V orazker A = W.

Zadanie 40.32. Niech A, B € M,x,(R) beda takimi macierzami idempotentnymi, ze A + B
jest réwniez idempotentna. Uzasadnié¢, ze

e im(A+B)=imA®imB,
o ker(A+ B) = ker ANker B,
e R"=im A®im B @ (ker A Nker B).

Zadanie 40.33. Uzasadni¢, ze liniowa izometria przestrzeni R3 jest zlozeniem obrotu wokoél
prostej i symetrii wzgledem ptaszczyzny.

Zadanie 40.34. Sprawdzié, ze

-1 0 0 1 0 O 1 0 0
0 «cosf sin6 =01 O 0 cosf sinf
0 sinf —cosf 0 0 -1 0 —sinf cos6
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 cosf sinfd =101 O 0 cosf sind
0 sinf —cosf 00 -1 0 —sinf cosf
-1 0 0 -1 0 0 1 0 0
0 cosf sinf | = 0 1 0 0 cosf sinf
0 —sinf cos@ 0 1 0 —sinf@ cos6

0
Zadanie 40.35. Macierz nieujemna A = [a;;] € M, xn(R) nazywamy podwdjnie stochastyczng,
jesli

n n
Zaikzlzz:akj, kzl,...,n.
=1 j=1

Pokazaé, ze iloczyn macierzy podwdjnie stochastycznych jest macierza podwdjnie stochastyczna.

Zadanie 40.36. Pokazaé, ze jesli A = [a;;] € Myxn(R) jest ortogonalna, to macierz B = [agj]

jest podwdjnie stochastyczna.

Zadanie 40.37. Niech A € M,,x,(R) i niech A = QR bedzie jej rozkladem QR otrzymany
z procedury Grama-Schmidta. Sprawdzi¢, ze

Az = bf| = || Re — |,
gdzie z,b € R™ oraz ¢ = Q7'b.
Zadanie 40.38. Pokazaé, ze
(1) Jesli A € O(n) jest taka, ze AB = BA dla kazdej macierzy B € O(n), to A = £1.

(2) Jesli A € SO(n) jest taka, ze AB = BA dla kazdej macierzy B € SO(n), to A = £, gdy
n jest parzyste oraz = I, gdy n jest nieparzyste.

Zadanie 40.39. Niech P € O(n). Pokazaé, ze PT AP jest symetryczna wtedy i tylko wtedy,
gdy A € Myyn(R) jest symetryczna.
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Rozdziatl 41

Macierze hermitowskie

Zadanie 41.1. Ktoére z ponizszych macierzy sa hermitowskie

1 3—i [0 3-2i
34+i i |’ 3-92% 4 ’
22— —4i] -2 2 4
2447 0 1|, 2 0 8 |?
44 1 5 4 8 7

Zadanie 41.2. Znalez¢ wartosci i wektory wlasne macierzy hermitowskiej

3 2—1 31
A=| 2+1 0 —1+74
-3 —-1—1 0

Zadanie 41.3. Ktoére z ponizszych macierzy sa unitarne

147 1—3
1—% 144

—i 0 1 VB—i 143,
0 4| 1v2| V3+i 1—-3i

Zadanie 41.4. Niech z € S!. Pokazaé, ze macierz

9 )

1+7 143
1—7 1—2

e
V2 | iz —iz
jest unitarna.
Zadanie 41.5. Pokazaé, ze dla A € M,,x,,(C) mamy
det A* = det A.

Zadanie 41.6. Podaj przyktad macierzy normalnej A € Myy2(C), ktéra nie jest ani hermitow-
ska, ani unitarna.

Zadanie 41.7. Niech p = [po, p1, 02,37, ¢ = [q0, 1,92, ¢3]7 € R* beda kwaternionami. Poka-
zaé, ze

e iloczyn kwaternionéw p - ¢ mozna zapisa¢ macierzowo

p-q=Pq
bo —Pp1 —PpP2 —Dp3 qo
_ p1 Po —DP3 D2 q1
b2 P3 bo —p1 q2
ps —p2 D1 Do qs3
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o jesli [p| =1, to P € O(4),

e [p-ql*=Ipl*lq?

Zadanie 41.8. Rozwazmy macierze Pauliego

w=|V o] me

Pokazaé, ze

* 0102 =103,
e (0903 =101,
e 0301 = 109.

Sprawdzi¢, ze jesli

01
10

q:

qo — 143
—iq1 + @2

—iq1 — q2
qo + g3

jest kwaternionem traktowanym jako element SU(2), to

q = qol —iq101 — iq202 — 1q303.
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Rozdziatl 42
Rob6zne

Zadanie 42.1. Ktore z ponizszych macierzy sa dodatnio okreslone

1 -1 -1 20 6 8 2 0 2
-1 5 1 [, 6 3 0], 0 6 2
-1 1 5 8 0 8 2 2 4
Zadanie 42.2. Obliczy¢ e dla
6 2 8
A= -2 2 =2
0 0 2

Zadanie 42.3. Poda¢ przykiad takich macierzy A, B € Mayxo(R), ze eATB £ e4eB,

Zadanie 42.4. Niech A € Ms42(C) bedzie nieosobliwa. Pokazaé, ze istnieje taka macierz
B € Msyxo(C), ze B2 = A. Podaé¢ warunek konieczny i wystarczajacy na istnienie takiej
macierzy B w przypadku, gdy A jest osobliwa.

Zadanie 42.5. Niech A € Mjy42(C). Pokazaé, ze nastepujace warunki sa réwnowazne
e lim, oo A" =0,
o p(A) <1, gdzie p(A) jest promieniem spektralnym A,
e szereg Neumanna I + A+ A% + ... jest zbiezny.

Jedli zachodzi ktérykolwiek z powyzszych warunkéw, to I — A jest nieosobliwa oraz
oo
(I-A)t=>" 4
n=0

Zadanie 42.6. Zweryfikowaé twierdzenie Frobeniusa—Perrona, obliczajac wartosci i wektory
wlasne macierzy

7
A=1]1
1

N CO DN
O W W

Zadanie 42.7. Znalez¢ promien spektralny p(A) oraz dodatni wektor wlasny Perrona dla

1—a b
A_l a 1—b]7

gdzie a +b =1 oraz a,b > 0.

Zadanie 42.8. Uzasadnié, ze jesli A € M, x,(R) jest dodatnia oraz jej kolumny (wiersze)
sumuja sie do liczby p, to p(A4) = p.
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Zadanie 42.9. Pokazaé, ze jeSli A € My, (R) jest dodatnia, to
n n

Iniin Z:l aij < p(A) < max Z:l ajj.
j= j=

Zadanie 42.10. Poda¢ przyklady takich macierzy nieujemnych A € M, «,(R), ktore nie sa
dodatnie i p(A) jest wartoécia wlasna A oraz

« p(4) =0,

o algebraiczna krotnos$é p(A) jest wieksza od 1,

o p(A) nie ma dodatniego wektora wlasnego,

o istnieje taka A # p(A) warto$¢ wlasna, ze |A| = p(A).

Zadanie 42.11. Znalez¢ formule na odwzorowanie liniowe L : R? — R2?, bedace rzutem na
podprzestrzen {[z,y]’ € R?: 242y = 0} réwnolegle do podprzestrzeni {[x,y]’ € R? : 2z +3y =
0}.
Zadanie 42.12. Niech A € M, »,(R) bedzie taka, ze A2 —5A4 + 61 = 0. Uzasadnié, ze

R"™ = ker(A — 2I) @ ker(A — 3I).

Zadanie 42.13. Niech A € M,x,(R) i A € R beda dowolne. Pokazaé, ze podprzestrzen
ker(A — M) jest niezmiennicza dla A.

Zadanie 42.14. Niech Vi, V5 i Wi, Ws beda przestrzeniami wektorowymi nad cialem F. Poka-
zac’, ze jeéli Li:Vi—>Wiilo:Vy— WQ, to

Ly X Ly : Vi x Vi 3 (v1,v2) — (L1(v1), La(ve)) € W1 x Wy
jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy L1 i Ls sa liniowe. Wtedy
ker(L; x Lg) = ker(L1) x ker(Ls),
im(Ly X Lg) =1im(L1) x im(Lg).

Zadanie 42.15. Niech V, Vi, V5 beda przestrzeniami wektorowymi nad cialem F. Pokazaé, ze
jeéliL1:V—>VliL22V—>V2,tO

(Ll,Lg) Vouve (Ll(’U),LQ(’U)) e Wy x Wy
jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy L1 i Lo sa liniowe. Wtedy
ker(Ly, Ly) = ker(L1) Nker(L2).

Sprawdzié, czy
im(Ll, Lg) = 1m(L1) X 1m(L2)7

Zadanie 42.16. Znalez¢ baze dla (R?)* dualna do bazy [1,2]7, [2.5]7 € R2.
Zadanie 42.17. Niech
L:R?3[z,y]" = [z —2y,2+y3c+y]" €R,

Obliczy¢ L*(B), gdzie
B:R3> [x,y,2]T — 2z —4y +32cR.

Zadanie 42.18. Znalez¢ dowolne takie odwzorowanie liniowe L : R? — R3, ze
ker L = span{[1,1,1]7},

imL = {[z,y,2]T € R®: 2z —y+ 2z =0}.
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Zadanie 42.19. Znalez¢ dowolne bazy podprzestrzeni V, W,V NW i V + W dla
V= {le.y, 2" € R oty -z =0},
W ={[z,y,2]" €R®:2 —3y+2=0}.

Zadanie 42.20. Sprawdzié, czy
R)*=VaoW,

jesli
V={ac®):a(237) =0},

W ={a e (R?*: a[1,2]") = 0}.

Zadanie 42.21. Rozwiaza¢ réwnanie macierzowe
1 2 3 2 4
[ 1 3 ] X = [ 1 2 3 ] ’

Zadanie 42.22. Niech L : R? 3 [z,y]T — [22+y, 2 +y]T € R2. Znalezé macierz odwzorowania
dualnego L* w bazie dla (R?)* danej przez odwzorowania

a:R*3 [z,y]f = 22+ y R,
B:R2>[x,y]T »3z+yecR
Zadanie 42.23. Niech V C R? i W C R?* beda ustalonymi podprzestrzeniami wymiaru 2.

e Pokazaé, ze
X ={Ae My3R): AV)cC W}

jest podprzestrzenia wektorowa w A € Myx3(R).

o Jaki jest wymiar X7

1 4 3
Zadanie 42.24. Sprawdzi¢, ze macierz | 2 7 5 | marzad 2. Znalez¢ takie macierze nieoso-
2 5 3
bliwe P, Q € Msy3(R), ze
1 4 3 1 00
Q'l275|P=|100
2 5 3 0 0 0

Zadanie 42.25. Obliczy¢ slad macierzy A € Mayo(R), wiedzac, ze
A2 = 12,37, AL, 3T =[3,8]7.

Zadanie 42.26. Wyznaczy¢ takie odwzorowanie dwuliniowe antysymetryczne f : R3 xR3 — R,
7€

F(11,0,2]7,[1,1,1)F)
F(11,0,2]",[2,1,4]")
FL 11T, [2,1,4]7)

L,
2,
0.

Zadanie 42.27. Znalez¢ postacie kanoniczne form kwadratowych
o Qa,y]") =2 — 2ay + 5y?,
o Qlz,y]") = 4a? — 8wy + 3y,

o Qz,y]") = 2® — 6y + 997,
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o Q([z,y,2]") = 2 — 22y — 2wz + 5y? — 6yz + 922,
o Q(z,y,2)7) =22y + 632 + y? + 2yz — 722,
o Q([z,y,2]") = 2% + 22y — 622 — 4yz + 822,
Zadanie 42.28. Sprawdzi¢, ze odwzorowanie
R? x R? 5 ([a, b7, [a, d]T) — 8ac — 2ad — 2bc + bd € R

jest iloczynem skalarnym.

Zadanie 42.29. Znalez¢ rozklad polarny macierzy [ ;;L _42 1

Zadanie 42.30. Niech a,b, c € R3. Pokazaé, ze
o (axb)xc=(ale)-b—(blc)-a,

e iloczyn wektorowy nie jest taczny,

ax (bxe)+bx(cxa)+cx(axb)=0,
(a x bla x b) + (alb)? = [lal|*||]|,

e (axb)x(axc)=(albx c)a.
Zadanie 42.31. Dla ustalonych wektoréw a,b € R™ definiujemy odwzorowanie liniowe
Lop:R" 52— (20b) -a € R".
e Znalezé macierz A odwzorowania L w bazie standardowej.
« Pokazaé, ze AT jest macierza odwzorowania Lyq.
o Pokazaé, ze tr A = (a|b).
Podaé¢ warunek konieczny i wystarczajacy, aby A byla symetryczna.
Zadanie 42.32. Niech V = Ms,5(R). Dla macierzy B € V definiujemy

3:V3A—trAB eR.

Sprawdzié¢, czy odwzorowanie
VoBw—rpeV”

jest izomorfizmem?

Zadanie 42.33. Niech A € M,,»,(R) bedzie taka macierza, ze a;; € {0, 1} oraz wartosci wlasne
A1, .-+, Ap macierzy A sa dodatnimi liczbami rzeczywistymi.

e Korzystajac z nieréwnoéci pomiedzy $rednia geometryczna i arytmetyczna, uzasadnié, ze

n>trd> n(detA)l/n > n.

e Wywnioskowaé, ze \1 = ... = A\, = loraz a1 = ... = ann, = 1. W szczegdlnosci,
det A=1.

Zadanie 42.34. Niech A € M, (R) bedzie dodatnia. Pokazaé, ze
p(A) = lim Vir A,
n o

Zadanie 42.35. Niech A € M,,»,(C). Pokazaé, ze jesli A% = A, to rank A = tr A2

Zadanie 42.36. Dla macierzy A € M, «,(C) nastepujace warunki sa réwnowazne
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(1) A jest diagonalizowalna,
(2) rank(A — A1) = rank(A — A\I)? dla kazdej wartoéci wlasnej \.
(3) ker(A — XI) = ker(A — A\I)? dla kazdej wartosci wiasnej .
Zadanie 42.37. Dla macierzy A € M, «,(C) nastepujace warunki sa réwnowazne
(i) A2 = BA dla pewnej macierzy nieosobliwej B,
(ii) rank A = rank A2,
(iii) ker A = ker A2,
(iv) kerANnim A = {0},
(v) Istnieja macierze nieosobliwe P € My xn(C) i C € Miank Axrank 4(C), Ze

A = Pdiag(C,0)P".

Zadanie 42.38. Rozwazmy odwzorowania liniowe R? — R? dane wzorami
Li([a,b,dT) =[a+bb+c,c+all, Ly(a,b,d?)=[a—bb-c0]7,
L3([a, b, ¢]T) = [=b,a,¢]T,  La([a,b, ") = [a,b,b]".
o Sprawdzi¢, czy R? =ker L; ®im L; dla i = 1,2, 3,47
e Czy im Lqy i ker Ly sg niezmiennicze dla L3?
e Wyznaczy¢ Lgo Ly i Ly o L3 oraz ich jadra i obrazy.

Zadanie 42.39. Niech V bedzie przestrzenia wymiaru 3 nad cialem F. Odwzorowanie liniowe
L:V — V ma w pewnej bazie macierz

Zmalez¢ wymiary dimker L i dimim L jesli

(1) F=R,
(2) F= Z27
(3) F = Zs.

Czy V =ker L @ im L w ktorym$ z powyzszych przypadkdéw?
Zadanie 42.40. Niech A € M,,»,(C) bedzie taka macierza, ze A%2 = 0. Pokazaé, ze
2rank A < n.

Zadanie 42.41. Niech A € M,,«,(F) bedzie taka, ze A2 = 0. Przypuéémy, ze F* = ker AG W.
Pokazacé, ze

o dim W =rank A,

o Jesli wy,...,w, jest bazg W, to Aws, ..., Aw, € ker A sa liniowo niezalezne.
o Istniejg takie x1,...,xn_9, € ker A, ze
Wy eeey Wy AW, o ooy AWy, X1, ..o Ty

tworza baze F™.
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Zadanie 42.42. Rozwazmy ciag

gdzie
ap41 = A + 2by,, bn+1 = a, + by

« Wskazaé¢ macierz A dla ktérej [ani1,bni1]? = Alan, by]”.
e Znalez¢ jawne formuty na a, i by, diagonalizujac macierz A.
o Wynioskowad, ze g—z — V2.

Zadanie 42.43. Niech

2 =20
A= 1 -1 0
-1 3 1

Uzasadnié, ze A nie jest diagonalizowalna. Znalezé baze dla R3, w ktérej A jest gornie tréjkatna.

Zadanie 42.44. Pokazaé, ze jesli ktéras z macierzy A, B € Myx,(C) jest nieosobliwa, to
macierze AB i BA sg podobne. Uzasadnié, ze twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.

Zadanie 42.45. Niech A, B € M,,x,(R). Zakladamy, ze A jest symetryczna, B jest antysyme-
tryczna. Jesli AB = BAidet(A— B) #0, to

(A+ B)(A— B)’1
jest ortogonalna.

Zadanie 42.46. Zal6zmy, ze A,B € O(n) oraz det A = —det B. Pokazaé, ze A + B jest
osobliwa.

Zadanie 42.47. Niech A, B € Ms.5(C). Pokazaé, ze
det(A + B) 4+ det(A — B) = 2det A + 2det B.

Zadanie 42.48. Niech A € Myy2(R). Obliczyé det A jesli det(A+AT) = 81 det(A+24T) = 27.
Zadanie 42.49. Niech A € Mjyy2(R). Pokazaé, ze

o det(A%2+1)=|det(A+4l)]> >0,

e jedlia,b,c € R oraz b? — 4ac < 0, to det(aA? +bA +cl) > 0.
Zadanie 42.50. Dla A € Ms,2(C) definiujemy

C(A) ={X € Myys(C): AX = X A}.

Pokazaé, ze

o jesli A= kI dla pewnego k € C, to C(A) = Mayx2(C),

o jesli A # kI, to
C(A) ={aA+pI:a,pcC}.
Wywnioskowaé, ze jesli p jest wielomianem zespolonym, to p(4) = a«A + I dla pewnych
a, 8 € C.
o Jedli AB # BA, to
C(A)NC(B)={al :a e C}.

a b

Zadanie 42.51. Niech A = l e d ] € Mayo(R) bedzie taka, ze A? = —I. Sprawdzié, ze
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e« a+d=0,b£01ic#0,

b
'AZ[_fm? ]

b —a

ab —b
. dlap_[—(l—i—az) 0 ]mamy

P71AP = J,
czyli A jest podobna do J.

Zadanie 42.52. Niech A = l f (Z) " + 1 m

] . Pokazaé, ze A™ =
ni 1—n

] dlan > 1.
Zadanie 42.53. Pokazaé, ze A € Msyy2(C) komutuje z kazda macierza symetryczng wtedy
i tylko wtedy, gdy A = al dla pewnego « € C.

Zadanie 42.54. Niech A € Mjyy2(R). Pokazaé, ze

o AAT = AT A wtedy i tylko wtedy, gdy

A:c[ cos 0 —sm&]

sinf cos@

dla pewnych ¢, 0 € R.

o A% =0 wtedy i tylko wtedy, gdy

A=c —1+sinf cos 6

cos 1-+sinf ]

dla pewnych ¢, 0 € R.
Zadanie 42.55. Wyznaczy¢ wszystkie takie macierze A € Maya(R), ze (I +iA)~t =1 —iA.

Zadanie 42.56. Niech A € Myy5(C). Pokazaé, ze A% = A wtedy i tylko wtedy, gdy (24—1)% =
I. Uzasadnié¢, ze jesli A2 = A, to I + A jest nieosobliwa oraz

(I+A)t=T1- %A.

Zadanie 42.57. Niech A € My45(C). Pokazaé, ze

e jeSli A =Aia# -1 to(I+ad)t =1- 54,
e jesli A7 = —Aia#1 to (I +ad)™ =1+ %4,

e jesli A2=0ia€C,to([l+ad)t=1-aA.
Zadanie 42.58. Niech A, B,C € Masx2(C) beda takie, ze
A?=BC, B?*=CA, C?=AB.
Pokazaé, ze A3 = B3 = C3.
Zadanie 42.59. Pokazaé, ze jeSli A, B € M, «,(F) sa takie, ze AB= A+ B, to AB = BA.
Zadanie 42.60. Uzasadnié, ze jesli A € M,,»,(R) i n jest nieparzyste, to A% # —1.
Zadanie 42.61. Niech A, B € M, «,(F). Pokazaé, ze jesli AB = 0, to rank A + rank B < n.

Zadanie 42.62. Niech A € M, ,,(C). Pokazaé, ze jesli vy, vy sa wektorami wlasnymi dla
roznych wartosci wlasnych A, As € C, to v1 4+ v3 nie jest wektorem wlasnym A.
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Zadanie 42.63. Niech A € M,,xn(R) i B € My« (R). Pokazaé, ze jesli m > n, to det AB = 0.

Zadanie 42.64. Niech A € M3,5(R) i B € May3 oraz

g8 2 =2
AB=|2 5 4
-2 4 5

Obliczy¢ BA.
Wskazowka:

e Sprawdzié, ze rank AB = 2. Wynioskowaé, ze B jest epimorfizmem, a A monomorfizmem.
o Sprawdzi¢, ze (AB)? = 9AB.
o Poniewaz A(BA—9I)B =0, wigc BA =91.

Zadanie 42.65. Niech m > n. Zalézmy, ze A € M;xn(R), B € Mpxn(R) i C € Mpsm(R).
Pokazaé, ze jesli rank AC = n oraz ABC = 0, to

o ker A= {0},
e rank C' = n,

e B=0.

Zadanie 42.66. Niech l—lz ﬂ € Msyo(C). Wyznaczyé wszystkie liczby zespolone z € C, dla
ktérych (2A4)? = A.
Zadanie 42.67. Niech A € Mayo(R). Pokazaé, ze jedli tr A = tr A2 = 0, to A% = 0.

Zadanie 42.68. Niech A € Ms,5(R) bedzie nieosobliwa. Definiujemy odwzorowanie
L: Myyo(R) > B — ABTA™! € My, »(R).

Podaé¢ warunek konieczny i wystarczajacy (na A), aby dla dowolnych B,C' € Masy2(R) zacho-
dzity warunki

.« L(L(B)) = B,
. L(BC) = L(C)L(B).

Zadanie 42.69. Niech A € M, ,(C) bedzie taka, ze A* = A¥*! dla pewnego k > 0. Pokazat,
ze

trA” =trA
dla kazdego n > 1.

Zadanie 42.70. Niech A € May2(R) bedzie taka, ze det A = 1 oraz |tr A| < 2. Pokazaé, ze
|tr A”| < 2 dla kazdego n > 1.

Zadanie 42.71. Niech A € Ms,o(C) bedzie taka, ze tr A™ = tr A"t dla pewnego n € N.
Pokazaé, ze A% = 0.

Zadanie 42.72. Pokazaé, 7e jesli A € Maoyo(C) oraz tr A =0, to tr A>"*1 =0 dlan € N.

Zadanie 42.73. Pokazaé, ze macierze A, B € Mx2(C) maja takie same wielomiany charak-
terystyczne wtedy i tylko wtedy, gdy tr A¥* = tr B¥ dla k& € N. Wywnioskowaé, ze A jest
nilpotentna wtedy i tylko wtedy, gdy tr A¥ = 0 dla k € N.
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metryka
euklidesowa,
monomorfizm,

N
nieréwnosci Weyla,
nierownosé
Cauchy’ego—Schwarza, [49]
trojkata, 9]
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norma euklidesowa w R",
norma Frobeniusa, [341
norma hermitowska w C™,
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macierzy transponowanej, [I31]
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