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Spis oznaczen

e #A - moc zbioru A.

e JA - brzeg zbioru A.

e int A - wnetrze zbioru A.

A - domkniecie zbioru A.

T4 - topologia zbioru A.

diamA - $rednica zbioru A.

D, - dysk w przestrzeni R" o srodku w 0 i promieniu r.

- - standardowy iloczyn skalarny w R".

| - || - standardowa norma w R™.

©o(x), p(t, z) - orbita (trajektoria) punktu x lub (¢, x) wzgledem

danego uktadu dynamicznego .

o oE(z), p*(t,z) - dodatnia/ujemna poétorbita (pottrajektoria)
punktu z lub (¢, z) wzgledem danego uktadu dynamicznego ¢.

e o(z)/w(x) - dodatni/ujemny zbidr graniczny punktu (z) wzgledem

danego uktadu dynamicznego.

C(A, B) -zbiér funkcji ciagtych z A do B.

C(A) -zbior funkcji ciagltych z A do R.

C*(A, B) -zbiér funkcji klasy C* z A do B.

tr(A) - $lad macierzy A.

o(A) - widmo (zbiér wartosci wlasnych) macierzy A.

f =~ g - f jest homotopijne z g.

d(f) - stopieni Brouwera odwzorowania f.

ind(f) - indeks punktu statego odwzorowania f.

e i(p,U) - indeks punktu stacjonarnego potoku ¢ w zbiorze U.

o L(f) - liczba Lefschetza odwzorowania f.

e N(f) - liczba Nielsena odwzorowania f.



Wstep

W nowoczesnej teorii rownan rézniczkowych wiele zagadnien, pier-
wotnie badanych technikami analitycznymi, znalazto rozwigzania przy
uzyciu podejscia topologicznego. Szczegdlnie pozyteczne okazaly sie
metody teorii punktéw statych, a zwtaszcza teorii stopnia topologicznego
i indeksu punktu statego.

Niniejsza rozprawa doktorska po$wiecona jest badaniu i poréwnaniu
dwdch metod tego typu, stosowanych do wykrywania okresowych, ogra-
niczonych badz zanikajacych (tj. zmierzajacych do 0, gdy czas dazy do
nieskonczonosci) rozwiazan rownan rézniczkowych zadanych na R™.

Pierwsza z tych metod jest teoria funkcji wiodacych. Jej poczatki
wiaza sie z nazwiskiem M.A.Krasnosielskiego i siegaja przetomu lat 50.
i 60. XX wieku. Sama idea jest prostym i naturalnym rozszerzeniem
pojecia pola gradientowego. W przypadku réwnania gradientowego za-
danego na R™ wzorem 2z’ = VG(z) (G : R™ — R jest tu funkcja klasy
C'), wielu informacji dostarcza spostrzezenie, ze w kazdym punkcie
pole gradientowe VG jest ortogonalne do odpowiedniej poziomicy funkcji
G. Dzigki temu dowiadujemy sig, ze G ro$nie wzdtuz rozwiazan badanego
rownania, co implikuje np. nieistnienie rozwigzan okresowych. Funkcja
wiodaca w klasycznym ujeciu jest po prostu funkcja V : R* — R,
ktora poza pewnym dyskiem rosnie wzdtuz rozwigzan danego rownania
postaci ' = f(t,z). Oczywiscie, moze istnie¢ wiecej niz jedna funkcja
wiodaca dla danego rownania. Okazuje sie, ze jesli istnieje uktad funkeji
wiodacych, ktorych suma modutéw zmierza do nieskonczonosci, gdy
||z|| zmierza do nieskonczonosci (czyli zupelny uktad funkeji wiodg-
cych), a stopieri Brouwera gradientu jednej z tych funkeji na wspom-
nianym dysku (zwany indeksem funkcji wiodacej) jest niezerowy, to
zagadnienie 2’ = f(t,z); x(a) = x(b) (dla zadanych liczb rzeczywistych
a, b) posiada rozwiazanie.

Dzigki temu wynikowi, przy odpowiednich dodatkowych zatozeniach,
mozna wykry¢ rozwigzania okresowe i ograniczone odpowiednich réwnan
rozniczkowych, a rozszerzajac pojecie funkeji wiodacej, rowniez rozwia-
zania zanikajace.

Druga metoda wywodzi si¢ z pomystéow T.Wazewskiego. Jest to
teoria segmentow izolujacych, stworzona przez R.Srzednickiego. Seg-
ment izolujacy jest pewnym szczegdlnym przypadkiem zbioru Wazew-
skiego (czyli zbioru domknietego, dla ktdérego zbiér wyjscia tez jest
domkniety) w rozszerzonej przestrzeni fazowej. Dla takiego segmentu
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WSTEP 4

z ustalonym zbiorem wyjscia oblicza si¢ pewien niezmiennik — tak
zwang liczbe Lefschetza. Niezerowos¢ tego niezmiennika pocigga za
sobg istnienie odpowiednich rozwigzan.

Motywacja do stworzenia niniejszej pracy byta obserwacja pewnych
analogii pomiedzy obydwiema teoriami. Nie tylko pozwalajg one na
osiggniecie podobnych rezultatow, ale postuguja sie tez dos¢ podobny-
mi niezmiennikami. Naturalnym zatem jest postawienie pytania: czy
ktoras z tych teorii nie jest szczegdlnym przypadkiem drugiej? A moze
sg one rownowazne? W tej pracy postaramy sie udzieli¢ satysfakcjonu-
jacych odpowiedzi.

Rozprawa zostata podzielona na cztery rozdziaty i zakonczona do-
datkiem. Rozdzial pierwszy po$wiecony jest ustaleniu podstawowych
oznaczen i definicji. Przypomina rowniez kolejno: elementy teorii stopnia
Brouwera, liczby Nielsena i wyniki dotyczace blokéw izolujacych.

Rozdziat drugi dotyczy teorii funkeji wiodacych. W pierwszej jego
czesci przedstawione sg klasyczne wyniki tej teorii. W drugiej — kon-
strukcja kryterium zwartosci zbioru rozwiazan ograniczonych réwnania
x' = f(z). Okazuje sie, ze samo istnienie zupetnego ukltadu funkeji wio-
dacych jest na to warunkiem wystarczajacym. W trzeciej czesci badamy
naturalne rozszerzenie pojecia funkcji wiodgcej na funkcje zalezne od
czasu. Ze wzgledu na trudnosci ze zdefiniowaniem indeksu takiej funkcji,
nie jest to rozszerzenie trywialne. By¢ moze dlatego do tej pory ten
temat (wedle wiedzy autora) poruszaly jedynie trzy artykuly, gtéwnie
zajmujace si¢ wykrywaniem rozwiazan zanikajacych. Podrozdzial ten
nie stanowi tylko kompilacji wspomnianych prac, ale tez korekte badz
uogolnienie ich rezultatow oraz przygotowanie wynikoéw rozdziatu czwar-
tego.

W rozdziale trzecim omawiana jest teoria segmentéw izolujacych.
Najpierw przedstawiamy konstrukcje segmentéw izolujacych okresowych
i g-segmentow dla potokéw oraz podstawowe twierdzenia o segmentach
wraz z zastosowaniami. Nastepnie pojawiaja sie twierdzenia przygo-
towujace rezultaty ostatniego rozdziatu: o strukturze zbioru niezmien-
niczego w segmencie i o ciggach segmentéw. Ostatnie dwa podrozdziaty
zajmuje konstrukcja segmentow izolujacych dla homotopii i zastosowanie
tej konstrukcji do wykrywania punktéw statych dla odwzorowan i ob-
liczania liczb Nielsena.

Ostatni, czwarty rozdzial poswigcony jest przewodniemu motywowi
pracy: poréwnaniu obydwu metod. Twierdzenie 4.1 i kolejne wnioski z
niego pokazuja, ze wszystkie rezultaty klasycznej teorii funkcji wiodacej
da sie uzyska¢ przy pomocy teorii segmentow izolujacych. Dalsze wyniki
tego rozdzialu pokazuja, ze rozszerzenie pojecia funkcji wiodacej na
przypadek zalezny od czasu réwniez nie daje twierdzen mocniejszych
niz teoria segmentow. 7 kolei przyktad 4.4 dowodzi, ze teorie te nie sa
rownowazne: w istocie, teoria segmentow izolujacych jest duzo mocniejsza.
Tym bardziej, ze przedstawione w tej pracy twierdzenia nie wyczerpuja
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zastosowan segmentéw (przyktady innych zastosowan pojawiaja sie
miedzy innymi w [SW],[WZ1]).

Prace konczy dodatek A, przedstawiajacy wspdtczesny stan badan
nad teorig funkcji wiodacych. Zawiera on gtéwnie uogélnienia klasycznych
twierdzen uzyskiwane przy pomocy pewnego ostabienia ich zatozen.

Na zakonczenie, chciatbym serdecznie podzickowaé mojemu pro-
motorowi, profesorowi Klaudiuszowi Wojcikowi, za wspanialg opieke
naukowsg, podsuwanie intrygujacych pomystow na badania i poswiecony
czas. Kazdemu doktorantowi zyczytbym takiego promotora.

Praca zawiera wlasne (lub wspélne z promotorem) wyniki autora.
Sa to:

e Porownanie teorii funkcji wiodacych i teorii segmentow izoluja-
cych, czyli caly rozdziat 4, ktorego gtéwne twierdzenie pochodzi
z pracy [Kol].

e Wyniki zwigzane z kryterium zwartosci zbioru orbit ograniczo-
nych zawarte w podrozdziale 2.2, przede wszystkim twierdze-
nie 2.15, prostszy dowod twierdzenia 2.16 i zawarte we wspom-
nianym podrozdziale przyktady, pochodzace z pracy [Ko2].

e Podrozdziaty 3.3 1 3.4, zawierajace wyniki dotyczace konstrukeji
segmentow izolujacych dla odwzorowan i ich zwigzkow z liczbg
Nielsena, w szczegdlnosci twierdzenia 3.22 i 3.24, pochodzace
z pracy [KW].

o Wyniki zwigzane z funkcjami wiodacymi zaleznymi od czasu -
poza dowodami z rozdziatu 4 sg to w szczegolnosci: kontrprzy-
ktad do twierdzenia Avramescu (twierdzenie 2.21), poprawiona
wersja tego twierdzenia (twierdzenie 2.26) i topologiczna wersja
twierdzenia Lagody i Parasyuka (twierdzenie 2.32). Wyniki te
nie byty dotad publikowane.

e Wyniki czastkowe, zwigzane ze struktura zbioru niezmienni-
czego w segmencie (obserwacje 3.11, 3.12 1 3.15). Wyniki te
nie byty dotad publikowane.

Autor jest stypendysta programu ,,Doctus - Matopolski fundusz sty-
pendialny dla doktorantéw”, wspéHinansowanego ze srodkow Unii Eu-
ropejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego.

Dlatego, autor chciatby wyrazi¢ rowniez podzigkowania dla wszystkich
europejskich podatnikéw, ktorzy to stypendium sfinansowali, niezaleznie,
czy dobrowolnie, czy tez pod przymusem.



ROZDZIAL 1

Podstawowe definicje i oznaczenia

Pierwszy rozdziat poswiecimy przypomnieniu i wprowadzeniu naj-
wazniejszych pojeé¢ i podstawowych twierdzen, ktére sa niezbedne do
zdefiniowania funkcji wiodacych i segmentow izolujacych oraz sformu-
towania podstawowych twierdzen ich dotyczacych.

1.1. Lokalne procesy i potoki

DEFINICJA 1.1. Niech X bedzie lokalnie zwarta przestrzenig met-
ryczng, a D C Rx X — zbiorem otwartym takim, ze dla kazdego z € X
zbior I, := {t : (t,z) € D} jest przedziatem otwartym (a,,w,), gdzie

—o0o<a, <0<w, <oo.

Potokiem lokalnym (lub lokalnym ukladem dynamicznym) na X nazywamy
funkcje ciggta ¢ : D — X, dla ktorej

t € (g, Wy) = Qpte) = Gy — L

i zachodza rownosci:

(1.1) p(0,7) =z,

(1.2) p(s +1,x) = o(t, (s, 1)),

Jezeli D = Rx X, to potok lokalny ¢ : Rx X — X nazywamy potokiem
(globalnym,).

Jedli I, bedzie postaci [0,w,), przy pozostalych oznaczeniach nie-
zmienionych, to ¢ nazywamy semipotokiem lokalnym (lub lokalnym
semiuktadem dynamicznym).

PRrzYKEAD 1.2 (Potok generowany przez pole wektorowe). Niech M
bedzie gtadka rozmaitoscia, av : M — T'M gtadkim polem wektorowym
na niej. Dla zy € M istnieje doktadnie jedno u,, : I,, — M wysycone
rozwiazanie problemu Cauchy’ego

' =v(x)

z(0) = zo
Definiujemy D = {(t,z) € Rx M : ¢t € I,} i funkcje ¢ : D >
(t,x) — u,(t) € M. Wtedy ¢ jest lokalnym uktadem dynamicznym

na M. Méwimy, ze jest on generowany przez pole v. Dowodzi sie, ze
jezeli M jest zwarta, to ¢ jest potokiem globalnym.

6



1.1. LOKALNE PROCESY I POTOKI 7

DErINICJA 1.3. Niech X bedzie przestrzenig metryczna i D C R x
X x R zbiorem otwartym. Mowimy, ze & : D — X jest procesem
lokalnym na X jezeli funkcja

v: D3 ((0,2),t) = (0 +t,P(0,2,0+1) e Rx X

jest potokiem lokalnym na R x X. Zbiér R x X nazywamy rozszerzong
przestrzeniq fazowq. Bedziemy uzywaé oznaczenia @, 4 (v) zamiast ®(o, z,1).
Wtedy

(I)(U,a) = ian (I)(J,t) = (I)(s,t) © q)(a,s)-

Pojecie procesu lokalnego jest motywowane przez wlasnosci rozwia-
zan nieautonomicznych réwnan roézniczkowych: jezeliv : Rx M — T'M
jest zaleznym od czasu, gtadkim polem wektorowym na rozmaitosci M
to uktad réwnan

t'=1, 2=tz
generuje potok lokalny ¢ na R x M i proces lokalny ® na M taki, ze
©(s, (to, w0)) = (5 + to, Ptg,s+t0) (T0))
gdzie @, s)(wo) jest wartodcig rozwigzania wysyconego problemu
= f(t,x), x(to) = xo

w chwili s.

DEFINICJA 1.4. Niech ¢ bedzie potokiem lokalnym na X. Dla punktu
x € X wyrdzniamy zbiory

o(z) = oIy, 2), ¢ (@) = p(0,w),2), ¢ ()= p((am,0],2)
i nazywamy je, odpowiednio, orbitq, dodatnig potorbitg i ujemng pélorbitg
punktu x.

Niech x € X. Odwzorowanie o : [, — X nazywamy rozwigzaniem
przechodzgcym przez x, jezeli

o(0) =z, ¢i(o(r)) =0c(t+7).

Mowimy, ze zbior A C X jest niezmienniczy dla potoku lokalnego ¢,
jezeli dla kazdego © € A istnieje rozwiazanie o przechodzace przez x
takie, ze o(1I,) C A.

Punkt x nazywamy punktem stacjonarnym, jezeli p(z) = {x}. Oczy-
wiscie wtedy A = {z} jest zbiorem niezmienniczym. Podobna wtasnosé
zachodzi dla punktow okresowych, czyli takich x, dla ktérych or(x) = x
dla pewnego T" > 0. Orbita A = ¢(z) takiego punktu réwniez jest
zbiorem niezmienniczym.

Zbiorem orbit ograniczonych dla potoku ¢ nazywamy zbiér punktow
x € X takich, ze p(z) jest zbiorem ograniczonym.



1.2. STOPIEN BROUWERA I INDEKS PUNKTU STALEGO 8

DEFINICJA 1.5. Zbiory
ax) = ﬂ o((au, t], ) oraz w(r) = ﬂ o([t, ws), )
te(ow,0] te[0,ws)
nazywamy odpowiednio zbiorem a—granicznym i w—granicznym punktu x.
Latwo sprawdzié, ze jezeli w(x) # (0 (odpowiednio: a(z) # (), to
w, = 0o (odpowiednio: o, = —00) oraz w(z) (odpowiednio: a(z)) jest

niezmienniczy.
Kolejne definicje pochodza z [BS] i [S4]:

DEFINICJA 1.6. Dla S C X, zbior
AS)={z e X : 0 #w(x) C S}
jest obszarem przyciggania zbioru S.
DEFINICJA 1.7. S jest atraktorem jezeli A(S) jest otoczeniem S.

DEFINICJA 1.8. S jest stabilny jesli kazde U, bedace otoczeniem S,
zawiera V' — dodatnioniezmiennicze (tj. takie, ze dla kazdego = € V/,
et (x) C V) otoczenie S. S jest asymptotycznie stabilny jesli jest
zbiorem stabilnym i atraktorem. S jest globalnie asymptotycznie stabilny
jesli jest asymptotycznie stabilny i A(S) = X.

1.2. Stopien Brouwera i indeks punktu stalego

Niech U C R" bedzie otwarty. Méwimy, ze funkcja ciagta f : U —
R" jest d-zwarta, jezeli f~1({0}) jest zwarty.

TWIERDZENIE 1.9. Istnieje doktadnie jedna funkcja ktéra kazdej
funkcji d-zwartej przypisuje liczbe catkowita d(f) (nazywana stopniem
Brouwera funkcji f) i spelniajaca opisane ponizej warunki:

e (Lokalizacja) Jezeli f : U — R" jest d-zwarte, f~1({0}) C
V Cc UiV otwarty, to
d(flv) = d(f).
e (Jedynka) Jezeli i : U < R" jest inkluzja zbioru otwartego, to
. 1, 0eU;
d(l)_{ 0, 0¢U.

e (Addytywnosé¢) Jezeli Uy, Us C U sa otwarte, fly,, flv, sa
d-zwarte i Uy N Uy N f71(0) = 0, to

d(f|U1UU2) = deg(f|U1) + deg<f|U2)'

e (Homotopijna niezmienniczosé¢) Jezeli F' : U x I — R jest
d-zwarta homotopia (F'~1({0}) zwarty), to

d(Fo) = d(F1).



1.2. STOPIEN BROUWERA I INDEKS PUNKTU STALEGO 9

e (Multiplikatywnos¢) Jezeli f : U — R", g : V. — R™ sa d-
zwarte, to f X g tez jest d-zwarte oraz
d(f > g) = d(f)-d(g).
e (Rozwiazalnosé) Jezeli d(f) # 0, to istnieje x € U taki, ze
flw) = 0.

e (Izomorfizm liniowy) Odwzorowanie liniowe f : R™ — R" jest
d-zwarte tylko wtedy, gdy jest izomorfizmem i wtedy

d(f) = sgndet f.
o (Warto$¢ regularna) Jezeli f : U — R" jest odwzorowaniem d-

zwartym klasy C! oraz 0 jest wartoscig regularng, to f~1({0})
jest zbiorem skonczonym oraz

d(fy= > sgndetd, f.
zef~1({0})

Dla f: U — R™ definiujemy F : U o x — z — f(x) € R". Wtedy
Fix (f) ={z € U: f(x) =2} = F'({0}).
Moéwimy, ze f jest dopuszczalne, jezeli F jest d-zwarte, czyli Fix (f) C
U jest zwarty. Dla takiego f definiujemy indeks punktu statego przez
ind (f) := d(F).
Oczywiscie, jezeli ind (f) # 0, to Fix (f) # 0.

Indeks punktu stalego ma nastepujace whasnosci:
o (Lokalizacja) Jezeli V' C U otwarty, Fix (f) C V, to ind (f) =
ind (flv).

e (Funkcja stata) Jezeli f: U 3 © — xy € R" jest stala, to
. 1, zeU;
nd (f) = { 0, wo¢U.
e (Addytywnosc¢) Jezeli VW C U sa otwarte i f|y, flw sa
dopuszczalne i VN W NFix (f) = 0, to

ind (flvow) = ind (f|v) + ind (f|w).
e (Homotopijna niezmienniczos$¢) Jezeli F' : U x I — R™ jest
dopuszczalng homotopia, czyli
Fix(F) ={(z,t) e U x I : F(z,t) =z}
jest zwarty, to ind Fy = ind F}.
o (Multiplikatywnos¢) Jezeli f : U — R™ g : V — RF sy
dopuszczalne, to fx g : UxV — R xR* jest tez dopuszczalne
oraz

ind (f x g) =ind (f) - ind (g).
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o (Komutatywnos¢) Niech U € R™, V C R* bedg otwarte, f :
U—RF g:V — R” beda ciagle. Wtedy zlozenia
gf (fHV) =R fgig{(U) = R
maja ten same zbiér punktéow statych Fix (fg) = Fix(gf) i
jezeli jest on zwarty, to

ind (fg) = ind (¢f).

DEFINICJA 1.10. Mowimy, ze przestrzen metryczna X jest ENR-em
(euklidesowym retraktem otoczeniowym), jezeli X jest retraktem zbioru
otwartego w przestrzeni euklidesowej R".

OBSERWACJA 1.11. Skonczone wielosciany, skonnczone CTW-kompleksy;,
rozmaitodci topologiczne sg ENR-ami.

Niech X bedzie ENR-em, U C X otwartyi f : U — X dopuszczalne,
czyli Fix(f) jest zwarty. Niech V' C R™ bedzie otwarty i v : V' — X
s: X — V beda takie, ze rs = idx. Rozwazmy odwzorowanie

sfriir ' (U) 22— sfr(z) € V.
Wtedy zbiory punktéw statych Fix (f), Fix (s fr|) sa homeomorficzne

(homeomorfizmy sa dane przez restykcje odwzorowan r i s).

Definiujemy indeks punktu stalego f przez
ind (f) :=ind (sfr)).
Definicja jest poprawna, bo jezeli V' C RF, v/ : V' = X, s’ : X —
V' s takie, ze r's’ = idx, to dla odwzorowan
sfricr ' (U) =V, sr VI =V
mamy
(sr()(s'fry) = sfry, (s'fr)(sr) = s'fr|
wiec z komutatywnosci
ind (s fr),r~'(U)) = ind (s' fr{,r" ' (U)).
O

Jezeli K C Fix (f) jest zwarty i otwarty w Fix (f) to definiujemy
ind(f, K) =ind (f|V) gdzie V' C U jest otwartym otoczeniem K takim,
e VN Fix (f) = K.

Niech X bedzie zwartym ENR-em, a F' cialem. Wtedy kompleks
homologii singularnych

H.(X,F) =@ Hi(X, F)

1EL
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jest skonczenie generowany (wszystkie przestrzenie wektorowe H; (X, F')
maja wymiar skonczony i prawie wszystkie sg zerowe). Dla f : X — X
ciagtego definiujemy liczbe Lefschetza L(f; F') € F przez

L(f; F) =Y (1)t Hi(f).
1€EZ
7. definicji wynika, ze odwzorowania homotopijne maja takie same
liczby Lefschetza.

OBSERWACJA 1.12. Analogicznie mozna zdefiniowa¢ liczbe Lefschetza
uzywajac funktora kohomologii singularnych. Poniewaz F' jest ciatem,
to tr H'(f) = tr H;(f) i w konsekwencji liczby Lefschetza sa réwne.

TWIERDZENIE 1.13. Liczba L(f, Q) jest catkowita oraz dla ciata F

a
mamy P L(f;Q), char (F) = 0;
(f: F) = L(f;Q)modp, char(F) = p.

Definiujemy L(f) := L(f; Q).

TWIERDZENIE 1.14. Macierz H.(f) : H.(X;Q) — H.(X;Q) ma
wspotezynniki catkowite i jest rowna macierzy homomorfizmu indukowanego
na H,(X;7Z)/Tor(H.(X,Z)). W szczegdlnosci, L( f) nie zalezy od czesci
torsyjnej H.(X;Z).

TWIERDZENIE 1.15 (Lefschetz). Jezeli X jest zwartym ENR-em i
f X — X jest ciaggte, to

L(f) = ind (f).
W szczegdlnosci, jezeli L(f) # 0, to f ma punkt staly.

Zatozmy, ze X jest ENR-em.

Niech U C X bedzie otwarty i taki, ze U jest zwarty. Zatézmy, ze
¢ nie ma punktéw stacjonarnych na brzegu U. Ze zwartosci U istnieje
e > 0 takie, ze

Fix (p) NOU =0, 0<t<e.

Wtedy
Fix (o)) NU = Fix () NU, 0<t<e
czyli p|y ma zwarty zbiér punktéw statych, wiec indeks punktu stalego
ind (¢|y) jest zdefiniowany dla 0 < ¢t < € i z wlasnoSci homotopii
nie zalezy od wyboru ¢. Definiujemy indeks punktu stacjonarnego dla
potoku ¢ w U przez

i(p,U) :==1ind (p|v), 0<t<e.
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TWIERDZENIE 1.16. Jezeli potok ¢ jest generowany przez ciggle
pole wektorowe f : R" — R", to

i(p,U) = d(=flv)-
Dowdd: Zatézmy, ze 0 < T < € definiujemy H : U x [0,T] — R"

przez
@)=t ody t > 0;
H(z,t) := i &Y ’
(@) { flx),  edyt=0.
Z homotopijnej niezmienniczosci stopnia wystarczy pokazac, ze H jest
ciggta. Niech (z;,t;) — (x,0) € U x [0,1]. Pokazemy, ze H(z;,t;) —
H(z,0). Mozna zatozy¢, ze t; > 0. L(¢y(2)) = f(pi(2)), zatem

pulz) —z = / (Fora)) — 2)dr
Wtedy

wi(x;) — x4 1 (Y
Hewyty) — f2) = 2805 - @) = L [V (1ot - f@)ar
J
_Niech @ > 0 bedzie ustalone. U x [0,T)] jest zwarty, wiec M =
o(U x[0,T)) jest zwarty. Z jednostajnej ciagtodci f na M istnieje § > 0
taka, ze

(7, 25)) — 2l <6 = [If(e(r,25)) = f(@)] < a.
Poniewaz (x;,t;) — (x,0), z ciagtosci potoku ||¢(7,z;) — x| < ¢ dla
T E [O,t]] O

1.3. Liczba Nielsena

Liczba Nielsena jest homotopijnym niezmiennikiem, ktory daje dolne
ograniczenie na liczbe punktéow statych odwzorowania f : X — X,
gdzie X jest zwartym ENR-em. Szczegdtowy opis teorii przedstawionej
w tym podrozdziale znalezé mozna na przyktad w [JM, J].

Niech X bedzie zwartym ENR-em, a f : X — X — funkcja ciagta.
W zbiorze punktéw statych Fix (f) definiujemy relacje réwnowaznosci:
x ~ y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje tuk o : [0,1] — X : «(0) =
x, al) =y, taki, ze « jest homotopijne z f o« ( rel{0, 1}). Relacja ta
dzieli zbiér Fix (f) na klasy réwnowaznosci, zwane klasami Nielsena.

Okazuje sig, ze kazda klasa Nielsena K jest zwarta, wigc mozna dla
niej zdefiniowaé¢ indeks punktu statego ind (f, K). Jedli ind (f, K) # 0,
to K nazywamy istotng klasg Nielsena.

DEFINICIJA 1.17. Liczbg Nielsena dla odwzorowania f nazywamy
liczbe istotnych klas Nielsena tego odwzorowania. Oznaczamy ja przez

N(f).

WEASNOSC 1.18. Zachodzg ponizsze zaleznosci:
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o #Fix(f) > N(f).
o Jedli f,g: X — X1 f~g, to N(f)=N(g).
e Jedli f jest stata, to N(f)
1, jezeli x(X)

1.

. ( 0
N(id x) =

* Ndx) =90 jegeli y(X) = 0

o

e v e . 1, jezeli L(f) #0
e Jesli X jest jednospdjny, to N(f) 0, jeseli L(f) = 0
o Jesli X =St to N(f) = |L(f)| =1 —d(f)|.
e (Wecken) Jesli X jest rozmaitoscia zwarta, n-wymiarowa, n #
2,a f: X — X jest homeomorfizmem to istnieje g : X — X,
homotopijne z f i takie, ze #Fix(g) = N(g9) = N(f). Dla
n = 2 twierdzenie to jest prawda, o ile x(X) > 0.

W tej pracy szczegdlnie istotna bedzie teoria relatywnej liczby Nielsena
dla odwzorowan par zwartych ENR-6w f : (X, A) — (X, A), po raz
pierwszy wprowadzona w [Scl], rozwinieta np. w [Zh]. Niech K bedzie
klasg Nielsena dla f : X — X. K zachowuje swdj indeks w A, jesli
ind (f, K) =ind (f|a, K N A).

DEFINICJA 1.19. Liczba Nielsena domkniecia N(f,cl (X \ A)) ! to
liczba klas Nielsena, ktore nie zachowuja swojego indeksu w A.

Ta liczba roéwniez jest niezmiennikiem homotopijnym i stanowi dolne
ograniczenie na ilos¢ punktow stalych f na (X \ A). Przedstawienie
konkretnych przyktadéw dotyczacych relatywnej liczby Nielsena odtozymy
do rozdziatu 3.4.

1.4. Bloki izolujace

Niech X bedzie metryczna, lokalnie zwarta i ¢ niech bedzie potokiem
(lokalnym) na X. Dla Z C X definiujemy

Z- ={x e Z:¢(x|0,t]) & Z ¥t >0},
Zt={z € Z:p(x,[-t,0]) ¢ ZVt > 0},
Iw*(Z2)={z e Z:¢p*(x)c Z}, Inv(Z)=Inv"(Z)NnInv (Z),
oraz funkcje czasu wyjscia z Z i wejécia do Z, oF : Z — [0, 00| przez
ot (x) =sup{t > 0: o(x,[0,t]) C Z},
o (z) =sup{t > 0: p(z,[-t,0]) C Z}.

DEFINICJA 1.20. Zbiér B C X nazywamy zbiorem Wazewskiego
dla potoku ¢ jesli B i B~ sa domknigte w X.

Iw tym miejscu cl jest formalna notacja — jak sie okaze w podrozdziale 3.4, nie
oznacza to domkniecia zbioru (X \ A), co podkreslam, nie uzywajac ustalonego w
tej pracy zapisu (X \ A).
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Dowodzi sie, ze jesli B jest zbiorem Wazewskiego, a B* = {x € B :
et (x) \ B # 0}, to o, funkcja czasu wyjscia z B, jest ciggla na B*.
Jedli dodatkowo B* sg zbiorami zwartymi, to o= sg ciggte na B.

DEFINICJA 1.21. Zbiér B C X nazywamy blokiem izolujgcym, jezeli
B = int B,
B, B~ i BT sa zwarte, oraz dla x € 0B\ (BT U B™),
o (r) < o0, o(z,[—0 (z),0%(x)]) C OB.

¥ E}
x A
N

RysuNEk 1.1. Najbardziej klasyczny przyktad bloku
izolujacego: otoczenie punktu siodlowego na ptaszczyz-
nie. Zbiorem B jest zacieniowany kwadrat, pogrubiona
cze$¢ brzegu (czyli prawa i lewa krawedz) stanowi zbior
wyjscia B~, za$ pozostala czesé¢ brzegu (czyli dolna i
gérna krawedz) to zbiér wejscia BY.

TWIERDZENIE 1.22 (Srzednicki). Niech B bedzie blokiem izolujacym
takim, ze B i B~ sg zwartymi ENR-ami. Wtedy

i(p,int B) = x(B,B™) = x(B) — x(B").

W szezegdlnodci, jezeli x(B)—x(B~) # 0, to istnieje punkt stacjonarny
To € int B.

Dowdéd: Ustalmy 0 < T' < € i rozwazmy homotopie

XA 0=,

gdzie 0T jest funkcjg czasu wyjécia z bloku B. Poniewaz H, = idg,
wiec z homotopijnej niezmienniczosci liczby Lefschetza i twierdzenia
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RYSUNEK 1.2. Ilustracja twierdzenia 1.22. Zacieniowany
obszar B jest blokiem izolujacym dla potoku ¢, ktorego
zachowanie na 0B opisuja strzatki. Pogrubiona czes¢ 0B
to B™. i(p,int B) = x(B) = x(B7) =1-3 = =2, a
zatem w int B istnieje punkt stacjonarny potoku ¢.

Lefschetza wynika, ze x(B) = L(Hy) = L(H;) = ind (H;). Rozwazmy
roztaczne podzbiory otwarte B zdefiniowane przez

T
U:{ZEEBZU+(JI)<§}, V={reB:o"(z)>T}.

tatwo sprawdzié¢, ze

Fix (Hl) cUuUV.
Wtedy z addytywnosci indeksu punktu statego mamy

ind (Hl) = ind (H1|U> + ind (H1|V)
Ponadto, H,(U) C B~ i Hy|p- = idg-, czyli z wlasnosci komutatyw-
nosci indeksu i liczby Lefschetza wynika, ze
X(B7) =ind (Hi|v),
wiec ostatecznie
ind (Hy|v) = x(B) — x(B7),

ale Hi|y = ¢r co konezy dowdd.

1.5. Inne

Czesto w kolejnych rozdziatach pracy beda rozwazane zbiory postaci
I x U, gdzie I jest przedzialem w R (wspétrzedng czasowa potoku lub
homotopii), a U jest podzbiorem przestrzeni fazowej X (wspodlrzedna
przestrzenng potoku lub homotopii). W takiej sytuacji obowiazuja uzywat
ponizsze nazwy i oznaczenia (jak na rysunku 1.3):

e 7 jest naturalnym rzutowaniem I x U na I (m(t,z) = t).
e 7y jest naturalnym rzutowaniem I x U na U (ma(t, ) = x).



1.5. INNE 16

-

|

\_

RYSUNEK 1.3. Ilustracja oznaczen: os pozioma jest osia
czasu, os$ pionowa symbolizuje przestrzen X.

o Jesli Z CIxU,to Zy={z€R": (t,z) € Z}.
o / C I xU jest T-okresowy, jesli dla kazdego T € I, Z, = Z. 7.

Wszedzie, gdzie w tej pracy pojawiaja si¢ grupy homologii lub
kohomologii, chodzi o homologie lub kohomologie singularne o wspot-

czynnikach wymiernych, o ile nie zostanie wyraznie zaznaczone, ze jest
inaczej.



ROZDZIAY, 2
Funkcje wiodace

2.1. Klasyczne wyniki teorii funkcji wiodacych

Podstawy teorii funkeji wiodacych (pierwotnie: potencjatéw wioda-
cych) stworzyt M.A. Krasnosielski wraz ze swoimi wspotpracownikami.
Twierdzenia z tego podrozdziatu pochodza z prac [Krl],[Kr2],[KP],[KS]
(prostsze dowody niektérych z nich mozna znalezé w [AO]). Ponizej
beda zacytowane za ksiazka [KZ]. W réznych pracach definicje funkcji
wiodacej moga si¢ nieznacznie rézni¢ od siebie - w szczegdlnosci, nie-
réownosé (2.2) bywa skierowana w przeciwng strone. Jednak, mutatis
mutandis, wszystkie przedstawione ponizej twierdzenia pozostaja praw-
dziwe. Konsekwencje powazniejszych zmian i uogélnien przedstawie w

dodatku A.

Rozwazmy nieautonomiczne réwnanie rézniczkowe

(2.1) ¥ = f(t, ),
gdzie f : R x R" — R” jest ciagtym i lokalnie lipschitzowskim ze
wzgledu na x polem wektorowym.

DEFINICJA 2.1. Funkcje V : R® — R klasy C! nazywamy funkcjq
wiodgceg dla pola wektorowego f jedli istnieje R > 0 takie, ze:

(2.2) VV(z)- f(t,z) >0
dla ||z]| > R, t € R.

Definicja doskonale odzwierciedla nazwe ,funkcja wiodaca”: poza
dyskiem o zadanym promieniu R > 0 wektor gradientu funkcji V'
wskazuje ,,mniej wiecej ten sam kierunek” co pole wektorowe f, a co za
tym idzie, trajektorie, bedace rozwiazaniami réwnania (2.1), podazaja
~mniej wiecej w kierunku wskazywanym przez gradient V7 (patrz rysunek
2.1). Ta whasnos¢ jest motywem przewodnim wszelkich przysztych mo-
dyfikacji pojecia funkcji wiodacej. W istocie, wartos¢ funkeji wiodacej,
poza dyskiem o promieniu R, ro$nie wzdtuz rozwiazan réwnania (2.1),
gdyz dla z - rozwigzania (2.1) zachodzi:

SV (a(t) = YV (a(0) - £t (1)) > O

oile ||z(t)] > R.
17
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:

VIV (C)
K
BE v f(tC)

V=g

fit,A)

V=a =b

RYSUNEK 2.1. Pole wektorowe f (oczywiscie, poza kula
o promieniu R) musi wskazywaé ,mniej wiecej ten sam
kierunek” co gradient funkcji wiodacej V, tak jak w
punktach A i B. Sytuacja taka, jak w punkcie C' jest
niedopuszczalna. Jako, ze gradient V' jest prostopadly
do przedstawionych poziomic (a < b), to trajektoria z(-)
,podaza w kierunku wyzszych poziomic” V.

DEFINICJA 2.2. Indeksem funkcji wiodgcej V' nazywamy liczbe:
(2.3) IndV =d(VV|p,),
gdzie D = {z € R : ||z]| < R} i d jest stopniem lokalnym Brouwera.

Z wtasnosci lokalizacji stopnia Brouwera i warunku (2.2) wynika,
ze dla kazdego r > R zachodzi:

IndV =d(VV]p,).

DEFINICJA 2.3. Funkcja wiodaca V' : R™ — R dla pola wektorowego
f jest koercytywna jezeli

(2.4) lim V(z)= oc.

l|z[|—o0
Zmnaczenie koercytywnosci pokazuje ponizsza wlasnosc:
WEASNOSC 2.4. Niech V' : R®™ — R bedzie koercytywna. Jezeli
istnieje R > 0 takie, ze VV(x) # 0, gdy |z| > R, to d(VV]p,) =1 dla
r> R.

Ponizej przedstawimy ide¢ dowodu Wtasnosci 2.4 oparta na innym
pomysle niz ma to miejsce w oryginalnym dowodzie w [KZ].

Idea dowodu Wiasnosci 2.4: Niech ¢ bedzie potokiem generowanym
przez ' = =VV(x). V(p(x)) < V(z) dlat > 0, wiec z koercytywnosci
wynika, ze dla kazdego M > 0 zbiér {x € R* :  V(x) < M} jest
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zwarty, stad dodatnie orbity ¢ sa ograniczone, czyli sa okreslone dla
t € [0,+00). Ponadto, ¢; nie ma punktéw statych w {x : ||z|| = R} dla
t > 0, bo potoki gradientowe nie majg orbit okresowych, a wszystkie
punkty stacjonarne sg zawarte w Dg. Z Twierdzenia 1.16 otrzymujemy,
ze dla t > 0 zachodzi

d(VV|DR) = d(ld - ¢t|DR)'
Wystarczy pokazaé, ze

Dla kazdego x € R™ zbiér w(z) jest niepusty i zawiera sie w zbiorze
punktéw stacjonarnych dla ¢, czyli w zbiorze zer VV, a wigc zawiera
sie w kuli otwartej Dpg.

Niech M = max),j<g V() i N > M. Wtedy D C V~!((—o0, NJ).
Istnieje 7 > 0 takie, ze
Dr C V7Y{(~00,N]) C D,.

Niech S = {z : ||z|| = r}. Dla kazdego x € S istnieje ¢, > 0 takie, ze
o(ty, ) € V7I((—00, N)). Z ciaglosci ¢ istnieje U, otoczenie z takie,
ze ¢, (Uy) C V7Y((—o0, N)). Poniewaz V~!((—oo, N)) jest dodatnio
niezmienniczy, wiec ¢;(U,) C V71((—o0, N)) dla t > t,. Ze zwartosci
S wynika, ze istnieje t > 0 takie, ze ¢;(S) C D,. Wtedy

ATVIn,) = d(VVIn,) = d(d — @l,)
Ponadto, homotopia

H(z,s) =z — spi(x)
pokazuje, ze d(id — ¢|p,) = d(id|p,)) = 1.

Niech Vi,..., Vi : R" - R (k > 1) beda funkcjami wiodacymi dla
f, speliajacymi (2.2) dla R > 0.

DEFINICIA 2.5. Vi, ..., V} jest ukladem zupetnym funkcji wiodgcych
jesli

(2.5) lim |[Vi(z)|+ ...+ |Vi(z)] = o0.

[l]| o0

Z wtasnosci (2.2) oraz wlasnosci homotopii stopnia Brouwera na-
tychmiast otrzymujemy:

IndV; =Ind Vi, i€ {l,... k}.

Powyzsza liczbe nazywamy indeksem zupetnego uktadu funkcji wiodg-
cych.
Dla réwnania rézniczkowego (2.1) rozwazam € = [a,b] x R™.
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TWIERDZENIE 2.6 (Krasnosielski). Zaloimy, ze Vi,..., Vi jest zu-
petnym uktadem funkcji wiodgcych dla pola wektorowego f takim, Ze
indV; # 0. Wtedy réwnanie (2.1) posiada przynajmniej jedno rozwig-
zanie takie, ze x(a) = x(b).

Rozwazamy nadal réwnanie 2.1 dla 2 = R x R"™. Niech teraz
f R x R"™ — R" bedzie funkcja ciagta, T-okresowa ze wzgledu na t i
lokalnie lipschitzowska ze wzgledu na x. Z twierdzenia 2.6 natychmiast
otrzymujemy wniosek:

WNIOSEK 2.7. Zatozmy, ze V1, ...,V jest zupetnym uktadem funkcyi
wiodgceych dla pola wektorowego f takim, Ze ind Vi # 0. Wtedy réwna-
nie (2.1) posiada przynajmniej jedno rozwigzanie T-okresowe.

Teorie funkcji wiodacych mozna tez zastosowaé¢ do wykrywania roz-

wigzan ograniczonych, okreslonych na catym zbiorze R. Niech
Q=R xR™

TWIERDZENIE 2.8 (Krasnosielski). Zatozmy, ze Vi, ..., Vi jest zu-
petnym ukladem funkcji wiodgcych dla pola wektorowego f takim, zZe
ind V; # 0. Wtedy réwnanie (2.1) posiada przynajmniej jedno rozwig-
zanie 0graniczone.

W tym miejscu warto zauwazy¢, ze z wlasnosci 2.4 wynika, ze
pojedyncza koercytywna funkcja wiodaca sama tworzy uktad zupelny
funkcji wiodacych.

PRzZYKLAD 2.9. Podamy warunek wystarczajacy na istnienie zu-
petnego uktadu funkcji wiodacych dla perturbacji pewnych réwnan ha-
miltonowskich. Niech J bedzie standardowsg macierza symplektyczna

wymiaru 2n X 2n, czyli
0 I
(01

Zalézmy, ze G, H : R*™ — R sg klasy C?, ¢ : R x R*™ — R?" jest ciggla
i lokalnie lipschitzowska ze wzgledu na z, T-okresowa ze wzgledu na t
i istnieje R > 0 takie, ze dla ||z|| > R, t € [0,T] zachodzi

(2.6) VG(z)- JVH(z) > max{[lq(t, 2) - VG(2)[], [lq(t, 2) - VH(2)]]},

(2.7) lim [[G(:)]| + [[H(2)] = oo.

l|z]| =00
Wtedy {G, —H} tworzy zupelny uktad funkcji wiodacych dla réwnania:
(2.8) 2 =JV(G+ H)(z)+ q(t, 2).

W szczegdlnosci, jesli Ind G # 0, to (2.8) ma rozwiazanie T-okresowe.
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Istotnie, dla ||z]| > R, t € [0,T] 1 f(t,2) = JV(G + H)(2) + q(t, 2)
dostaje:

VG(2)- f(t,2) =VG(z) - JVH(2) + VG(z) - q(t, z) > 0,
—VH(z)- f(t,z) = =VH(z)- JVG(z) = VH(z) - q(t, z) =
VG(z) - JVH(z) —VH(z)-q(t,z) > 0.

U

W wielu przypadkach w znalezieniu zupetnego uktadu funkcji wio-
dacych pomaga wlasciwa funkcja wiodaca.

DEFINICJA 2.10. Funkcje V : R® — R klasy C! nazywamy reqularng
funkcjq wiodgeq dla pola wektorowego f jedli istnieje g > 0, R > 0 i
funkcja W : R® — R klasy C! takie, ze:

I lﬁgl Wiw) = oo,
(2.9) VV(z) - f(t,z) > aol[VV(2)[[|[ f (¢, z)]],

IVW()[| < [IVV(2)]],
dla |z|| > R, t € R, (t,x) € Q.
OBSERWACJA 2.11. Jesli dla pola wektorowego f istnieje regularna
funkcja wiodgca V' to istnieje dla niego tez zupelny uktad funkcji wio-

dacych o tym samym indeksie, co V. Uklad ten tworzg funkcje V' i
V + Oé()W.

PRzYKELAD 2.12. Rozwazmy jednowymiarowe rownanie:
a"(t) + a2’ (t) + f(z) = g(t,2,2"),

gdzie g jest T-okresowe ze wzgledu na pierwszg zmienna. Réwnanie to
jest réwnowazne uktadowi:

(2.10) {x/(t) —Y

y'(t) = —f(x) —ay — g(t, z,y)
Zatézmy, ze liczby:

k; = liminf M, ko = lim sup M

sg skonczone i tego samego znaku, a g spetnia warunek:

glt.z,y) _
2| +|y| =00 || + |Y|

Wtedy V(z,y) = ax? + 2xy jest regularng funkcja wiodaca dla pola
wektorowego zadanego uktadem (2.10) o indeksie —1, jesli liczby k;
sq ujemne, za$ V(z,y) = —a®a? — 2a’xy — 2ay® — 4da f; f(s)ds jest
regularng funkcjg wiodaca dla tego samego pola wektorowego o indeksie
1, o ile liczby k; sa dodatnie i a # 0.
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W obydwu tych wypadkach, na podstawie wniosku 2.7 i obserwacji
2.11 istnieje T-okresowe rozwiazanie zadanego réwnania.

2.2. Funkcje wiodace i zwartosé zbioru orbit ograniczonych

Uzywajac metody funkcji wiodgcych, mozemy otrzymac¢ wiecej in-
formacji, niz tylko te o istnieniu rozwigzan. W tym podrozdziale, na
podstawie pracy [Ko2] pokazemy, jak przy pomocy funkcji wiodacych
sformutowaé kryterium (przestrzennej) zwartosci zbioru orbit ograni-
czonych.

Wtasnosé ta jest o tyle wazna, ze zbiér orbit ograniczonych w wielu
zagadnieniach jest naturalnym kandydatem na zbiér niezmienniczy izo-
lowany. Na przyktad, uzywajac teorii indeksu Conleya do badania roz-
maitych wlasnosci danego uktadu dynamicznego, koniecznym jest za-
pewnienie sobie istnienia zwartego zbioru niezmienniczego izolowanego
dla ktorego konstruuje sie otoczenie izolujace.

W przypadku nieautonomicznym niejasnym bytoby samo sformuto-
wanie ,zwartos¢ zbioru orbit ograniczonych”, zatem w tym podrozdziale
ogranicze si¢ do rownan autonomicznych postaci:

(2.11) o' = f(x),

gdzie f : R" — R" jest funkcja lokalnie lipschitzowska. Rownanie
to zadaje (przynajmniej lokalny) uktad dynamiczny .

DEFINICJA 2.13. Funkcje ciagta V : R® — R nazywamy funkcjg
stabo wiodgcg dla pola wektorowego f 1 jedli istnieje R > 0 takie, ze

(2.12) Ve () < Vipn (2))
dla t; > to, jesli tylko ||¢¢(x)|| > R dla kazdego t € [to, t1].

Oczywiscie, kazda funkcja wiodaca jest tez stabo wiodaca. Analo-
gicznie jak dla funkcji wiodacych mozna zdefiniowaé:

DEFINICIA 2.14. Vi, ..., Vi : R" — R jest zupelnym uktadem funkcji
stabo wiodgcych jezeli wszystkie te funkcje sa stabo wiodace i:

(2.13) | lﬁm Vi(z)| + ...+ |Vi(x)| = oo.
Z||—00
TWIERDZENIE 2.15. Jesli istnieje Vi, ..., Vi : R" — R — zupelny

uktad funkcyr stabo wiodgcych dla pola wektorowego f, to zbior orbit
ograniczonych ¢ jest zwarty.

LOkreslenie to zostalo stworzone wylacznie na potrzeby tej pracy. W istocie,
jest to globalna funkcja Lapunowa. Nazwa ma podkresli¢ podobienstwo z funkcjami
wiodacymi zdefiniowanymi przez Krasnosielskiego.
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Warty podkreslenia w tym twierdzeniu jest brak koniecznosci uzys-
kania informacji o indeksie funkcji V;. W zamian, nie ma zadnej gwarancji,
ze zbiér orbit ograniczonych jest niepusty?.

DowOD. Niech R > 0 bedzie takie, ze ((2.12)) zachodzi dla kazdego
Vi i||z|| > R. Definiujemy:

M = max max |Vi(z)|.
ie{l,.k} fzlI<R

Dla dowolnie wybranego ¢ > M definiujemy:
A={zeR":Vie{l,...k} —c<Vi(z) <c}.
Warto zauwazy¢, ze zbior A jest zwarty dzieki (2.13).

Niech punkt oy € R™ bedzie taki, ze jego orbita ¢(zg) jest ograniczona,
ale nie zawiera sie w A. Stad, istnieje ¢ € {1,...k} ity € R takie, ze
Vil (20)) > ¢ (lub tez i € {1,...k} ity € R takie, ze Vi(py,(z0)) <
—c. Jednak dowdd wtedy jest analogiczny, wiec bez utraty ogolnosci
mozemy rozwazaé tylko pierwszy z tych przypadkow). V; silnie rosnie
wzdtuz orbit w (R™\ Dg) i D C int A, zatem z ograniczonosci ¢(zo)

lim Vi(er (o)) = sup Vi(pi(o)) =1,

t>to

gdzie I € (c,400). Jako, ze ¢ (xg) jest ograniczone, w(xg) # 0
i w(xg) C V' {1}) (w szezegdlnodei, | # +oo and w(xg) N A = ).
w(zg) jest zbiorem niezmienniczym, wiec sktada sie z catych orbit,
zawierajacych sie w V. '({l}). Jednoczesnie (poniewaz V; jest silnie
rosnaca wzdtuz orbit poza A), nie istnieja orbity zawarte w pojedyn-
czej poziomicy V;, dlatego taki punkt ¢ (i, co za tym idzie, taka orbita
ograniczona) nie moze istniec.

Zatem, zbior orbit ograniczonych B jest niezmienniczym podzbiorem
zbioru zwartego A, podobnie jak jego domkniecie B. Jednakze, B jest
ograniczony, czyli sktada si¢ wytacznie z orbit ograniczonych, dlatego
B = B. Ostatecznie, B jest domknietym podzbiorem zbioru zwartego,
czyli B jest zwarty. O

Dzigki powyzszemu twierdzeniu mozna znaczaco uprosci¢ dowod
kryterium uzyskanego w [TQ)]:

TWIERDZENIE 2.16 (Tusen,Qi). Zbior orbit ograniczonych B jest
zwarty 1 globalnie asymptotycznie stabilny wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje
funkcja ciggla g : R* — R, taka, zZe lim)|—00 g(x) = —o00 4 2bidr
domkniety ograniczony K C R™ taki, Ze f(z) # 0 dla x € R* \ K i

’Dodatkowo, w poézniejszych rozdzialach pojawi sie obserwacja, ze w
twierdzeniach o funkcjach wiodacych zalozenie (2.2) mozna ograniczyé do pewnych
poziomic V;. W tym twierdzeniu efekt zwartosci jest na tyle ,globalny”, ze i
zalozenie (2.2) musi byé spelnione globalnie. Dlatego tego podrozdziatu nie da sie
przetozy¢ na jezyk segmentéw izolujacych.
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g(ee(x)) > g(x) dla q(z) CR*\ K, t >0 (czyli g jest wiodgca poza
zbiorem K ).

Ponizej udowodnimy tylko zwarto$c¢ i asymptotyczna stabilnos¢ zbioru
B przy zatozeniu istnienia funkcji g. Implikacja w przeciwng strone jest
natychmiastowym wnioskiem z pewnej wlasnosci udowodnionej w [BS],
tak jak pokazano w [TQ)].

W dowodzie skorzystamy z lematu pochodzacego z [S4] (Twierdze-
nie 2.4.):

LEMAT 2.17 (Srzednicki). Jesli istnieje A - zwarty podzbior R™
taki, ze dla dowolnego x € R™ zachodzi pt(x) N A # 0, wtedy istnieje
niepusty, zwarty, niezmienniczy i globalnie asymptotycznie stabilny zbior

S.

DowOD. Z twierdzenia 2.15 natychmiast wynika, ze B jest zbiorem
zwartym (bo g jest wiodaca poza kazdym dyskiem zawierajacym zbiér
K3 Ty 500 |g(2)| = 00).

K jest zbiorem zwartym. Zatem mozna zdefiniowac:

m = ming(x), M = maxg(z).

Dla ustalonych ¢ < m i C' > M mozna zdefiniowac:
A={zeR": c<yg(zx) <C}.
Zbior A jest zwarty i taki, ze
()N A0,

dla dowolnego x € R™. Istotnie, jezeli zo € R™\ A wtedy dla kazdego
xr € ¢t (xg) zachodzi g(z) > g(xo). Dlatego, ¢ (x) jest ograniczne i,
analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 2.15, () # wt(z) C K. Zatem
et (x)N A #£(, jako, ze K C int A.

Teraz mozna zastosowaé lemat 2.17 dla zbioru A. Stad, istnieje
niepusty, zwarty, niezmienniczy i globalnie asymptotycznie stabilny
zbior S. Ze zwartosci i niezmienniczosci S wynika, ze sktada sie on z
orbit ograniczonych, zatem B jest zbiorem niezmienniczym zawierajacym
globalnie asymptotycznie stabilny zbiér S. Jednoczesnie, dla kazdego
x € B, a(z) jest niepusty, zwarty i niezmienniczy, zatem (znéw ze
zwartoSci i globalnej asymptotycznej stabilnosci S) a(x) NS # (.
Dlatego, dla kazdego V' - otoczenia S, ¢~ (x) NV # (). Stad i z definicji
stabilnosci, orbita  musi sie¢ zawiera¢ w dowolnym otoczeniu S, wiec
r€S,azatem B=S5. Il

Ponizej przedstawimy przyktad zastosowania Twierdzenia 2.15 w
sytuacji, gdy Twierdzenie 2.16 nie dziata.

PrRzyKrAD 2.18. Funkcje f = (u,v) : C — C nazywamy antyholo-
morficzng jezeli u,v : R? — R sg funkcjami klasy C! oraz

(2.14) Uy = —Uy, Uy = V.
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Funkcje takie posiadaja interesujaca wtasnosé: f jest funkcja antyho-
lomorficzng wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja holomorficzna
(G, H) : C — C taka, 7e f — VG = JVH, gdzie J — ( _01 (1) )
W szczegdlnosci, uktad 2’ = f(z) jest w takiej sytuacji jednoczesnie
gradientowy i hamiltonowski. Istotnie, jesli f jest antyholomorficzna,
wtedy z faktu, ze u, = v, i lematu Poincarégo istnieje G : C — R
takie, ze f = VG. Jednoczeénie, u, = —v, i ponownie lemat Poincarégo
dowodzi, ze istnieje H : C — R takie, ze f = JVH, wiec VG = JVH.
Ostatnia rownos¢ jest tak naprawde rownaniami Cauchy’ego-Riemanna
dla (G, H), zatem (G, H) jest holomorficzna. Z drugiej strony, jesli
(G, H) jest holomorficzna i f = VG = JVH, to f spemia (2.14), wiec
f jest antyholomorficzna.

Rozwazmy wielomian

f:Coz—a,2"+an 12" ' +...+mzZ+ay€C, a; €R.

Wielomian ten jest antyholomorficzny, a zatem istnieja zdefiniowane
powyzej funkcje G i H iuktad 2’ = f(z) jest gradientowy oraz hamiltowski.
W ogoélnym przypadku, funkcja g z twierdzenia 2.16 nie musi istniec.
Jednakze, funkcje G i G + H tworza zupely uktad funkcji wiodacych
(poza dyskiem zawierajacym punkty state uktadu), zatem zbiér orbit
ograniczonych jest zwarty (na podstawie kryterium 2.15).

Na tym przyktadzie mozna zauwazy¢, ze w ogolnym przypadku
twierdzenia 2.15 nie ma szans na rozszerzenie tezy o stabilno$¢ zbioru
orbit ograniczonych. Uktad 2’ = Z posiada tylko jedno rozwigzanie
ograniczone, ktore nie jest stabilne. Jest to jednocze$nie przyktad sy-
tuacji, w ktorej funkcja g z twierdzenia 2.16 nie istnieje.

2.3. Funkcje wiodace zalezne od czasu

Do tej pory jako funkcje wiodace rozwazaliSmy odwzorowania okres-
lone na przestrzeni fazowej R”. Naturalnym rozwinieciem pojecia funkeji
wiodacej jest rozwazanie jej jako funkcji okreslonej na rozszerzonej
przestrzeni fazowej R x R™. Takie rozszerzenie pojecia okazalo sie przy-
datne w wykrywaniu rozwigzan ograniczonych, oraz jeszcze silniejszych
wlasnodci typu asymptotycznej zbieznosci. Po raz pierwszy funkcja
wiodaca zalezna od czasu (dokladniej, od czasu zalezna bylta nie sama
funkcja, ale warunek ,wiedzenia”) byla zastosowana przez Avramescu
w pracy [Avl] do wykrywania rozwiazan zanikajacych. W mniej lub
bardziej zakamuflowany sposob, funkcje wiodace zalezne od czasu po-
jawily si¢ ponadto w dwu pracach: [Orl] i [LP].
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W artykule [Av1] rozwazana byta nastepujaca sytuacja: Dane jest
réwnanie (2.1) (czyli ' = f(t, ) z odpowiednimi zalozeniami) i funkcja
G : R — R klasy C! speliajaca warunek G(t) > 1 3 dla kazdego t € R.

W takiej sytuacji, mozna postawi¢ nastepujaca definicje:

DEFINICJA 2.19. Funkcje Vi : R” — R klasy C* na zbiorze R\ D,,
dla pewnego r > 0 nazywamy funkcjg prawie G-wiodgcg?, jedli spetnia
warunek: p
SVa(Gt)a() > 0,
dla rozwiazania z(-) o ile z(t) € R™ \ D,.

Jesli dodatkowo:

lim Vg(x) = 400,
l|2||=+o00

to Vg nazywamy koercytywng funkcjg prawie G-wiodgcq.

DEFINICIA 2.20. Rozwiazanie z(-) rownania (2.1) nazywamy zani-
kajgcym jesli
lim z(t) = lim z(t) =0.

r——00 r—r+00
Jesli warunek ten spetniony jest tylko w 400, rozwigzanie to nazywamy
prawostronnie zanikajgcym.

Avramescu podal dowdd nastepujacego twierdzenia:

TWIERDZENIE 2.21. Jesli dla réwnania (2.1) istnieje koercytywna
funkcja prawie G-wiodgca, to réwnanie to posiada co najmniej jedno
rozwigzanie takie, Ze dla pewnego vy > 0

i
o) < 5. e R

W szczegolnosci, jesli G spelnia warunek koercytywnosci czyli, gdy

limp— 400 G(t) = +00, to réwnanie (2.1) posiada rozwigzanie zanikajgce.

Twierdzenie powyzsze niestety jest fatszywe. Przyktadowo dla row-
nania ,
T jezeli ||| > 1
Z'(t) = < 2, jezeli x € (0,1) ,

dx + 2, jezeli x € (—1,0]

funkeji G(t) = 1+t2 oraz Vg(t) = 2% i stalej r = 2 zalozenia twierdzenia
sa spetnione (patrz przyklad 2.28), ale teza nie, gdyz istnieje tylko jedno
rozwigzanie ograniczone r = —%, a ono nie jest zanikajace.

Po analizie dowodu, okazuje sie, ze twierdzenie bedzie prawdziwe
(nawet w wersji ogélniejszej) jesli skorygujemy definicje 2.19.

3Jako minimum funkcji G mozna wybraé¢ dowolne a > 0, lecz wybér a = 1 nie
stanowi ograniczenia w stosowaniu odpowiednich wynikéw.
4Zasadnoé¢ uzycia stowa ,prawie” za chwile sie wyjasni
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DEFINICJA 2.22. Funkcje Vg : R® — R klasy C'! na zbiorze R™ \ {0},
dla pewnego r > 0 nazywamy funkcjq G-wiodgcg, jesli spetnia warunek:

d
DG > o
dla rozwigzania z(-) o ile ||z()|| >

Jesli dodatkowo:

T

0K

lim Vg(z) = 400,

||z[| =00
to Vg nazywamy koercytywng funkcjo G-wiodgcg.
DEFINICJIA 2.23. Indeksem funkcji G-wiodgce) Vg nazywamy liczbe:
(2.15) Ind Vg =d(VVg|p,)-
7 wtasnosci lokalizacji stopnia Brouwera i definicji funkcji G-wiodacej
wynika, ze zachodzi:
Ind Vg =d(VVa|p,),
przy zatozeniu, ze
e p> & dla Gy = sup,ep G(t) < +00;
e p>0dla Gy = sup,cp G(t) = +0o0;
Analogicznie jak w przypadku wlasnosci 2.4 zachodzi:

WEASNOSC 2.24. Niech V : R™ — R bedzie koercytywna funkcja
G-wiodaca. Jezeli istnieje R > 0 takie, ze VVg(z) # 0, gdy |z| > R, to
d(VVa|p,) = 1 dla odpowiednio duzego p.

Warto tez zauwazy¢, ze tak jak w przypadku klasycznych funkcji
wiodacych, dowolne dwie funkcje G-wiodace dla f maja taki sam indeks.
Wynika to natychmiast z aksjomatu homotopii stopnia Brouwera.

DEFINICJA 2.25. Uktad funkcji G-wiodacych (dla ustalonego r > 0)
VA VE ... VE T R" - R (k € N) klasy C* na zbiorze R" \ {0}
nazywamy uktadem zupetnym funkcji G-wiodgcych, jesli spetniaja wa-
runek koercytywnosci:

lim [VA(@)| + ... + V()] = +oo,

||lz[|—o00
Prawdziwe wowczas jest twierdzenie:

TWIERDZENIE 2.26. Niech VA, V2 ... VL : R" — R bedzie zupel-
nym uktadem funkcyi G-wiodgcych dla pola wektorowego f, takim, Ze
Ind V2 0.

Wtedy réwnanie (2.1) posiada co najmniej jedno rozwigzanie x(-)
takie, ze dla pewnego v > 0 zachodzi

Y
ool < gfe teR

W szczegolnoscei, jesli G spetnia warunek koercytywnosci, to rowna-

nie (2.1) posiada rozwigzanie zanikajgce.
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Dowdd tego twierdzenia zaprezentujemy w podrozdziale 4.2.

Warto zauwazy¢, ze dla G = 1 natychmiast sytuacja sprowadza sie
do twierdzenia Krasnosielskiego o rozwigzaniu ograniczonym.

7, powyzszego twierdzenia i twierdzenia 2.4 wynika natychmiast:

WNIOSEK 2.27. Jesli dla réwnania (2.1) istnieje koercytywna funkcja
G-wiodgca, to rownanie to posiada co nagmniej jedno rozwigzanie spet-
niajgce warunek:

3150 Viea (0] < o

Ponizej podajemy przyktadowe zastosowanie podanego twierdzenia:

PRZYKLAD 2.28. Udowodnimy, Ze réwnanie (2.1) posiada co najmnie;
jedno rozwigzanie zanikajace, o ile dla kazdego x € R", ¢t € R zachodzi
x- [t x) > ||

W szcezegblnodcei, zatozenie to jest spetnione, gdy f = (f1,..., fa) 1
dla kazdego i zachodzi f;(t,z) = g;(t, z)x; + hi(t, z), gdzie g;(t,z) > 1
Niech Vi(z) =30 22 1 G(t) = 1 + t2. Wtedy
d

5 Ve(GR)a(t)) = 2e()G(t) - (x(O)G' (1) + f(t,2)G (1)) =

=2G()(|l=(@)I*G'(t) + G()=(t) - f(t,z) =
= (2" +2)(x(t) - f(t, 2)t* + 2| |2[]*t + 2(t) - f(t, 2)).
Jako, ze dla dowolnych t € R,z € R" zachodzi x(t)- f(t,x) > ||z||* > 0,
wiec LV (G(t)z(t)) > 0. Zatem G i Vi speiaja zalozenia twierdze-
nia 2.26 (a dokladnie wniosku z tego twierdzenia), czyli rozwiazanie
zanikajace istnieje.

W artykule [Or1], autor po raz pierwszy wykorzystat funkcje wiodace
istotnie zalezne od czasu. Nie tworzyt jednak szerszej teorii, a jedynie
pewien przyktad zastosowania naturalnie sformutowanego pojecia. Ponizej
przedstawimy sytuacje badang przez Ortege.

Rozwazamy rozszerzong przestrzen fazowa [0, 00) x R3, przy czym
R3 rozkladamy na R? x R, ze wspotrzednymi € € R? i 2z € R. W tym
zbiorze rozwazamy uktad réwnan:

!
(2.16) {5, = Fl6.6,2)
2 =Gt 2)

Niech ¢, 1) : [0,00) — (0, 00) beda funkcjami malejacymi, klasy C?,

takimi, ze limy_, p(t) = lim;_, 9(t) = 0.
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Dla funkcji V' (¢, €, z) definiujemy
.oV IV ov

Jest to oczywiscie pochodna V' wzdtuz trajektorii potoku generowanego
przez uktad (2.16) w rozszerzonej przestrzeni fazowej.

G.

DEFINICJA 2.29. Funkcje V' w te] sytuacji nazywamy wiodaca na
zbiorze A C [0,00) x R?, gdy dla kazdego x € A, V(z) > 0.

Ortega rozwazal trzy konkretne funkcje:

Vit,€,2) = ¥(t) — 2 Va(t,€,2) = (1) + 25 Vs = [[€]]* — o(t)*.

TWIERDZENIE 2.30 (Ortega). Przy powyzszych oznaczeniach, niech
Vi i Vy bedq funkcjami wiodgcymi na zbiorze Ay = {(t,€, z) € [0,00) X
R3 . ||€]] < ()}, a Vi niech bedzie funkcjg wiodgcg na zbiorze
Az = {(t,€,2) € [0,00) x R® ¢ [I¢]] = o(t), [2] < ¥(t)}. Wiedy
dla kazdego z € [—1(0);1(0)] istnieje przynajmniej jedno rozwigzanie
prawostronnie zanikajgce uktadu (2.16), takie, Ze:

1E(O)]] < ¢(0), 2(0) = 2.

Prostszy dowod tego twierdzenia, z zastosowaniem teorii segmentow
izolujacych, przedstawimy réwniez w podrozdziale 4.2.

Ostatnie twierdzenie tego rozdziatu jest, o ile mi wiadomo, naj-
silniejszym rezultatem dotyczacym zastosowania zaleznych od czasu
funkcji wiodacych do wykrywania rozwigzan ograniczonych. Zainspirowane
jest wynikami nieopublikowanej jeszcze pracy [LP] (patrz dodatek A),
jednak opiera si¢ jedynie na zatozeniach topologicznych i posiada o
wiele prostszy dowod.

Rozwazamy réwnanie: ' = f(t,z), gdzie f € C'(R x R™, R).

Jak w przypadku pracy [Or1], dla funkcji U(¢, x) definiujemy pochodng
U wzdtuz trajektorii potoku w rozszerzonej przestrzeni fazowej:

Lo o
ot oz

DEFINICJA 2.31. Funkeja V(-) € CHRxR™,R) jest funkcjq wiodgcg
na zbiorze G C R x R", jedli V¢(¢t,x) > 0 dla (t,2) € G.

(2.18) Uy

TWIERDZENIE 2.32. Zalézmy, ze dla pola wektorowego f istnieje V
- funkcja wiodgca na zbiorze G.

A. Istniejg liczby v*, v, (vV° > v,), a takze przestrzennie ograniczona
(tj. taka, ze mo (W) jest zbiorem ograniczonym) spéjna skladowa
U zbioru V([v,,v*]) taka, ze (R x R")\ G C int Y. Niech
B~ =00NV1v).
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B. Istnieje 7 < 0 takie, Ze dla kazdego t < T spelniony jest
nastepujgcy warunek: istnieje ograniczony podzbior My zbioru
G, taki, ze zbior {t} x (M,NU; ) jest retraktem zbioru {(s,z) €
U~ : s >t}, ale nie jest retraktem {t} x M,.
Wtedy rownanie ©’' = f(t,x) posiada rozwigzanie ograniczone x.(-),
ktorego wykres zawiera sig w ‘Y.

DowOD. Zbior U~ jest zbiorem wyjscia z U dla potoku ¢ gene-
rowanego przez pole wektorowe f w rozszerzonej przestrzeni fazowej
R x R™ (z definicji funkcji wiodacej).

Niech ty < 71 My, bedzie zbiorem spelniajacym warunek B. Niech
r:{(s,z) € B~ s > to} = {to} x (M, NV,,) bedzie retrakcja
z tego samego warunku. Pokazemy najpierw, ze istnieje rozwigzanie
xo(+) réwnania =’ = f(¢,x), dla ktérego xo(tg) € My, i (s,20(s)) € VD
dla kazdego s > t.

Dla dowodu nie wprost, zal6zmy, ze tak nie jest, czyli, ze orbita
kazdego punktu z M,;, w skoficzonym czasie opuszcza zbiér U.

7 definicji U i U~ sa domkniete, a zatem U jest zbiorem Wazew-
skiego. Stad funkcja czasu wyjscia o~, okreslona na M, jest ciagta i
przyjmuje tylko skonczone wartosci (ze wzgledu na zatozenie dowodu
nie wprost). Wobec tego, ciggte jest tez odwzorowanie p : {to} X M;, >
(to,x) — (o~ (tg, x), (to,x)) € {(s,x) € B~ : s > ty}. Dodatkowo,
p(to, x) = (to, x) dla (to, z) € {t} x (MyNY; ) (gdyz dla takich punktéw
o0~ (to,x) = 0). Ztozenie r o p jest zatem retrakcja {t} x M; na {t} x
(M; N, ), co jest sprzeczne z warunkiem B.

Zatem, dla kazdego t < T istnieje rozwiazanie x(-) réwnania z’ =
f(t, z), dla ktorego z(t) € My i (s,z(s)) € U dla kazdego s > t. Wobec
tego mozemy rozwazy¢ ciagg malejacy takich liczb t,,, zbiezny do —oo i
otrzymamy ciag rozwigzan z,(-), takich, ze (s, z,(s)) € U dla kazdego
s> t,.

Dowdd mozna zakonczy¢ standardowo: Uy jest zbiorem zwartym,
wiec z ciagu {z,(0)} mozna wybraé¢ podciag zbiezny do z. € Uy. Z
ciggtej zaleznosci od warunkow poczatkowych i domknietosci U roz-
wiazanie z*(-) zagadnienia =’ = f(¢,x); (0) = z, spelnia teze twier-
dzenia. Il

Na koniec, warto zauwazy¢, ze twierdzenie 2.32 pozostaje praw-
dziwe, a jego dowdd jest analogiczny, gdy zamiast pojedynczej funkcji
wiodacej zatozymy istnienie uktadu funkcji wiodacych na G: Vi, ..., V,,
zbior V1 ([v,, v*]) w zatozeniach twierdzenia zastapimy przez V,*([v., v*])N

NV [os,v*]), a0 =000 (Ve UL VT (0%).

n



ROZDZIAY. 3
Segmenty izolujace

3.1. Segmenty izolujace dla potokéw

Teoria segmentéw izolujacych dla potokéw rozwineta sie z teorii
blokéw izolujacych. W istocie, segmenty sg szczegdlnymi blokami izolu-
jacymi w rozszerzonej przestrzeni fazowej. Podstawy tej teorii stworzyt

R. Srzednicki.

Definicja segmentu izolujgcego okresowego i odwzorowania
monodromii. Ponizej wyjasnimy, opierajac sie na [S2], wprowadzone
w [S1] pojecie okresowego segmentu izolujgcego.

Niech ® bedzie procesem lokalnym na R"” generowanym przez roéw-
nanie 2/ = f(¢,x) i niech ¢ bedzie odpowiadajacym mu lokalnym
potokiem na R x R".

DEFINICJA 3.1. Zbiér zwarty W C [a, b] x R"™ nazywamy segmentem
izolujgeym nad |a, b], jesli jest blokiem izolujacym dla ¢ (tzn. zbiory
wejécia i wyjécia W= sq réwniez zwarte i W = W~ UW™) i spelnione
sg ponizsze warunki:

(a) istnieja W~ 1 W*T —zwarte podzbiory OW (zwane odpowiednio
istotnym zbiorem wyjscia i wejscia ) takie, ze:

W= =W U{b} xW,, W (ab)xX)C W,

WHt=w*u{a} x W,, Wrn([a,b) x X) c W,
(b) istnieje homeomorfizm ,prostujacy”! h: [a,b] x W, — W taki,
zemoh=mi
h([a,b] x W, ) =W, h(la,b] x W) =W,
(c) Wo, W=, WS sa ENR-ami.

a

Jedli dodatkowo W, W~= W sg zbiorami (b — a)-okresowymi, to
segment izolujacy nazywamy okresowym.

Odtad, do konca podrozdziatu zajmujemy si¢ tylko segmentami izo-
lujacymi okresowymi.

INazwa wprowadzona na potrzeby pracy — nie jest uzywana w publikacjach
na ten temat.

31
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[a.b] =W,
g
- l
- T a b
/'
ol h
a W b

RYSUNEK 3.1. Po lewej stronie przyktadowy segment.
Jego gérna krawedz stanowi istotny zbior wyjscia W=,
a dolna - istotny zbior wejScia W*T. Ze wzgledu na
kierunek potoku wzdtuz wspotrzednej czasowej, prawa
krawedz segmentu tez nalezy do zbioru wyjscia W™, ale
nie do istotnego zbioru wyjscia W ~~. Po prawej stronie
demonstracja dziatania homeomorfizmu prostujacego h.
Pionowy przekr6j zbioru [a,b] x W, przechodzi w
odpowiedni przekroj W.

DEFINICJA 3.2. Homeomorfizmem monodromii dla W nazywamy
odwzorowanie m: (W,, W, =) — (W,, W, ™) zdefiniowane nastepujaco:

m(x) = mh(b, mh™ (a, x)).
Niech
,UW = H(m) H(Wa, Waii) — H(Wm Waii)

bedzie izomorfizmem indukowanym przez m w homologiach singu-
larnych (o wspétczynnikach w Q). Warto zauwazy¢, ze o ile homeomorfizm
monodromii m zalezy od wyboru h, to uy od wyboru homeomorfizmu
prostujacego nie zalezy, gdyz wszystkie homeomorfizmy monodromii
segmentu W sa homotopijne ([S1]).

Dzieki zatozeniu, ze W,, W, = sa zwartymi ENR-ami, wiadomo, ze
H(W,, W) jest typu skonczonego i liczba Lefschetza segmentu W:

Lw = L(pw) = Y _(=1)" tr Hy(m),

jest poprawnie zdefiniowana.

Niech W bedzie segmentem izolujacym okresowym nad [a,b]. W
jest trywialny jesli

W=la,bx Wa, W =la,bxW,~, W =la,b]x W,/
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o=

RysuNEk 3.2. Przyktad homeomorfizmu monodromii.
m przeprowadza punkty x z lewej krawedzi zbioru W do
prawej, wzdtuz krzywych h([a,b], x).

W szczegdlnosci, mozna wybra¢ h = id[q 5 xw, 1 dlatego Ly jest rowna
charakterystyce Eulera-Poincarégo x(W,, W, 7) = x(W,) — x(W, 7).

a

RYSUNEK 3.3. Przyktady segmentow izolujacych. Na
gorze — trywialny, na dole — nietrywialny. Zacieniowana
czesé brzegu to istotny zbiér wyjsécia z segmentu.

g-segmenty. Cho¢, jak za chwile pokazemy, segmenty izolujace
okresowe sg bardzo poteznym narzedziem, wystarczajacym do wykrywania
rozwiazan o zadanych wtasnosciach (w szczegélnosci okresowych lub
ograniczonych), to w niektérych sytuacjach zatozenie o (b—a)-okresowosci
zbioru W jest zbyt restrykcyjne. Ponizej przedstawione definicje, po-
chodzace z pracy [S3], umozliwiaja ostabienie tego zatozenia.

Rozwazmy zagadnienie:
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(3.1) o' = f(t,2), x(a) = g(z(b)),
gdzie f : [a,b] x R" — R" jest ciagla i lokalnie lipschitzowska ze
wzgledu na x, a g : R" — R" jest ciagta.

DEFINICJA 3.3. Niech W C [a, b] xR" bedzie segmentem izolujacym
dla uktadu dynamicznego zadanego przez pole wektorowe f takim, ze
oW, =W, - UW,.

Dodatkowo, niech beda spelnione warunki:

o (g(W, )UgWp) \ Wo) "W, C W™
o g(int W) NW,FH Cc W, .
Wtedy W nazywam g-segmentem izolujgcym.?

Okazuje sie, ze jesli spelniony jest pierwszy z tych warunkéw i
dodatkowo ¢ jest homeomorfizmem, to drugi z powyzszych warunkow
takze jest spetniony. Oczywiscie, dla ¢ = idgr. obydwa warunki sg
spetnione, a W jest segmentem izolujacym okresowym.

Analogicznie jak w przypadku segmentow okresowych, definiujemy
homeomorfizm monodromii

m: (W, W, ) = (W, W, 7)
wzorem
m(z) = moh(b, mah ™ (a, x)).

W przestrzeni ilorazowej przyjmuje on postac:

m# s (Wa/We = [We ™)) = (W /Wy, W, 7))
m* (x) = [mah(b, mh ™ (a, x))].

m i m# sg zdefiniowane jednoznacznie (z doktadnoscia do klasy ho-
motopii). Z kolei, odwzorowanie g indukuje na przestrzeniach ilorazowych
funkcje ciggla:

g* s W/ Wy, Wy ]) = (Wa/Wo (W)

a

g#(x> _ lg(z)] , jezeli g(z) € Wo \ W,
(W] , winnym wypadku '

a

Mozna teraz zdefiniowaé liczbe Lefschetza pary (W, g) jako:

Ly =Y (=1)'tr Hi(g# o m*).
i>0
Jak w przypadku okresowym, H to homologie singularne o wspot-
czynnikach wymiernych.

’Nazwa g-segment, o ile mi wiadomo, nie pojawia sie w artykutach zwiazanych
z ta tematyka. Zostala wprowadzona wytacznie na potrzeby tej pracy.
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PrzYkrAD 3.4. Kluczowe zastosowanie ponizszego przyktadu pojawi
sie¢ w podrozdziale 4.2.

Niech G : [a,b] — R bedzie ciagta i dla kazdego t € [a,b], G(t) > 0.
Niech ¢ bedzie potokiem, a W — segmentem izolujacym dla ¢, takim,

ze dla kazdego t € [a,b]: W, = g((i))wa ={z € R": Jyew, G(t)y =

G(a)z} oraz W~ = %WJ— ={z eR": 3y G(t)y = G(a)r}.

Wtedy W jest g-segmentem dla funkcji g : R" 3 © — %x e R"

oraz homeomorfizmu prostujacego h : [a,b] x W, > (t,z) — (¢, g((i))x) €
R™. W nazywam wtedy g-segmentem lintowym trywialnym.

Dla g-segmentu liniowego trywialnego g% o m?” = id W Wi &

zatem Ly, jest rowna roznicy charakterystyk Eulera-Poincarégo x (W,)—
X(We ™).

Segmenty izolujace, a istnienie rozwigzan. Kluczowe dla zna-
czenia teorii segmentéw izolujacych jest ponizsze twierdzenie:

TWIERDZENIE 3.5. Niech W bedzie segmentem izolujgcym okresowym
nad [a,b] dla pola wektorowego f generujgcego proces lokalny ®. Wtedy
zbior

Ky = {l’ e Wy : CI)(,L[,) (ZE) =z, CI)(GJ,)(.I) e W, Vt € [a, b]}

Jest zbiorem izolowanym punktow statych odwzorowania Poincarégo ® g p)
i

ind ((D(a,b); Kw) = LW
W szezegolnosci, jesli Ly, # 0, to istnieje rozwigzanie zagadnienia x’' =
f(t,x); xz(a) = z(b), ktorego wykres nad [a,b] zawiera sie w segmencie

w.

Stad wynika, ze jesli f: R x R® — R" jest funkcja ciagla, lokalnie
lipschitzowska ze wzgledu na zmienna przestrzenna i (b — a)-okresowa
ze wzgledu na zmienng czasowa, dla ktorej istnieje segment izolujacy
okresowy W nad [a,b] o niezerowej liczbie Lefschetza, to 2’ = f(t, z)
posiada rozwiazanie (b — a)-okresowe.

PRZYKLAD 3.6. Niech A : R® — R" bedzie odwzorowaniem liniowym
10 ¢ Ro(A). Jezeli f: R x R" — R” jest funkcja gtadka, T-okresowa
ze wzgledu na pierwsza zmienna i ograniczona, to ©’ = Ax + f(t, z)
posiada rozwigzanie T-okresowe.

By udowodni¢ te obserwacje, dla ustalenia uwagi i uproszczenia
zapisu mozemy zalozy¢, ze A jest w postaci Jordana i rozktada R™ na
podprzestrzenie niezmiennicze R* x R® (u + s = n), takie, ze wszyst-
kie wartoéci wlasne A|g« maja dodatnig cze$¢ rzeczywista, a wszyst-
kie wartosci wlasne Algs maja ujemng czeSé rzeczywistg. Niech o1 =
inf Ro(Alge), a 09 = |sup Ro(Algrs)

Niech M = sup||f(t,z)||. Mozemy wybraé ¢; € R takie, ze dla
l|z]| > ¢1, M < oq]]z|| i co € R takie, ze dla ||z|| > ¢oy, M < o9l|z||.
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Wtedy zbior W = [0,T] x ([—c1, c1]" X [—ca, ca]®) jest trywialnym
segmentem izolujacym okresowym dla potoku generowanego przez pole
Az + f(t,z), a zbior wyjscia W~ — tworza krawedzie prostopadle do
przestrzeni R*. Mozna obliczy¢
1, jezeli u jest parzyste

Ly = x(Wo)—x(Wg ™) = 1-x(8"7") = o
—1, jezeli u jest nieparzyste

W tym momencie zastosowanie twierdzenia 3.5 konczy dowod.

PrzYKLAD 3.7. Niech h : R x C — C bedzie funkcja ciagta, T-
okresowg ze wzgledu na pierwsza zmienng i % — 0 gdy |z| = oo,
jednostajnie ze wzgledu na t. Jezeli n > 1 to istnieje T-okresowe roz-
wiazanie réwnania 2’ = 2" + h(t, ).

Konstrukcje segmentu okresowego, umozliwiajacego dowod twier-
dzenia przeprowadzono w [S1].

(n=2)

RYSUNEK 3.4. Segment skonstruowany dla zagadnienia
przedstawionego w przyktadzie 3.7 w przypadku n=2.
Zacieniowane obszary tworza istotny zbior wyjscia.

PrzykrAD 3.8. Niech h : R x C — C bedzie funkcja ciagta, 27-
okresowa ze wzgledu na pierwszg zmienng i h‘(zt[:) — 0 gdy |z| — oo,
jednostajnie ze wzgledu na t. Jezeli n > 2 to istnieje 2m-okresowe roz-
wigzanie réwnania 2’ = ez" + h(t, 2).

Roéwniez w tym przypadku, konstrukeje segmentu okresowego, umoz-
liwiajacego dowdd twierdzenia przeprowadzono w [S1]. Jako, ze w tym
przypadku po raz pierwszy pojawia si¢ segment izolujacy nietrywialny,
przeliczymy dla przyktadu jego liczbe Lefschetza (w przypadku n = 2,
gdy segment wyglada tak jak na rysunku 3.5). Homeomorfizm monodromii
jest po prostu obrotem o kat %ﬂ'. Jego odpowiednik w homologiach W
jest trywialny (zreszta W, jest homotopijnie trywialny), a w zerowych
homologiach W~ (pozostale sa zerowe) po prostu zamienia ze soba

generatory. Scisle zapisujac:

010
Ly=tr[1]—tr|0 0 1|=1-0=1
100

Zastosowanie twierdzenia 3.5 konczy dowdd.
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RYSUNEK 3.5. Segment skonstruowany dla zagadnienia
przedstawionego w przyktadzie 3.8 w przypadku n=2.
Zacieniowane obszary tworza istotny zbior wyjscia.

PRZYKLAD 3.9. Segmenty umozliwiaja nie tylko wykrywanie po-
jedynczych rozwigzan okresowych. Dzigki zaleznosci pomiedzy liczba
Lefschetza segmentu izolujacego, a indeksem punktu statego odwzo-
rowania Poicarégo, mozna czesto uzyskaé¢ wiecej informacji o zbiorze
takich rozwigzan.

Rozwazmy réwnanie 2’ = 2% + z. Jak w poprzednim przykladzie,
mozna skonstruowaé¢ segment W o liczbie Lefschetza 1, wykrywajacy
istnienie rozwiazania 2m-okresowego. Jednakze, z = 0 jest takim roz-
wigzaniem. Czy istnieje inne?

Okazuje sig, ze V = [0,27] x {z € C: |Rz| < §,|9z| < 0} dla
odpowiednio matych 6 > 0 jest trywialnym segmentem izolujacym
w ksztalcie prostopadioscianu o podstawie kwadratowej, w ktérym
istotny zbiér wyjscia stanowia jego dolna i gérna Sciana. Stad Ly =
x(Vo) =x(Vg ) =1-2=-1.

Jedli zachodzitoby Ky = Ky = {0} (Kw i Ky to oznaczenia z
twierdzenia 3.5), to réwniez 1 = Ly = Ly = —1 (z réwnosci indekséw
tego samego punktu stalego), czyli otrzymujemy sprzecznos$¢. Zatem
istnieje nietrywialne 27w-okresowe rozwigzanie rozwazanego rownania.

Twierdzenie analogiczne do twierdzenia 3.5 zachodzi dla g-segmentéow:

TWIERDZENIE 3.10. Niech W bedzie g-segmentem izolujgcym nad
la,b], dla zagadnienia (3.1). Wtedy

Kwg={x e Wy:g90Puu(r) =, Py(r) € WiVt e la,b]}
Jest izolowanym zbiorem punktow stalych odwzorowania Poincarégo ® g )
i dla kazdego t € [a,b] @ (Kw,y) C int W;. Ponadto
ind (g0 P(ap), Kwg) = Lw,g-
W szczegolnosci, jesli Ly, # 0, to istnieje rozwigzanie zagadnienia
(3.1), ktorego wykres nad [a,b] zawiera si¢ w segmencie W.
Struktura zbioru niezmienniczego w segmencie. Metoda seg-

mentow izolujacych moze tez da¢ informacje o strukturze zbioru roz-
wigzan, ktorych wykresy zawieraja si¢ w segmencie.
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Niech W bedzie okresowym segmentem izolujacym nad [a,b] dla
procesu lokalnego ® zadanego réwnaniem (2.1). Definiujemy podzbidr
niezmienniczy W jako:

Nw ={x e W, : ®uy(x) € Wy Vt € [a,b]}.

OBSERWACJA 3.11. Istnieje ciagta surjekcja z W, na A = Ny U
W . W szezegdlnosei, jesli W, jest zbiorem spojnym, to A jest continuum.

Szukang surjekcje zdefiniujemy na W, = W,. Kazdy punkt W,
bedziemy cofa¢ w czasie, w sposob zadany przez proces ®. Jedli trajektoria
tego punktu caly czas pozostaje wewnatrz W, to w koncu punkt cofnie
sie do Nyy. Jedli nie, to punkt ten cofa si¢, az trafi do zbioru W',
Wtedy, cofamy go w czasie ,wzdluz homeomorfizmu prostujacego”.
Punkty docelowe tego cofania, lezace w W, (a nawet w A), to wartosci
szukanej surjekcji. Formalny dowod przedstawiamy ponizej:

DowOD. Niech b —a=T.
Na W, definiujemy funkcje czasu wejscia do segmentu W:

o (x) =sup{t > 0: Pppry(x) C W}
Jest to funkcja ciagta, gdyz W jest blokiem izolujacym. Oczywiscie,
o (x)<T.
Definiujemy:

0:-W,>x+— 7TQh<CL,7T2(h71<b — O'i(l'), (I)(byb_g—(x))(l')))) ew,.

0 jest funkcja ciagta (jako ztozenie funkeji ciagtych). Ponadto, jesli
o (x) =T tob(x) = m2(Pwpa)(r)) € Nw (z definicji Ny ). Jednoczesnie,
dla kazdego y € Ny zachodzi y = 0(ma(Papy(y))). Jesli o~ (x) < T,
to (P p-0-(2)) (7)) € W;:;,(x), a zatem (z definicji h) 0(x) € W,
Jednoczesnie, dla kazdego y € W, zachodzi y = 0(z)), gdzie z =
Wg(h(b, h’l(a, y))) e W,.
Ostatecznie, 6, po utozsamieniu W, = W, jest szukang funkcja.
U

Dla g-segmentoéw zachodzi wlasnos¢ analogiczna do obserwacji 3.11.

OBSERWACJA 3.12. Dla g-segmentu W, przy tych samych pozostatych
oznaczeniach, co w obserwacji 3.11, jesli dodatkowo g|w, jest home-
omorfizmem na obraz, to istnieje ciagta surjekcja z g(W,) na A =
Ny UW . W szezegblnosed, jesli W, jest zbiorem spojnym, to A jest
continuum.

DowOD. Oczywiscie, jesli 0 jest zdefiniowana tak jak w dowodzie
obserwacji 3.11, to o g~! bedzie szukang surjekcja. Co do drugiej czedci
tezy, wystarczy zauwazy¢, ze g(W,) jest homeomorficzne z Wy, czyli tez
z W,. ]

Warto zauwazy¢, ze w powyzszych obserwacjach nie jest istotna
informacja o liczbie Lefschetza segmentu.
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3.2. Ciagi segmentéw izolujacych

Podobnie jak teoria funkcji wiodacych, teoria segmentéw izoluja-
cych pozwala na badanie istnienia rozwigzan o zadanych wtasnosciach
dtugookresowych takich jak ograniczonos¢, czy zanikanie. Jako, ze kazdy
segment z osobna jest zbiorem ograniczonym ze wzgledu na zmienng
czasowa, do badania wtasnosci asymptotycznych uzyjemy ciggdéw seg-
mentow izolujacych. Ponizsze twierdzenie zainspirowane jest rezultatami
z artykulu [S1], nieco uproszczonymi na potrzeby pracy.

TWIERDZENIE 3.13. Zalozmy, ze istnieje cigg segmentow izolujg-
cych (okresowych lub g-segmentéw) W7 dla lokalnego potoku @, zadane-
go polem wektorowym f : RxR"™ — R"™ cigglym i lokalnie lipschitzowskim
ze wzgledu na druge zmienng, nad przedziatami [a;,b;] , 7 € N ({a;}
tworzq cigg nierosngcy, a {b;}- cigg niemalejqcy) taki, Ze dla kazdego j
zachodzi Wt N ([ay, b;] x R™) € W Jezeli dla kazdego j, Lys # 0, to
istnieje rozwigzanie x(-) réwnania (2.1), takie, Ze dla kazdego j wykres
()0, ;) zawiera si¢ w W7,

DowOD. Z twierdzen z poprzedniego podrozdziatu, dla kazdego W7
istnieje 27(-) - rozwigzanie réwnania ' = f(t,z), takie, ze 27|, )]
zawiera si¢ w Wj. Niech y € [ay, bi]. Dzigki zwartosci W dla kazdego
J, z ciagu {z;(y)} mozna wybra¢ podciag zbiezny do yy. Niech x¢(-)
bedzie rozwiazaniem zagadnienia z' = f(¢,x); z(y) = yo. Ze zwartosci
kazdego ze zbiorow W; oraz z twierdzenia o ciggtej zaleznosci rozwigzan
od warunkéw poczatkowych, zo(-) jest szukanym rozwiazaniem. O

WNIOSEK 3.14. Przy zaloZeniach i oznaczeniach twierdzenia 3.13,
jesli dodatkowo zatozymy, ze: lim; . a; = —00, lim; 4 b; = +o0,
to rownanie ' = f(t,x) posiada rozwigzanie ograniczone, okreslone na
catej osi R. Jesdli ponadto dla kaidego j, 0 € W7 i diamWJ — 0, to
istnieje rozwigzanie zanikajgce.

Mozna badaé tez strukture zbioru dodatnioniezmienniczego w ciggu
segmentow:

OBSERWACJA 3.15. Niech a € R, a (b;)$2; niech bedzie ciagiem
liczb wigkszych od a, takim, ze lim;_,, b; = +00. Niech (W), bedzie
ciagiem g;-segmentow izolujacych nad [a, b;| (gdzie g;|Wp, jest homeo-
morfizmem na obraz), takich, ze dla kazdych i,j € N zachodzi W} =
Wi, Wi jest spojny i, jesli 7 > 4, to W7 N ([a,b;] x R") C W;. Niech
A = NUWLITT gdzie N jest zbiorem takich punktéw v € W,, ze
istnieje x,(+) rozwigzanie réwnania (2.1), takie, ze dla z,(a) = v i dla
kazdego 1 wykres @[, zawiera si¢ w W;.

Wtedy A jest continuum.

DowoOD. Dla kazdego zbioru W; korzystamy z wlasnosci 3.11 i
otrzymujemy w rezultacie zwartosé i spojnosé zbiorow A; = N;UW !+,
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gdzie N; jest zbiorem takich punktéw v € W, ze istnieje x,(+) rozwia-
zanie rownania (2.1), takie, ze dla z,(a) = v 1 wykres |4, zawiera
sie w Wi.

Oczywidcie, A = (2, Ai 1 Ais1 C A; dla kazdego i, zatem z twier-
dzenia o przecieciu zstepujacej rodziny continuéw otrzymujemy, ze A
jest continuum. U

PRrRzYKrAD 3.16. W pracy [SW] skonstruowano ciag segmentéw
izolujacych okresowych W7, spelniajacy warunki obserwacji 3.15 dla
rownania 2 = (1 4 €“!|z|?)z, przy 0 < ¢ < 5. Dzigki pewnym
twierdzeniom o segmentach izolujacych, autorzy udowodnili istnienie [
- zwartego podzbioru zbioru dodatnioniezmienniczego N z obserwacji
3.15, takiego, ze istnieje surjekcja ciagta z I na {0,1}N.3 Zbiér I zatem
nie moze by¢ spéjny (gdyz jego obraz przez wspomniang ciagla surjekcje
nie jest), ale caly dodatnioniezmienniczy podzbiér zbioru segmentow,
po dotaczeniu zbioru wejécia (czyli N U W} ™) jest spojny, zgodnie z
obserwacja 3.15.

3.3. Segmenty izolujace dla odwzorowan

W sposob naturalny pojawia sie pytanie, czy teorie segmentéw izo-
lujacych da sie rozszerzy¢ na przypadek dyskretny (czyli odwzorowa-
nia) i wykorzystaé¢ do wykrywania punktéw statych tych odwzorowan.
Przynajmniej czesciowa odpowiedz na to pytanie przyniosta praca [KW],
ktorej gtowne wyniki zostana przedstawione w kolejnych dwoch pod-
rozdziatach.

Rozwazmy nastepujaca sytuacje: Niech X bedzie przestrzenia met-
ryczna, B jej zwartym podzbiorem. Niech f : B — X bedzie odwzoro-
waniem ciggltym, homotopijnym z odwzorowaniem ¢ : B — X takim,
ze g(B) C B tzn. istnieje funkcja ciagla F': [0,1] x B — X taka, ze:

[ ] Fl = F(l,) :f7
o Fy:=F(0,) =y

Naszym celem bedzie wykrycie punktéw statych funkeji f.

Dla zbioru zwartego W C [0, 1] x X takiego, ze Wy = B, definiujemy
,funkcje wyjscia homotopia F”:

T:B3x —sup{t€0,1]: F(s,z) € W, Vs € [0,t]} € [0,1].

DEeFINICIA 3.17. W jest zbiorem Wazewskiego dla F jesli 7: B —
0,1] jest funkcjg ciagta. Zbior W= = {(7(z), F(7(x),x)) : © € B} C
W, nazywam zbiorem wyjscia z W.

Oczywiscie, jesli W jest zbiorem Wazewskiego, to W~ jest zwarty.

3W istocie, autorzy udowodnili o wiele wiecej: tzw. ¥o-chaotycznoéé badanego
réwnania, czyli istnienie semisprzezenia z przesunieciem na dwéch symbolach. Nie
jest to jednak istotne z punktu widzenia niniejszej pracy.
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DErINICJA 3.18. W —zbior Wazewskiego dla F' nazywamy segmentem,
jesli spelione sa ponizsze warunki:

e istnieje zwarty podzbiér W~ (zwany istotnym zbiorem wyjscia)
zbioru W~ taki, ze

W (0, xX)CcW W =W—n(0,1) x X)

e istnieje homeomorfizm ,prostujacy” h : [0,1] x B — W taki,
zemoh=m1

W CR(0.1] X W), ma(h(L Wy ) € Wy
o Wy =Wy, Wy~ Cc Wy and g(W, ") C W, .

Powyzsza definicja nieco rozni sie od tej, ktora stawialiémy dla
potokéw. W szezegdlnosci, konieczne byto uwzglednienie faktu, ze ho-
motopia (w przeciwienstwie do potoku) nie musi by¢ okreslona w kazdym
punkcie segmentu (dlatego niektore réwnosci zamienity sie w inkluzje).
Pozostate zmiany w definicji uwzgledniaja fakt, ze na W, nie mamy do
czynienia z identycznoscia, lecz z odwzorowaniem ¢ oraz wymuszaja
jednoznacznos$é notacji W~

Analogicznie do przypadku potokéw, definiujemy homeomorfizm
monodromii m : Wy — Wy nastepujaco:

m(z) := mh(1l, mh 1(0,2)), x € W,.

Zauwazmy, ze m(Wy ~) C Wy, a morfizmy indukowane w homo-
logiach H(m) : H(W,) — H(W,) i H(mog) : H(Wy) — H(W;) nie
zaleza od wyboru h, tak jak w przypadku potokdw.

PRzZYKLAD 3.19. Ponizej przedstawimy te konstrukcje w wypadku

odwzorowania przesuniecia w czasie dla dla semipotoku ¢ na X. Dla
B C X rozwazmy homotopie F': [0,1] x B — X zadana wzorem:

F(t,x) = o(t, ).
Wtedy f = Iy = ¢(1,-)|p jest restrykcja odwzorowania przesuniecia o
czas t = 1 do zbioru B, a g = Fy = ¢(0,-)|p = id p jest inkluzja. W
rozszerzonej przestrzeni fazowej [0, +00) x X rozwazamy zbior W =
[0,1] x B. Niech funkcja czasu wyjscia z W:

o:B>x—sup{t €[0,1]: (s,0(s,2)) € W Vs e [0,t]} €[0,1]
bedzie ciggta. Zbior wyjscia jest zadany przez:
W= = {(o(), d(o(x), 7)) : = € BY.

Jedli B jest zbiorem Wazewskiego dla ¢ (czyli B, B~ sa zwarte) to
W jest segmentem dla F'. Istotnie,

[ o), ifalx)
7(z) = { 1,  ifo(x)
Wtedy W™ jest zadane nastepujaco:

IV IA

I;
1
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W= ={(o(2), ¢(o(x),2)) : x € o7 ([0, 1N}IV{(L, ¢(L, 2)) : @ € 07 ([1, +00)) },

a istotny zbiér wyjscia z W to:

W= ={(o(z),6(0(z),2)) 1z € o~ ([0, 1)) }.
W szczegdlnosei,

Wo=B, Wy =B

PrRzYKELAD 3.20. Jedli X jest Sciggalna to kazde odwzorowanie f :
B — X jest homotopijne z inkluzja. W szczegdlnosci, nawet przy g =
id g, f nie musi by¢ odwzorowaniem przesuniecia w czasie dla pewnego
semipotoku.

PRzYKEAD 3.21. Niech B={z € C: |z]| <1} iniech f: B - C
bedzie odwzorowaniem ciggltym, takim, ze
{1-t)z+tf(z):te[0,1]}NnB={z}, z€0IB.
Definiujemy homotopie:
F:[0,1]x B> (t,z) = (1—-t)z+tf(z) € C.
Niech W = [0,1] x B. Funkcja czasu wyjécia 7 : B — [0,1] z W jest

zadana przy pomocy punktéw przeciecia odcinkéw taczacych z i f(z)
ze zbiorem

Y =[0,1] x 0BU{1} x B,

zatem jest ciggla, wiec W jest zbiorem Wazewskiego. Udowodnimy, ze
Y jest zbiorem wyjscia W ™.
Z definicji W~ = w(B), gdzie:

w:B3z— (1(2),F(1(2),2)) € Y.

w(z) = z dla z € OB 1 w|gp ma rozszerzenie na zbior B, stad w|sp :

0B — W~ = w(B) jest homotopijna z odwzorowaniem statym, zadanym
na W=, zatem W~ =Y.
Stad W jest segmentem dla f i g = id g, z homeomorfizmem

sprostujacym” h = id . Latwo zauwazy¢, ze
Wy =B, W;~ =08,
i m jest homotopijne z identycznoscia na Wj.

U

Niech W bedzie segmentem dla F', g = Fy : B — X, g(B) C B i
f=F:B—>X.

TWIERDZENIE 3.22. Zbior
U={zxeWy: F(t,x) e W\ W/, forallt € [0,1]}
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jest otwarty w B = Wy, a zbior punktow stalych funkcji fly : U — B
jest zwarty. Ponadto, jesli W « W= sq¢ EN R-ami, to

ind(flu. Fix (fl0)) = L(m o g) — L(m o gly—).

W szczegdlnosci, jesli L(m o g) — L(mo gly—-) # 0, to f : B — X ma
punkt staty w B.

DowOD. Latwo sprawdzié, ze:

v=w\ J F).

te(0,1]
Jedli dla kazdego n, z, € Ute[o,l] F7YW,7) i limy e 2, = 2, tO
lim F(7(z,),z,) = F(r(x), x).

n—00

Dodatkowo, dla kazdego n, F(7(x,),x,) € W~ stad F(7(z),z) €
Wiz € Uy F7Y(W,; 7). Dlatego Ui E7H (W, 7) jest domkniety,
a U jest otwarty w Wj,.

Definiujemy rodzine odwzorowan:

myg : WS > — Wgh(l,ﬂghil(s,l')) € WO = Wl, S € [0, 1]
W szczegoblnosel, mog = m : Wy = Wy 1 my = idwy,.
Niech homotopia H : [0, 1] x Wy — W, bedzie dana wzorem:
H( ) — m’f(f)(F(T(x)ax))v if T(:IZ') < 1— t;
7Y i (F(1—t,2)), if7(z) >1—t.

W szczegdlnosci, Hy = m o g. Z wtasno$ci homotopii liczby Lefschetza
otrzymujemy:

7 definicji wiemy, ze:
Ho(x) = my(F(1(x),2)), € W,.
bLatwo sprawdzi¢, ze:
U={zeWy:7m(x)=1, F(1,) € Wy \ W, "}
i (Ho)"'(Wo \ Wy ) C U C (Ho)™ ' (Wo \ Wy 7). Ho(x) = F(L,z) =
f(z), oile 7(z) = 1, zatem
Holy = flv-

Jesli x € Wy \ Wy~ i Ho(z) = z, to natychmiast okazuje sie, ze
7(x) = 1 (poniewaz w innym wypadku Hy(xz) € Wy 7), czyli x € U.
Jednoczesnie,

Fix (fv) = Fix (Ho) N 77(1),
zatem Fix (f|y) jest zwarty. Oznaczamy V = 771([0,1)). V jest zbiorem
otwartym w Wy, Wy~ C V i Ho(V) C W, ~. Ze zwartosci Wy



3.4. SEGMENTY IZOLUJACE I RELATYWNA LICZBA NIELSENA 44

istnieje otwarte otoczenie D zbioru W, ~ takie, ze g(D) C V, dlatego
Hy(D) C Wy . Stad:

Fix (Hy) = Fix (Ho|y) U Fix (Ho|p) = Fix (f|y) UFix(m o g|Wo——).
Jako, ze zbiory Fix (f|v) i Fix (mogly,—-) sa zwarte i rozlaczne, z twier-
dzenia Lefschetza o punkcie stalym i wtasnosci addytywnosci indeksu
punktu statego otrzymujemy:

L(mog) = L(Hy) = ind (Hy|y, Fix (f|y)) +ind (Hy|v, Fix (mog]WO”)).
Z kolei, na podstawie wtasnosci komutatywnosci indeksu punktu statego
wraz z twierdzeniem Lefschetza o punkcie staltym mozemy obliczy¢:
ind (Holy, Fix (mogly,—)) = ind (Holyy.— Fix (mogly ) = L(mogly, ),
1 wreszcie otrzymujemy:
ind (f|v, Fix (f[v)) = ind (Holv, Fix (f|v)) = L(mo g) = L(m o g[y,-).

0

PrzYKrAD 3.23. Niech g bedzie inkluzja B w R*, W = [0,1] x B
— segmentem dla F': [0,1] x B — X, z homeomorfizmem prostujacym
h:W sz —axeW. Wtdy Limog) - L(mo g|y-—) = L(m) -
L(m|y,--) = x(B) — x(Wy ), zatem jesli x(B) # x(Wy ) to f = [y
ma punkt staly w B.

W szezegblnosei, przy zalozeniach przyktadu 3.21, x(B) — x(0B) =
1 — 0 =1, wiec funkcja f ma punkt staly w B={z € C: |z| < 1}.

3.4. Segmenty izolujace i relatywna liczba Nielsena

Pozostajemy przy oznaczeniach z poprzedniego podrozdziatu oraz
podrozdziatu 1.3.

TWIERDZENIE 3.24. Niech W bedzie segmentem dla homotopii F'.
Wtedy
# Fix (flo) = N(mo g, cl (Wo \ Wy 7)),
gdzie U ={z e Wy:71(x) =1, F(1,z) € Wy \ W, }.

DowoOD. Niech H : [0, 1]x W, — W, bedzie homotopia zdefiniowang,
w dowodzie twierdzenia 3.22.
Dla z € W, ™ zachodzi 7(z) = 0, zatem:

Hy(z) =mog(z), tel0,1].
Stad H, (W, ") ¢ Wy, dla t € [0,1]. Dlatego H jest homotopia
pary (Wo, W5 7). Jako, ze Hy = mog : (Wo, W5 ~) — (W, Wy ),
z wlasnosci homotopii dla relatywnej liczby Nielsena nalezy wykazac,
ze:

# Fix (flv) > N(Ho, cl (Wo \ W5 7).
Wystarczy udowodnié, ze jesli K C W, jest klasa Nielsena dla Hy i K
nie zachowuje swojego indeksu w W5 ~, to (Fix (flp) N K # 0 .
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Dla dowodu nie wprost zaktadamy, ze:
Fix (fly) N K = 0.
Doktadnie tak samo jak w dowodzie twierdzenia 3.22 otrzymujemy:

Fix (Hy) = Fix (f]) U Fix (m o glyy. ),

wiec K C W, ™. Znéw jak w dowodzie twierdzenia 3.22, istnieje D,
otwarte otoczenie W~ takie, ze Ho(D) C Wy ~. Z whasnosci komuta-
tywnosci indeksu punktu statego wynika, ze:

ind (Hy, K) = ind (H0|W0"a K)=1ind (mo g|W0777 K),

co prowadzi do sprzecznosci z zatozeniem o niezachowywaniu indeksu
K w Wy~ (bomog=H; ~ Hy).
O

PrzYKrAD 3.25. Formalnie, cl (W, \ W, ) = Wy, jednak zapis
N(m o g,cl(Wy \ W, 7)), jak juz wspomniatem, nie jest réwnowazny
klasycznej liczbie Nielsena N(m o g) dla odwzorowania m : W, —
Wy. W szczegblnosci, w twierdzeniu 3.24 nie mozna zastapi¢ N(m o
g,cl (Wo \ Wy 7)) przez N(m o g).

Na przyktad, niech B = [1,2] C R i homotopia F': [0,1] x B — R
niech bedzie dana wzorem:

F(t,z) :=t+x,
a g =id g. Niech W = [0,1] x B z homeomorfizmem h: W >z — z €

W. Oczywiscie, 7(z) = 2 — z dla = € [1,2], zatem W jest segmentem
dla F' ze zbiorem wyjscia:

W- =W~ =10,1] x {2}.
Jako, ze odwzorowanie monodromii m : {2} — {2} jest identycznoscig
i {2} jest Sciagalny, to N(m) = 1. Jednoczeénie, f : [1,2] 2 z —
F(1,z) = 14+ z € R nie ma punktéw stalych. Latwo sprawdzié, ze
N(m,cl(Wy\ W, 7)) =0.

PRZYKLAD 3.26. Jezeli N(m o g|yy,--) = 0, to N(m o g,cl(Wp \
Wy 7)) = N(moyg).

Istotnie, niech K C Wy bedzie klasa Nielsena m o g. Z pracy [Sc2]
wiadomo, ze wtedy K N W~ jest pusty lub jest suma klas Nielsena
mo gly—-. Stad, ind (m o gly—) = 0, gdyz N(m o g|,—-) = 0. Zatem
K nie zachowuje swojego indeksu w W~ wtedy i tylko wtedy, gdy K
jest istotna klasa Nielsena m o g.

PRrzYKEAD 3.27. Jesli B = W jest Sciagalny, to: L(mog) # L(mo
9lw—) wtedy i tylko wtedy, gdy N(mog,cl(Wo\Wy 7)) =1, a N(mo
g,cl(Wo \ Wy ™)) = 0 gdy L(m o g) — L(m o gly,—-) = 0. Tak wiec,

~—
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w tym przypadku, N(m o g,cl (W, \ W, 7)) daje te same informacje o
strukturze Fix (f) co liczba Lefschetza.

PRrzYKEAD 3.28. W pracach [Sc3, Zh] zdefiniowano inng relatywna
liczbe Nielsena N(f, X, A):

Klase Nielsena f nazywam zwyczajng klasqg Nielsena jesli zawiera
istotng klase Nielsena f|4. Przez N(f, f|4) oznaczamy ilo$¢ zwyczajnych
i istotnych klas Nielsena f. Definiujemy:

N(f, X, A) = N(f) + N(fla) = N(f, fla).

W twierdzeniu 3.24 liczby N (mog, cl (Wo\W, ™)) nie mozna réwniez
zastapié liczba N(m o g, Wy, Wy 7).

By to pokaza¢, rozwazmy homotopie F' zadana potokiem generowanym
przez réwnanie rézniczkowe na plaszezyznie: 2/ = Z (z = (z,y) € C),
dana wzorem:

F(t,(z,y)) = (ve' ye™).
Niech B = [—1,1] x [—1,1]. Latwo sprawdzié¢, ze W = [0,1] x B jest
segmentem dla F' : [0,1] x B — C (g = I,y = id ), dla ktérego Wy~ =
{1} x [-1,1], a odwzorowanie monodromii m jest identycznoscia na
parze (Wy, Wy ™). Okazuje sie, ze N(m, Wy, Wy ) =21 N(m,cl(Wy\
Wy 7)) = 1. Tymczasem, f(z,y) = F(1,(x,y)) = (ex,e”'y) ma doktadnie
jeden punkt staty (0,0).



ROZDZIAY. 4
Funkcje wiodace generuja segmenty izolujgce

Okazuje sig, ze teoria segmentéw izolujacych w wykrywaniu rozwia-
zan okresowych, ograniczonych i zanikajacych jest ogdlniejsza i skutecz-
niejsza niz klasyczna teoria funkcji wiodgcych. Méwiac doktadniej, w
wielu przypadkach, gdy spetnione sg zatozenia twierdzen o funkcjach
wiodgcych, mozna rowniez skonstruowacé segment izolujacy, ktérego
istnienie implikuje teze twierdzenia.

Po raz pierwszy zalezno$¢ pomiedzy funkcjami wiodacymi i seg-
mentami izolujacymi rozwazana byta w pracy [Kol]. Z niej pochodzi
twierdzenie 4.1. Pozostate twierdzenia z tego rozdziatu nie byty do tej
pory publikowane.

4.1. Przypadek niezalezny od czasu

Rozwazmy rownanie rézniczkowe:

(4.1) = f(t,x),
gdzie f : [a,b] x R® — R" jest ciagla i lokalnie lipschitzowska ze
wzgledu na x.

TWIERDZENIE 4.1. Zatozmy, ze Vi,..., Vi : R® = R jest uktadem
zupetnym funkcji wiodgeych dla pola wektorowego f. Wtedy istnieje
trywialny segment izolujacy W nad przedziatem [a,b] dla réwnania
(4.1), spetniajgcy warunek:

Ly = (=1)"Ind V;.
W szezegolnosct, jesli Ind Vi # 0, to Ly, # 0.

DowoOD. Niech R bedzie takie, ze (2.2) jest prawda dla kazdego V;
poza Dg.
Definiuje:

M = max;eq,. k) ||%E?1(2|Vi(x)|'

Wybieram dowolne ¢ > M i definiuje:
B={xeR":Vie{l,...k} —c<V(z) <c}.

Z definicji statej M i warunku (2.2), ¢i —c sa warto$ciami regularnymi
V; dla kazdego i € {1,...k}. Zauwazmy, ze ze wzgledu na warunek
koercytywnosci zupetnego uktadu funkeji wiodgcych zbiér B musi by¢
zwarty.
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B jest blokiem izolujacym dla lokalnego uktadu dynamicznego na
R™ generowanego przez rownanie

= f(0,z), ze€R"

o ponizej zdefiniowanych zbiorach wejscia i wyjscia:

B ={xeB:3ie{l,... k}Vi(zr)=c},
Bt ={zeB:Jie{l,...k} Vi(z) = —c}.
Oczywiscie, D C B. Wykorzystujac (2.2) i obserwacje 4.2 z [S1],
mozna zauwazyc, ze
W =[a,b] x B
jest segmentem izolujacym nad [a,b] o istotnych zbiorach wyjscia i
wejscia zadanych przez réwnosci:

W~ =[a,bl x B-, W't =[a,b] x BT.

Pokazemy, ze L(uw) = (—1)"ind V;. Korzystajac z warunku (2.2) i
aksjomatu homotopii stopnia Brouwera otrzymujemy:

ind Vi = d(f(0,-)[py)-
Jednoczesnie, W jest trywialnym segmentem izolujacym, zatem
Lw = x(B) = x(B7).

W tym miejscu skorzystamy z ponizszego lematu, pochodzacego z
[S2]:

LEMAT 4.2 (Mrozek, Srzednicki). Jesli B jest blokiem izolujgcym
dla f, takim ze B, B~ sqg ENR-ami, to

d(flime ) = (=1)"(X(B) — x(B7)).

Jako, ze B w rozwazanej sytuacji jest blokiem izolujacym dla & =
£(0,2), z powyzszego lematu i aksjomatu wycinania stopnia Brouwera
otrzymujemy:

X(B) = x(B7) = (=1)"d(f(0, )¢ 5) = (=1)"d(f(0, )| s)-

Laczac powyzsze réwnosci, otrzymujemy teze twierdzenia.

g

Powyzsze twierdzenie oznacza, ze jesli istnieje uktad zupelny funkeji
wiodacych, ktéry wymusza (dzieki niezerowemu indeksowi) istnienie
rozwigzania zagadnienia :

v = f(t,x); a(a) = 2(b)
to istnieje réwniez segment izolujacy, ktory daje nam doktadnie te same
informacje. Ponadto, jesli réwnanie:

o' = f(t, ),
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gdzie f : R x R* — R" jest funkcja ciagta, T-okresowa ze wzgledu
na t i lokalnie lipschitzowsks ze wzgledu na x posiada rozwigzanie
okresowe, wykrywane przez twierdzenie Krasnosielskiego, to istnieje
okresowy segment izolujacy nad [0, T], ktéry réwniez takie rozwiazanie
wykrywa.

Rozwazmy teraz sytuacje nastepujaca: f : R x R” — R". Wtedy z
Twierdzenia 4.1 natychmiast otrzymujemy:

WNIOSEK 4.3. Zatozmy, ze Vi,..., Vi : R® — R jest uktadem zu-
petnym funkcji wiodgcych dla pola wektorowego f i IndVy # 0. Wtedy
istnieje ciqg trywialnych segmentéw izolujgcych W7 nad przedziatami
[—34, 4] dla réownania o' = f(t,z) taki, Ze dla kaZdego j, Ly # 0.

Warto zauwazy¢, ze z tego twierdzenia i wniosku 3.14 natychmiast
wynika twierdzenie Krasnosielskiego o istnieniu rozwiazan ograniczo-
nych.

Uwaznie analizujac dowdd twierdzenia 4.1 mozna zauwazy¢, ze twier:
dzenie o istnieniu odpowiednich rozwigzan na podstawie istnienia zu-
petnego uktadu funkeji wiodacych mozna ostabi¢. Wystarczy bowiem,
by funkcje wiodace spetnialy warunek (2.2) na poziomicach ¢ i —c¢
(gdzie ¢ pochodzi z dowodu twierdzenia 4.1).

PRZYKLAD 4.4. Twierdzenia z tego rozdzialu pokazuja, ze istnienie
zupetnego uktadu funkcji wiodacych gwarantuje istnienie segmentu
izolujacego, ktory daje te same informacje o istnieniu rozwigzan od-
powiednich zagadnien. Naturalnie, powstaje pytanie, czy twierdzenie
odwrotne mogtoby by¢ prawdziwe. Odpowiedz jest negatywna.

Dowodzi sie, ze ponizszy uktad dynamiczny zadany na ptaszczyznie
zespolonej rOwnaniem:

J=e"z", 2€C, te€l0,2n]

posiada segment izolujacy W nad [0, 27, taki, ze Ly, = 1 ([S1, S2,
SWZ)).

Jednakze dla pola wektorowego f(t,z) =e funkcja wiodaca nie
istnieje, gdyz dla ustalonego z wektor f(¢,z) wykonuje pelny obrét,
gdy t zmienia sie od 0 do 27, tak wiec nie moze mie¢ stale dodatniego
iloczynu skalarnego z zadnym staltym wektorem.

itz’n

4.2. Przypadek zalezny od czasu

Roéwniez w przypadku funkceji wiodacych zaleznych od czasu, istnieja
segmenty izolujace, ktore pozwalaja uprosci¢ dowody twierdzen. Zgodnie
z wezesniejsza zapowiedzia, udowodnimy Twierdzenie 2.26.

Dow6D. Niech r, G, f, Vi oznaczaja to samo, co w definicji uktadu
zupelego funkcji G-wiodacych i wypowiedzi twierdzenia 2.26.
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Definiujemy:

M = max;cq1, x5y max |[Vi(z)).
llzl|<r

Niech v = M + 1. Definiujemy:

Wi = {(t.0) € [, J) X R Vie = gy < VO < gt

Jak w twierdzeniu 4.1, ﬁ i —ﬁ sg wartosciami regularnymi V;
dla kazdego ¢ € {1,...k} (z definicji funkcji G-wiodacych), a G jest
klasy C!, co gwarantuje wystarczajaca dla naszych celéw regularnosé
zbioru W7 i jego brzegu. Ze wzgledu na warunek koercytywnoéci zu-
pelego uktadu funkcji G-wiodacych zbiér W7 musi by¢ zwarty.

Wtedy W/ jest g-segmentem izolujacym liniowym trywialnym dla
funkcji g : R" > o — Gcg(_j]))z € R" nad [—j,j] i dla homeomorfizmu
prostujacego h(t,z) = (¢, Gcé(j.):c), o ponizej zdefiniowanych zbiorach
istotnego wyjscia i wejscia:

Wi ={(t,x) € W’ :3iec{l,...k} Vi(x)G(t) =~},
Witt = {(t,x) € W7 :3i € {1,...k} Vi(2)G(t) = —v}.

Z przyktadu 3.4 wynika, ze Ly, , = X(sz) — X(Wi;_)

Jednoczesnie, funkcje V(i tworza uktad zupely funkcji wiodacych
dla réwnania z’ = f(—7,-). Jak w dowodzie twierdzenia 4.1, zbiér: Z7 =
[—J,J] x WZ, jest trywialnym okresowym segmentem 1.zolu3@cym dla
pola wektorowego f(—7,-) z istotnym zbiorem wyjscia 27~ = [—7, j] X
w7

-5

7 twierdzenia 4.1 i wlasnosci trywialnych segmentéw izolujacych

otrzymujemy:

0# (=1)"nd V= Lz = x(W?,) = x(WS7) = Ly

—J
Korzystamy teraz z twierdzenia 3.13 dla ciagu g-segmentéw izolu-
jacych {W7}22,, otrzymujac teze twierdzenia 2.26.
Wreszcie, wniosek 3.14 konczy dowdd istnienia rozwiazan zanikaja-
cych, przy koercytywnej funkcji G.
O

Na koniec, udowodnimy twierdzenie 2.30. Warto zwrdci¢ uwage,
ze zalozenia twierdzenia mozna jeszcze odrobine ostabié¢, zaktadajac
jedynie, ze V; jest funkcja wiodaca na zbiorze A} = {(¢, €, z) € [0, 00) X
R3 : ||¢]] < p(t), 2 = ¥(t)}, a V, jest funkcja wiodaca na zbiorze
Ay ={(t,§,2) € [0,00) xR : [[E]] < 9(t), 2= —v(t)}.
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DowOD. Niech
W ={(t,&2) €[0,00) x R*: Vj(t,£,2) <0,i=1,2,3} =

={(t,&2) €[0,00) xR : z < [¥(t)], [I€]] < o (t)},
wWn = W[O,n] =Wn [0,71] x R3.

W mozna sobie wyobrazi¢ jako walec, kurczacy sie w miare dazenia
z czasem do nieskonczonosci (ze wzgledu na definicje funkcji ¢ i ¢).
Kazde W™ jest g-segmentem izolujacym dla g : R® 3 (¢, 2) — (%5,
%z) € R? (g jest homeomorfizmem dla kazdego n i g(W,,) = W) i
z homeomorfizmem prostujacym h(t, ¢, z) = (t, %5, %z) Podstawy
tych walcow sa zbiorem istotnego wejscia (W™t = {(¢,&,2) € W™ :
|z| = ()} = {(t,&,2) € W™ : V; = 01ub V5 = 0}), a ich pobocznice
tworza zbidr istotnego wyjscia (W™=~ = {(¢,&,2) € W™ ||¢]| =
(,O(t)} = {(t7€>z) Vs = 0})

W tym momencie skorzystamy z obserwacji 3.15 dla a = 0 i ciagu
g-segmentow izolujacych W". Otrzymujemy w szczegolnosci spojnosé
zbioru A = N UW, ", gdzie N jest zbiorem takich punktéw (&, z9) €
W, ze istnieje (€, z)(-) rozwiazanie uktadu (2.16), takie, ze dla (£, 2)(0) =
(&0, 20) 1 wykres (€, 2)(+) zawiera sie w W. Innymi stowy (z definicji W),
N jest zbiorem punktéw poczatkowych rozwigzan prawostronnie zani-
kajacych takich, ze ||£(0)]| < ¢(0), 2(0) = 2o. Ze spéjnosci A i definicji
Wt ={(0,,2) e Wy : 2 =90} U{(0,£2) € Wy : z=—1(0)}
otrzymujemy, ze dla kazdego 2o € [—v(0);9(0)], N N (R? x {z}) #
0. U



Dodatek A: Rozwdj teorii funkcji wiodacych

Teoria funkcji wiodgcych nie ogranicza sie do przedstawionych wezes-
niej twierdzen. We wlasciwej czesci pracy przedstawitem gtéwne, klasycz-
ne wyniki tej teorii. Byty one punktem wyjscia dla dalszych badan. Ich
przedmiotem byto przede wszystkim pytanie: jak bardzo da sie uogélni¢
definicje funkcji wiodacej, by nadal uzyskiwaé istotne twierdzenia o
rozwigzaniach odpowiednich réwnan.

Uogoélnione funkcje wiodgce

Ostabianiem zatozen twierdzen o pojedynczej funkcji zajmowat si¢
przede wszystkim Jean Mawhin. Najsilniejsze rezultaty uzyskat w pracach
[KKM, MW1, MT1].

DEFINICJA 4.5. Niech f : RxR"™ — R". f jest funkcjqg Carathéodory’-
ego, jesli:
e f(t,-) jest ciagta dla prawie kazdego t € R
e f(-,z) jest mierzalna dla kazdego z i ||f(t,z)|] < ¢(t) dla
kazdego x i pewnej funkcji lokalnie catkowalnej ¢.

Rozwazmy réwnanie

(4.2) ¥ = f(t,x),
gdzie f: R x R" — R" jest funkcja Carathéodory’ego.

DEFINICJA 4.6. Niech G C R". Uogélniong funkcjg wiodgcq dla f
na G nazywamy V : G — R funkcje klasy C* taka, ze:

e VV #£ 0 dla kazdego x € G,
o VV(zx)- f(t,z) > 0 dla prawie wszystkich ¢ € R i wszystkich
x e G.

Ponizej przedstawiam najmocniejsze jak dotad twierdzenie wykrywajace
rozwigzania odpowiednich zagadnien przy zastosowaniu uogélnionych
funkcji wiodgcych.

TWIERDZENTE 4.7 (Mawhin, Thompson). Niech V € C*(R") bedzie
uogdlniong funkcjq wiodgeq dla funkcji Carathéodory’ego f na V—1(0),
a V0 = V(—-00,0)) bedzie zbiorem ograniczonym, niepustym. Jesli
d(VV]yo) # 0, to dla réwnania (4.2) istnieje rozwigzanie absolutnie
ciggle () na przedziale [a, b] takie, ze 2(t) € VO dlat € (a,b) i x(a) =
x(b).
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W szczegolnosci, takie rozwigzanie istnieje, gdy V jest funkcjg parzystq
lub gdy istnieje p € R™ takie, ze dla kazdego x € OV zachodzi VV (z) -
(x —p) > 0.

Dodatkowo, istnieje tez rozwigzanie x(-) absolutnie ciggle na R,
takie, ze x(t) € VO dla t € R.

Usrednione funkcje wiodace

Kolejnym mozliwym uogoélnieniem pojecia funkcji wiodacych jest
susrednienie” charakteryzujacej je nierownosci. Wyniki uzyskane dzicki
temu podejsciu przedstawie za artykutami [M2, MW1].

Niech J = [a,b],a f : JXR™ — R™ bedzie funkcja Caratheodory’ego.
Dla z € R" przez ¢, oznaczamy funkcje stata: ¢, (t) = z, dla kazdego
t € J. Niech C* = {g € C(J;R") : g(a) = g(b)}. Dla T c C¥
definiujemy Cr = {x € R" : ¢, € I'}. Je$li G C R™ to oznaczamy
Yo ={z € C¥ : Ve x(t) € G}

DEFINICIJA 4.8. Niech I' C C’ff bedzie zbiorem niepustym. V €
CY(R™, R) jest usredniong funkcjq wiodgcg na T dla (4.2) jesli zachodza
nastepujace warunki:

e VV(z) # 0 dla kazdego x € Cr;
o [ VV(x(t))- f(t,x(t))dt > 0 dla kazdego z € T,

Kazda uogdlniona funkcja wiodaca na G jest usredniona funkcja
wiodaca na Y. Jedli (4.2) jest rownaniem autonomicznym, to kazda
usredniona funkcja wiodaca na I' jest uogélniong funkcja wiodaca na

Cr.

TWIERDZENTE 4.9 (Mawhin,Ward). Jesli istnieje funkcja V€ C'(R", R)
taka, ze zachodzq ponizsze warunki:

o V1((—=00,0)) # 0, azbiér V-1((—oo,r)) jest ograniczony, dla
r = max{(b — a) max ]VV max / (IVV (u) - f(t,u)|dt};
ueV - T uev- 1(0)

o V jest uéredmon@ Junkejq wiodgceg na g\ v -1((—s0,0)) dla (4.2);
o d(VV]y-1((—sc0)) # 0.
to zagadnienie: ' = f(t,z); f(a) = f(b) ma przynajmniej jedno roz-
wigzanie x, takie, ze dla kazdego t € J, z(t) € V~1((—o0,7]).

WNIOSEK 4.10. Jesli dla zagadnienia x' = f(t,x); f(a) = f(b )
istnieje usredniona funkcja wiodgca V' taka, Ze limyj)—oo |V (2)] = 400
wtedy zagadnienie to posiada rozwigzanie.

Pojecie usrednionej funkcji wiodgcej nie pozwala na wykrywanie
rozwigzan ograniczonych na calej osi R, gdyz oszacowanie ograniczenia
na rozwigzanie w twierdzeniu 4.9 zalezy od réznicy (b — a).
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Asymptotyczne funkcje wiodace. W [M3] pojawito sie tez poje-
cie asymptotycznej funkcji wiodacej (inspirowane wynikami z [Sch]).

DEFINICJA 4.11. V € CY(R", R) jest asymptotyczng funkcjg wiodgcq
dla (4.2), jedli istnieje a € L'(J,R,) taka, ze:
o VV(x) - f(t,2) < a(t) dla prawie kazdego t € J i kazdego
r € R™;
. fab limsupy, oo VV(2) - f(t,2)dt > 0.

TWIERDZENIE 4.12. Kazda asymptotyczna funkcja wiodgcea dla (4.2)
jest tez usredniong funkcjq wiodgcg na Xpn\p, dla (4.2), dla wszystkich,
odpowiednio duzych r.

WNIOSEK 4.13. Jesli dla zagadnienia ©' = f(t,x); f(a) = f(b)
istnieje asymptotyczna funkcja wiodgca V' taka, zZe limj,)—00 |V ()] =
+00, wtedy zagadnienie to posiada rozwigzanie.

Przypadek zalezny od czasu. Prébe uogoélnienia pojecia funkcji
wiodacej na funkcje zalezne od czasu podjeli V.Lagoda i I.Parasyuk
w nieopublikowanej jeszcze pracy [LP]. Uzyskali oni wynik nie tylko
wykrywajacy rozwiazanie ograniczone, ale tez oszacowanie zbioru, w
ktorym takie rozwigzanie si¢ miesci, kosztem wzmocnienia zatozen twier-
dzenia 2.32.

W tym podrozdziale rozwazamy réwnanie: ' = f(t,z), gdzie f €
C(R x R™" R).

DEFINICJA 4.14. Funkcje W (-) € C(RxR™, R) nazywamy przestrzen-
nie koercywng, jesli dla kazdego t € R funkcja Wy(-) = W(t,-) spelnia
nastepujace warunki:

—1(0) #0;

[ hmeH_mo Wt(x) = OQ.

Jedli dodatkowo W(-) € CYR x R™ R) i ||8Wt || > 0, gdy tylko
Wi(x) > 0, to W nazywamy regularng funkcy@ przestrzennie koercyung.

Funkcje W mozna interpretowaé jako uogélniona, zalezng od czasu
norme¢ na R". Lagoda i Parasyuk zajmowali si¢ szacowaniem wartosci
W (t,z(t)), gdzie x(-) jest rozwiazaniem danego réwnania.

DEFINICJA 4.15. Dla przestrzennie koercywnej funkeji W (), globalne
rozwiazanie z(t) danego uktadu jest W-ograniczone jesli
sup;er W(t, 2(t)) < co. W nazywamy wtedy funkcjg szacujgcq.

Warto zwréci¢ uwage, ze ani rozwiazanie W-ograniczone nie musi
byé¢ ograniczone w zwyklym sensie, ani rozwigzanie ograniczone ze
wzgledu na norme w R" nie musi by¢ W-ograniczone.

Jak w przypadku pracy [Orl], dla funkeji U(¢, x) definiujemy pochod-
na U wzdhuz trajektorii potoku w rozszerzonej przestrzeni fazowej:



USREDNIONE FUNKCJE WIODACE 55

: ou oU
4.3 Ur=—+—1F.
(4.3) 1=t ot
DEFINICJA 4.16. Funkcje V(-) € C*(R x R™, R) nazywamy wiodgcq
zgodng z W, gdzie W jest funkcja przestrzennie koercywna, jesli
W=1((0,00)) # 0 i dla dowolnych (¢,2) € W((0, o)) zachodzi

Vf(t, l‘) > 0.

DEFINICJA 4.17. Regularng funkcje przestrzennie koercywna W
wraz ze zgodng funkcja wiodaca V nazywamy W — V-parg dla pola
f.

TWIERDZENIE 4.18. Zalozimy, ze dla pola wektorowego f istnieje
W — V-para spetniajgca dodatkowo warunki:

A. Istniejg liczby v* v, (v > v,),¢* > 0,¢. € [0,00], a takze
spdjna skladowa U zbioru V='((v,,v*)) taka, ze dla kazdego
t € R, v* nalezy do obrazu funkcji Vi(-) = V(¢,-), W=((—o00,0]) C
U i dla kazdego (t,x) € BNW((0,00)) zachodzi:
—c, Vit x) < Wyt x) < Vit z).
Niech
vo(t) := min{Vy(z) : 2 € V1 (0)} > v,; v = %Hﬂgvo(t),
€

VO(t) := max{Vi(z) : 2 € V7 H0)} < v*; o = 1itggvo(t).

Oznaczamy tez zbiér wyjscia B*¢ = 0B NV~ (v*).
B. Funkcja:

at) = inf{Vi(t,z) : =€V, NW(0,00)}

spetnia warunek ffoo a(s)ds = [7 a(s)ds = +oo.

C. Dla odpowiednio duzych (w sensie wartoSci bezwzglednej) ujem-
nych t, spetniony jest nastepujocy warunek: istnieje ograniczony
podzbior My zbioru B, UBe taki, ze zbior {t} x (M;NU5¢) jest
retraktem zbioru {(s,x) € B* : s > t}, ale nie jest retraktem
{t} x M,.

Wtedy réwnanie x’' = f(t,x) posiada rozwigzanie W -ograniczone x.(t),
spetniajgce dla kazdego t € R nieréwnosci:
W(t,z.(t)) <

cc*
T oo :— c* (v = ),

vo < V(¢ (1)) <00

Poréwnujac ten rezultat z klasycznymi twierdzeniami, warto zauwazy¢,
ze warunek A implikuje, ze ¢V i ¢V — W tworza zupelny uktad funkcji
wiodacych dla kazdego ¢ > ¢*, a warunek C zastepuje zalozenie o
indeksie tych funkcji.



FUNKCJE WIODACE DLA ODWZOROWAN 56

Funkcje wiodace dla odwzorowan

Innym naturalnym rozszerzeniem pojecia funkcji wiodacych jest
badanie mozliwosci wykrywania rozwiazan ograniczonych dla uktadow
dynamicznych zadanych odwzorowaniami. W pracy [M3] ten temat
zostal dokladnie przeanalizowany. Wyniki przedstawie ponize;j.

Rozwazmy semiuktad dynamiczny zadany przez:

(4.4) Tma1 = Im(Tm), m € N,
gdzie g,, € C(R",R").

DEFINICJA 4.19. Funkcje V € C(R", R) nazywamy funkcjg wiodgcq
dla (4.4), gdy dla kazdego m i pewnego r > 0, V(g,,(x)) > V(z), o ile
||| = 7.

TWIERDZENIE 4.20. Niech g,,, € C(R",R"). Jesli istnieje V — funkcja
wiodgca dla (4.4) ze stalqr, taka, Ze limyjy)400 V(x) = +00 i dodatkowo:
(4.5) sup max ||gm(z)|| < +oo,

meN |lz|[<r

to (4.4) ma rozwigzanie ograniczone.

W szczegblnosci, jesli g, = g dla kazdego m i pewnego g € C'(R", R"),
to warunek (4.5) jest spetniony.

PRZYKEAD 4.21. Warunek (4.5) jest istotny. By to zauwazy¢, wystar-
czy rozwazy¢ cigg funkcji g, : R — R zdefiniowany nastepujaco:

m m(1 — |z]), jezeli |x| < 1
9" (z) = :
0, w innym wypadku

Jako, ze dla kazdego punktu poczatkowego xg, go(xg) = 0, to kazda
orbita uktadu zawiera podciag nieograniczony.
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